MOCANU FLORENTINA

REZISTENTA MATERIALELOR
PARTEA a-1l-a

NOTIUNI RECAPITULATIVE

ELEMENTE DE TEORIA ELASTICITATII
SOLICITARI COMPUSE

BARE CURBE

SOLICITARI DINAMICE PRIN SOC

VASE CU PERETI SUBTIRI

CALCULUL DE REZISTENTA LA OBOSEALA



Cuprins

CAPITOLUL 1. NOTIUNI RECAPITULATIVE

1.1. Caracteristici geometrice ale suprafetelor plane........................... ...
L1.2. Elemente de statica................oooiiiiiiiii i
.30 SATCINIL ..ottt et et
1.4. Reazeme §i reactiuni.........c.cccoooiiiiiiniitiii i e
L5 EfOrturi ..o e e
L6, TenSIUNI. ..o et e e
1.7. Relatii intre eforturi si tensiuni.............c..coccooviiiniiiiii
1.8. Deplasari si deformatii.....................ooooooi
1.9. Solicitari simple...............

1.10. Teoreme $i metode energetiCe...............cceevvuiieriiiieniiieeriiie e e eiee e

CAPITOLUL 2. ELEMENTE DE TEORIA ELASTICITATII

2.1. Starea de tensiuni intr-un punct al unui Corp.........c.occvevvviriieiieniieeee,
2.1.1. Starea generald de tenSiUni. .............cccoceeverveinciineeiiniicneiienecseeeeeeaes
2.1.2. Starea plana si uniaxiald de tenSiUNI..............cceeveveeeceeeeeiieeniieeeieeeenen

2.2. Variatia tensiunilor in jurul unui punct. Tensiuni principale....................
2.2.1 Starea spatiald de teNSTUNI. ............c..eeeeueeeecueeeeiieeeiieeeee e eaee e
2.2.2. Starea plana de tensiuni (biaxialQ).............cccoeeceevoeeviieniieniiaiiieiieeene,
2.2.3. Starea liniara de tensiuni (monoaxialQ).................ccceeeeeeeeceeeecueeencunennne

2.3. Starea de deformatii intr-un punct al unui corp...........ccocoveeviniininncnnnn.
2.3.1. Starea generald de defOrmatii..................cceeeeveeeeecuienieenciiecieeieeeeeeeeenn,
2.3.2. Variatia deformatiilor in jurul Uunui punct..............ccceceeeveeeeceenceeseeeenennns

2.4. Ecuatiile fundamentale ale Teoriei Elasticitatii......................cc.conn
2.4.1. Ecuatii de echilibru (CAUCHY)..........cccoeveuieieiiiiiiiiiiieieeeeeeeeeee e
2.4.2. Ecuatii geometrice (intre deformatii si deplasari).............cccccoueeveeveanne..
2.4.3. Ecuatii CONSHIULIVE (fIZIC).......cccuueeeieiieiiieiieeeesee et

2.5. Teorii de reziStenta................cccooiiiiiiiiiiiiieeeeecee e
2.6.1. Ipoteza tensiunii NOrmale MaAXime...............cccoeecvueeeeeeeecreeeeireeeeieeeesee s
2.6.2. Ipoteza deformatiei specifice liniare maxime................cccoceueeeeverreeecueennnn.
2.6.3. Ipoteza tensiunii tangenfiale MaAXIiMe. ..............ccoeceeveeeeveesoeeniienieneeeee
2.6.4. Ipoteza energiei de defOrmatie................cccuuvcueeevceeeeieeeiieeniieeeeeeenieeenns
2.6.5. Ipoteza energiei de deformatie modificatoare de forma..........................
2.6.6. Teoria starii [imitd a [ui MORF............cccccooouiiiiiniiiiiiiiiiieiiceceeceene

Probleme PrOPUSE.......ccuieiiieiiieieete ettt ettt



CAPITOLUL 3. SOLICITARI COMPUSE

3.1 Generalitatii..........coooueiiiiiiiii e 93
3.2. Solicitari compuse la care apar tensiuni pe aceeasi directie................... 94
3.2.1. Solicitarea axialQ eXCENIIICA. ..........c.ccocuervueereieiiiniiiieeeeeese e 94
3.2.1.1. SAMbUre Central..........ccocuiiiiiiiiiiiieciee e 98
3.2.2. Solicitarea de incovoiere oblica (Aubl@)................cceeveueevceeeecreeanrnaannne, 102
3.2.3. Solicitarea compusa de incovoiere §i forta axial...................ccccceuee... 106
3.2.3.1. Grinzi cotite (CAATC)....cueinieiiii i 108
3.2.3.2. Cadre static determinate (Zrinzi COtite).......oourruerrieerieeniienieeneeneeane 109
3.2.3.3. Cadre static nedeterminate eXterior..........ceevuerueeruereerieereeeeeneeeeennenne 113
3.2.3.4. Cadre static nedeterminate INterior........ccueerueerueenieerieeiee e 132
3.2.3.5. Cadre static nedeterminate exterior $i iNterior...........cccueeeeuveeecuveennen.. 136
3.2.4. Deformatia sistemelor plane....................ccooiiiiiiiiiiiiiiiiiianin. 143
ProbIemeE PrOPUSE......cecviieiieeiiieiieeieeee ettt ettt et e et eerbeesbeeesseesaeensaens 145
3.3. Solicitari la care apar tensiuni pe directii diferite............................... 153
3.3.1. Solicitarea de incovoiere Cu tOFSIUNE..............ccccovueeviencieisiiniiesiieneeee 153
Bare cotite Spatiale..........ooueiiieiiiiiiieieeee e 153
Calculul arborilor drepti la torsiune cu INCOVOIETE.........covverueeniierieeniieeienne 156
Probleme PrOPUSE. ......ccvieiieiiieiieee ettt ettt 161

CAPITOLUL 4. BARE CURBE

4.1. Generalitatii.........occooeee i 167
4.2. Bare curbe sub forma de arcde cerc............ccooceviiiniiniiiiinin e 168
4.2.1. Calculul coeficientului de forma...................c.ccooiiiiiiiiiiiniinnn . 173
4.2.2. Axa neutra a sectiunii unei bare curbe................cccoeceeeecveiiiieeeniieeannnn. 175

4.3. Deformatia barelor curbe sub forma de arcde cerc............................ 185
4.4. Diagrame de eforturi la bare curbe sub forma de arc de cerc................ 186
4.4.1. Bare curbe sub forma de arc de cerc static determinate................... 187
4.4.2. Bare curbe sub forma de arc de cerc static nedeterminate exterior...... 197
4.4.3. Bare curbe sub forma de arc de cerc static nedeterminate interior...... 199
ProDIemeE PrOPUSE......eecuiieiieeiiieiieeieetee ettt ettt ettt e et estaeebeeesseesaeensaens 204

4.5. Bare curbe cu raza mare de curbura. Arce parabolice........................ 207
ProDIemeE PrOPUSE......eevuiieiieeiiieiieeieeite ettt ettt e et e esbeebeessseesaeensaens 219

CAPITOLUL 5. SOLICITARI DINAMICE PRIN SOC

5.1. Consideratii generale............................ 220
5.2. Calculul la solicitari dinamice prin $ocC...................coooiiiiiiiiiiinnnnn.. 221
Probleme Propuse .........ooeeieiiiiii e e 236



CAPITOLUL 6. VASE CU PERETI SUBTIRI

6.1. Generalitatil..............oooo oo 240
6.2. Ecuatia lui Laplace............. . 241
6.3. Vase cu pereti subtiri care contin gaz.......................... 245
6.4. Vase cu pereti subtiri care contin lichid............................. 247

Probleme Propuse .........ooueiiiinii i e 250

CAPITOLUL 7. CALCULUL DE REZISTENTA LA
OBOSEALA

7.1. Consideratii generale........................ooooiiiiiiiiiiii e 252
7.2. Clasificarea solicitarilor variabile............................ 255
7.3. Rezistenta la oboseala. Curba Wéhler.......................... 258
7.4. Diagrame ale rezistentelor la oboseala................................ 261
7.5. Factori care influenteaza rezistenta la solicitari variabile..................... 264
7.5.1. Materialul si tehnologia de fabricatie.....................c.coiviiiiiiini.n, 265
7.5.2. Natura SOLICTIAVTT. . .......cooiiii i, 265
7.5.3. Concentratorii de tenSIiUNe. ...............couiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e, 265
7.5.4. Dimensiunile PIeSei...........ouuuuuu i, 274
7.5.5. StArea SUPFASELei............couevuereiiiiiiieiiiicieeeeetee ettt 278
7.5.6. T@MPEFAIUFA. ..o e e e 280

7.6. Calculul coeficientului de siguranta al solicitarii variabile.................... 281
Probleme Propuse ......oovieeiitiit it et e 295
Bibliografie. ... ... ..o 297



CAPITOLUL 1

NOTIUNI RECAPITULATIVE

In acest capitol se prezinti o recapitulare minimalid a principalelor
notiuni studiate in cursul de Rezistenta materialelor 1, absolut necesare

abordarii disciplinei de Rezistenta materialelor I1.
1.1. Caracteristici geometrice ale suprafetelor plane

Pentru o suprafata pland, care poate fi cea a sectiunii transversale a unei
bare, raportatd la un sistem de referintd zOy (axa Ox fiind aleasa pe directia axei
barei) au fost definite urmatoarele caracteristici geometrice ale suprafetelor
plane: aria, momentele statice, momentele de inertie, modulele de rezistenta,
razele de inertie.

Se considera o figura plana de forma oarecare, de arie A, raportata la un
sistem de axe rectangulare zOy (figura 1.1).

Aria sectiunii are ca unitatea de masurd [mm’] si se calculeazi cu

integrala:

A:jAdA (1.1)



v

0 z q z

Figura 1.1.

S-a considerat sectiunea compusd dintr-o infinitate de arii elementare dA,

integrala semnificand extinderea calculului pe toata sectiunea.

Momentele statice ale suprafetei fatd de axele Oz, respectiv Oy se
calculeaza cu relatiile:
S, =[yd4;S, = [zd4 (1.2)
4 A
Momentul static se misoara in [mm’].
Momentele statice se poate utiliza pentru determinarea pozitiei centrului
de greutate G al ariei sectiunii transversale. Daca se noteazd cu z¢ $1 yg

coordonatele centrului de greutate G al unei figuri (figura 1.2) se pot scrie

relatiile:
SZ=A-yG;Sy=A-ZG (1.3)
N
y A
‘ G
Ya
: >
O ZG V4
Figura 1.2.



Din relatiile (1.3) rezulta coordonatele centrului de greutate:

S
oy
(1.4)
S:
o=y

Daca o suprafatd oarecare este compusa aceasta se divide in figuri simple,
pentru care se cunosc aria §i pozitia centrului de greutate, iar momentele statice
ale intregii figuri se determina prin sumarea algebricd a momentelor statice ale

figurilor componente. Prin urmare:

n
Sz = ZAini
=1 (1.5)
n
Sy = zAiZGi
i=1

Pentru o suprafatd oarecare, care poate fi descompusa in figuri simple,

coordonatele centrului de greutate se calculeaza cu relatiile:

n
2 Az
i=]

ZG = =
A (1.6)
n
ZAini
ye ==
G A

n
in care: 4= ZAI. este aria Intregii figuri;
i=1

A; - aria figurii i;

ZGi » Ygi - coordonatele centrului de greutate al figurii i.

De retinut
e Orice axa de simetrie contine centrul de greutate al figurii.
e La intersectia a doua axe de simetrie se gaseste centrul de greutate.

o Ariile si momentele statice ale unor goluri sunt considerate negative.



o  Momentul static al sectiunii fata de o axa care trece prin centrul de
greutate al sectiunii este nul.

o Sistemul de axe care are originea in centrul de greutate al sectiunii
transversale se numeste sistem de axe central, iar axele sunt axe

centrale

Pentru suprafata plana din figura 1.3 au fost definite: momentele de inertie

axiale, momentul de inertie centrifugal, momentul de inertie polar.

y A dA

A

Figura 1.3.

Momentele de inertie axiale ale unei figuri, fatd de axele Oz si respectiv

Oy, sunt date de relatiile:

I, = J. y2 dA
4 , (1.7)
I, = Iz dA
A
Momentul de inertie centrifugal se determina cu relatia:
I, = [zyd4 (1.8)

A

Momentul de inertie polar se determind cu relatia:



I,={r’da (1.9)
A

Daca se aplica teorema lui Pitagora pentru unul din triunghiurile formate

in figura 1.3 rezultd ¥* = 72 +y” si inlocuind in relatia (1.9) se obtine:

I,=1.+I, (1.10)

De retinut:

Momentele de inertie axiale §i polare sunt intotdeauna pozitive.
Momentul de inertie centrifugal poate fi pozitiv, nul sau negativ.
Unitatea de mdsurd pentru toate momentele de inertie este [mm’].
Momentele de inertie ale golurilor se considera negative.

Momentul de inertie polar este egal cu suma momentelor de inertie
axiale fata de doua axe perpendiculare oarecare care trec prin polul
considerat.

Axele in raport cu care I, = 0 se numesc axe principale de inerfie.
Fata de aceste axe, momentele de inertie axiale I si I, au valori
maxime, respectiv minime.

Axele de simetrie sunt §i axe principale.

Axele principale care trec prin centrul de greutate al figurii se numesc

axe principale centrale.

Yo y A
dA
Y f
vy [ z
Yo | A
Z
' >
O’ da ZO LAZL
Figura 1.4.



Pentru o suprafatd pland de arie A4 raportatd la un sistem de referinta
central, fatd de care momentele de inertie ale suprafetei sunt I, I, si I, (figura
1.4) s-au determinat momentele de inertie ale suprafetei fata de un alt sistem de
referintd, avand axele paralele cu primul. Aceste momente sunt date de relatiile
(1.11) numite relatiile lui Steiner.

IZ
I, =I,+z,4 (1.11)

Y
Izoyozlzy +2,),4

=1 +y£A

unde: coordonatele z, s1 yy sunt luate cu semnul lor si reprezintd coordonatele
originii sistemului vechi in noul sistem de coordonate.

Relatiile (1.11) indica faptul ca: momentul de inertie axial fata de o axa
paralela cu o axa centrala este egal cu momentul de inertie fata de axa centrala
plus produsul dintre aria sectiunii si patratul distantei dintre cele doua axe, iar
momentul de inertie centrifugal este egal cu momentul de inertie centrifugal fata
de axele centrale plus produsul distantelor (dintre cele doua axe) cu aria.

Pentru momentul de inertie polar s-a stabilit urmatoarea expresie:
2, .2
L,o=1,+(z;5 +y, )4 (1.12)

Daca se cunosc momentele de inertie in raport cu niste axe oarecare,
atunci pentru axele care trec prin centrul de greutate al figurii, paralele au axele

date, momentele de inertie sunt date de relatiile:

2
IZ=IZO- vo A
_ 2
I,=1, - z,4 (1.13)
]zyzlzoyo - ZoyoA

De retinut:

e Relatiile (1.11) se folosesc frecvent pentru calculul momentelor de

inertie ale figurilor compuse.

10



o Momentele de inertie in raport cu axele centrale au cea mai mica
valoare in comparatie cu momentele de inertie pentru oricare alte axe

paralele cu primele.

Pentru o suprafatd pland de arie 4 raportatd la un sistem de referinta
central, fatd de care momentele de inertie ale suprafetei sunt I, I, si I, (figura
1.5) s-au determinat momentele de inertie ale suprafetei fatd de un alt sistem de

referintd rotit cu unghiul a fata de primul.

Yo g

Figura 1.5.

Fata de sistemul de axe rotit momentele de inertie sunt date de urmatoarele

expresii:
I.+1, I -1
1, == > A Z2 > cos 2a -1, sin 2a
I,+1, I,-1, .
I, = PR cos2a+1,, sin2a (1.14)
1o = et cos2
200 =7 7 sin2a+1,, cos 2a

Daca se aduna primele doua relatii (1.14) rezulta:

Lo+ 1Ly=I. + I, =1, = constant (1.15)

11



Valorile extreme (maxime i minime) ale momentelor, numite momente

de inertie principale se noteaza cu I; si I, si se determina cu relatia:

L+, (r.-1,F

I,,= +12 (1.16)

2 4 i
Pentru I; = I, se considera semnul (+), iar pentru I, = I,,,;, semnul (-).

Directiile principale (directiile axelor principale) sunt date de ecuatia:

21
1g2a =—>— (1.17)
I, -1

vy 1z
Valorile extreme ale momentului de inertie centrifugal I, corespund unui
sistem de axe care fac un unghi de 45° fata de axele principale si se calculeaza cu
relatia:
1;-1,
2

Izy],2 =T (1.18)

De retinut:

e Suma momentelor de inertie axiale in raport cu orice pereche de axe
ortogonale care trec printr-un pol dat este constanta si egalda cu
momentul de inertie polar indiferent de pozitia pe care aceste axe o
ocupd prin rotirea in jurul originii.

o Axele de simetrie ale unei figuri sunt axe principale de inertie.

o Axele fata de care momentele de inertie axiale au valori extreme se
numesc axe principale de inertie §i se noteaza cu 1 §i 2.

e Directiile principale sunt ortogonale.

e Pentru I, < 0 axa principala 1 (fata de care momentul de inertie este
maxim) trece prin primul cadran, iar pentru I, > 0 prin cadranul al
doilea.

e Pentru sectiunile cu o singura axd de simetrie aceasta este axa
principala, iar a doua este perpendiculara pe aceasta prin centru de

greutate.

12



e Din punct de vedere practic un interes deosebit prezinta momentele de

inertie centrale principale (momente calculate in raport cu axele

principale care trec prin centrul de greutate al sectiunii).

Modulele de rezistentd axiale W, si Wy au fost definite de relatiile:

w, =L
=
Ymax (1.19)
I)’
W, =
Zmax

unde: y,.. = distanta de la axa Oz la punctul cel mai Indepartat al sectiunii;

Zmax = distanta de la axa Oy la punctul cel mai indepartat al sectiunii.

Modul de rezistentd polar s-a definit ca raport Intre momentul de inertie

polar si distanta de la pol pana la punctul cel mai indepartat al sectiunii:

w,=—"- (1.20)

De retinut:
: . . “ 3
o Modulele de rezistenta se masoara in [mm’].

Razele de inertie sau de giratie ale unei figurii, In raport cu un sistem de

1
izz‘/j

axe zOy sunt date de expresiile:

(1.21)

: I
l] =,
4 (1.22)
) I,
1 — =
2"V 4

13



Aceste raze de giratie sunt semiaxele elipsei principale centrale de inertie

a figurii a carei ecuatie este:

z y _
7+7—1 (1.23)
I 5]

De retinut:

o Unitatea de masura pentru razele de inertie este cea de lungime [mm].

Pentru cateva sectiuni simple caracteristicile geometrice au urmatoarele
expresii (ele au fost determinate Tn prima parte a cursului prin integrarea directa a
relatiilor de definitie):

- sectiunea dreptunghiulara de inaltime h si baza b:

A=bh,; 1 :ﬁ; 1 :E; /4 :% hb”
T2 Y12 6 g

- sectiunea patrata de latura a (b=h):

4 3
A=d’; L=1=%; w.o=w, =2 1.25
z y 12 z y 6 ( )
- sectiunea circulara de diametru d:
2 4 4 3 3
L S A A A R T

z y

4 64" 7 3
T /7Td4 4 d
lz =1 = _—= —_— _—

Y A 64 md* 4

- sectiunea coroanda circulara cu diametrul exterior D si cel interior d:

Y I T

) 2 T 4 4 T 4 4
A=—D"- d°)yl. =1, =—(D"- d*),l =—(D" - d
4( 3l =1, 64( )1, 32( )

p 4 4 4
= =—=——(D"- d 1.27
Yy D o32D Py D 16D( ) (.27)
2 2

I 4_ 4

1
64 x(D*- d*) 4

14



- sectiunea triunghi oarecare de latime b si inaltime h (in raport cu

sistemul de axe central):

3 2
A:@; IZ:%; szﬂ (1.28)
2 36 24
- sectiunea poligon regulat cu n laturi de lungime a:
R . '
I.=1 :ﬂ—sma(cosa+2); 1 :ﬂsma(cosa+2) (1.29)
" Ra Yo'
unde: a = 2—7[; R= .a
n 2sina

De retinut:

e [n afard de sectiunile simple, ale caror caracteristicile geometrice sunt
calculate, in practica inginereasca se folosesc profile standardizate
(profil I, U, T cornier cu aripi egale si neegale) ale caror caracteristici

geometrice se gasesc tabelate.

Pentru determinarea caracteristicilor geometrice ale unei sectiuni

compuse, care poate fi descompusa in figuri simple, se vor parcurge urmatoarele

etape:

1.

2
3.
4

Se descompune sectiunea compusa in figuri simple.

Se alege unui sistem de referinta arbitrar.

Se determina pozitia centrului de greutate al sectiunii, cu relatia (1.6).

Se determina, utilizand relatiile (1.13), momentele de inertie axiale I, I, §i
cel centrifugal I, fata de sistemul de axe central (un sistem de axe cu
originea in centrul de greutate al sectiunii §i cu axele paralele cu cele ale
sistemului initial).

Se determina, cu relatia (1.17) unghiul de rotire al axelor principale.

Cu relatia (1.16) se determina momentele de inertie principale.

Cu relatiile (1.19) si (1.22) se determina modulele de rezistenta axiale §i

respectiv razele de inertie centrale.

15



De retinut:

e Modulele de inertie ale unei sectiuni compuse nu se pot calcula prin
sumarea algebrica a modulelor de rezistenta ale figurilor componente.

e Etapele mentionate se aplicd pentru cazul general. In cazul existentei

axelor de simetrie calculul se simplifica.
1.2. Elemente de statica

Momentul unei forte se poate calcula fata de un pol si in raport cu o axa.

Modulul momentului unei forte F Jfata de un punct O (fatia de un pol)

este egal cu produsul dintre modulul fortei si bratul acesteia:
M=F-b (1.30)
Bratul fortei b reprezintd marimea perpendicularei dusa din pol pe

suportul fortei (figura 1.9).

Momentul fortei fata de polul O mai poate fi exprimat 1 ca produs
vectorial dintre vectorul de pozitie al fortei (care uneste polul O cu punctul de
aplicatie al fortei) si forta:

M =FxF (1.31)

Momentul este perpendicular pe planul format de vectorii 7 si F, iar

sensul momentului este dat de regula burghiului drept (burghiul este rotit in

sensul de suprapunere a lui 7 peste F pe drumul cel mai scurt), iar marimea

momentului se determina cu relatia (1.47).
Modulul momentului unei forte in raport cu o axdi este egal cu modulul

momentului proiectiei fortei pe planul normal la axa, calculat in raport cu punctul

in care axa inteapa planul.

16



Cuplul (figura 1.9) este format din doua forte paralele, egale si de sensuri
contrare. Acesta produce numai rotatie §i se reprezintd printr-un vector liber,

perpendicular pe planul cuplului.

sensul frotirii

>4

=\

d/2 d/2

Figura 1.9.

Modulul momentului care caracterizeaza un cuplu se calculeaza cu relatia:
M=F-d (1.32)

Reducerea unei forte in raport cu un punct al corpului este prezentata in

figura 1.10. Se pune problema reducerii in punctul O a fortei F, care actioneaza

in B. Reducerea se face prin addugarea si scaderea fortei F in punctul O. Astfel

forta F care actioneaza in B poate fi inlocuitd cu o fortd F care actioneaza in O si

momentul M care caracterizeaza cuplul produs de cele doud forte barate. De

obicei O este ales in centrul de greutate al sectiunii.

E ? b,»? ?I?/[:?b
oy OX/yB/ ov' B |

Figura 1.10.
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Pentru ca un corp sau un sistem de corpuri, aflat sub actiunea fortelor

F I,F’ P ,....,F' ., 54 fie In echilibru, este necesar si suficient ca forta rezultantd si

momentul rezultant sa fie nule (R= 0; M= 0). Prin urmare trebuie satisfacute

conditiile:
n n
ZXiZO ZMi(Ox)ZO
i=1 i=1
n n
2Yi=0 XM, =0 (1.33)
i=1 i=1
n n
zZiZO zMi(oz)ZO
i=1 i=1

Relatiile (1.33) exprima faptul ca sumele algebrice ale proiectiilor tuturor
fortelor si ale momentelor fata de cele trei axe trebuie sa fie nule.
Daca fortele sunt coplanare (sunt situate in planul xOy), relatiile (1.33) se

reduc la urmatoarele #rei ecuatii de echilibru independente:

X, =0

1

M:

1

1

M=
~

=0 (1.34)

i
i=1

n
ZMW =0
i=1

unde: X; - proiectia fortei E pe axa Ox;
Y; - proiectia fortei F; pe axa Oy;

M;,) - momentul fortei F, fatd de O in care axa Oz inteapa planul xOy.

Observatie:
e In unele situatii primele doud ecuatii din relatiile (1.34) pot fi inlocuite
cu ecuatii de momente, obtindndu-se un sistem de trei ecuatii, format

astfel:
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- 0 ecuatie de proiectie a fortelor si doua de moment, cu precizarea ca
proiectia fortelor nu se face pe o directie normala la dreapta determinata
de cele doua puncte fata de care se scriu ecuatiile de momente;

- trei ecuatii de momente, scrise fata de trei puncte care nu sunt coliniare.
Daca nu se respecta aceste conditii ecuatiile scrise nu sunt toate

independente, unele fiind combinatii liniare ale celorlalte.

1.3. Sarcini

Fortele si momentele care solicitd corpul se numesc sarcini. In Rezistenta
materialelor se considera fortele s momentele concentrate ca fiind vectori legati
(nu este permisd deplasarea punctului de aplicatie pe dreapta suport) si se
opereaza mai mult cu modulul acestora. Dupa cum s-a prezentat in prima parte a
cursului sarcinile se pot clasifica astfel:

1) dupa marimea suprafetei pe care actioneaza:

- sarcini concentrate (forte si momente care actioneaza pe suprafete ale
corpurilor care pot fi considerate mici in raport cu dimensiunile corpului);

- sarcini distribuite (forte $s1 momente care actioneazd pe suprafete mari).
Sarcinile pot fi uniform distribuite, liniar distribuite, sarcini distribuite dupa legi

parabolice, exponentiale, etc.

De retinut:

o [ntensitatea fortelor distribuite in plan se exprima in [N/mm] sau in
[N/mm’] (in cazul fortelor provenite din presiune, a greutdfii unei
invelitori sau a unei placi).

e [ntensitatea fortei rezultante concentrate (masurata in [N]), static
echivalenta cu cea distribuita, este numeric egala cu aria suprafetei,

cuprinsa intre curba de variatie a fortei distribuite si grinda. Punctul
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de aplicatie al fortei rezultante coincide cu abscisa centrului de
greutate al suprafetei respective.

e Inlocuirea fortelor distribuite cu forte concentrate nu este posibild
decdt intr-un numar limitat de situatii (de ex. calculul reactiunilor)
cdand corpul inca este considerat rigid. Ulterior inlocuirea nu mai este
admisa, deoarece ar modifica modul de deformare al corpului.

e Pentru o bara de sectiune constanta, confectionata dintr-un material
omogen, greutatea este o forta uniform distribuita. Intensitatea acestei
forte distribuite poate fi aflata impartind greutatea barei la lungimea
acesteia [N/mm] si reprezinta deci greutatea unitatii de lungime.
Greutatea este inlocuita cu o forta rezultanta concentrata, static

echivalenta, care actioneaza in centrul de greutate al corpului.

2) dupa variatia lor in timp:

- sarcini statice (figura 1.11a). Intensitatea sarcinii creste Intr-un timp
relativ indelungat si ramane constantd dupd ce a atins intensitatea maxima;

- sarcini dinamice, care pot fi periodice sau aperiodice (figura 1.11c) sau
sarcinile care se aplicd cu viteza mare (intensitatea sarcinii variaza de la zero la o

valoare maxima intr-un timp foarte scurt (figura 1.11b)).

F

F = const.

F max

t [sec]

q) Fmin
a) b) c)
Figura 1.11

1.4. Reazeme si reactiuni

Tipurile de reazeme, reprezentarile schematizate si reactiunile care apar in

fiecare tip de reazem sunt prezentate in tabelul 1.
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Tabelul 1

Denumirea Nr de grade de | Reprezentari schematizate
reazemului libertate suprimate
Rezemare A A
q
simpla 1 '_:‘ =1
v \Y
Articulatia . T [
cilindrica 2 v 1
\%
(simpla)
Incastrarea M W M
n/ H
3 \
\Y
\Y%

Reazemele au rolul de a suprima anumite grade de libertate ale corpului.
Acest lucru se realizeaza prin aparitia in reazem a unor forte (care impiedicd una
sau doua translatii) si/sau momente (care impiedica rotirea). Fortele si momentele
care apar in reazeme se numesc reactiuni (impreuna cu sarcinile care solicitd

corpul reactiunile formeaza un sistem in echilibru).

De retinut:

1) Calculul analitic al reactiunilor se efectueazi cu respectarea
urmdtoarelor etape:

- schematizarea formei corpului;

- schematizarea modului de rezemare (stabilirea tipului de reazem si
figurarea reactiunilor corespunzatoare);

- schematizarea modului de incarcare (stabilirea fortelor si a cuplurilor);

- scrierea ecuatiilor de echilibru pentru sistemul de sarcini coplanare

(relatiile (1. 50)) cu alegerea arbitrara a conventiilor de semne;
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- rezolvarea sistemului de ecuatii, determinarea §i verificarea
reactiunilor.

2) In plan pot fi scrise numai trei ecuatii independente. De obicei,
acestea sunt: doud ecuatii de proiectii a fortelor si o ecuatie de momente
(relatiile (1. 51)).

3) Dacda numarul reactiunilor este cel mult egal cu numarul ecuatiilor de
echilibru, acestea pot fi calculate din ecuatiile staticii. Asemenea sisteme se
numesc static determinate. Conditia pentru ca un sistem sda fie static determinat
poate fi scrisa:

NN < NE (1.35)
unde: NN = numarul necunoscutelor (reactiuni sau uneori eforturi);
NE = numarul ecuatiilor staticii care nu sunt identic nule.

4) Daca numdrul necunoscutelor (reactiunilor) depdseste pe cel al
ecuatiilor de echilibru sistemul este static nedeterminat. La aceste sisteme:

NN > NE (1.36)
Diferenta dintre numarul de necunoscute si numarul ecuatiilor de echilibru
poarti numele de grad (ordin) de nedeterminare. In acest caz reactiunile se
determina prin rezolvarea sistemului format din ecuatiile de echilibru completate
cu un numar de ecuatii scrise in urma studierii deformatiilor corpului, egal cu

gradul de nedeterminare.

1.5. Eforturi

Componentele eforturilor Rsi My dupd cele trei axe ale un sistem
triortogonal de axe principal central cu originea in G (centrul de greutate al
sectiunii transversale) in care axa Ox coincide cu axa geometricd a corpului sunt
indicate in figura 1.12:

- componenta N, normala la sectiune, se numeste fortd axiala si apare n

cazul solicitarilor axiale;
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- componentele T, si T, sunt in planul sectiunii §1 se numesc forfe
tdaietoare;

- componenta M, este normala pe sectiune, apare la torsiunea (rasucirea)
barelor si se numeste moment de torsiune;

- componentele M, si M, sunt in planul sectiunii, se numesc momente de
incovoiere (momente incovoietoare) si apar la solicitarea de Incovoierea.

Cele sase componente ale eforturilor se determina astfel (in plan se exista
cel mult trei componente nenule):

- forta axiald N este egala cu suma algebrica a tuturor proiectiilor
fortelor exterioare pe axa Ox (axa barei);

- fortele tiietoare T, si T, sunt egale cu suma algebrica a proiectiilor
tuturor fortelor exterioare pe axa Oy si respectiv Oz,

- momentul de torsiune M, este egal cu suma algebrica a tuturor
cuplurilor exterioare dirijate dupa axa Ox;

- momentele incovoietoare M si M, sunt egale cu suma algebrica a

tuturor momentelor exterioare fata de axa Oy i respectiv Oz.

y

F;

R > X X
I T >

K 0=G | N

z
F|
a)
Figura 1.12.
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Asa cum s-a studiat in cursul de Rezistenta materialelor I, utilizand definitiile de
mai sus se pot stabili eforturile in orice sectiune a corpului si se pot trasa curbele

lor de variatie, numite diagrame de eforturi.

1.6. Tensiuni

In cursul de Rezistenta materialelor I s-a definit tensiunea medie pe un
element suprafata A4, din jurul punctului M, (figura 1.14a) prin urmatoarea

relatie (rezultanta AR a fortelor de legatura fiind aplicatd in centrul de greutate

al elementului):

. AR
Pmedat =~ (1.37)
iar valoarea tensiunii in punctul M prin relatia:
dR
Py = lim (1.38)
Y aas0dA
a) b)
Figura 1.14

De retinut:

e Unitatea de mdsura a tensiunii este [N/mm’ = MPa] si depinde atit de dR
cdt si de orientarea elementului de suprafata dA (tensiunea fiind o marime

tensoriala).
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Tensiunea poate fi descompusa (figura 1.14b) in doud componente:

- pe directia normalei in componenta o, numitd temsiune normaldi
(orientata de directia axei Ox);

- pe planul sectiunii in componenta T, numita tensiune tangentiala.

La randul sau, componenta 1 poate fi descompusa in planul yOz, (la care
Ox este normald) obtindndu-se componentele 7, §i 7, (figura 1.15) care sunt

paralele cu axele Oy si respectiv Oz.

Txy y

2

E N
F,
Gx\

N
7

Figura 1.15

Pentru cele doua tensiuni tangentiale semnificatia indicilor este urmatoarea:
primul indice desemneazd axa normald la planul sectiunii (axa Ox) iar al doilea

axa cu care tensiunea este paralela (axele Oy si respectiv Oz).
1.7. Relatii intre eforturi si tensiuni
In cursul de Rezistenta materialelor I, s-au demonstrat urmitoarele

relatiile intre eforturi si tensiuni numite ecuatii de echivalenta:

N=|o,d4 (1.39)
A
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T, =|z,d4 (1.40)
A

T, = [7,.dA (1.41)

A
M, =[(tyz—7,y)dd=[mdA (1.42)

A A

M, =[o,zd4 (1.43)
A

M, =[o.yd4 (1.44)
A

unde: N, T, T, respectiv M, M, M, reprezinta cele sase eforturile;
- Oy, Ty, T, cele trei tensiunile Intr-un punct M al sectiunii (figurile
1.16a si 1.16b), situat la distantele z, y fatd de cele doud axe respectiv r fata

de centru de greutate.

F,

F;

Figura 1.16

De retinut:

o Deoarece nu contin caracteristici fizice de material ecuatii de

echivalenta sunt valabile pentru orice corp solid.

1.8. Deplasari si deformatii
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In cursul de Rezistenta materialelor I, s-au definit urmitoarele notiuni:

- deplasarea reprezintda modificarea pozitiel unui punct sau a unei sectiuni
a corpului. Se studiazd deplasari elastice sau elasto-plastice produse ca urmare a
deformarii corpului, atunci cand acesta 1si modifica dimensiunile si forma
geometrica initiala;

- deformatia reprezintd modificarea distantei dintre puncte sau sectiuni,
sau a unghiurilor dintre doud segmente duse printr-un punct. Modificarile
lungimilor segmentelor se numesc deformatii liniare iar modificarile unghiurilor

deformatii unghiulare sau lunecari.

De retinut:

o Deformatiile depind de forma si dimensiunile corpului, de marimea si
modul de aplicare al sarcinilor §i de anumite caracteristici mecanice ale
materialelor.

o Daca deformatiile dispar dupa inlaturarea sistemului de sarcini (corpul
revine la forma §i dimensiunile initiale), se spune ca avem deformatii
elastice.

o Pentru majoritatea materialelor utilizate la realizarea structurilor de
rezistenta deformatiile elastice sunt foarte mici in raport cu dimensiunile
corpurilor confectionate din aceste materiale. Se face precizarea ca, in

cele ce urmeaza ne vom referi la deformatii elastice mici.

1.9. Solicitari simple

In practica se intalnesc solicitari simple (atunci cand pe sectiunea corpului
apare o singurd componenta a eforturilor si respectiv a tensiunilor) si solicitiri
compuse (atunci cand in sectiunea corpului apar simultan cel putin doua

componente ale eforturilor si tensiunilor). In cursul de Rezistenta materialelor I,
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au fost studiate urmatoarele patru solicitdri simple: solicitarile axiale (tractiune
sau compresiune), forfecare, torsiune si incovoiere (tabelul 2). Solicitarile
compuse vor fi studiate in cursul de Rezistenta materialelor I1.

Se vor prezenta in continuare principalele notiuni definite §i relatii
demonstrate in cursul de Rezistenta materialelor I, referitoare la cele patru

solicitari simple.

1.9.1. Solicitarea axiald (tractiune - compresiune)

Tractiunea $i compresiunea se numesc solicitari axiale deoarece
suporturile fortelor sunt dirijate tangent la axa geometrica a barei. La acestea
difera intre ele numai semnul eforturilor, tensiunilor si alungirilor specifice:

pozitive pentru tractiune $1 negative pentru compresiune.

Tabelul 2

Solicitarea Schema de solicitare Efortul nenul | Tensiunea
Tractiune @_@ﬂ N>0 o>0

N
Compresiune N<0 <0
Forfecare ﬂé Ty (sau T,) T
(Taiere)

M
Torsiune C M M, T
(Rasucire)

W Um, | M GauM,)
incovoiere o

In ceea ce priveste solicitarea de compresiune a barelor de lungime mare, trebuie

facutd precizarea ca este posibil sd apara fenomenul de flambaj longitudinal,
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studiat in prima parte a cursului (pierderea stabilitatii inainte ca tensiunea de

compresiune s atinga vreo stare limita).

De retinut:

o [n cazul in care suportul fortelor exterioare nu coincide cu axa barei, dar
este paralel cu ea, bara va fi supusa, in afara solicitarii de intindere sau
compresiune §i la incovoiere. Aceasta situatie constituie solicitarea axiala

excentricd care va fi studiata in cadrul solicitarilor compuse.

Pentru o bard dreapta confectionatd dintr-un material omogen si izotrop,
cu sectiunea transversald constantd solicitatd axial s-a stabilit ca tensiunea
normald sunt constantd pe sectiunea transversala (o, = constant) si este datd de

relatia:
o, =— (1.45)

unde: o, — tensiunea normald Intr-o sectiune curenta a barei;

N - forta axiala in sectiunea respectiva, care se determind din diagrama de

forte axiale;

A — aria sectiunii transversale a barei.

Calculul de dimensionare se face la proiectarea pieselor si permite
stabilirea dimensiunilor sectiunii transversale a piesei solicitate axial.
Dimensionarea prin metoda tensiunilor admisibile presupune ca tensiunile
maxime din piesa (luate in modul) nu vor depasi pe cele admisibile conform
relatiei:
<o

- . (1.46)

X max

Tinand cont si de relatia (1.64) formula de dimensionare este:

- (1.47)
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Calculul de verificare se face pentru piese la care se cunosc dimensiunile
sectiunii transversale. De obicei, acest calcul consta in verificarea inegalitatii din
relatia (1.65). Daca inegalitatea se verificd, piesa rezista la sarcinile propuse.

O alta varianta a acestui calcul presupune determinarea sarcinii maxime pe
care o poate suporta piesa, numita sarcina capabila. Calculul se face cu o relatie
de forma:

N,

cap —

Ao, (1.48)

In cazul barelor sau portiunilor de bard de sectiune constantd, supuse la
eforturi axiale constante (tensiuni constante), deformatia se determind cu relatia:

a =M (1.49)
EA

unde: / - lungimea barei;
E - modulul de elasticitate longitudinala.

Se observd cd deformatia este cu atdt mai mica cu cat produsul dintre
modulul de elasticitate E al materialului i aria sectiunii transversale 4 este mai
mic. Ca urmare acest produs se numeste modul de rigiditate la intindere-
compresiune a sectiunii transversale.

In cazul in care tensiunile variaza pe lungimea barei alungirea totald a barei

se calculeaza cu relatia:

Al = igx ()dr =] ];((xx))dx (1.50)

De retinut:

e [Inrelatia (1.50) forta axiald si aria pot fi functii de x.

o Relatiile (1.49) si (1.50) pot fi folosite pentru calculul deplasarii relative,
adica deplasarea unei sectiuni a barei fata de alta sectiune, respectiv a

deplasarii unui punct de pe axa barei.
o [n cazul barelor cu mai multe regiuni deplasdrile absolute ale sectiunilor

acestor bare (fata de un reper fix) se calculeaza prin insumarea algebrica
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a deplasarilor portiunilor de bara (pe fiecare regiune, deplasarile au

semnul tensiunilor).

Energia specifica de deformatie pentru cazul solicitarilor axiale centrice,
pentru o portiune de lungime / a barei, se calculeaza cu relatia:
N?(x)
Uzg————ﬁ (1.51)
2A(x)E
Daca pentru portiunea studiatd forta axiald i aria sunt constante (nu

depind de x), expresia energiei din relatia (1.51) devine:

2
v=2N"1 (1.52)
2AE
Dacd bara are mai multe regiuni, energia totald acumulatd va fi suma

algebrica a energiilor corespunzatoare de pe cele n regiuni:

U=>U, (1.53)

1.9.2. Solicitarea de forfecare

Atunci cand 1n sectiunea transversald a unui corp actioneaza numai o forta
taietoare (T, sau 7)), acesta este solicitat la forfecare (tdiere) pura. In sectiunea
barei apar in acest caz numai fensiuni tangentiale. In practica este insa extrem de
dificil sa se realizeze o solicitare de forfecare purd, de cele mai multe ori

forfecarea fiind insotita de incovoiere.

De retinut:

e In cursul de Rezistenta materialelor I, s-au studiat situatiile in care
tensiunile normale, provenite din incovoiere, sunt neglijabile in raport cu
cele tangentiale, produse de forfecare si in care calculul conventional la

forfecare da rezultate satisfacatoare.

31



Forfecarea unei bare este produsd de cétre doua forte coliniare, normale

pe axa acesteia, egale si de sens contrar, asa cum este prezentat in figura 1.17.

F F
\ J v
b
"
[ § A
F F
a) b)
Figura 1.17

Pentru calculul conventional al barelor la forfecare s-a presupus ca
tensiunile tangentiale sunt uniform distribuite pe sectiune. Aceasta ipotezd se
verificd In practica numai pentru forfecarea pieselor de grosime micd (table,

suruburi mici, nituri, stifturi, pene, etc.). In aceste conditii tensiunile tangentiale

se calculeaza cu relatia:

Tyy =— (1.54)

Observatie:

e Relatia (1.54) ramadne valabila si pentru forfecarea pe directia axei Oz,

daca se inlocuieste indicele y cu z.

Relatia (1.54) permite rezolvarea urmatoarele trei categorii de probleme:

- calculul de dimensionare (se determinad aria sectiunii transversale):

Ay = — (1.55)
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- calculul de verificare (se determind tensiunea tangentiald maxima
care se compara cu tensiunea admisibild sau cu cea de rupere). Bara rezista

daca:

Top = % <7, (1.56)

- calculul fortei taietoare capabile sau a celei de rupere prin forfecare:

Toyp =Az,  respectiv. T, =Az, (1.57)

Expresia energiei de deformatie inmagazinatd de catre bara supusa la

forfecare se poate fi determina cu relatia:

L2
U=[———dx (1.58)
AL
Pentru T = const. se obtine:
Tl
= 1.59
2GA (159

unde: / - este lungimea portiunii de bara deformata;
G — modulul de elasticitate transversala;
A — aria sectiunii transversale.

GA — modulul de rigiditate la forfecare a sectiunii transversale.

De retinut:
o Deoarece volumul de material deformat este mic energia potentiala de
deformatie inmagazinata la forfecare va fi mica, comparativ cu alte

solicitari si va fi uzual neglijata.

1.9.3. Solicitarea de torsiune

Asa cum s-a precizat In cursul de Rezistenta materialelor I, o bard dreapta
este solicitatd la torsiune daca efortul din sectiunea transversald este un moment
M, care, in reprezentare vectoriald, este dirijat dupa axa Ox (aleasa conventional

pe directia axei barei). Practic are loc deformarea barei sub actiunea unor cupluri
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de forte cuprinse in plane perpendiculare pe axa geometricd a acesteia, iar
suporturile fortelor nu intersecteaza axa. S-au stabilit relatiile necesare efectudrii
calculelor de rezistentd si de rigiditate pentru cazul barelor drepte de sectiune
circulara supuse la torsiune (rdsucire).

Pentru calculul tensiunii tangentiale a fost stabilita relatia:

M, r

(r)= (1.60)

P
Relatia (1.60) aratd ca tensiunea tangentiala este distribuitd liniar pe directia
razei: tensiunea tangentiald este nula in centru de greutate al barei (la r = 0),
variazd liniar cu raza r s§i este maxima pe conturul sectiunii, asa cum este
reprezentat in figura 1.18.
Pe conturul barei, pentru r = R, se obtine:
M, R M,

7(R)= (1.61)

Figura 1.18.

Tensiunea tangentiala maxima se calculeaza cu relatia:

x (1.62)

unde: I, - momentul de inertie polar;

W, - modulul de rezistentd polar.
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Relatia (1.62) poate fi folosita pentru calculul din conditia de rezistenta
(dimensionare sau verificare), limitand tensiunile din bara. Ea se mai numeste
criteriul de rezistenta. Astfel:

- pentru dimensionare se calculeaza diametrul barei impunand conditia ca
tensiunea tangentiald maxima sd nu o depaseasca pe cea admisibila:

T T, (1.63)

max
- in calculul de verificare toate marimile sunt cunoscute si se verifica doar

daca este satisfacuta inegalitatea (1.63).

De retinut:

o In relatia (1.63) Tpu= / T(R)/ reprezinta tensiunea tangentialda in
sectiunea (sau regiunea) periculoasa, care se stabileste in urma trasarii
diagramelor M, si (R).

Pentru calculul deformatiei unghiulare la rasucire s-a stabilit relatia:

M, (1.64)

0=
Glp

unde: G — modulul de elasticitate transversala.

Se observa ca deformatia la rasucire este cu atdt mai mica cu cat produsul
Gl1, este mai mare. Ca urmare acest produs poarta numele de modul de rigiditate
la torsiune al barei cu sectiune circulara.

Pentru deformatii mici s-a determinat unghiul de rotire al sectiunii
transversale ca fiind:

M .1

¢ = GI); (1.65)

Relatia (1.64) poate fi folosita pentru calculul din conditia de rigiditate
(dimensionare sau verificare), limitand astfel deformatiile si nu tensiunile. Ea se
mai numeste criteriul de rigiditate. Astfel:

- pentru dimensionare se calculeaza diametrul barei impunand conditia ca

rotirea specificd maxima sa nu o depdseasca pe cea admisibila:
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0 <0, (1.66)

- in calculul de verificare toate marimile sunt cunoscute si se verifica doar

daca este satisfacuta inegalitatea (1.66).

De retinut:

o Unghiul de rotire specific admisibil se ia functie de regimul de lucru al
arborelui (6, = (0,15.....0,3)°/m).

o Pentru calculul de dimensionare relatiile (1.63) si (1.66) vor furniza doua
valori pentru aceeasi marime (diametrul barei). Rezolvarea problemei
consta in alegerea valorii celei mai mari din cele doua, intrucdt aceasta

va satisface ambele conditii.

Expresia momentului de torsiune cunoscdnd puterea si turatia a fost

stabilita ca fiind:

M:l-ﬁ (1.67)
2r n
unde: M, - momentul de torsiune [Nm];
P —puterea [W];
n - turatia [rot/sec].
Daca turatia este in rot/min relatia (1.86) devine:
Mtzﬁ £:9,55£ (1.68)
T n n

De retinut:
e Relatia (1.68) poate avea in membrul din dreapta diversi

coeficienti, care provin din utilizarea altor unitati de masura.

Energia potentiald de deformatie inmagazinata de catre o bara dreapta de

sectiune circulard solicitatd la torsiune se calculeaza cu relatia:
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L2
U=|——dx (1.69)

0201,
Daca M, = const. pe toatd lungimea barei, relatia (1.88) devine:
M
2GI,

(1.70)

iar daca bara are » regiuni, energia totala se determina prin insumarea energiilor

corespunzdtoare fiecdrei regiuni, adica:

U=>U, (1.71)

1.9.4. Solicitarea de incovoiere

Solicitarea de incovoiere poate fi incovoiere pura si incovoiere simpla.
Prin incovoiere purd se intelege deformarea unei grinzi produsd de un sistem de
forte static echivalente care produc in sectiunea transversald un moment
incovoietor, la carui vector este dirijat dupa una din axele principale ale sectiunii
transversale. In cazul solicitirii de incovoiere simpli in sectiunea transversald a

grinzii apare pe langa un moment incovoietor si o forta taietoare.

De retinut:

e La incovoiere, axa Oy se considera pozitiva in jos datorita faptului ca
majoritatea fortelor exterioare (sarcini) provin din greutati §i sunt orientate
in aceasta directie.

e Deplasarile in sensul axei Oy sunt considerate pozitive.

e In cazul incovoierii pure in sectiunea barei apare numai unul din
eforturile M, sau M, (prezenta simultana a eforturilor M, si M,, se produce
in cazul solicitarii compuse la incovoiere oblica, care urmeaza sa fie

studiata in cursul de Rezistenta materialelor 11 ).
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Pentru demonstrarea relatiei de calcul a tensiunilor normale (formula lui
Navier) s-a considerat o grinda supusa la incovoiere purd (momentul incovoietor

fiind constant pe lungimea grinzii: M _(x)= M = const., iar toate celelalte

eforturi sunt nule). S-a considerat cd materialul grinzii este omogen si izotrop, cu
caracteristica liniar-elasticd (admite legea lui Hooke). In sectiunea grinzii apar

numai tensiuni normale oy. care se calculeaza cu relatia:

M, y
Gx(y)=zl—

z

(1.72)

Egalitatea (1.72) poarta numele de relatia lui Navier.

De retinut:

o Rezulta ca sistemul de axe al sectiunii transversale este unul principal
central (M este orientat dupa axa Oz, care este §i axa principala de
inertie).

compresiune

O min

N

Y2 @ N | axa
neutra

Nl i @

G max

y tractiune

Figura 1.19

Deoarece in cazul incovoierii pure a grinzilor drepte de sectiune constantad efortul
M. este constant, rezultd ca tensiunea o, este functie numai de y: este nula in
planul neutru, care contine §i axa neutrd (y = () si este maxima sau minimd pe

fata inferioara si respectiv superioara a grinzilor (figura 1.19). In calculele de
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rezistentd intereseazd tensiunile normale o, maxime §i minime, care apar in
fibrele cele mai indepartate de axa neutra.

Daca Oz este axa de simetrie, atunci y; = y; = Puar $1 modulul de rezistenta
se poate scrie:

w, =1 (1.73)

z

y max
unde: y,.q - distanta de la axa Oz la fibra cea mai indepartata a sectiunii.
Pentru o grindd confectionatd dintr-un material tenace (6, = 6,), cu
sectiuni transversale la care Oz este axa de simetrie, relatia lui Navier se

utilizeaza sub urmatoarea forma:

Oxmax =7 (1.74)

Daca axa Oz nu este o axd de simetrie atunci:
W, :I—Z;sz _L (1.75)
Vi Y2
Pentru materiale avand limita de curgere la tractiune o, diferita de cea la
compresiune o,., se determind atit tensiunea maxima (la tractiune) cat si cea
minimd (la compresiune). Pentru dimensionare se vor limita atdt tensiunile

maxime cat si cele minime. Valorile rationale pentru y; si y, se obtin din

conditiile Gy =0us / Omin / = o, Cu notatiile (1.75), relatia (1.74) poate fi scrisa

sub forma:
M
O-max = WZ < O-at
1
ZM (1.76)
|O-min| = " W =< Oqc
z2

La incovoierea simplid, momentul M, variazd de obicei pe lungimea
grinzii. Tensiunea normala va fi o functie de doua variabile si formula lui Navier
poate fi rescrisa astfel:

Mz(x)'y
1

z

o.(x,y)= (1.77)
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Valoarea momentului M (x) se determind din diagrama de moment
incovoietor.
Pentru efectuarea calcului de rezistenta tensiunile maxime in modul nu
trebuie sd depageasca tensiunea admisibila:

|Ux| <o

i u (1.78)
De retinut:

o Pentru grinzile de sectiune constantd, tensiunea maxima se va produce in
sectiunea in care momentul este maxim (M ,4,).

o La grinzile cu sectiune variabila, tensiunea maxima se poate produce §i in
alte sectiuni.

o Cu toate ca formula lui Navier a fost dedusa pentru solicitarea la
incovoiere purd, ea este utilizata, in anumite conditii, si pentru calculul
tensiunilor normale care apar in grinzile supuse la incovoiere simpld. In
acest caz, este necesar ca, pe langa conditiile mentionate mai sus, axa Oy
sa fie axa de simetrie a sectiunii transversale iar planul xOy sa contina
toate fortele taietoare (incovoiere plana).

o Formula lui Navier da rezultate acceptabile chiar in cazul grinzilor lungi,
care prezinta o variatie lenta a sectiunii transversale pe lungimea grinzii.
In cazul unor variatii bruste a sectiunii apare fenomenul concentrdrii
tensiunilor §i tensiunile maxime in modul sunt mai mari decdat cele
calculate cu aceasta formula.

e In cazul profilelor laminate, caracteristicile geometrice W. sunt indicate

in tabele.

Pentru calculul de dimensionare se determina dimensiunea caracteristica a

sectiunii transversale, rezolvand inecuatia (1.78).
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Calculul de verificare se face pentru grinzi la care se cunosc dimensiunile
sectiunii transversale. Acest calcul constd in verificarea inegalitatii (1.78). Daca
inegalitatea se verificd, grinda rezista la sarcinile propuse.

In cazul incovoierii simple, in sectiunea transversald a grinzii apar atat
tensiuni normale (care vor fi determinate tot cu formula lui Navier, in conditiile
prezentate mai sus) cat si tensiuni tangentiale. Relatia pentru calculul tensiunilor

tangentiale este:

_Ty(x)-S.(y)
To(X,))= by )T (1.79)

unde: 7)(x) - forta tdietoare din sectiunea x (se ia din diagrama de forte tdietoare);

S.(y) - momentul static al suprafetei aflata deasupra sau sub sectiunea y, fata
de axa Oz (care trece prin centrul de greutate al sectiunii transversale);

b(y) - 1atimea fibrei In sectiunea in care se calculeaza tensiunea tangentiald;

I - momentul de inertie al intregii sectiuni a grinzii, fatd de axa Oz.

Relatia (1.98) se numeste formula lui Juravski.

De retinut:

o La grinzile lungi (I/h > 10) cu sectiune masiva, supuse la incovoiere
simpld, distrugerea este provocati de cdtre tensiunile normale. In
asemenea cazuri, tensiunile tangentiale pot fi neglijate. Din contrad, in
cazul grinzilor scurte sau a celor cu sectiune compusd, tensiunile

tangentiale pot avea un rol predominant in distrugerea grinzii.

Expresia energiei potentiale de deformatie, luand in consideratie numai
tensiunile normale, este data de relatia:
/ 2
M7 (x
U=| M:(x) (1.80)
) 2EIL

unde: M (x) - expresia momentului incovoietor;

I - lungimea regiunii grinzii;
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I, - momentul de inertie axial.
Expresia (1.80) a energiei este valabild pentru o regiune a grinzii. Energia
potentiald de deformatie a intregii grinzi se obtine prin insumarea algebricd a

energiilor calculate pe cele n regiuni, adica:
U=>U, (1.81)

in cazul incovoierii simple, 1a energia potentialii de deformatie a grinzii
isi aduc contributia atdt tensiunile normale cat si cele tangentiale. Energia
potentiald de deformatie datoratd tensiunilor tangentiale poate fi estimatd cu

relatia:
T
U=k[—"dx (1.82)

unde k reprezinta un coeficientul care depinde de forma sectiunii care este dat de

relatia:

2
k:ijsz—(”dA (1.83)
IzzAbZ(y)

Energia potentiala de deformatie a unei grinzi supuse la incovoiere

simpla va fi egala cu suma algebrica a energiilor date de relatiile (1.82) si (1.83).

Prin urmare:
[ 142 [ 72
M T (x
U:jﬂdxm[ﬂdx (1.84)
0 2EI, 2GA

De retinut:

o Contributia tensiunilor tangentiale la energia potentiala de deformatie
este semnificativd in cazul grinzilor scurte. In cazul grinzilor lungi, cu
sectiuni masive aceasta contributie este mica si de obicei poate fi

neglijata.
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Intr-o sectiune oarecare starea deformatd a grinzii este caracterizata de
urmatoarele marimi geometrice (figura 1.20):
- sdgeata care reprezintd deplasarea v, pe directia axei Oy, a centrului de

greutate a sectiunii transversale;

ba A
3 éVA u Vmax=f
y A P’ /
p(x)
(0N p(X)
F1 FZ
A u
X
- b
[ODN VA N )
—_— /[ \
7 Ll e A e I
y
Figura 1.20

- rotirea care reprezintd inclinarea @ sectiunii transversale;

- deplasarea u pe directia axei Ox (in cele ce urmeaza se neglijeaza
deplasarile u pe directia axei Ox). Prin urmare prin calculul deplasarilor la
incovoiere se intelege calculul intr-o sectiune oarecare.

Pentru calculul sdgetii si a rotirii in cadrul cursului de Rezistenta

materialelor I au fost prezentate mai multe metode.

1.10. Teoreme si metode energetice

In Rezistenta materialelor existi multe metode pentru determinarea
deplasarilor, ridicarea nedetermindrilor, calculul la solicitdri compuse bazate pe

legea conservarii energiei si deci pe calculul energiei de deformatie.
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Ipotezele pe baza carora au fost demonstrate in cursul de Rezistenta
materialelor I principalele teoreme referitoare la energie precum si metodele de
calcul care fac apel la aceasta (metode energetice) sunt:

- materialul este solicitat cel mult panad la limita de elasticitate (are o
comportare perfect elasticd), fiind valabila legea [ui Hooke;

- fortele exterioare sunt aplicate static (viteza de deformare este foarte
micd, deci energia cinetica este practic nuld);

- se neglijeazd efectele termice, piezoelectrice, emisiile ultrasonore care
insotesc fenomenul deformatiei corpurilor, energia disipatd de aceste fenomene
fiind mult mai micd decat cea de deformatie elastica;

- se neglijeaza frecarile interioare si frecarile In reazeme.

Vom face referire la urmatoarele teoreme pe care le vom folosi in partea a

doua a cursului de rezistenta:

1.10.1. Teoremele lui Castigliano

S-a considerat un corp elastic incarcat cu un sistem de forte concentrate
F;...F;...F, in echilibru. S-a presupus cd fortele actioneaza independent una in
raport cu cealaltd. Sub actiunea acestor forte corpul se deformeaza si

inmagazineazd o energie potentiald de deformatie egala cu:

n
U:éEFi .5, (1.85)
i=1

unde: & deplasarea punctului i, pe directia fortei F;, produsa de sistemul
de forte considerat.

Deoarece deplasarile pot fi exprimate functie de forte (vezi relatia 1.108),
rezultd cd energia potentiald de deformatie este functie de fortele care solicita
corpul: U = f(F,..F;...F, ).

Dupa incarcarea corpului cu sistemul de sarcini, se dd uneia dintre forte,
de exemplu fortei F; o crestere infinit mica dF; (figura 1.21a). Ca urmare a
acestui fapt, energia potentiala de deformatie va creste cu o cantitate infinit mica

dU si energia inmagazinatd de catre corpul elastic devine:
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U'=U+dU=U+27UdF,. (1.86)

l
Se inverseaza apoi ordinea aplicarii fortelor, aplicind mai intai forta dF;.
Punctul de aplicatie i a fortei suferda o deplasare foarte mica d¢; pe directia fortei

dF; si corpul inmagazineaza o energie de deformatie elementara:
1
EdFi -do; (1.87)

Apoi, s-a aplicat sistemul de sarcini Fj...F;...F,. Acesta va deforma
corpul care va Inmagazina o energie potentiald de deformatie U data de relatia
(1.87). In plus forta dF; (care era la intensitatea maxima cand s-a aplicat sistemul
de sarcini) raméane constantd si se deplaseazd cu & (figura 1.21b). Energia

inmagazinata de catre corp, in acest caz, va fi:

U”:U+§dF,~ -d5; +dF; -5, (1.88)

Figura 1.21.

Dar valoarea energiei potentiale de deformatie nu depinde de ordinea
aplicarii fortelor, deci U’ = U”’. Egaland relatiile (1.86) si (1.88) rezulta:
U+a—UdFi:U+idFi-d5,-+dE'§i (1.89)
OF; 2

1
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Dupa efectuarea reducerilor si neglijarea infinitului mic de ordinul al doilea
rezulta:

U _ o; (1.90)
OF;
Relatia (1.90) reprezinta expresia primei teoreme a lui Castigliano, care
se enuntd astfel: derivata partiala a energiei potentiale de deformatie
inmagazinata de catre un corp elastic, in raport cu o forta concentrata este
numeric egala cu deplasarea punctului de aplicatie al fortei, in sensul si pe
directia fortei.
Daca se considera corpul elastic incarcat cu un sistem de momente

concentrate, s-a demonstrat, in mod similar, urmatoarea relatie, care reprezinta a

doua teoremda a lui Castigliano:

oU
= . 1.91
oM ; i (1.51)

Enuntul teoremei este: derivata partiala a energiei de deformatie, in raport cu un
moment concentrat, este numeric egalda cu rotirea punctului de aplicatie al

momentului in sensul de rotire al acestuia.

De retinut:

e Deplasarea & data de relatia (1.90) are loc in sensul fortei F;daca rezulta
porzitiva §i in sens contrar fortei daca rezulta negativa.

e Rotirea @;data de relatia (1.91) are loc in sensul momentului M; daca este
porzitiva §i in sens contrar daca este negativa.

o Teoremele lui Castigliano pot fi aplicate la calculul sistemelor static

nedeterminate.

1.10.2. Metoda Maxwell-Mohr pentru determinarea derivatelor eforturilor
S-a considerat cd expresia momentului incovoietor dintr-o sectiune
curentd a unei grinzi, solicitatd de un sistem de sarcini concentrate, este scris sub

urmatoarea forma:
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M (X)=M;+..+M;+. .M, +F -bj+.+F;-bj+.+F,-b, (192

unde: M;...M, - momentele concentrate care solicita grinda;
F;...F, - fortele concentrate care sunt aplicate pe grinda;
b;...b,, - bratele fortelor.
Daca se deriveaza functia M,(x) in raport cu F; si M; se obtine:
oM (x) _, oM.(x)

M) _ (1.93)

OF ; 1T oM,

Aceleasi relatii se obtin dacad se egaleaza cu unitatea sarcina in raport cu
care se face derivarea si se anuleaza toate celelalte sarcini. Astfel, daca se
considera succesiv cd M; = 1, respectiv F; = 1 si toate celelalte momente si forte

concentrate se fac zero se obtine:

Mz(x)zlzaaAfTZE’c)zm(x) (1.94)
respectiv:
oM _(x)
M, (x)=b; =—2" = m(x) (1.95)
G

S-au introdus in cursul de Rezistenta materialelor I urmatoarele notatii:

M (x) - momentul incovoietor in sectiunea x, pentru incarcarea corpului cu
sarcinile reale;

m(x) - momentul incovoietor fictiv, determinat in aceeasi sectiune x, cu
toate sarcinile nule, cu exceptia celei in raport cu care se face derivarea, care este
egald cu unitatea.

Determinat in aceste conditii, momentul fictiv m(x) este egal cu derivata
partiala, deci:

m(x) = oM _ (x)

sau (1.96)
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Metoda Mohr-Maxwell poate fi aplicatd similar si pentru celelalte
eforturi: forte axiale, forte tiietoare si momente de risucire. In acest caz s-au

introdus notatiile:

n(x) = 82;{?)

t(x)= agjéx); (1.97)
oM

my(x)= %

l

n(x), t(x), m(x), m, (x) se numesc coeficienti de influenta si reprezintd eforturile
sectionale Intr-o sectiune curentd cauzate de o sarcind egald cu unitatea, avand
acelasi punct de aplicatie si aceeasi directie ca si sarcina 1n raport cu care se face
derivarea. Sarcina unitard se aplicd singurd pe corp intr-o a doua stare de
solicitare in care toate celelalte sarcini se anuleaza.

Practic relatiile stabilite aratd ca derivatele partiale reprezintd eforturile
sectionale cauzate de o sarcind egald cu unitatea, aplicata singura pe corp in locul
sarcinii in raport cu care se face derivarea.

De retinut:

e Rationamentul anterior este valabil si in cazul in care pe grinda sunt
aplicate §i sarcini distribuite.

o Metoda Maxwell-Mohr simplifica calculul derivatelor partiale ale
eforturilor dintr-o sectiunea curenta a corpului in raport cu o fortd

concentrata sau un moment concentrat.

1.10.3. Metoda Mohr-Veresceaghin
Calculul unor integrale de tipul: [ M, (x)-m(x)dx, [N(x)-n(x)dx, etc.

se poate face analitic dar, in unele situatii, calculul poate fi simplificat prin
aplicarea metodei de integrare grafo-analitica Mohr-Veresceaghin, denumita si

metoda de inmultire a diagramelor. Metoda este aplicabila tuturor integralelor,
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care contin un produs de doud functii continue, dintre care una este o functie
liniara.
Deoarece toate integralele sunt identice ca structura, se va face in

continuare referire la integrala JM _(x)-m(x)dx . In general M,(x) este o functie

oarecare. Functia m(x) este momentul incovoietor dat de cdtre un moment
concentrat sau o fortd concentratd unitard si in consecinta poate fi constantd sau
poate avea cel mult o variatie liniara.

Se reprezintd in figura [1.22 diagramele de variatie a momentelor
incovoietoare, atat pentru incarcarea datd, M, cét si pentru sarcina —unitate, m.
Prima diagrama de momente este delimitata de o curba oarecare, iar a doua de o

linie dreapta. S-a prezentata in prima parte a cursului modul cum se calculeaza

integrala:
[
I=[M,(x)-m(x)dx (1.98)
I
1
M, I A
dA) G )
M,
m X () dx
XG
X
) a
m(xg)
m(x S
Figura 1.22.
In figura 1.22 din prima diagrama rezulta:
M ,(x)-dx = dA (1.99)
iar din diagrama m rezulta:
m(x)=x-tga (1.100)
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Inlocuind (1.100) si (1.99), relatia (1.98) devine:
I=1ga-[xdd=ga-S, (1.101)
A

unde: S, - momentul static al suprafetei diagramei M, fata de axa ordonatelor,
care poate fi scris:
Sy =xg-4 (1.102)
unde: A — aria diagramei M, ;
X - abscisa centrului de greutate al diagramei M.

Inlocuind (1.102) in relatia (1.101) rezulta:

I=xg-tga-A4 (1.103)
Din figura 1.22 se poate scrie:
xg -tga =m(xg) (1.104)
Inlocuind (7.104) in (1.103) si tinand cont de relatia (1.99) se obtine:
I
I=[M,(x)-m(x)dx=A-m(xg) (1.105)

I
Pe aceasta relatie se bazeazd metoda Mohr-Veresceaghin. Relatia (1.105) arata
ca integrala definitd din produsul functiilor M,(x)-m(x) este numeric egald cu
produsul dintre suprafata diagramei M (x), luata intre limitele de integrare, §i
valoarea functiei m(x), calculata in dreptul centrului de greutate al primei

diagrame.

De retinut:

o [n cazul in care si diagrama M.(x) este liniard rolul celor doud diagrame
poate fi inversat.

e Metoda de integrare grafo-analitica Mohr-Veresceaghin se aplica pentru
fiecare portiune a sistemului de bare, atat pentru solicitarea de incovoiere

cdt §i pentru celelalte solicitari.
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1.11.8. Metoda eforturilor

Pentru un corp elastic de n ori static nedeterminat, incarcat cu un sistem
oarecare de sarcini (figura 1.21a), se inlocuiesc n reazeme cu reactiunile care
apar in ele X;...X,, astfel incat sistemul sd devina static determinat. Sistemul
astfel obtinut (figura 1.21b) se numeste sistem de baza.

Mai intdi se studiaza sistemul de baza incarcat numai cu sarcinile
exterioare, necunoscutele static nedeterminate fiind nule (X; =...= X, = 0).
Pentru aceastd varianta de incarcare se noteaza cu J; deplasarea punctului de
aplicare a fortei X, pe directia acesteia, cu i = I...n. Se studiaza apoi sistemul de
baza fara sistemul de sarcini exterior, dar Incdrcat pe rand numai cu cate una din
necunoscutele static nedeterminate, care devine egala cu unitatea. In acest caz se
noteaza cu djj...0;...0,; deplasarile punctelor de aplicatie ale necunoscutelor
static nedeterminate, pe directia acestora pentru X=I. Ca urmare a
proportionalitatii dintre sarcini si deformatii, rezultd ca deplasarile produse de
catre sarcina reala X; # I, care actioneaza singurd asupra sistemului de baza, vor
fi: 5Iini’-", 511)(1, é}tXi’"-’ 5m‘th

Intr-un punct j deplasirile produse de citre cele n necunoscutele static
nedeterminate vor fi: &:Xj...0,X, Deplasdrile punctului j, pe directia
necunoscutei Xj, atunci cidnd necunoscuta consideratd egald cu unitatea este
aplicatd succesiv in punctele 1...n, vor fi: &j;...5,.

Aplicand principiul suprapunerii efectelor, se determind deplasarea
punctului j sub actiunea simultand a tuturor necunoscutelor static nedeterminate
X 1...X,,I

5'.].:5j1X1 +5j2X2+ ..... +0. X

(1.106)

Dar punctul j se afla la contactul cu un reazem rigid si prin urmare
deplasarea sa totala (suma algebrica a tuturor deplasarilor din acest punct) trebuie
sa fie nula, deci:

5j1X]+5j2X2+ ..... +5X +5j0:0 (1107)
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Relatii similare se pot scrie pentru toate celelalte reazeme. Se obtine astfel
urmatorul sistem:
011 X1 +0 X+ 40, X, +0;90=0
(1.108)
0, X +0,,X,+....40,,X, +5,90 =0
Sistemul obtinut este format dintr-un numar de ecuatii egal cu numarul
necunoscutelor static nedeterminate si reprezintd sistemul de ecuatii canonice
folosit de metoda eforturilor. El poate fi scris astfel indiferent de forma corpului
sau a sistemului de corpuri si prin rezolvarea lui se determind valorile
necunoscutelor static nedeterminate Xj...X,,.
Calculul necesitd determinarea prealabild a coeficientilor de influenta &;
(care reprezintd deplasari fictive) si a termenilor liberi. Pentru aceasta se
foloseste metoda Mohr-Maxwell sau in cazul sistemelor formate din bare drepte
metoda Mohr-Veresceaghin.
Coeficientii de influentd oy, pentru care i=j se numesc principali $i acestia
sunt intotdeauna pozitivi. Cei pentru care iz poartd denumirea de secundari si
pot fi pozitivi, negativi sau egali cu zero. Ca o consecintd a teoremei

reciprocitatii deplasarilor, in sistemul (1.143), se poate scrie: 0; =6 ;.

Pentru un corp Incarcat cu sarcini si supus la dilatari termice Tmpiedicate
(acestea produc tensiuni in corp) sistemul (1.143) devine:
011X +0 X+ 40, X, +0;90+0;,, =0
(1.109)
0 X1 +0,,X,+.0.40,,X,+0,0+0,; =0
unde: dy...9,, - deplasarile fictive produse de catre temperatura in punctele I...n
ale sistemului de baza, pe directia necunoscutelor Xj...X,.
In cazul sistemelor plane, la care se neglijeaza influenta fortei tictoare,
coeficientii si termenii liberi ai sistemului (1.144) pot fi determinati cu

urmatoarele relatii:

52



i\ z l;
M m. N n;
Sip = 2| [—=Ldx; + [—>Ldx; (1.110)
"\ ELL ! EA

unde: M,, N, - momentul incovoietor si forta axiald produse in sistemul de
baza de catre sarcinile exterioare;
m;, n; - momentul incovoietor si forta axiald atunci cand sistemul de baza

este Incarcat numai cu X; = 1.
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CAPITOLUL 2

ELEMENTE DE TEORIA ELASTICITA TII

Problema generali a teoriei elasticitatii o reprezintd determinarea
starii de tensiuni, deformatii si deplasari dintr-un corp elastic, atunci
cdnd se cunosc: forma si dimensiunile acestuia, modul de incdrcare i

rezemare, precum $i caracteristicile elastice ale materialului.

Ecuatiile fundamentale ale Teoriei elasticitatii (care vor fi prezentate in
cele ce urmeaza) sunt scrise pentru un element de volum infinitezimal si sunt
grupate astfel:

o ecuatii de echilibru (Cauchy);
e ecuatii geometrice (relatii intre deformatii si deplasari);
e ecuatii constitutive (legea lui Hooke).

In ecuatiile din primele doud grupe nu intervin caracteristici de material si,

in consecinta, ele sunt universal valabile. In ecuatiile constitutive intervin aceste

caracteristici si prin urmare acestea depind de natura materialului.
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Modelul clasic al Teoriei elasticititii s1 Rezistentei materialelor adecvat

comportarii otelului si altor materiale (in special metalice) are la baza

urmatoarele ipoteze simplificatoare:

continuitatea materiei;

omogenitatea;

elasticitatea perfecta si izotropia materialelor;
ipoteza deformatiilor mici;

proportionalitatea dintre tensiuni si deformatii;
principiul lui Saint Venant;

ipoteza starii naturale.

Ipoteza lui Bernoulli este admisa numai in Rezistentei materialelor.

2.1. Starea de tensiuni intr-un punct al unui corp

2.1.1. Starea generald de tensiuni

Se considera cazul general al unui corp solid solicitat de un sistem

oarecare de sarcini. Intr-un punct oarecare din interiorul corpului se poate duce

un numdr nedefinit de fatete orientate diferit. La fiecare din aceste fatete

elementare corespunde un anumit vector-tensiune p (figura 2.1).

y

dy

dz

Figura 2.1.
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Ansamblul vectorilor tensiune care actioneazd pe fatetele elementare ce
trec prin punctul considerat caracterizeaza starea de tensiune din acest punct si
poartd denumirea de fascicolul tensiunilor. Ansamblul fascicolelor tensiunilor
intr-un volum poartd denumirea de cdmp de tensiune. Campul de tensiune poate
f1 uniaxial, biaxial, triaxial.

S-au definit in cursul de Rezistenta materialelor:

- tensiunea medie pe un element de arie 44 ;

- tensiunea intr-un punct al corpului, care poate fi descompusa (figura 2.2b) in
doud componente: - pe directia normalei in componenta o, numita tensiune
normald (orientatd de directia axei Ox) si pe planul sectiunii in componenta T,

numita tensiune tangentiala.

Figura 2.2.

La randul sau, componenta t se poate fi descompusa in planul yOz, (la care
Ox este normald) obtindndu-se componentele 7, §i 7., (figura 2.3) care sunt

paralele cu axele Oy si respectiv Oz.

De retinut:
o Starea de tensiuni dintr-un punct oarecare al corpului este perfect
determinata daca se cunosc tensiunile pe trei plane de coordonate care

trec prin acel punct. Daca pozitia planelor de coordonate este arbitrara,
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pe fiecare dintre aceste plane exista, in cazul general, atdt tensiuni

normale cadt si tensiuni tangentiale.

Figura 2.3.

Din interiorul unui corp solid elastic aflat in echilibru, intr-o stare generala
de tensiuni, se izoleazd un paralelipiped elementar infinitezimal de dimensiuni
dx, dy, dz (figura 2.4.). Paralelipipedul se raporteazd la un sistem de axe

triortogonal.

Figura 2.4.

In figura 2.4. se prezinti starea spatiald de tensiuni. Toate tensiunile
prezentate sunt pozitive.

Cunoasterea celor 9 componente ale tensiunilor in orice punct al unui corp

inseamnd cunoasterea starii de tensiuni din acel corp. Aceasta este starea

generali de tensiuni. Rareori toate aceste tensiuni apar simultan.
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Tensiunea este o marime tensoriala. Componentele tensorului tensiunilor

pentru starea generala de tensiuni pot fi prezentate in forma matriceala astfel:

O xx z-xy Txz
To =Ty Oy Ty (2.1)
Tox sz Oz

Semnificatia indicilor este urmatoarea: primul indice indica normala la fateta pe
care actioneazad tensiunea, iar al doilea axa cu care aceasta este paralela.

Fascicolul tensiunilor Intr-un punct poate fi reprezentat printr-un tensor de
ordinul trei, pe care il vom denumi tensor-tensiune. Datorita proprietatii de
dualitate a tensiunilor tangentiale (Ty, = Tyx, Ty = Tyy, T = T i) COmMponentele
tensorului tensiunilor dispuse simetric fatd de diagonala principald a tensorului
sunt egale intre ele ceea ce ne permite sa denumim tensorul tensiunilor, tensor
simetric de ordinul al doilea.

Starea de tensiuni dintr-un punct al corpului este determinatd daca se
cunosc tensiunile pe trei plane de coordonate care trec prin acel punct. In fiecare
punct al unui corp exista trei plane pentru care tensiunile tangentiale r sunt nule,
numite plane principale. Tensiunile de pe aceste plane se numesc tensiuni
(normale) principale (6, 65 o3). Intersectia planelor principale formeaza axele
numite directiile principale ale tensiunilor (figura 2.5.).

Se vor folosi urmatoarele notatii pentru tensiunile principale:

O'] 262 20‘3

Figura 2.5.
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tensiunile fiind ordonate algebric.

2.1.2. Starea planda si uniaxiala de tensiuni

Din starea generald de tensiuni pot fi determinate urmatoarele cazuri
particulare:

1. Starea pland de tensiuni (figura 2.6)

Pentru aceasta stare: 6 ,;, =0, 7, =7, =0, 7,, =7, = 0. Pe fatetele

opuse actioneaza tensiuni egale si de sensuri contrare.

Figura 2.6.

In figura 2.7 este reprezentata starea de tensiuni principale in plan.

Figura 2.7.

2. Starea uniaxiald de tensiuni (tractiune pe directia axei Ox (figura 2.8)).
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Figura 2.8.

2.2. Variatia tensiunilor in jurul unui punct.

Tensiuni principale

2.2.1 Starea spatiali de tensiuni

Tensiunile principale reprezinta cea mai simpla stare de tensiune dintr-un
punct al unui corp. In fiecare punct al unui corp existi trei plane pentru care
tensiunile tangentiale ¢ sunt nule, numite plane principale, iar tensiunile de pe
aceste plane se numesc femsiuni principale (6;, 6, o3). Intersectia planelor
principale formeaza axele numite directiile principale ale tensiunilor.

In starea spatiald de tensiuni directiile tensiunilor principale o; respectiv
03, dintr-un punct, (notate cu 7 si 3) sunt reciproc perpendiculare. Directia 2 este
perpendiculara pe planul 103 astfel incat, impreuna cu celelalte doua, formeaza
un sistem triortogonal drept.

Tensiunile principale sunt ordonate algebric, prin urmare intre tensiuni
exista relatia:

o, >0, > 0, (2.2)
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Observatii:

e [n starea spatiald de tensiuni toate cele trei tensiuni principale sunt
diferite de zero.

o Tensiunile normale principale sunt independente la schimbarea sistemului
de coordonate.

e [n planele principale tensiunile tangentiale sunt nule.

o (ele trei plane principale dintr-un punct al corpului deformat sunt
reciproc perpendiculare.

o [ntersectia planelor principale determina axele sau directiile principale.

e Intr-un corp elastic, omogen si izotrop directiile principale sunt reciproc
perpendiculare.

e Directiile principale se bucura de proprietatea ca ele coincid cu

normalele fetelor pe care tensiunea tangentiala este nula.

Prin raportare la acest sistem de referintd, se obtin expresiile cele mai
simple pentru tensiuni care reprezintd radacinile reale si distincte ale ecuatiei:
3 2 _
o -[IG +120-13—0 (23)
Relatia (2.8) se numeste ecuatie seculard, iar coeficientii I;, I,, I3 se
numesc invarianti deoarece nu se modifica la rotirea sistemului de axe. I, I, si
I3 se determina cu relatiile:

l,=0, +t0o,, +t0,, (2.4)

Yy

(4 (o2 (4 O (4
XX Xy 4 XX Xz
IZ = =+ yy B + (25)

Txy Oyl |Fyz Oz| |Txz Oz
O xx Txy Txz

I; = Tye Oy Ty (2.6)
Tox sz Oz

In relatii determinantii sunt simetrici fati de diagonala principala.
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Observatii:

o Tensiunea principalda cea mai mare 6 este totodata si cea mai mare
posibila dintre tensiunile ce actioneaza asupra elementului studiat, iar
tensiunea principala minima o3 este cea mai mica din ansamblul
tensiunilor.

o O conditie necesara in cazul starii spatiale de tensiune (triaxiala) este ca
invariantul I3 al ecuatiei seculare sd fie diferit de zero.

Un model geometric al acestei stari de tensiune este elipsoidul lui Lamé
sau elipsoidul tensiunilor (figura 2.10): starea de tensiune dintr-un punct al unui
corp poate fi reprezentatd printr-un elipsoid care are ca semiaxe tensiunile

normale principale §i a carui ecuatie este:

2 2 2
Py + py + P =]
2 2 2|
Oj ) 03
I P
|
(o)
O
O P
o, !
P,
Figura 2.10

2.2.2.8tarea pland de tensiuni (biaxiala)

In aceasta stare de tensiuni doui dintre tensiunile principale sunt diferite
de zero, iar a treia o; este nuli. In acest caz suprafata elipsoidului tensiunilor se
transforma in suprafata unei elipse numitd elipsa tensiunilor. O conditie

necesard pentru starea plana de tensiuni este ca cel de al doilea invariant I, sa
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fie diferit de zero, iar cel de al treilea invariant I3 sd fie egal cu zero. Prin

urmare ecuatia seculara (2.3) devine:
olo?-1,0+1,| =0 2.7)
cu una dintre radacinile egala cu zero.
Dintr-un corp, aflat intr-o stare pland de tensiuni, se decupeazad o prisma

triunghiulara infinitezimald (se sectioneaza corpul cu un plan inclinat) asa cum

este indicat in figura 2.11.

Figura 2.11.

Se pune problema determinarii expresiilor pentru tensiunile ¢ si T precum
si a tensiunilor principale in functie de unghiul @ atunci cand se cunosc
componentele 6 . ,6 ,, $1 T , ale tensorului tensiunilor pe fetele 40 si OB
perpendiculare pe planul desenului, avand ca normale pe Ox si Oy (figura 2.12).

Se scrie echilibrul tensiunilor care actioneaza asupra acestui element si se obtine:

2 . 2 .
0(0)=0,cos” 0+0,,sin” 0+ 27, sinbcos O

y

(2.8)
7(0)= Ty (0032 60— sin’ 9)+ (O'yy — Oy )sin OcosO
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Figura 2.12.

Se exprima relatiile in functie de argumentul dublu cunoscand:

COS20:]+cos20,_ SinZH:]_COSZH; sinecosezsmze;
2 2
si rezulta:
O, +0 O, -0
o(0)= xx2 LA cos 20+ 1, sin20 (2.9)
Oy -0
7(0) = -%sm 20 +1,, cos 20 (2.10)

Relatiile (2.9), (2.10) dau variatiile tensiunilor & si 7 in functie de unghiul
6 ce poate varia in intervalul [0,n]. Se doreste determinarea valorilor extreme.
Pentru aceasta se deriveaza relatia (2.10) in raport cu 26 si se anuleaza derivata.

Se obtine:

Oy -0
dO'(H):_ a 2 sin20+1,, cos 20 (2.11)
d(20) 2

Din relatiile (2.10), (2.11) se observa ca:

_do(0)

W0)="0)

(2.12)

Prin urmare tensiunea normala (functia o(6)) prezintd un punct de extrem
(avem tensiuni principale) atunci cand 7(6)=0.

Pentru starea plana de tensiuni, tensiunile principale sunt:

Oy, +O

O =
1,2 2

» ié\/(axx co, f +47d, (2.13)
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unde semnul (+) este pentru o, deci o, =07 $1 Opin =02. Din relatia
(2.13) se observa ca oy +0,, =6, +6; = constant deci intr-un punct dat suma
tensiunilor normale in raport cu directiile principale este constanta.

Egaland cu zero expresia lui t din relatia (2.11) se obtine:

Oy -O

Tyy =5 2 120

deci directiile principale sunt date de solutiile ecuatiei:
2t

1920, , =—>— (2.14)

Oxx - O-yy

Observatii:

e Directiile principale sunt reciproc perpendiculare (deoarece perioada
functiei este 7).

o Daca tensiunile tangentiale sunt pozitive, directia tensiunii normale
maxime se afla in primul cadran si se mdasoard in sens trigonometric.
Pentru tensiuni tangentiale negative, aceasta directie se afla la un unghi
negativ §i ascutit fata de axa Ox

e Planele normale la directiile principale se numesc plane principale.

e Pentru materialelor izotrope, directiile tensiunilor principale coincid cu

cele ale deformatiilor principale.

Directiile tensiunilor tangentiale extremale se determind din conditia

dr(0)
d(20)

= 0. Se constata ca tensiunile tangentiale extreme apar in plane inclinate

la 45° fata de directiile principale. Tensiunile tangentiale maxime i minime sunt

date de relatiile:

T e min = ié\/(ax -Gy)z +4-T£y (2.15)

Sau

65



O; -0
Tmaemin = E——= : 2 (2.16)

CU Ty =74 S Ty =7 -
Relatia (2.16) aratd ca cele doua tensiuni tangentiale sunt egale dar de
sensuri contrare, ceea ce indicad faptul cd se respectd dualitatea tensiunilor
tangentiale. In sectiunile in care tensiunile tangentiale au valori extreme,
tensiunile normale sunt diferite de zero.
Un model geometric al starii plane de tensiune este elipsa lui Lamé
(figura 2.13): o elipsad cu semiaxa mare egald cu 67 si semiaxa mica egala cu o,

si a cdrei ecuatie este:

2 2
Px s p—g y 2.17)
O] 0

Intr-un punct oarecare B tensiunea p, aflati sub unghiul 6, se decompune

in componentele p si p,,.

y
o B
q
0 _|
!j x
S
Figura 2.13.

Functiile o(8) si (60 ) din relatiile (2.9), (2.10) pot fi prezentate grafic in
coordonate carteziene, in coordonate polare (cea mai sugestiva) si prin in cercul

lui Mohr. Cea mai comoda este reprezentarea grafica prin cercul lui Mohr, in

sistemul de coordonate o, 7.

In sistemul axelor principale relatiile (2.9), (2.10) pot fi scrise sub forma:
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U]+O'2+O']-O'
2

o(0)= 2 cos 26

2'(9)2—%&'7129

Se ridica la patrat si se aduna ultimele doua relatii rezultand:

2 2
(G_mj |2 :(Mj 2.18)
2 2

Relatia (2.18) reprezintd matematic ecuatia cercului lui Mohr pentru

y : . oj+o0
starea plana de tensiune. Este un cerc cu centrul pe axa o, la distanta %

de origine si de raza % (figura 2.14).

Orice stare plana de tensiuni se reprezinta printr-o pereche de puncte

diametral opuse de pe cerc.

T O-xx '
A
AO-qL 'Z'
il 26 max
P
tfxy \4
Oy

z-min

A 4

Figura 2.14.

2.2.3. Starea liniara de tensiuni (monoaxiala)

Conditia necesara pentru a exista o stare de tensiune monoaxiala este ca al
doilea si al treilea invariant al tensiunilor sa fie egali cu zero. In acest caz ecuatia
seculara devine:

o*lo-1,]=0 (2.19)
cu doud radacini egale cu zero. Pentru starea de tensiune monoaxiald elipsoidul

tensiunilor se transforma intr-un segment de dreapta.
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Starea monoaxiald de tensiune este produsi de solicitarile axiale. In acest
caz numai tensiunea normald o, este diferitda de zero. Pentru studiul variatiei
tensiunilor in jurul unui punct se pastreaza modul de sectionare de la starea plana
de tensiuni. Se figureaza tensiunile care apar si se scrie echilibrul elementului

izolat:
o(0)=0, cos’ 0
7(0)=-0,, sinfcos0
sau exprimand relatiile in functie de argumentul dublu rezulta:

o(6)= %(1 + cos 26) (2.20)

O-xx

7(0) = -2 5in 20 (2.21)

Se pune problema stabilirii valorilor unghiului @ pentru care cele doua
tensiuni sunt maxime sau minime. Astfel tensiunea normala este maxima pentru
cos20 = 1 deci pentru 20 = 0, respectiv # = 0 (pentru normala pe directia
fortelor). Valoarea minima se obtine pentru cos26 = -1 sau 20 = & respectiv 6 =
7/2 deci pentru sectiunea paraleld cu directia fortelor. Tensiunile principale sunt:

Omax =01 =Oxx (2.22)
Opin =02 =0
Tensiunea tangentiala are valoarea maxima pentru sin26 = 1 sau 20 = n/2

respectiv @ = /4. Valoarea tensiunii este:

Tmax = XX (2.23)

Observatii:

e La solicitarile axiale in sectiunile inclinate apar atat tensiuni normale cat
si tensiuni tangentiale.

o Tensiunile tangentiale maxime se obtin in sectiuni inclinate la 45° fata de

axa barei si sunt egale cu jumatatea efortului normal principal.
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Daca in relatia (2.18) se face & , zero rezulta:

2
(a%] 472 = (%)2 (2.24)

Relatia (2.24) reprezintd cercul lui Mohr pentru solicitarea monoaxiala:

un cerc cu centru pe axa @, care trece prin origine si are raza 6;/2 (figura 2.15).

T
o
M
[=]
0 0
}
(¢}
c51
Figura 2.15.

Valorile tensiunilor ¢ si T pentru orice sectiune diferitd de unghiul @ sunt

date de coordonatele punctelor de pe periferia cercului (de exemplu punctul M).

2.3. Starea de deformatii intr-un punct al unui

corp

2.3.1. Starea generala de deformatii

Prin deformatie se intelege modificarea distantei dintre puncte sau
sectiuni, sau a unghiurilor dintre doud segmente duse printr-un punct. Prin stare
de deformatie tridimensionald sau spatiala se intelege deformarea unui corp solid
oarecare. Se spune ca un corp este deformat cand pozitiile relative ale punctelor
acestui corp au variat. Variatia relativa a punctelor unui corp deformat se traduce
prin deplasari, variatii de lungime si unghi. Modificarile lungimilor segmentelor

se numesc deformatii liniare, iar modificarile unghiurilor deformatii unghiulare
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sau lunecdri. Se considera ca deformatiile corpului sunt deformatii elastice mici
adica deformatiile corpului dispar dupa inlaturarea sistemului de sarcini (corpul
revine la forma §i dimensiunile initiale) si sunt foarte mici in raport cu
dimensiunile corpului.

In prima parte a cursului de Rezistenta materialelor au fost definite
deformatiile. S-a considerat un corp solid si punctele C, D din interiorul corpului
care determind segmentul /CDJ. Punctele M, O, N determina segmentele [OM] si
[ON] astfel incat intre acestea sa existd un unghi drept (figura 2.16). Dupa
deformarea corpului punctele se deplaseaza in C’, D’, M’, N’ si O’. S-a definit ca
fiind deformatie liniard absoluta variatia lungimii segmentului /CDJ:

o=Al=[C'D"]-[CD]=1-],

S-a definit deformatia liniara specifica sau alungirea specifica (alungirea
unitatii de lungime) ca fiind limita raportului dintre deformatia liniara absoluta si

lungimea initiald a segmentului /CD]:

Figura 2.16

e lim [C'D'"]-[CD]
[CD]~0 [CD]
sau
e=lim —= lz'mﬂ

S-a definit deformatia unghiulara sau lunecarea specifica ca fiind

marimea cu care variaza unghiul drept construit in vecinatatea punctului O.
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Totalitatea componentelor definesc tensorul deformatiilor specifice intr-un
punct al corpului. Componentele tensorului deformatiilor, corespunzator
tensiunilor de mai sus (pentru starea generala de tensiuni), pot fi scrise matriceal

astfel:

Exe  Vay)2 Vizf2
To=\rw/2 &y 7/2 (2.25)
Y zx /2 7zy /2 €2z
Cunoagterea celor 9 componente ale deformatiilor in orice punct al unui

corp inseamnd cunoasterea starii de deformatii din acel corp.

Observatii:

o Deformatiile specifice, la fel ca si tensiunile, sunt marimi locale,
determinate in vecinatatea unui punct.

e Pentru materiale izotrope lunecarile specifice nu depind de sensul
deformarii (de la axa Ox spre Oy sau invers) §i in consecintd matricea
componentelor tensorului deformatiilor (relatia 2.35) este simetrica fata
de diagonala principala.

o Tensiunilor normale o le corespund alungiri specifice €, iar tensiunilor
tangentiale T lunecari y.

o La materialele izotrope nu exista influente reciproce intre alungirile
specifice € i lunecarile v .

e Nu exista o coincidenta intre starea de tensiune si starea de deformatie.
Astfel, la o stare de tensiune monoaxiala corespunde o stare de deformare
triaxiala §i invers. De exemplu in cazul intinderii barelor de sectiune
constantd, in sectiunea transversala apare o tensiune 6, §i corespund

alungiri specifice & pe toate cele trei directii.

In orice punct al corpului deformat exista trei axe reciproc perpendiculare,

numite axele deformatiilor principale, pentru care componentele deformatiei
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unghiulare y sunt nule. Unghiurile dintre aceste axe nu se modifica in urma
deformarii. Cele trei plane perpendiculare definite de aceste axe se numesc
planele principale ale deformatiei. Deformatiile pe directiile principale ale
deformatiilor au valorile ¢;, &,, &; Luad directiile principale ca axe tensorul

deformatiilor devine:

81 0 0
T.=10 & 0 (2.26)
& 2

0 0 ¢

Ca rezultat al solicitdrii corpurile se deformeaza si apar deplasari. Prin
deplasare se¢ intelege modificarea pozitiei unui punct sau a unei sectiuni a
corpului. Se iau in consideratie numai deplasari elastice sau elasto-plastice
produse ca urmare a deformadrii corpului, atunci cand acesta isi modifica

dimensiunile si forma geometrica initiala.

Observatii:
o A cunoaste starea de deplasari dintr-un corp insemnad sa se cunoasca
componentele deplasarii in orice punct al corpului.

o Vectorul deplasarilor unui punct are componentele u (pe Ox), v (pe Oy) si

w (pe 0z).

2.3.2. Variatia deformatiilor in jurul unui punct
Deformatiile specifice ca si tensiunile pot varia in jurul unui punct.
Variatia deformatiilor in jurul unui punct se exprimd prin urmdtoarele relatii,
similare celor stabilite la tensiuni.
Epy TE

E-E
()= = I cos29+&sin20
2 2 2

(2.27)
& -&
7/(2(9):- Z Y sin20+7/ﬂcos2¢9

In orice punct al corpului deformat exista trei axe reciproc perpendiculare,

numite axele deformatiilor principale, pentru care componentele deformatiei
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unghiulare y sunt nule. Unghiurile dintre aceste axe nu se modificd in urma

deformarii. Cele trei plane perpendiculare definite de aceste axe se numesc

Pplanele principale ale deformatiei.

Observatie:
o Pe cele trei directii principale de deformatii alungirile specifice au

valorile &;, &, €3, iar lunecarile specifice sunt nule.

Pentru starea spatiala deformatiile principale pot fi determinate ca radacini

ale ecuatiei:

e -J,el +Jy6-J3=0 (2.28)
Invariantii J;, J, si J3 pot fi determinati din I;, I, si I3, dati de relatiile
(2.9), (2.10), (2.11), In care se Inlocuiesc oy cu gy i 755 cu y; /2.

Pentru materiale izotrope, directiile deformatiilor si tensiunilor principale

coincid, iar deformatiile principale sunt date de relatiile:

2 2
PRS- Ry (- o (2.29)
2 2 7 2 2

Lunecarea maxima se determina cu relatia:

2 2
Y max,min _ igl “é2 _ + M + @ (2.30)
2 2 2 2

Ca si in cazul tensiunilor, variatia deformatiilor in jurul unui punct poate fi
prezentatd in coordonate carteziene, polare sau prin cercul lui Mohr pentru
deformatii (cercul se traseaza in coordonatele £ si ¥/2).

Daca se reprezinta cercurile tensiunilor si cel al deformatiilor suprapuse,
se constatd ca ele sunt concentrice si raportul diametrelor este:

D, I+v
D

s 1-v
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2.4. Ecuatiile fundamentale ale Teoriei Elasticitatii

Sub actiunea unui sistem de sarcini corpul se deformeaza. Se pune
problema sa se determine noua forma luatd dupd deformare si tensiunile care au
luat nastere in corpul respectiv.

Ecuatiile fundamentale ale Teoriei elasticitatii pot fi grupate astfel:

1. ecuatii de echilibru (Cauchy);
2. ecuatii geometrice (relatii intre deformatii si deplasari),

3. ecuatii constitutive (legea lui Hooke).

o Fcuatiile fundamentale ale Teoriei elasticitatii sunt scrise pentru un
element de volum infinitezimal.

e [n ecuatiile din primele doud grupe nu intervin caracteristici de material
i, in consecinta, ele sunt universal valabile.

e In ecuatiile constitutive intervin aceste caracteristici si deci acestea

depind de natura materialului.

2.4.1. Ecuatii de echilibru (Cauchy)

Aceste ecuatii au la baza echilibrul de forte, nu fac apel la caracteristici
fizice i prin urmare sunt valabile pentru orice material.

Dintr-un corp cu grosimea egald cu unitatea se izoleazd un element cu
dimensiunile dx, dy (figura 2.17).

Elementul trebuie sa se afle in echilibrul. Se scriu ecuatiile de echilibru
ludnd in consideratie fortele rezultate din tensiuni precum si fortele masice ale
caror componente pe unitatea de volum se noteazd cu X si Y. Pe planele ce

cuprind axele Ox §i Oy apar tensiunile oy, 0y, 7y, §1 7). Dand cresteri

infinitezimale tensiunilor de pe fetele opuse ale elementului de volum si scriind

echilibrul fortelor se obtine:
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Y Oyyt Jy 0y Tyx+ %‘%Gy
C
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OTyy .
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'G
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o \
Tay |
0
‘
- T g Oyy N
Figura 2.17
- proiectie pe orizontala:
aa c'%yx
o, dy-1+| o, + 3 “dx -dy-1—| 7, + p dy |-dx-1-7, -dx-1+ X -dx-dy-1=0
X y

- proiectie pe verticala:

oo or,
=dy |-dx-1-| 7, +—=dx |-dy-1-7 -dy-1+Y -dx-dy-1=0
oy ox

o, -dx-1+(ay +
Se Tmpart relatiile prin dx-dy se desfac parantezele si se reduc termenii asemenea.

Se obtine:
ag"x + axy +X=0
9 2.31)
0Ty +80yy +Y =0
ox oy

Prin generalizarea relatiilor (2.31) se obtin ecuatiile diferentiale de

echilibru pentru starea generald de tensiuni:

00 , oz + 9% 4y g

ox oy 0z
or,, Oc ot .,
AT S S &1 (2.32)
ox oy 0z
ot
0tz Ty 092 L7y
ox oy 0z
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Din a treia ecuatie de echilibru (o suma de momente fatd de centrul G al

elementului) rezulta:

dx az-xy dx dy az-yx dy
Txydy]7+(fxy+FdXdel7+Tyxdx17+ Tyx+ ay dy dx17=0

Impartind ecuatia prin @ st apoi facand dx — 0,dy — 0 se obtine:

Txy :Tyx

In mod similar pentru starea generala de tensiuni se folosesc egalititile:

Xy yx
Ty, =T, (2.33)
Tyz =Tz

Ecuatiile (2.33) exprima principiul dualitdtii tensiunilor tangentiale.

2.4.2. Ecuatii geometrice (intre deformatii si deplasari)

Ca rezultat al solicitarii corpurile se deformeaza si apar deplasari. Se vor
stabili relatii geometrice intre deformatiile specifice ¢ [J si componentele
deplasarii volumului elementar u, v, w, ecuatii valabile pentru orice material.
Pentru usurintd demonstratia se va face pentru cazul starii plane de deformatii.
Prin stare pland de deformatie se intelege starea la care au loc deformatii numai
intr-un singur plan (de exemplu deformatiile &, &y, yx, In planul xOy).

Sub actiunea fortelor exterioare elementul din figura 2.18 se deformeaza
(isi modifica lungimea laturilor precum si unghiul initial drept dintre fetele
acestuia). Intrucét studiul deformatiilor, pe care le obtine elementul de volum in
ansamblu, este o problema dificila se prefera sa se studieze separat deformatiile
proiectiilor acestuia pe planele de coordonate. Se analizeaza proiectia OABC a
elementului de volum paralelipipedic in planul xOy, inainte si dupa deplasare,

respectiv deformarea acestuia (figura 2.18).
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Figura 2.18

Componentele deplasarilor u, v pe axele Ox si Oy variaza. Daca punctul O
are deplasdrile # si v atunci punctele 4 si C vor avea aceste deplasari plus
cresterile diferentiale obtinute prin modificarea coordonatelor punctelor (figura

2.18). Deplasarea totald a punctului 4 pe directia Ox este A4, = u+2—udx, iar
X

alungirea pe aceasta directie este:

Adx=u+8—udx—u 28—udx
ox ox
Alungirea specifica pe aceeasi directie este data de relatia:
_ Adx _ou
Tod o ox

In mod analog pe directia Oy se obtine:

Ady=v+@dy—v=@dy
oy oy
_Ady  ov
w0 T o
'y vV

In mod analog se determind alungirea specifica in directia Oz, incat pentru

starea spatiala de deformatii se poate scrie:
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_ Ou

E -
XX ax
ov

£,y =— (2.34)
Yy ay
ow
Epp =
0z

Inafara deplasarii in lungul axei Ox punctul 4 are si o deplasare in lungul

axei Oy: v+?dx , 1ar punctul B are o deplasare in lungul axei Ox: u+Z—udy.
X Ad

Dreptunghiul elementar OABC se transforma in paralelogramul O'A B C’.
Latura O' A’ se inclind cu unghiul & (intrucat unghiul este foarte mic, se poate

accepta ca este egal cu valoarea tangentei trigonometrice):

ov ov
v+ —dx—v — oy
iga~a= axa = 8):3 R —
dx+—udx ]+—u Ox
ox Ox

unde la numitor s-a neglijat Z—u = ¢, fatd de unitate.
AY

Latura O'C’ se roteste cu unghiul g si in mod analog rezulta:

Zudy 5
u
gf~p= . o W
dy+—dy @

y
In aceste conditii lunecarea specifica in planul xOy este data de relatia:
ou Ov
Y xy B o " ox

Prin permutari se obtin lunecarile specifice in celelalte doud plane. Pentru

starea generald de deformatii se poate scrie:
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ou Ov
=—+

7xy_5 a
L ow
¥ ooox 0z

v, ow
S YRIPS

(2.35)

Asa cum deja s-a precizat pentru materialele izotrope lunecarile specifice

nu depind de sensul deformarii si in consecinta se poate scrie:

Vxy =Vyxr Vyz =Vzy; Vxz =7z

Pentru starea plana de deformatie relatiile (2.34), (2.35) se reduc la:

ou
gxxza
_oOv
‘9yy_5
o ov
T =y " ox

(2.36)

Cele trei deformatii nu sunt independente ele fiind functii de u si v. Ele. Pentru a

stabili relatia dintre acestea se calculeaza:

de, @ (Guj_ 0%u

oy _8y o _8x8y
82gx _ & u
8y2 8x8y2
0ey _0fov)_o%
ox ox\oy) Oxoy
825y _ o3y
ox’ oyox?

[\

627@_6(8% 621/) ou

=—| 5+ = >+
oxdy  Ox|gy® Oxdy | 0OxOy® Oyox

Din relatiile anterioare se observa ca:
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0? 2. o
To 078y O Fy (2.40)
Ox0y 8y2 ox?

Relatia (2.40) exprima faptul ca materialul este continuu si poartd numele

de ecuatia de continuitate sau de compatibilitate a deformatiilor.

2.4.3. Ecuatii constitutive (fizice)

Este absolut necesar sa se stabileasca o legatura intre tensiuni si
deformatii. Acesta legaturd se determina experimental, tensiunile si deformatiile
fiind legate fizic prin legea de comportare a materialului sub actiunea sarcinilor.
Altfel spus: un anumit material se deformeaza intr-un anumit fel sub actiunea
unui anumit efort §i invers in interiorul corpului se dezvolta anumite tensiuni

cand acesta se deformeaza intr-un anumit fel.

Starea spatiala de tensiuni
Elasticitatea materialului izotrop este definitad de cétre trei caracteristici
elastice:
E — modulul de elasticitate longitudinala (Young),
G - modulul de elasticitate transversala,
v - coeficientul de contractie transversala (coeficientul Poisson),
dintre care numai doua sunt independente.
Intre aceste caracteristici existd relatia cunoscuta din rezistenta

E

materialelor:G = ———.
2(1+v)

Pentru corpul izotrop aflat in stare spatiala de tensiuni, relatiile

constitutive pot fi scrise sub forma:

Ey = é :O'xx - v(ayy +0,, )]
gyy - é :O'yy a V(Uxx +0,, )] (2.41)
€2z :é:czz _V(o-xx +ny)]
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respectiv:

X . TXZ . T yA
Vg = Gy, Ya="g7 V= é (2.42)

Relatiile reprezintd legea lui Hooke pentru starea spatiala de tensiuni sau

legea lui Hooke generalizatd pentru materiale omogene si izotrope .

Din relatiile (2.41) pot fi determinate tensiunile functie de deformatii:

E
Gxx = 2 [gxx + V(gyy + gZZ )]

1

o, = —2[8yy +v(ey + 6. )] (2.43)

-V
E
Wy

E
o, :1 2[€ZZ+V(€xx+€yy)]
-V

Starea planda de tensiuni

Pentru starea plana de tensiuni se obtine din legea lui Hooke generalizata

urmatoarele relatii:

= )
Exx = E Oxx ~VOyy
; (2.44)
Ey = E(ny 'Vaxx)
Tyy
Vxy = G (2.45)
Din ultimile relatii se exprima tensiunile functie de deformatii:
E
Oy = m(gxx Ve, )
E
Oy =——(8&, +VE ) (2.46)
I-v
Ty = Gy xy

Pentru directiile principale relatiile devin:
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1
51=E(01'V02)
; (2.47)
g, =—I\0,-vo
2 E( 2 1)
respectiv
op=——F(&+vez)
1-v
(2.48)
E
Oy =———F(&2+vey)
I-v

Starea uniaxiald de tensiuni
Pentru starea uniaxiald de tensiuni (de exemplu tractiune pe directia axei

Ox) relatiile (2.44) devin:

I — O-xx
Y E (2.49)
Eyy = VO iy

Din prima relatie (2.49), exprimand tensiunile functie de deformatii, rezulta

binecunoscuta lege a lui Hooke:

o (2.50)

2.5. Teorii de rupere (de rezistenta)

Alegerea coeficientului de sigurantd se face in raport cu valorile limita o,

sau o, pentru stabilirea tensiunii admisibile, adica:
o, =—— (2.51)

unde o reprezintd tensiunea normala care caracterizeaza starea limita.

Se considera drept stare de tensiune limitd a materialului starea de

tensiuni care corespunde fie inceperii ruperii materialului, fie inceperii aparitiei
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unui proces fizic care dintr-un motiv oarecare este considerat ca inadmisibil,
nedorit sau periculos.

In starea monoaxiald de tensiune aceste valori se obtin direct in urma
incercdrilor de laborator la intindere sau compresiune. Pentru un element aflat

intr-o stare de tensiune caracterizatd prin tensiunile principale o;, o,, 03

determinate, calculul coeficientului de sigurantd necesitd determinarea

experimentald a tensiunilor limitd o;;, o,, o3 si se determina cu relatia:

Oy O) 03

Aceste determindri experimentale se realizeaza rar in practica datoritd
numarului mare de 1Incercdri, a instalatiilor si a masinilor complicate si
costisitoare.

Necesitatea de a compara starile de tensiune din diferite puncte ale
corpului, de a stabili punctul cel mai periculos si de a determina coeficientul de
sigurantd, impune gasirea unui criteriu de aparitie a curgerii sau a unui criteriu de
rezistentd, adica a unui factor cu ajutorul caruia s-ar putea aprecia pericolul starii
de tensiune si s-ar putea stabili locurile cele mai solicitate ale pieselor, fara a mai
recurge la o incercare in fiecare caz in parte.

Compararea starilor de tensiune se poate face usor daca se alege drept
baza una din starile de tensiune, cea mai caracteristica si cea mai usor de realizat
experimental si apoi folosind criteriul adoptat se compara cu aceastda stare de
tensiune toate celelalte. Aceasta stare de tensiune luatd drept baza se numeste
echivalenta. Drept stare echivalentd se ia starea monoaxiald de tensiune, intrucat
aceasta se poate realiza usor fara a fi necesare masini si dispozitive complicate,
epruvetele au o forma simpla si sunt usor de realizat, iar starea de tensiuni din
portiunea de calcul a epruvetei este omogena.

Tensiunea echivalenta este tensiuna principald a unui element imaginar
supus la intindere, executat din acelasi material ca §i elementul dat si care se

afla intr-o stare de tensiuni tot atdt de periculoasa ca si elementul dat.
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S-au emis mai multe ipoteze asupra ruperii materialelor. Alegerea uneia
dintre ipoteze este determinatd de modul in care se verificd experimental aceasta
pentru starea de tensiuni considerata. Prin urmare teoriile de rupere vor da

expresiile tensiunii echivalente o,y care fac posibild compararea starii

complexe de solicitare cu cea de intindere simpla. In urma determinarii tensiunii
echivalente relatia de verificare pentru piesa este:

Cechiv < Oq (2.53)

2.5.1. Ipoteza tensiunii normale maxime

Aceasta ipoteza admite ca starea limitd se atinge atunci cand tensiunea
normald maxima din corp atinge valoarea tensiunii starii limitd de la solicitarea
de intindere monoaxiald. Se aplica cu succes pentru predictia ruperii unor corpuri
executate din materiale fragile supuse la solicitari statice.

Rezultatele experimentale confirmd aceastd ipotezd in cazul ruperii
materialelor fragile cand tensiunea normala maxima este o tensiune de intindere.
Ipoteza nu poate fi folosita drept criteriu de rezistentd in cazul unei starii
compuse de tensiuni deoarece in general conduce la supradimensionarea pieselor.

Utilizarea teoriei tensiunii normale maxime se face cu relatia:

Gy =050 +0,5. |07 + 472 (2.54)

2.5.2. Ipoteza deformatiei specifice liniare maxime
Dupad aceastad ipoteza aparitia starii periculoase este determinatd de
valoarea lungirii sau scurtarii specifice maxime, atunci cand aceasta este egald cu

deformatia periculoasa &,.;, . Pentru calcule se foloseste relatia:

Coepiv = 0350 +0,65.|c° +47° (2.55)
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2.5.3. Ipoteza tensiunii tangentiale maxime

Acest criteriu are la baza observatiile experimentale conform carora la
materialele ductile curgerea este rezultatul lunecarilor in lungul unor plane ale
cristalelor sub actiunea tensiunilor tangentiale. In baza acestei teorii, starea limita
se atinge atunci cand tensiunea tangentiald maxima atinge valoarea tensiunii
tangentiale corespunzatoare starii limita de la incercarea de Intindere monoaxiala.

Pentru cazul particular al barelor relatia de calcul este:

Coepiv =+|O° +47° (2.56)

Ipoteza tensiunii tangentiale maxime a fost verificatd experimental mai ales
pentru materialele tenace la solicitarile de intindere biaxiala si starile de tensiune
biaxiale mixte. Ea este confirmata in cazul materialelor care au aceeasi rezistenta

la Intindere si la compresiune.

2.5.4. Ipoteza energiei de deformatie

Aceastd ipoteza considerd cd starea periculoasd este atinsd atunci cand
energia de deformatie specifica acumulata de piesa este egala cu energia specifica
corespunzatoare starii limitd de la intinderea simpla.). Aceasta ipoteza a fost
verificatd experimental In anumite cazuri de materialele tenace. Aceasta ipoteza

se aplica printr-o relatie de forma:

O potiv = |07 + 2,677 (2.57)

2.5.5. Ipoteza energiei de deformatie modificatoare de forma

Conform acestei ipoteze starea periculoasa este produsa nu de energia de
deformatie totald, ci numai de energia de deformatiec modificatoare de forma.
Prin urmare se adopta drept criteriu de rezistentd cantitatea de energie potentiala
specificd de variatie a formei acumulatd de materialul deformat in punctul

considerat. Acest criteriu se aplica prin urmatoarea relatie:

Coepiv =07 + 377 (2.58)
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Aceastd ipoteza se verificd experimental pentru materialele tenace. De
asemenea aceasta se verificd si pentru starea plasticd a materialului. Aceasta
ultimad ipoteza corespunde mai bine cu realitatea decat toate celelalte ipoteze. De
asemenea trebuie remarcat faptul cd intre aceastd ipoteza de rupere si cea a
tensiunilor tangentiale maxime exista diferente foarte mici, in momentul de fata

aceste doua ipoteze avand o largd utilizare.

De retinut:

Experientele au aratat ca nici una din teoriile de rezistenta nu s-a impus
ca o teorie general valabila. Totusi in majoritatea starilor de tensiune teoria lui
Mohr, teoriile tensiunii tangentiale maxime si a energiei de deformatie
modificatoare de forma dau rezultatele cele mai apropiate de cele obtinute
experimental.

Pentru materialele tenace (otel) se recomanda utilizarea teoriei tensiunii

O ochiv = ‘/0'2 +477 < o,

si a teoriei energiei de deformatie modificatoare de forma:

O ochiv = ,/02 +377 < o,

Pentru materialele fragile se recomanda utilizarea ipotezei deformatiei

tangentiale maxime:

specifice liniare maxime:

Gectiv =0350 +065|0” +47% <0,

2.5.6. Teoria starii limita a lui Mohr
Conform acestei teorii starea periculoasa apare in momentul in care starea
de tensiuni dintr-un punct a atins o stare limitd care este caracteristica fiecarui

material.
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Teoria starii limita a lui Mohr nu necesita o verificare experimentala
suplimentara deoarece se bazeaza in intregime pe date experimentale. Aceasta se
aplica in special la materialele fragile cand solicitarea dominanata este

compresiunea.

Starea spatiala de tensiuni principale (cu o3 <o, <o) se poate reprezenta

in plan cu ajutorul cercului Iui Mohr. In baza ipotezei tensiunii tangentiale
maxime starea limitd este definitd de tensiunea tangentialda maxima:

c;—-03 . . g T
Tomax =72 = % si este independentd de valoarea tensiunii principale o, .

Prin urmare in definirea starii limita intereseaza numai cercul de diametru maxim

o1 — o3 denumit cerc determinant.

In cazul materialelor tenace drept stare limitd se considera atingerea

limitei de curgere o.. Pentru determinarea starii limitd pentru un material se

incarcd o serie de epruvete din materialul respectiv cu diferite feluri de solicitari,

in urma carora se obtin o;; si o3y (in cazul considerat o;,. si o3.). Valorile

astfel obtinute se reprezintd in sistemul de axe rectangulare cO7 prin cercurile
lui Mohr cu centre pe axa Oc (figura 2.19).
In figurd se reprezintd starea de tensiuni la un material care are rezistenta

de rupere la intindere diferitd de cea de la compresiune (o, #0.), deci

cercurile C; si respectiv C, care reprezinta intinderea §i compresiunea simpla si
care au diametre diferite. Infasuritoarea acestor cercuri reprezinti starea limita
pentru materialul respectiv si pentru un material dat este unica.

Daca se cunoaste infasuratoarea pentru studiul rezistentei se procedeaza

astfel: pentru starea de tensiuni datd se determind o; $i o3 si se construieste

cercul lui Mohr. Daca acest cerc este in interiorul infasuratoarei, stareca de
tensiuni studiatd se gaseste Tn zona de rezistenta a materialului. Daca cercul lui

Mohr atinge curba infasuratoare materialul trebuie sd cedeze.
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Figura 2.19

Cand materialul rezista la fel la intindere ca si la compresiune (materiale
tenace) cecurile C; si C, au diametre egale si infasuratoarea este reprezentata in

acest caz prin doud drepte tangente la aceste cercuri pe portiunea dintre ele
(figura 2.20).

Figura 2.20.
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Daca pentru curba Infasuratoare ce reprezintd starea limitd coeficientul de
sigurantd este ¢=I atunci pentru curbele infasuratoare corespunzatoare starilor
sub starea limita coeficientul de siguranta ¢>1, iar in afara c<I.

Coeficientul de siguranta este determinat in momentul in care se stabileste
care dintre Infasurdtori este tangentd la cercul ce determind starea de tensiune
studiata. Prin urmare, stabilirea coeficientului de sigurantd pe baza acestei teorii
este corectd, dar in acelasi timp este foarte laborioasd deoarece pentru fiecare
material trebuie construite astfel de infasuratori limitd pe baza de date
experimentale rezultate din Tncdrcari.

Din aceastd cauza, se considera in mod simplificat ca se inlocuieste curba
starii limita cu dreapta MLN tangentd la cercurile lui Mohr, care reprezintd
intinderea simpld si compresiunea simpld (figura 2.21). In acest caz
infaguratoarea se construieste numai pe baza a doua incercari, una de intindere si
alta de compresiune.

Cu notatiile din figurd se poate scrie:

0; 03 . O¢i

0,K =0,0+0K =7¢ oy =6 017037291 O 0170
2 2 2 2 2 2

Pentru o stare de solicitare oarecare definita prin tensiunile principale o

oy

. : . . -o
s1 o3 se construieste cercul cu centrul in K avand raza KL = 73 Se poate

stabili o relatie Intre tensiunile principale o, o3 si limitele de curgere o;, o

data de conditia tangentei comune la cele trei cercuri.
Considerand triunghiurile asemenea O;PK si O;RO, si scriind

proportionalitatea dintre laturi se obtine:

0,K KP
0,0, O,R
sau
Oq O;+t03 0;=-03 Oy
2 2 2 2
Oci + Occ Occ _ Oci
2 2 2 2
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Dupa efectuarea calculelor se obtine:

O .;

o, =0;——L-0; (2.59)
GCC
N
0 0
N!
| Oce -l el -
Figura 2.21

In relatia (2.59) o; reprezinta starea limita pentru incercarea de intindere
simpld, luatd egald cu limita de curgere. Prin urmare membrul din stinga al
relatiei este tensiunea echivalenta starii limita. Relatia (2.59) devine:

O i

Oechiv =01~ 03
O¢c

. O, .
sau notand k = —<- se obtine:
Occ

Oechiv =01 —k-03 (2.60)
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In cazul materialelor tenace k=I si relatia (2.60) devine:
Oechiv =01 03 (2.61)
Ultima relatie este similard cu relatia care reprezintd criteriul de rezistenta

rezultat din ipoteza tensiunii tengentiale maxime.

Probleme propuse:

1. Asupra unui element separat dintr-un corp actioneaza tensiunile:
6y = 50MPa, 6,, = 25MPa, t, = 35MPa. Se cere:

- sa se determine tensiunile normale principale si directiile principale;

- sa se determine tensiunile tangentiale extreme si directiile principale;

- sa se reprezinte starile de eforturi principale;

- sa se traseze cercul lui Mohr si eplisa lui Lamé.

2. Se cunosc urmatoarele stari de tensiune date de tensorii tensiune:

0 0 0 O Ty 0 0 7,

Iy, =|0 oy, 0 Ty, =7y 0 0 Ty, =|7q Oy
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 7, 0 o 0 0 Oxe Tyx 0

I, =79 0 0 Is,=| 0 0 0 T, =|Txy Oy 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

Daca oy = 120MPa, oy, = 45MPa, 1., = 50MPa se cere:

- sd se evidentieze actiunea tensiunilor pe volume paralelipipedice
elementare si sa se specifice solicitarile corespunzatoare;

- sa se determine tensiunile normale principale si directiile principale;

- sd se determine tensiunile tangentiale extreme;

- sa se reprezinte grafic starile de tensiune prin cercul lui Mohr.
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3. Sa se calculeze tensiunile echivalente pe baza teoriilor de rezistentd in

cazul unei forfecari pure in care tensiunile tangentiale au valoarea de 55MPa.

4. Un cub cu latura de /00mm este solicitat pe trei directii. In urma
solicitarii deformatia cubului este: doud laturi sufera o lungire de 50um si
respectiv 80um, iar a treia laturd suferd o scurtare de /50um. Sa se calculeze

tensiunile normale ce actioneaza pe fetele cubului (E = 2-10°MPa, v = 0,35).

5. Grinda de otel (E = 2:10°’MPa) din figura 2.31 acumuleaza in urma
solicitarii o energie potentiala de deformatie U = 39500N-mm.

‘F

Figura 2.22.

Daca grinda are sectiune circulara cu diametrul d = 100mm, | = 1,2m, sa se

verifice daca materialul ramane in domeniul elastic (o, = 180MPa).

6. Se cunosc urmatoarele stari de deformatie date de tensorii deformatie:

e, 0 0 0 yy/2 0
T, =| 0 &, 0 T, =|7w/2 0 0
0 0 0 0 0

Daci £, = 0,610 7, &y, = 0,410 7, v,y = 0,7-10 7 se cere:
- sa se specifice solicitarile corespunzatoare;
- sa se determine deformatiile specifice principale si directiile lor;

- sa se reprezinta grafic stdrile de deformatie prin cercul lui Mohr.
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CAPITOLUL 3

SOLICITARI COMPUSE

3.1. Generalitati

Solicitarea care produce in sectiunea transversald doud sau mai multe
tensiuni se numeste solicitare compusd. Functie de natura tensiunilor care iau
nastere 1n sectiunea transversala solicitarile compuse se pot clasifica astfel:

1. Solicitari la care apar tensiuni pe aceeasi directie (tensiuni de aceeasi
naturd). Tensiunea rezultantd se calculeaza ca suma algebrica a tensiunilor
componente (cu conditia ca tensiunea rezultanta si cele componente sa nu
depaseasca limita de proportionalitate) si se impune conditia:

Orez = Zo-i < Oy
! (3.1)
Trez = ZTi <7,
1
In aceasti categorie intra:
e solicitarea axiala excentrica;
e solicitarea de incovoiere oblica (incovoiere dubld);

e solicitarea axiald (intindere sau compresiune) si Incovoiere;
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e solicitarea de forfecare cu rasucire etc.

2. Solicitari la care apar tensiuni pe directii diferite (tensiuni de natura
diferitd). Tensiunea echivalenta se calculeaza, in acest caz, pe baza uneia

dintre teoriile de rezistenta si se impune conditia:
Oecch<o, (3.2)
In aceasti categorie intra:
e solicitarea de incovoiere cu rasucire;

e solicitarea de rasucire cu fortd axiala etc.

3.2. Solicitari compuse la care apar tensiuni pe aceeasi directie

3.2.1. Solicitarea axiala excentrica

In cazul solicitarii axiale s-a considerat ci toate fortele lucreaza in centrul
de greutate al sectiunii transversale, adicd pe axa geometrica a barei. In practica
fortele pot lucra si excentric fiind paralele cu axa barei. Daca bara este solicitata
de o fortd care nu este aplicatd pe directia centrelelor de greutate si deci nu
coincide cu nici una din axele principale de inertie rezulta o solicitare compusa

de incovoiere cu forta axiala.

Figura 3.1.
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Se considerd o bara de sectiune oarecare supusa la intindere de o forta P.
Forta lucreaza excentric, avand raza de pozitie r si coordonatele u si v (figura
3.1.). Se duc in centrul de greutate G al sectiunii doud forte P egale si de sens
contrar. Se obtine un cuplu egal cu M = P-r si o fortd axiala N=P. Se reprezinta
vectorial momentul M (perpendicular pe planul pe care lucreaza forta P). Se

descompune acest moment dupa axele Gz si Gy (figura 3.2.).

y
<>
dA
G M,
o i 7z
MY AT ™
linia
fortelor,
Figura 3.2.

Pe un element de arie oarecare d4, de coordonate z si y, apar tensiuni

normale date de forta axiald N si de momentele incovoietoare M, si M.

Tensiunea rezultantd este suma tensiunilor corespunzatoare celor trei solicitari

simple:
O':O'(N)+G(MZ)+O'(My) (33)
S N_P
W=7 =7
M.,y
unde: o =—= 34.
() =" (3.4)
M. -z
y
olum,)=
y ]y

Tinand cont de relatia 3.4., relatia 3.3. devine:
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:£+Mz-y+My'Z

o (3.5)
A I, I,
M_,=M-cosae=P-r-cosa=P-v
Dar: , _ (3.6.)
M, =M sina=P-r-sina=P-u
Tinand cont de relatia (3.6.), relatia (3.5.) devine:
ool Py Pz Py wz vyl Plpwz vy) g,
A 1, 1, A I, I, | 4 i i
A A
2 Iy 2 I . . . . A .
unde: i) =—-,iZ =—= - razele de giratie sau de inertie (in cazul studiat raze
A A
principale centrale de inertie ale sectiunii transversale).
Prin urmare expresia tensiunii intr-un punct de coordonate z si y este:
P u-z v-y
o=t— | I+—+—— 3.8.
A . G5

Observatie:
o [n relatia (3.8.) semnul (+) se alege in cazul unei solicitari de intindere
excentricd, iar semnul () pentru compresiunea excentricd.

Daca ultima relatie se egaleaza cu zero se obtine ecuatia axei neutre (locul
: o P
geometric al punctelor pentru care tensiunile sunt nule). Deoarece Z¢0 se

obtine:
u-z v
1+ 2 Y g (3.9)
y
Observatii:
e Se observa ca pozitia axei neutre nu depinde de marimea fortei ci numai

de locul de aplicare al acesteia §i de forma geometrica a sectiunii

transversale.
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o Se pot demonstra urmatoarele doua propritati ale axei neutre:
1. Cdnd axa neutra se roteste in jurul unui punct, punctul de aplicatie
al fortei se deplaseaza pe o dreapta.
2. Cand punctul de aplicatie al fortei se indeparteaza de centrul de
greutate al sectiunii axa neutra se apropie de sectiune (punctul de
aplicatie al fortei §i axa neutra au migcari in acelagsi sens)

Pozitia axei neutre se stabileste prin taieturi:

Z-Z
z=0=>y,=—+=

VZ (3.10.)
y=0=z, =z

u

Deoarece pe axa neutrd tensiunea este zero rezultd cd aceasta imparte
sectiunea in doud: de o parte a axei avem solicitare de Intindere, iar de cealalta
parte solicitare de compresiune. Tensiunile maxime si minime se gasesc in
punctele cele mai indepartate ale sectiunii fatd de axa neutra: cunoscand pozitia
axei neutre se duc tangente la conturul sectiunii, paralele cu aceasta si se obtin
punctele din sectiune unde tensiunea are valorile maxime si minime. Inlocuind in

relatia (3.9.) pe z si y, pe rand, cu coordonatele acestor puncte se determina

O max S Omin (figura 3.3.).

axa neutrl] \y intindere
Lo x P
z
I
Gmax
compresiune
(9
O min
Figura 3.3.
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Pentru solicitarea axiala excentricd se poate efectua doar un calcul de
verificare. Se procedeaza astfel:
e se stabileste pozitia axei neutre;
e se cautd punctele cele mai indepartate ale sectiunii fatda de aceasta axa
(punctele cele mai solicitate);
e se introduc coordonatele acestor puncte in relatia (3.9.) si se verifica daca
este Indeplinita conditia:

Omax<9a (3 1 1.)

3.2.1.1. Sambure central

S-a precizat anterior cd axa neutrd Imparte sectiunea transversald in doua
zone: una solicitatd la intindere si cealaltd la compresiune. Pentru materialele
care se comporta diferit la intindere si compresiune se poate pune problema ca pe
sectiune si existe un singur fel de solicitare. In acest caz axa neutra poate fi cel
mult tangentd la sectiune. Existd o zona care contine centrul de greutate al
sectiunii, avand proprietatea ca pentru orice pozitie a punctului de aplicatie al
fortei care apartine sdmburelui central axa neutra nu taie sectiunea (pe sectiune
sunt numai tensiuni de acelasi semn).

Prin definitie locul geometric al tuturor punctelor de aplicatie ale fortei
astfel incat pe sectiune sa existe un singur fel de solicitare (axa neutra sa fie
tangenta la sectiune) poarta numele de simbure central.

Pentru determinarea conturului saimburelui central se cautd sa se gaseasca
acele puncte de aplicatie ale fortei, pentru care axa neutrd este tangenta la
conturul sectiunii. Pentru a stabili samburele central se procedeazda la

identificarea ecuatiei axei neutre cu ecuatia tangentei la contur.

Aplicatii:

Sa se determine samburele central pentru sectiunile din figurile 3.4. i 3.5.

1. Sectiunea dreptunghiulara
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Se considerd axa neutrd tangenta la sectiune pe latura AB in pozitia d;

(figura 3.4.).

N
@
(ds)
A B (d)
N h/6
h 2 >
R Z
M
Db/6
(d2)
D C
b
Figura 3.4.

Din ecuatia dreptei d; efectuand calculele se obtine:

y:g:%=]:>]—27y=0 (3.12)
Din identificarea relatiilor (3.9.) si (3.12.) rezulta:
u=20
Lo 2
h
sau inlocuind raza de giratie
b’

se obtine:

2. o h (3.13)
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Valorile indicate de relatia (3.13.) reprezinta coordonatele punctului M(0, -h/6)
indicat 1n figura 3.4. Dacd se considera axa neutra in pozitia simetrica d, se
obtine Tn mod similar punctul N(0, h/6).

Se considera apoi axa neutra tangenta la sectiune pe latura AD 1n pozitia d;

(figura 3.4.). Din ecuatia dreptei d; efectudnd calculele se obtine:

z:—éjéz—1:>1+£:0 (3.14)
2 b
Din identificarea relatiilor (3.9.) si (3.14.) rezulta:
2.7
u=—2>
b
v=_0
sau inlocuind raza de giratie
b’ h ,
2 by pp b
Y4 bh 12
se obtine:
o200
b 12 6 (3.15)
v=_0

Valorile indicate de relatia (3.15.) reprezintd coordonatele punctului de aplicatie
al fortei, punctul R(b/6, 0) indicat in figura 3.4. Daca se considera axa neutrd in
pozitia simetrica d; se obtine in mod similar punctul Q(-b/6, 0). Se figureaza
punctele M, N, R, Q care se unesc prin segmente de dreaptd si se obtine

samburele central (un romb cu diagonalele h/3 si b/3).

2. Sectiunea circulara

Intrucat sectiunea circulard admite o infinitate de tangente, simburele
central se va obtine nu prin particularizarea pozitiei tangentei la contur ci prin
determinarea ecuatiei conturului samburelui central.

Se considerda un punct C(z, y,) de pe conturul sectiunii si se considera

tangenta la cerc in acest punct (figura 3.5.).
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Y /

C(20,y0)

RY
2R

.
NV

Figura 3.5.

Pornind de la ecuatia cercului:
22 4y? = R?
ecuatia dreptei d (ecuatia tangentei) este:
_p2
Z:Zy+y Y, =R

Prin efectuarea calculele se obtine:

ZO yO ZO yO
——z+—=y=I=l-—Fz-———-y=0
R R 2 R
Din identificarea relatiilor (3.9.) si (3.16.) rezulta:
T
Z:zo V' )o
1- 27 — Ps; =0
de unde:
_Zo _ U
R® i
Yo _ V.
R? zZ2
sau
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(3.17)

Pentru sectiunea circulara:

2 2 mxRY R’
lZ_ly_4.7z'.R2_ 4

Inlocuind cele doui raze de inertie in relatia (3.17) se obtine:
z, =—4u
Yo = —4v
Se particularizeaza ecuatia cercului pentru punctul C si se obtine ecuatia

samburelui central:

2
R
zg+y§=R2:>]6u2+]6v2:R2:>u2+v2=(zj (3.18)
Prin urmare samburele central este un cerc a carui raza este un sfert din raza

cercului (figura 3.5.).
3.2.2. Solicitarea de incovoiere oblica (dubla)

La solicitarea de Incovoiere simpla s-a considerat cd toate incarcarile
actioneaza Intr-un plan de simetrie longitudinal al grinzii sau in lipsa acestuia
intr-un plan ce contine una din axele centrale principale de inertie. Incovoierea
oblica se produce atunci cand toate incarcarile lucreaza intr-un plan longitudinal
oarecare care face un unghi a cu una din axele centrale principale.

Se considera o grinda solicitatd la incovoiere de o fortd P ce face un unghi
a cu axa centrald principala de inertie Oy (figura 3.6.).

Momentul incovoietor intr-o sectiune x, respectiv momentul maxim M

pentru grinda considerata sunt:
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Figura 3.6.

M(x)z—P-x
M, c=M=-P-I

Se reprezintd momentul M si se descompune dupa axele Oz si Oy (figura 3.7.).

axa
neutra

OB

ODp

Figura 3.7.

Va rezulta in acest fel o incovoiere dublda in jurul axei Oz (data de
momentul M;) si alta in jurul axei Oy (data de momentul M,). Pe un element
infinitezimal de suprafatd oarecare dA de coordonate z si y apar tensiunile

normale date de cele doud momente. Cele doua tensiuni fiind tensiuni de aceeasi
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naturd si deci vectori coliniari, rezulta ca tensiunea totald va fi suma tensiunilor
de la cele doua incovoieri:
o=0 +0
(v.) T, )

z

Cele doud tensiuni componente se calculeaza cu relatia lui Navier. Prin

urmare:
M- M, -z
o= T (3.19)
1, I,
Tinand cont de expresiile celor doud momente incovoietoare:
M_=M - cosa
M, =M sina
expresia momentului din relatia (3.19.) devine:
JzM'y-cosa+ Z sina (3.20)
1. I,
Ecuatia axei neutre se obtine impunand conditia o =0 si se obtine:
M - M - 1
Y cosa + Z-sina:0:>y:—z-—z-tga (3.21)
z 1, 1y
Relatia (3.21.) reprezinta ecuatia unei drepte a carei panta este:
IZ
tgf = T lga (3.22)

y
Semnul minus din relatia precedenta indica faptul cd unghiul se masoara sub axa
Oz. Cum de regula:
1,>1,=|p>|o
rezultd cd axa neutrd nu mai corespunde cu directia vectorului moment asa cum
se intdmpla la solicitarea de incovoiere simpla.

Cunoscand pozitia axei neutre se poate reprezenta variatia tensiunilor si se
pot determina valorile maxime ale acestora ducand tangente la sectiune paralele
cu axa neutrd. Ca si in cazul Incovoierii simple tensiunile maxime i minime apar
in punctele cele mai indepartate de axa neutrad (in cazul prezentat in punctele B si

D). Valoarea maxima a tensiunii se determinad cu relatia:
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OB =0 = cosa + AL . sina =
z y
(3.23)
M N M .
Oppae = ——-COSQ+—-sina
W, W,

Pentru verificare se impune conditia o,,,.<0, sau tinand cont de relatia

(3.23.) rezulta:
M w, .
O pmax = Wz-ﬂcosa + W; - Sin a] <o, (3.24)
Se noteaza:
W _ k (3.25)
W,
si relatia (3.24) devine:
O mac :%'(cosa+k-sina)£ o, (3.26)

z

In cazul sectiunii dreptunghiulare se stie ca:

2 2 %
W, :%,Wy =% k:ﬁ:%
6
Inlocuind coeficientul k relatia (3.26) devine:
O max =%-(b-cosa+h-sina)£aa

Pentru dimensionare se considerd la limitd in relatia (3.26.) semnul de
egalitate si se obtine:

%-(cosa+k-sina)=aa (3.27)

z
In relatie apar doud necunoscute W, si W, si din acest motiv dimensionarea nu se
poate face decat prin incercari. Se procedeaza astfel:

- se da o valoare arbitrara coeficientului k si se determind W, cu relatia:
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‘.

W. =

- cosa+k-sina)

a
- cunoscand k si W, se determina W, din relatia (3.25).
- se verificd inegalitatea din relatia (3.26). Dacd inegalitatea nu este

satisfacuta calculul se repeta.

Observatie:

o Pentru profilele laminate valorile coeficientului k se determina ca raport

w.
W—zla primul §i ultimul profil din tabele.
y

3.2.3. Solicitarea compusa de incovoiere si fortd axiald

Aceasta solicitare apare la grinzile drepte solicitate de sarcini oblice si la
sistemele plane (grinzi cotite, cadre, bare curbe plane static determinate si static
nedeterminate). In acest caz se trateazi pe rand fiecare solicitare. Solicitarea de
incovoiere conduce la o tensiune normald datda de relatia lui Navier

M, ) ) .. . . . -
(o =—L%% ) iar din solicitarea axiald va rezulta o tensiune normala calculata

3
, g N
cu relatia cunoscutd o = vh

Cele doua tensiuni sunt de aceeasi naturda §i prin urmare tensiunea
rezultantd va fi suma tensiunilor de la cele doua solicitari simple:

M N
S A (3.28)

z
Pentru calcul se va rezolva separat solicitarea de incovoiere si de forta
axiala si se traseaza diagramele de moment Incovoietor si de fortd axiald. Cele
doua diagrame vor avea anumite semne corespunzatoare conventiilor de semne
adoptate. Pentru efectuarea calculului de rezistentd se foloseste relatia (3.28)

inlocuindu-se valorile numerice pentru M si N cu semnele din diagrama si
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alegdndu-se intre termeni semnul plus sau minus astfel incat valoarea absoluta a
rezultatului sa fie maxima. Acest mod de calcul este permis numai in cazul
otelurilor pentru ca au aceeasi rezistenta la intindere si la compresiune. Pentru
materialele care rezistd diferit la Intindere si la compresiune trebuie studiata
starea de tensiune pentru a determina tensiunea maxima din zona intinsd si din
zona comprimatd. Fiecare dintre acestea se compard separat cu tensiunea

admisibila la intindere sau compresiune.

Calculul de verificare si dimensionare
Pentru verificare se impune conditia:
Omax<9a
Avand trasate cele doua diagrame de moment incovoietor si de forta taietoare pot
rezulta urméatoarele doud cazuri:

1. Momentul incovoietor si fortd axiala ating valoarea maxima in aceeasi
sectiune care va fi sigur sectiunea periculoasd si in care se verifica daca este
respectata inegalitatea anterioara.

2. Momentul incovoietor maxim si fortd axialda maxima nu corespund
aceleasi sectiuni. In acest caz se face o verificare dubli atit in dreptul
momentului incovoietor maxim cat si in dreptul fortei axiale maxime.

Pentru dimensionare se considera la limita in relatia de verificare semnul

de egalitate si se obtine:

Relatia anterioard contine doud necunoscute: W, si A. Cum ecuatia nu poate fi

9 : - . N . .
rezolvatd se tine cont cd in mod obisnuit termenul ~ este mult mai mic decat

— LI si se face o predimensionare numai din conditia de incovoiere. Se
4

obtine:
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: y . N : S s
Pentru a tine cont ca s-a neglijat termenul — se micsoreaza rezistenta admisibila

’

o, cuun procent de 10% adica in calcul se foloseste o, = 0,90, . Prin urmare:

Dupa aceasta se determind §i aria 4. Dupa aceastd predimensionare avand
modulul de rezistentd si aria sectiunii transversale se va proceda la un ultim
calcul de verificare luand in consideratie rezistenta reald a materialului, adica:

M

imax +_£0_a
W A

z

Gef =

Daca inegalitatea este satisfacuta dimensionarea este corectd. In caz contrar se va

trece la marirea sectiunii, prin incercari, pana cand o r<0, .

Observatie:
e Pentru solicitarea de incovoiere cu compresiune calculul se face in
acelasi mod. In acest caz pentru grinzile de lungime mare este necesar §i

un calcul de verificare la flambaj.

3.2.3.1. Grinzi cotite (cadre)
Un ansamblu de bare unite intre ele prin noduri rigide se numeste cadru.
Cadrele se clasifica stfel:
- cadre static determinate (in mod uzual aceste cadre se numesc grinzi
cotite);
- cadre static nedeterminate, care se pot clasifica la randul lor astfel
1. cadre static nedeterminate exterior (necunoscute sunt reactiunile
din reazeme);

2. cadre static nedeterminate interior (necunoscute sunt eforturile din

bare);

108



3. cadre static nedeterminate exterior §i interior (necunoscute sunt
atat reactiunile din reazeme cat si eforturile din bare).

Cadrele sunt supuse la solicitarea compusd de incovoiere cu forta axiala.
Aceasta Tnseamna ca trebuie trasate diagramele de moment incovoietor si forta
axiald, iar pentru verificarea diagramei de moment si diagrama de forta tdietoare.
Pentru trasarea acestor diagrame raman valabile toate regulile stabilite la grinzile
drepte exceptand doar regula de semne pentru moment incovoietor $i modul de
reprezentare a diagramelor.

Pentru a stabili semnul momentului incovoietor intr-o sectiune se
imagineaza o fibra din interiorul barei care se reprezintd punctat. Daca aceasta
fibra este intinsa momentul se considera pozitiv, iar daca fibra este comprimata
momentul se considera negativ. Cele trei diagrame (de moment incovoietor, forta

taietoare si forta axiald) vor fi reprezentate de fiecare data pe conturul cadrului.

3.2.3.2. Cadre static determinate (grinzi cotite)
Sa se traseze diagramele de eforturi (M, N, T) pentru grinda cotitd din
figura 3. 8.

/q, AN |2a

Figura 3.8.

Rezolvare:
Se poate porni de la capatul liber si nu mai este necesar calculul celor trei

reactiuni din incastrare.

109



Diagrama de moment incovoietor
Se considera fibra punctatd la interiorul cadrului. Se scriu expresiile

momentului incovoietor pe cele patru regiuni si se studiazd variatia momentului.

v €l0.a]

2

Vi q-yi

M = —d - —_— = —
()’1) q-Y; 5 P

Se studiaza variatia momentului:

2

M(0)=0:M(a)=~"

M (v))==q-y; =M (y))=0=y,=0e[0.4]
M”(y]):_q<0:>Mmax :M(O):O

X; e[O,Za]

M(x;)=- -a-ﬁ——ﬂ—const
D= ary =y T com

v €[0.24]

M(y2)=q-a-(y2—%j

Momentul are o variatie liniard, valorile pe capetele intervalului fiind:

2 2
qa 3qa
M0)=———M2a)=—-
(0)=-111(20)= -2
X, € [0,3a]

2
M(x)=g-a-7 =2

= const.

Pentru a trasa diagrama de moment Incovoietor se considerd conturul
cadrului fara incarcare si rezemare. Locul unde se reprezinta valorile pozitive si
negative ale momentului nu se impune: reprezentarea se face in asa fel incat
diagrama sa rezulte cat mai clard (in diagrama sa avem cat mai putine
suprapuneri). Pentru grinda cotitd prezentatd s-a ales ca valorile pozitive ale

momentului sa fie reprezentate la interior (figura 3.9.).
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3qa?/2
a 3qa%/2

@ \iqua%z

qa?/2 \
qa?/2

Figura 3.9.

Observatii:

e [n noduri, la trecerea de la o regiune, la alta momentul trebuie sa se
racordeze in diagrama.

o [xista o singura situatie in care nu se produce racordarea §i anume
atunci cand in nod existd un moment concentrat. In acest caz trecerea de
la o regiune la alta se va face printr-un salt al momentului egal in valoare
absoluta cu marimea momentului concentrat.

e Ramdn valabile toate regulile de verificare pentru diagrama de moment

incovoietor stabilite in cazul grinzilor drepte.

Diagrama de forta taietoare
Expresiile fortelor taietoare se scriu tindnd cont de definitia si regula de
semne stabilite la grinzile drepte. Expresiile fortei taietoare pe cele patru regiuni

sunt:
vy €lo.a]
T(v1)=q"y,
Se studiazi variatia fortei: 7(0)=0,T(a)= qa
x; €[0,24]
T(x;)=0
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Pentru a trasa diagrama de forte taietoare (figura 3.10) nu este obligatoriu
sa se pastreze locul unde s-au reprezentat valorile pozitive si negative pentru

moment.

/"

/é@

Figura 3.10.

Diagrama de forta axiala
Expresiile fortei axiale pe cele patru regiuni sunt (aceste expresii se scriu

finand cont de definitia si regula de semne stabilite la barele drepte):

Y1 € [0:5’]

N(y;)=0

x; €[0,24]

N(x;)=—qa

v; €l0.24]

N(y;)=0

x, €[0,34]

N(x;)=qa

Diagrama fortei axiale este prezentata in figura 3.11.
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®
[TTBIITH

Figura 3.11.

Pentru grinda cotitd studiatd sectiunea periculoasa, in care se efectueaza

calculul de rezistentad, se afla pe bara orizontald unde avem simultan

M _3qa2 $1 Npyox =qa.

max — o
2

3.2.3.3. Cadre static nedeterminate exterior

Cadrele static nedeterminate exterior sunt cadre deschise. Din modul lor
de rezemare rezultd mai multe necunoscute (reactiuni) decat cele trei ecuatii de
echilibru independente care se pot scrie. Existd mai multe metode pentru
ridicarea nedetermindrii. Vor fi prezentate in continuare doud metode: metoda
bazata pe teoremele lui Castigliano si metoda eforturilor, ambele prezentate in

Capitolul 1, paragraful 1.11.

Aplicatii:
1. Sa se traseze diagramele de eforturi pentru cadrul din figura 3.12. Toate

barele cadrului au aceeasi rigiditate (E-I, =const.)

Rezolvare:
Se va ridica nedeterminarea folosind prima teorema a Ilui Castigliano.
Pentru a ridica nedeterminarea cadrului se parcurg aceleasi etape ca si la grinzile

drepte.
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Figura 3.12.

Se scriu ecutiile de echilibru independente:
HA—HBZOZHA:HB:H

[ F F
M =0=Vp l-F —=0=2Vp=—=V, =—
=0 Vg d-F ooy Ly,

Cadrul din figura 3.12 este simetric §i prin urmare:
. . : 5 L F_ .
- reactiunile sunt simetrice (asa cum s-a vazut si din calcul Vy =V, = 3) si

prin urmare conditia de simetrie poate inlocui una din ecuatiile de
echilibru;

- se poate studia cadrul pe jumatate, iar pe cealaltd jumatate diagramele se
traseaza tinand cont de faptul ca diagramele de moment incovoietor si
fortda axiald sunt simetrice, 1ar diagrama de fortd tdietoare este
antisimetrica (pe axa de simetrie forta tdietoare este nuld)

Necunoscuta static nederminata in raport cu care se aplica prima teorema
lui Castigliano este H. Prin urmare:

5_L:0:2_?M(y)_5M(y).dy+2'lj2M(X),5M(X)

OH JE-I, oH ) E-I, oH

dx (3.29)

Pentru y e [0,21 ]
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M(y)=—H-y:>aAg—I§y)=—

Pentru x [0,1/2]

M(x)=—H-21+V, -x=—H-2l+§-x:>aA§—P([x)=—ZZ
Se inlocuiesc expresiile momentelor incovoietoare si ale derivatelor

partiale in relatia (3.29) si se obtine:

;[ 1/2 F
0= e e ] (#1215 n) 2y | =
3 3
o= H£+2Hl3—i]:>H—3—F
E-I| 3 8 112

Se 1nlocuieste reactiunea in expresiile celor doud momente si se studiaza

variatia acestora. Rezulta:

3F
M\y)=-H -y=——
() Y=oy
Momentul are o variatie liniard, valorile pe capetele intervalului fiind:
M(0)=0
M(21)= 3

56

Pentru cea de a doua regiune:

M(x):—H-2l+VA-x:—3—Fl+£-x:>
56 2
56
11FI
M(1/2)="—
(1/2)=—

Se reprezintd diagrama de moment Incovoietor pe jumatatea stinga a
cadrului, iar pe cealaltd jumatate se traseaza prin simetrie. Se obtine diagrama din

figura 3.13.
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! ' Y
3FU/56 \—  11FU/56

(w

Figura 3.13.

Expresiile fortelor taietoare sunt:

yelo.2i]
3F
T(v)=-H =—-——"—
() 3
xeln.1/2]
F
T@:@:E

Ambele sunt valori constante si se reprezintd pe conturul cadrului. Pe
jumatatea din partea dreaptd diagrama se reprezintd prin antisimetrie. Se obtine

diagrama din figura 3.14.

F/ P!
3l

@®

@

T

]

98]
g3
~
—_
—
[\

Figura 3.14.
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Expresiile fortelor axiale sunt:

yE [0,21]
F
N(y)=-V,= )
xe[O,l/Z]
3F
N(x)=—H = -2
) 112

Se reprezinta valorile pe jumatatea stdngd a cadrului, iar pe cealaltd

jumatate se traseaza diagrama fortei axiale prin simetrie. Se obtine diagrama din

figura 3.15.

/3F/112

AL TRIIT

Observatie:

F/2

™

Figura 3.15.

o Unui cadru care prezinta simetrie ca forma geometrica si rezemare §i

care este incarcat antisimetric ii corespunde o diagrama de forta

taietoare simetrica §i diagrame ale momentului §i fortei axiale

antisimetrice (cele doua eforturi sunt nule pe axa de antisimetrie).

2. Sa se traseze diagramele de eforturi pentru cadrul din figura 3.16. Toate

barele cadrului au aceeasi rigiditate (E-I, =const.).
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Figura 3.16.

Rezolvare:
Se scriu ecuatiile de echilibru independente:

VA +VB :0:> VA :_VB (329)
SM,=0=Vg-1- Loy, sy, !
A B q P B 5 A 2

Cadrul este simplu static nedeterminat si nedeterminarea se va ridica
folosind metoda eforturilor. Se vor parcurge etapele prezentate in Capitolul 1,
paragraful 1.11.

Se alege sistemul de baza prezentat in figura 3.17.

zq

X

> € ,:
IS

Figura 3.17.

118



Pentru a obtine sistemul de baza se elimind un numar de legaturi pe care le
are sistemul, egal cu numarul necunoscutelor static nedeterminate, pana cand
devine static determinat (se inlocuieste reazemul articulat 4 cu un reazem simplu
in care actioneaza necunoscuta static nedeterminata, efortul X;).

Mai intai se studiaza sistemul de bazd incarcat numai cu sarcina exterioara

(figura 3.18), necunoscuta static nedeterminata fiind nula (X; = 0).

Figura 3.18.

Se studiaza apoi sistemul de baza farda sarcina exterioard, dar incarcat
numai cu necunoscuta static nedeterminata, care devine egala cu unitatea (figura

3.19).

Hllg

Vi

Figura 3.19.

Necunoscuta static nedeterminatd se determind din ecuatia:
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011 X;+06;9)=0 (3.30)
Rezolvarea ecuatiei necesitd determinarea prealabild a coeficienului de influenta
o1 st a termenului liber 679 Daca se neglijeaza influenta fortei taietoare si a fortei
axiale coeficientul de influentd si termenul liber din ecuatia precedenta pot fi
determinati cu urmatoarele relatii:
6 =21 dei
i1 EI

z

(3.31)

unde: M, - momentul incovoietor cand sistemul de baza solicitat de catre
sarcinile exterioare;
m; - momentul incovoietor cand sistemul de bazad este incarcat

numai cu X; = 1.

Observatie:
o Pentru calculul integralelor care apar in relatia precedenta se poate
folosi si metoda Mohr-Veresceaghin, prezentata in Capitolul 1,

paragraful 1.11.

Se studiaza sistemul de bazd incarcat numai cu sarcina exterioara (figura
3.18). Se scriu ecuatiile de echilibru si se determina reactiunile:
H'p= q!
Via=V'g
' 12 ’ ' q . l
M, =0=>Vpl-q-—=0=>Vp=V 4=+
2 2

Se scriu expresiile momentelor incovoietoare pe cele trei regiuni si se

studiaza variatia acestora.
Y1 € [0:1 ]

2
M,(v))==q-y, _%:_q%
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Se studiaza variatia momentului:

]2
M(0)= (),-M(z):—“’T

M (y)=-q-y; =M (y;)=0=y,=0€[0,]]
M”(y]):_q<0:>Mmax :M(O):O

X; e[O,l]
v [
M, (x))=~V4x BEAL
q-1’ 2
MO(O):_T; o(l)z_q [

V2 G[OJ]

M,(v;)=-Hp "y,
M, (0)=0:M,()=—q-I°

Diagrama de variatie a momentului este prezentata in figura 3.20.

=~
~
N
- S
’ \
4 \
1 \

/

qe?
1
©

Figura 3.20.

Se studiaza sistemul de bazd incarcat numai cu necunoscuta static
nedeterminatd, care este egald cu unitatea (figura 3.19.).

Se scriu ecuatiile de echilibru si se determina reactiunile:
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Hp=1

VA = VB
ZMA :0:>VB '120:>VB :VA :0
Se scriu expresiile momentelor incovoietoare pe cele trei regiuni si se

studiaza variatia acestora.
Y1 € [0:1]
mi(vi)=X; y=y

Se studiaza variatia momentului:
m;(0)=0;m,(l)=1
x; €l0.]
my(x;)=X;-1-=1
Y2 & [0’1 ]

mz()’z):H; Y2=V2
m1(0)=0,‘m](l)=l

Diagrama de variatie a momentului este prezentatd in figura 3.21.

- ~o
// S

/ \
. \

(m)

Figura 3.21.

Se calculeaza coeficientii din relatia (3.31) folosind metoda Mohr-

Veresceaghin. Se obtine:
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2 34 2 PP 2 2 3

ql4( 1 1 1 ]j__29ql4

EI\ 8 2 4 3 24EI
1 (11 2 1-1 21 513
S =——| gl | =
E-1.\ 2 3 2 3) 3EL
Din relatia (3.30) se obtine:
29ql4
X, _ S _24EI, _29 gl
514 573 40
3EIZ

Prin urmare H, = % -gl . Din relatia (3.29), din ecuatia de proiectii de forte pe

. g : 11 . . .
orizontala, se obtine Hp = %-ql . Avand reactiunile calculate (nedeterminarea

cadrului a fost ridicatd) se revine la sistemul din figura 3.16. Se fac sectiuni pe
cele trei regiuni si se scriu expresiile momentelor incovoietoare, fortelor taietoare
si fortelor axiale si se studiaza variatia acestora.

Expresiile momentelor incovoietoare sunt:
Y1 € [0:1 ]

2
vy _29 _q9°)i
MO )=H , vi—q-v, 2L =2 gl

)=H, v, —-qy =i

Se studiaza variatia momentului:

29 2 g’ _ 9

0)=0:M(1 =~ ql’ =0,225ql°
M(0)=0;M(1)= 07 =751 q

, 29 :
M (J’])_%ql gy =>M(y)= 0:>J’1=—l_07l€[0 1]
M (y))=—qg<0=>M,,, =M(071)=026ql"

X; € [0,[]
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M(XI)ZVA 'X] —Q'l'é+HA -lz—%l-x] —Q'l'é+HA l

29 5 g’ 2 11 2
M0)=—qgl" ——=0,225ql" ;M\l)=——q 1" =-0,275ql
0) 0 : ql”; M(1) 0 q
V2 6[0:1]

11
M(y;)=-Hg-y, =—%ql-y2

M(0)=0;,M(1)=-0,275¢-1°
Diagrama de variatie a momentului incovoietoar este prezentatd in figura 3.22.

Expresiile fortei taietoare pe cele trei regiuni sunt:

Yi & [0:1]
29
T(y))=H, —q-y;="—ql-qy,
40
29 11
Se studiaza variatia fortei: 7(0)=—ql; T\l )=——q -1
i orti: 7(0)= 22 q1:7(0) =L
0,225q0* 0,275q0*
/
\]\I\I\l\‘ u
Figura 3.22.
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V2 6[0:1]

11
T(y,)=-Hg 2—%@1

Se reprezintd variatia fortei tdietoare si se obtine diagrama din figura 3.23.

ﬁ = qt/2
11q€/40\
//
/ 11qt/40
29qt/40
Figura 3.23.

Pentru fortd axiald se obtine:

yle[o’l]
)
N(yz)——VA—q?
x; €l0,1]
29 11
N(x))=—q-1+H =—ql+oql=—""
(x;)=—q-1+H, al+"al ==

Diagrama fortei axiale este prezentata in figura 3.24.
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~__1iqt/40

[C3) (&)

/ /

qt/2 qt/2

Figura 3.24.

3. Sa se traseze diagramele de eforturi pentru cadrul din figura 3.25. Toate

barele cadrului au aceeasi rigiditate (E-I, =const.)

20

/777 77777

Figura 3.25.

Rezolvare:

Cadrul este triplu static nedeterminat si nedeterminarea se va ridica
folosind metoda eforturilor. Tinand cont de faptul ca acest cadru este incarcat
antisimetric el poate fi studiat prin sectionare pe axa de antisimetrie ceea ce
reduce gradul de nedeterminare. Pe axa de antisimetrie momentul incovoietor si
forta axiald sunt nule, sistemul obtinut fiind simplu static nedeterminat. Se alege
sistemul de baza din figura 3.26, in sectiune actionand necunoscuta static

nedeterminata, efortul Xj.

126



[
np | ey
p —> <
Y2
e 7777
Figura 3.26.

Se ia in consideratie jumatatea din partea stingd si se studiaza, mai intai,
sistemul de bazd incarcat numai cu sarcina exterioara (figura 3.27), necunoscuta

static nedeterminata fiind nula (X; = 0).

e

Figura 3.27.

Se scriu expresiile momentelor incovoietoare si se studiazd variatia
acestora.

X; € [0,]]

M 0 (xl ) =0

vy elo.]
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Mo(yl):()
v2 €l0.21]

M,(y;)==P-y,
M,(0)=0,M,(21)=-2P-I

Diagrama de variatie a momentului incovoietoar este prezentata in figura 3.28.

O

2P¢
Figura 3.28.

Se studiaza apoi sistemul de baza fara sarcina exterioard, incarcat numai

cu necunoscuta static nedeterminata, care devine egala cu unitatea (figura 3.29.).

X1=1
(
Y1 )@}

——

Y2

e

Figura 3.29.
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Se scriu expresiile momentelor incovoietoare pe cele trei regiuni.
X; € [0,1]
my(x;)=X;xp=x,
Se studiaza variatia momentului:
m;(0)=0;m,(1)=1
v elo]
mi(yy)=X; 1-=1
Y2 & [0’21]
m(y,)=X;-1-=1

Diagrama de variatie a momentului incovoietor este prezentata in figura 3.30.

-
s
4
1

()

Figura 3.30.

Se calculeaza coeficientii din relatia (3.31) folosind metoda Mohr-

Veresceaghin. Se obtine:

3
o= 2mr 2) 20
E-1

1, 2 EI,
3

5 :L(]_Z?_lﬂ.g.]j: 101
E-I 3 3EI

Necunoscuta static nedeterminata se determina din ecuatia:

51]'X1 +5]0 :0
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2P

: o El
Se obtine: X :—ﬂ:—gziP
o1 101 5
3EI,

Avand ridicata nedeterminarea se revine la sistemul din figura 3.26, se fac
sectiuni pe cele trei regiuni, se scriu expresiile momentelor incovoietoare,
fortelor tdietoare si fortelor axiale si se studiaza variatia acestora. Se traseaza
diagramele de variatie pentru jumatatea stdngd a cadrului, iar pentru cealaltd
jumadtate prin simetrie pentru forta tdietoare si prin antisimetrie pentru momentul

incovoietor si pentru forta axiala.

X; € [0,]]

3
M(x;)= X, x =50

Se studiaza variatia momentului: M(0)=0,M(l)= %Pl

Vi E[O:l]

Variatia momentului este: M (0)= %PI;M (21)= —;Pl

Diagrama de variatie a momentului este prezentata in figura 3.31.

3PU/5

<

\l\l\l\
7PL/5
Figura 3.31



Expresiile fortei tdietoare pe cele trei regiuni sunt:

x; €0,1]

3
T(XI)Z—X] :—EP

v €l0.1]
T(yl):0
Y2 6[0:21]
T(y;)="P

Se reprezintd variatia fortei tdietoare si se obtine diagrama din figura 3.32.

3P/5
T~

B
O

P
Figura 3.32.
Pentru forta axiald se obtine:
N(.X'] ) =0
3
N(y,)=X,= EP
3
N(y,)=X,= EP

Diagrama fortei axiale este prezentata in figura 3.33.
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3P/5 3P/5

Figura 3.33.

3.2.3.4. Cadre static nedeterminate interior

Cadrele static nedeterminate interior sunt cadre inchise. In cazul general
aceste cadre sunt triplu static nedeterminate (necunoscutele static nedeterminate
sunt in acest caz eforturile din bare: momentul incovoietor, forta tiietoare si forta
axiald). Ridicarea determindrii se poate face prin aceleasi metode ca si pentru

cadrele static nedeterminate exterior.

Aplicatie:
1. Sa se traseze diagramele de eforturi pentru cadrul din figura 3.34. Toate

barele cadrului au aceeasi rigiditate (E-I, =const.)

Figura 3.34.

Rezolvare:

Se sectioneaza cadrul pe axa de simetrie si prin urmare 7=0 (figura 3.35).
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Figura 3.35.

Se pun in evidentd cele doud eforturi nenule care apar in sectiune
(momentul incovoietor si forta axiald). Se scrie echilibrul uneia dintre jumatati si

se obtine:
F=2N=N :g

Ramane ca necunoscuta static nedeterminata momentul incovoietor M. Se
va ridica nedeterminarea folosind a doua teorema lui Castigliano fiind parcurse
aceleasi etape ca si la grinzile drepte. Din motive de simetrie este suficient sa se

faca calculul doar pe un sfert de cadru. Prin urmare:

[ /2
a—L:0:4-jM(x).aM(x)-dx+4- [ M(y)-aM(y)-dy (3.32)
oM JE-I. oM D ED, oM

Se fac doud sectiuni la distantele x si y, se scriu expresiile momentelor

incovoietoare si se calculeaza derivatele partiale.

xel0.]
M(x):M:ajgl—A/(;c)zl
yelo,1/2]
M(y):M—g-y:a];[—AE[y)zl

Se inlocuiesc expresiile momentelor incovoietoare si ale derivatelor

partiale in relatia (3.32) si se obtine:
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)i / /2 F
0=—— IM-]-dx+ I (M——-y)]-dy =
E-I.|3 0 2
2
o=t e L E Dy
E-1, 2 2 8 24

Se inlocuieste momentul cu valoarea determinata in expresiile celor doua

momente incovoietoare §i se studiazd variatia acestora. Rezulta:

M(x)=M

=— =const.
24

Pentru cea de a doua regiune:

M(y)=M

F .

Momentul are o variatie liniara, valorile pe capetele intervalului fiind:

Fl

M(0)="=

©) 24
5FI

M(1/2)=~ 2

Se reprezintd variatia momentului incovoietor pe un sfert de cadru, iar pe

restul conturului diagrama se traseaza prin simetrie. Se obtine diagrama din

figura 3.36.

~

~.— Fi/24
)

/

LTI T
-

SFU24 &
AN

Ll [T

Figura 3.36.

Expresiile fortelor tiietoare sunt:

T(x)zO
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T(y)="

Ambele sunt valori constante si se reprezintd pe conturul cadrului. Pe

jumatatea din partea dreaptd diagrama se reprezintd prin antisimetrie. Se obtine

diagrama din figura 3.37.
F/2 F/2
i
HON i _@ ) i_ o HSY
o i S
F//Z | F//Z
Figura 3.37.

Expresiile fortelor axiale sunt:
N(x)=N = r
2
N(y)=0
Se reprezintd valorile pe jumatatea stingd a cadrului, iar pe cealaltd jumatate se

traseaza diagrama fortei axiale prin simetrie. Se obtine diagrama din figura 3.38.

LTS R

F/2

|||||||||CL>|||||||||/

Figura 3.38.
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3.2.3.5. Cadre static nedeterminate exterior §i interior

In aceasti categorie de cadre necunoscutele sunt atit reactiunile din
reazeme cat si eforturile din bare. In cazul general aceste cadre sunt triplu static
nedeterminate interior la care se adaugd nedeterminarea care rezulta din modul de
rezemare. Ridicarea determindrii se poate face prin aceleasi metode. Pentru a
reduce gradul de nedeterminare se foloseste simetria, respectiv antisimetria

sistemului.

Aplicatie:
1. Sa se traseze diagramele de eforturi pentru cadrul din figura 3.39. Toate

barele cadrului au aceeasi rigiditate (£-I, =const.)

M

M
o~ 1)

28

Figura 3.39.

Rezolvare:

Cadrul este triplu static nedeterminat interior si triplu static nedeterminat
exterior. Nedeterminarea se va ridica folosind metoda eforturilor.

Tinand cont de faptul ca acest cadru este incarcat antisimetric el poate fi
studiat prin sectionare pe axa de antisimetrie (pe axa de antisimetrie momentul
incovoietor si forta axiala sunt nule), sistemul ramanand in final dublu static
nedeterminat. Se alege sistemul de baza din figura 3.40, in sectiune actionand

necunoscutele static nedeterminate, eforturile X; si XG.
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Figura 3.40.

Se ia in consideratie jumatatea stinga si se studiazad sistemul de bazd incarcat

numai cu sarcina exterioara (figura 3.41).

M

Figura 3.41.

Se scriu expresiile momentelor incovoietoare:

M, (xp)=M,(x;)=0

Mo(yl):Mo(yZ):_M

Diagrama de variatie a momentului este prezentata in figura 3.42.
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Se studiaza apoi sistemul de baza incarcat numai cu necunoscuta static
nedeterminata X; = 1 (figura 3.43.).

Se scriu expresiile momentelor incovoietoare pe cele patru regiuni.

()

Figura 3.42.

X1=1

Figura 3.43.

my(x;)=X;xp=x,

Se studiaza variatia momentului:
m](O): 0,‘m1(l):l

Pe celelalte trei regiuni momentele sunt:

my(y;)=my(y,)=X;-1-=1
m(x;)=0
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Diagrama de variatie a momentului este prezentata in figura 3.44.

v%ﬁ\y\
/
‘H )
HOR

Figura 3.44.
Se studiaza apoi sistemul de baza Incdrcat numai cu necunoscuta static

nedeterminata X, = I (figura 3.45.).

X2=1

e

Figura 3.45.

Se scriu expresiile momentelor incovoietoare pe cele patru regiuni.
my(x;)=my(y;)=0

Pe celelalte doua regiuni momentele sunt:

my(x;)= X5 -xy0=x, = m;(0)=0;m;(1)=1

my(yy)=X;-I-=1

Diagrama de variatie a momentului este prezentata in figura 3.46.
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Figura 3.46.

Necunoscutele static nedeterminate se determind din sistemul de ecuatii
canonice (vezi Capitolul 1, paragraful 1.11):
017 X;+0,-X,+0;9)=0
11" A T012- A+ 0 (3.33)
521 'X] +522 'X2 +520 =0
Se calculeaza coeficientii din relatia (3.33) folosind metoda Mohr-

Veresceaghin. Se obtine:

. 3
T

TEL 3 3EI.
1-1-1 1P
5,=0y =——=—r
12 =921 E-1, EI
3
522:#(1_1.2_1”.[.1 = 4
E-I.\2 3 3EI
) —L(—M.zz-z)——ZMlz
10 E-IZ .

2
__ (_M.g.l):_ﬂ

Lz z

Se inlocuiesc valorile calculate in relatia (3.33) si sistemul devine:
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717 I 2MmI?

‘X +—. 5= =
3EI, EI. EI.
(3.34)
3 413 Ml
EI. 3EI, EI.

Se rezolva sistemul (3.34) si se determind necunoscutele static nedeterminate:
15M I M
i =— X2 =
19 1 19 1
Se revine la sistemul din figura 3.40. Se fac sectiuni, se scriu expresiile

momentelor incovoietoare, fortelor taietoare si axiale si se studiaza variatia.

Diagrama de moment incovoietor

X E[O,l]
ISM
M(x;)=X; x =797 Y
Se studiaza variatia momentului: M(0)=0,M(I)= j—;M
Vi 6[0:1]
M(x])=X1-l—M=]—5M—M=—iM
19 19
x, €l0,1]
I M
M(x;)= X, x; TN
Se studiaza variatia momentului: M (0) =0:M (l ) = %M
vy elo.1]
15 3 1
M =X, l-M+X,|l=—M-M+—M=——-7M
()’2) 1 A 70 +]9 79

Diagrama de variatie a momentului este prezentata in figura 3.47.
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Figura 3.47.

Diagrama de forte taietoare

Expresiile fortei taietoare pe cele patru regiuni sunt:

ISM
T(x;)=-X, =——>—
(xz) 1 19 ]
T(y;)=0

I M
T(x,)=-X,=-—"
(xz) 2 19 ]
T(y,)=0

Se reprezintd variatia fortei tdietoare si se obtine diagrama din figura 3.48.

BUITTIN

15M/19¢

ST

O,

3M/191

Figura 3.48.
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Diagrama de forte axiale

Pentru forta axiala se obtine:

N(x;)=0
ISM
Ny )=X, ===
()’1) 1 19
N(x,)=0
I8M
N =X, +X,=——
(J’Z) Y 10 ]

Diagrama fortei axiale este prezentata in figura 3.49.

15M/19¢

= O

/

18M/19¢

Figura 3.49.

3.2.4. Deformatia sistemelor plane

Pentru calculul deformatiei grinzilor cotite si a cadrelor se pot folosi
teoremele lui Castigliano. De exemplu deplasarile diferitelor puncte se
calculeaza prin aplicarea primei teoreme a lui Castigliano, cu ajutorul urmatoarei

relatii (dacd se neglijeaza influenta fortei taietoare):

s oL _ 1 jMaMd+ 1 INazvdx

“op B P TR oP

143



Observatie:

e In cazul cind se doreste determinarea deplasdrii unui punct in care nu
actioneaza o fortda, se introduce in punctul respectiv o forta fictiva,
corespunzatoare deplasarii. Dupa efectuarea calculelor in rezultatele

obtinute forta fictiva se anuleaza.

Metoda Mohr-Maxwell poate fi folositd de asemenea pentru calculul
deformatiei sistemelor plane. Formulele sunt analoage celor folosite in cazul
barelor drepte. Astfel, deplasarea & a unui punct pe directia A este datd de

relatia:

5=jN'”dx+jde
EA EI

z

unde:

M, N - momentul incovoietor si forta axiald intr-o sectiune oarecare x,
pentru Tncdrcarea sistemului cu sarcinile reale;

m, n - momentul Incovoietor §i forta axiald, determinate 1n aceeasi
sectiune X, cu toate sarcinile nule, cu exceptia unei forte egala cu unitatea care
actioneaza in punctul in care se calculeaza deplasarea pe directia 4.

In mod similar se calculeazi si rotirea € a unei sectiuni:
N-n M, -m
0 = [——dx+ [ —=—dx
EA EI.
De data aceasta m si n reprezintd momentul incovoietor si respectiv forta

axiala care apar intr-o sectiune oarecare X, atunci cand in sectiunea a carei

deformatie vrem sa o calculdm actioneaza un cuplu, de moment egal cu unitatea.
Observatie:

e Daca nu se cunoaste directia in care se deplaseaza punctul este necesar

sa se determine proiectiile acestei deplasari pe doua directii fixe (de
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exemplu pe directie orinzontala o, §i pe cea verticala 0,). Deplasarea

totala este data de relatia: O = 1/55 + 55 .

Probleme propuse:
1. Sa se verifice bara de sectiune dreptunghiulara din figura 3.50. Se

cunosc: b = Im, h = 0,5m, u = 0,3m, v=0,Im, P = 510° N, 6, = 140MPa.

y
P
% Z
iy g
1)
Figura 3.50.

2. Bara din figura 3.51 este comprimata excentric cu forta P = 350kN. Se
cere sd se traseze diagrama de variatie a tensiunii normale in sectiune si sd se

traseze samburele central al sectiunii.

=

Figura 3.51.

3. Sa@ se traseze samburele central pentru sectiunile din figura 3.52. si

pentru o elipsa cu semiaxele a si b.
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Figura 3.52.

4. Sa se calculeze tensiunile rezultante in punctele 1, 2, 3, 4 ale unei
sectiuni transversale patratice (figura 3.53) pentru bara dreaptd solicitatd la

intindere excentrica de catre forta F' = 300kN.

Figura 3.53.

5. Sa se dimensioneze grinda incastratd, incarcata cu o sarcinad concentrata

(figura 3.54). Se cunosc: F = 75kN, [ = 2,5m, a. = 30°, 6, = 120MPa, h = 2b.

LI

Figura 3.54.
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6. O bara este solicitatd excentric de forta F' = 55kN (figura 3.55). Se cere
si se calculeze tensiunea maximi din bari. In calcule nu se tine cont de

posibilitatea pierderii stabilitatii barei. Se cunosc: a = 50mm, e = 2,5mm.

Figura 3.55.

7. Sa se dimensioneze grinda profil U, solicitatd ca in figura 3.56, pentru

q= 22,5N/mm, [ = 0,9m, o. = 40°, 6, = 140MPa.

y Jq
q

/
vV ViV a0

Figura 3.56.

8. Sa se dimensioneze grinda din otel, profil I, solicitata ca in figura 3.57

dacd g = 19kN/m, | = 0,7m, a. = 45°, 6, = 120MPa.

y, q
\llqi /1
RRAZR! s
7z “ |
£ £ 20
Figura 3.57.
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9. O grinda simplu rezemata este solicitatd de fortele ' = 850N aplicate
intr-un plan ce formeaza unghiul o = 50° cu axa verticald a sectiunii transversale
(figura 3.58). Grinda are sectiunea dreptunghiulara cu b = 60mm si h = 80mm,

iar [ = 500mm. Cat este tensiunea maxima?

F

A

AN 2
Ve Ve
£ 20 £

Figura 3.58.

10. Sa se traseze diagramele de eforturi (M, T, N) la grinzile cotite din

figurile 3.59-3.61.

/q
q VVVVY
VVVVVVVVVVVY i
~ 3¢ ~
F { F |
% F=q(/2 — F=qt
M "M M=qe22
M=q(/4 4
oo
/7 /
Figura 3.59.
40 q
VYVVV VY
L SNV
F
S
20
Figura 3.60.
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<>
Figura 3.61.

11. Sa se calculeze deplasarea pe verticald a punctului de aplicatie al fortei
F de la grinda cotitd din figura 3.62. Se cunosc: F' = 225kN, E = 2-1 0’ MPa, | =

1,2m, ambele bare au sectiune patrata cu a = 300mm,

7777777

Figura 3.62.

12. Sa se calculeze rotirea capatului liber de la grinda cotitd din figura

3.63. Se cunosc: EI, = const., g, L.

/9
VVVVV VY

£

V4

Figura 3.63.
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13. Sa se traseze diagramele de eforturi (M, 7T, N) la cadrele static

nedeterminate din figurile 3.64-3.70. Toate barele au aceeasi rigiditate la

incovoiere.
q q
/ /
VVVVV VY VVVVVVVV VY
P <~
qt
77777 7777 20
Figura 3.64.
q q
q / /
/ R RRAR! VIV
TR} 7
|
| -
777X77 777477
20 20 20 Ve ,
Figura 3.65.
q q
AR / i
< ! > !
<7 ! > :
< | 4 P - -
< | > |
7IP P
<3| U3

Figura 3.66.
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Figura 3.67.

/2

vivy Vi

4

Y4

Figura 3.68.

777777

4

777

1C

777777

Figura 3.69.
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Figura 3.70.

14. Pentru grinda cotitd din figura 3.71 de sectiune transversala
dreptunghiularda cu 2 = 120mm si b = 200m se cere sd se calculeze tensiunile
maxime §i minime din sectiunea periculoasi. In calcule se va tine cont numai de
forta axiala si de momentul incovoietor.

Se cunosc: F=2ql, 1 = 1Im, E = 2,1-10°MPa, q = 2,5kN/m.

F

2
L 20

20

q\WHHHHHH

4¢

Figura 3.71.

15. Pentru sistemul din figura 3.72 se cere sa se calculeze reactiunea din

reazemul D si deplasarea pe verticald a punctului B. Se cunosc: F, [, EI, = const.
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Figura 3.72.

3.3. Solicitari la care apar tensiuni pe directii diferite
3.3.1. Solicitarea de incovoiere cu torsiune

Bare cotite spatiale

Barele cotite spatiale sunt formate din bare drepte cuprinse in plane
perpendiculare Tmbinate prin noduri rigide. Pentru aceasta categorie de bare
cotite pe langa observatiile prezentate la barele cotite plane (cadrele plane)
trebuie sa se tina seama de faptul ca prin efectul de nod rigid in spatiu momentul
incovoietor dintr-o bard se transmite ca moment de torsiune pentru bara care se

afld intr-un plan perpendicular pe planul fortelor si invers.

Aplicatie:
Sa se traseze diagramele de eforturi si sa se dimensioneze sistemul de bare
din figura 3.73. Sistemul este solicitat de forta F care actioneaza pe o directie

perpendiculara pe planul format de sistem. Barele au sectiune circulara.
Rezolvare:

Grinda 1-2-3 este continutd Intr-un plan, ea fiind solicitatd in punctul 1 de

o fortd concentrata a carei directie este perpendiculara pe planul (123).
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Figura 3.73.

Bara 1-2 este solicitata la incovoiere. Momentul incovoietor in sectiunea
X; are expresia:
x; €l0.]
M;(x;)=~F x
Se studiaza variatia momentului:
M (0)=0;M,(1)=~F -1
Bara 2-3 este solicitata la incovoiere si torsiune. Momentul incovoietor in
sectiunea x, are expresia:
x, €0,1]
M;(x;)=~F-x;
Valorile momentului pe capetele intervalului sunt:
M (0)=0;M;(1)=-F-1
Momentul de torsiune in aceeasi sectiune este dat de relatia

M,(x,)=F-1=const.

Observatie:
o Se neglijeaza efectul fortelor taietoare.

o Fortele axiale in ambele regiuni sunt nule.

154



Diagramele de variatie ale momentelor incovoietor si de torsiune sunt

prezentate in figurile 3.74 si 3.735.

Figura 3.74.

Ft

(W)

Figura 3.75.

Sectiunea periculoasa este in incastrare unde:

. . . M
M, =F -1, iar tensiunea tangentiala: 7 = —L£
Wy
— Ml' max

M = F -1, iar tensiunea normala: o

i max
z

d’ d?
Pentru sectiunea circulara: W, =—— W, =——=W, =2W,
’ 16 32 P
Pentru ca apar tensiuni de natura diferitd calculul de rezistentd se face
folosind relatiile rezultate din teoriile de rezistentd. Din teoria tensiunii

tangentiale maxime rezulta:
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2 2 2 2 P P
. . M:+M

W, W, 2, W,

z
Se 1nlocuiesc valorile de mai sus pentru momentele de incovoiere si de torsiune

si se impune conditia cunoscutd: o,.,<0,

rezulta:
32\(FIV +(F1)?  32+J2F1
Oech = ( ) 3 ( ) = \/_3 So-a
7d 7d
De unde:

U 32:2F1
o,

Calculul arborilor drepti la torsiune cu incovoiere

Pe un arbore drept intermediar (secundar), cu sectiune circulard, (figura
3.76) se afla montate doua roti dintate. Roata I primeste migcarea de la un pinion
montat pe arborele primar (nefigurat) cum este prezentat in figura 3.77. Roata 2
transmite miscarea la o roatd dintatd montatd pe arborele tertiar nefigurat pe
desen (figura 3.78). Se cere sa se dimensioneze arborele secundar stiind ca P =
1,4kW, n = 600rot/min, | = 200mm, o. = 30°, 5 = 45°, 6, = 160MPa. Diametrele

de divizare ale rotilor dintate /, 2 sunt D;; = 250mm, D;, = 500mm.

|

L1 2}
% H ! Z

i

|

|

N

F! a¢ |2t

Figura 3.76.

Arborele se afld intr-o stare de solicitare compusd de torsiune cu

incovoiere. Calculul de rezistenta al arborelui se conduce pe etape. Se decompun
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fortele In componenete situate in doud plane reciproc perpendiculare, spre

exemplu in componente orizontale si verticale (figurile 3.77, 3.78).

M=T,-Dd,/2

Figura 3.77.

Mt2:T2 Dd2/2

Figura 3.78.

In figura 3.79 este indicatd incdrcarea arborelui (momentul de torsiune este
constant pe lungimea dintre cele doua roti daca se neglijeaza frecarea in lagare).
Momentul de torsiune, in functie de puterea transmisa, se calculeaza cu relatia

30 P
stabilitd in prima parte a cursului de Rezistenfa materialelor: M, =—- —

T n

Inlocuind valorile date se obtine:

3
M, =30 A0 o 8o m=223-10° N -mm
T 600
D 2M : 103
Dar M, =M, =T;- =L =71, = (22223007 70 4N
Dy, 250
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N\

Figura 3.79.

Detaliat schema de incarcare a arborelui este prezentatd in figura 3.80, fiind

reprezentate in ordine: incovoierea in planul xQy, incovoierea in planul x0z si

torsiunea.
T sina
0,
0,

T Tycosp A7

T, sinf
SN T,-cosa. SN
% M, LET\M A
7 F‘/ <4/ 7

£ | 40 20

Figura 3.80.
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Se studiaza separate fiecare din cele trei solicitdri §i se traseaza diagramele

de variatie ale eforturilor.

Incovoiere in planul xOy (figura 3.81)

Se scriu ecuatiile de echilibru si se calculeaza reactiunile. Se obtine:

T, 2

Vi+L- 227,41, =0
1Ty Ty

V2

1)%-1—77’2 514V,-71=0=V,=323N

’ T ’
2)7; -7l+71-6l—T2g-21=0:>V1 = 584N

Diagrama de variatie a momentului incovoietor M; este prezentatda in
figura 3.81.

:T\Tl/z
0 0, @
R %
“ y T2 v
20

L 40
V]"E
QLA | /"
= |1 X
[N-mm] \
11.687
L~
12.920
Figura 3.81.

Incovoiere in planul xOz (figura 3.82)
Se scriu ecuatiile de echilibru si se calculeaza reactiunile. Se obtine:

TN3 N2
2

L

Tlf f

STy Sl +Vy 7l=0=>V, =—23N

1\/§.+«/3
2

20V, - 7-21:0:1/1" = 1144N
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1 0 Y A 20 ?

V "‘E Vzul.ZE
@ 1 / o X

[N-mm] \
9.200

v’

22.880

Figura 3.82.

Diagrama de variatie a momentului incovoietor M, este prezentatd in
figura 3.82.

Momentul incovoietor rezultant M,,, se afla prin compunerea punct cu
punct a diagramelor M;, s1 M. In orice punct M ez =AM é + M é (se compune

dupa regula paralelogramului), acesta exprimand marimea momentului
incovoietor rezultant care diferda de la o sectiune la alta atat ca marime cat si ca

directie. Tinand cont de diagramele din figurile 3.81 si 3.82 se calculeaza:

M, =~11.687° +22.880° ~ 25692N - mm

M,,., =~/12.9207 +9.200° ~ 15860,8N - mm
Rezulta: M =M,,.; =25692N -mm.

rez max

Diagrama de variatie a momentului de torsiune M, este prezentata in figura 3.83.

N r'\Ml lz'\Mt %
777 &/ 4/ Vza
4 40 20
Ol .
[N-mm] \
22.300
Figura 3.83.
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Sectiunea periculoasa este in O; unde din incovoiere rezulta

M . . M : : <
o = —remax - jar din torsiune 7 =—-. Pentru sectiunea circulari se cunosc:
- w
p
3 4
7id 7id
w,="w, =" =W, =2,.
16 32

Pentru ca apar tensiuni de natura diferitd calculul de rezistentd se face
folosind relatiile rezultate din teoriile de rezistentd. Din teoria tensiunii
tangentiale maxime rezulta:

— 2 2 2 2 \/ﬁ

W, W, 2w, W,

Se inlocuiesc valorile de mai sus pentru momentul de Incovoiere rezultant, pentru

z

momentul de torsiune si se impune conditia cunoscuta:

Oech<Oyq

323256927 + 223007 32-34020.1
) d? o
De unde: d >3/2166,88 = d > 12,94mm .

<160

rezultd: o,

Probleme propuse

1. Sa se traseze diagramele de eforturi (%, M, M,, M,) pentru urmatorul

sistem de bare.

L

Figura 3.84.

F/2
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2. Se da bara cotitd spatiala, avand sectiune tubulard cu d = 60mm,
D=80mm si incarcarea conform figurii 3.85. Se cere:

- sa se traseze diagramele de efortur1 (N, T, T,, M, M,, M,);

- sa se calculeze valoarea fortei capabile F,,, folosind teoria tensiunii
tangentiale maxime, luand in consideratie numai efectul incovoierii si torsiunii.

Se cunosc: [ = 0,5m si o, = 150MPa.

F
e
3;__
S
Figura 3.85.

3. Se da bara cotitd spatiald, avand sectiune circulara cu d = 60mm, si

incarcarea conform figurii 3.86.

20
Ty
20
14
7 2F ¢
Lok
Figura 3.86.

Se cere:
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- sa se traseze diagramele de eforturi (N, T, T,, M, M,, M,);
- sa se verifice bara, folosind teoria tensiunii tangentiale maxime, luand in
consideratie numai efectul incovoierii si torsiunii. Se cunosc: F=I1kN, [ = 0,7m si

o, = 150MPa.

4. O bara cotita spatiald are forma, dimensiunile si incarcarea din figura
3.87. Se cere:

- sa se traseze diagramele de eforturi (N, T, T,, M, M,, M,);

- sa se dimensioneze bara cotita, avand sectiunea transversald circulara,
folosind teoria tensiunilor tangentiale maxime, luand In consideratie numai
efectul incovoierii si torsiunii. Se cunosc: F=1,2kN, [= 0,6m si o, = 100MPa.

2F

S

g

Figura 3.87.

5. O bara orizontald, cotitd, de sectiune circulard constanta, are forma,

dimensiunile si Incarcarea din figura 3.88.

3F

21

Figura 3.88.
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Se cunosc: d = 80mm, | = 0,8m, o,=140MPa. Se cer:
- diagramele de eforturi M; M, N,
- valorea fortei capabile cu teoria tensiunilor tangentiale maxime (in

calcule se va tine seama atat de /V cat si de M; si M,

6. O bara cotitd de sectiune circulard constantd, cu diametrul d este
solicitata ca in figura 3.89. Se cer:
- diagramele de eforturi M; M, N,
- valorea fortei capabile cu teoria tensiunilor tangentiale maxime (in
calcule se va tine seama atat de N cét si de M; s1 M,
Se cunosc: d = 60mm, [ = 0,5m, 6,= 120MPa.
2P

20 P

P/
/

20

(AR

Figura 3.89.

7. Asupra arborelui I dintr-o cutie de viteze (figura 3.90) actioneaza
mementul de torsiune constant M = 8S800Nm. Arborele I transmite miscarea
arborelui 17 prin intermediul unui angrenaj cu roti dintate. Sa se verifice arborele
I dacd se cunosc: raza de divizare a rotii dintate » = 80mm, a = 200mm, b =
100mm, D = 50mm, o, = 120MPa. In calcule se va considera ci prin angrenare
asupra rotii dintate actioneazd atdt o fortd tangentialda cat si una radiald

(P,=0,4-P)).
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Figura 3.90.

8. Se considera arborele din figura 3.91, avand modulul de rigiditate
constant. Se cere diametrul arborelui dupa teoria tensiunilor tangentiale maxime.

Se cunosc: F' = 4kN, D; = 100mm, D, = 200mm, o, = 150MPa.

a)

0,3m 0,5m 0,2m Q

Figura 3.91.

9. Pentru bara inelara din figura 3.92, cu diametrul exterior D si diametrul
interior d = 0,7D, avand modulul de rigiditate constant, se considera cunoscute p,

[, D.

pt M, = pt?/2

Figura 3.92.
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Se cer:
- momentul Incovoietor rezultant maxim;
- tensiunea echivalentd maxima dupd teoria tensiunilor tangentiale

maxime.

10. Pentru arborele de sectiune circulara din figura 3.93 se cunoaste
rezistenta admisibila a materialului o, = /40MPa. Se cer:
- momentul echivalent maxim,;

- diametrul arborelui.

Se cunosc: a=45°, F = 62 kN, D; = 100mm, D> = 1502 mm.

5 Y
\

/774 A §77//4
T7X77 7787 F
0,3m 0,4m 0.2m Q
Figura 3.93.

11. Pentru arborele de sectiune circulara din figura 3.94 se cunosc

Fy=8+2 kN, D; = 400mm, D, = 600mm, a=45°, 6, = 100MPa. Se cer:
- valoarea fortei £ ;

- diametrul arborelui.

D,

2

Figura 3.94.

166



CAPITOLUL 4

BARE CURBE

4.1. Generalitati

Barele curbe sunt bare la care axa este o curba. In acest capitol ne referim
la bare curbe plane, atunci cand axa barei se gaseste intr-un plan care cuprinde si

fortele exterioare. Se deosebesc doud categorii de bare curbe:

- u raza de curbura mica — re ax ica
bare ¢ d b l; < 10 (la aceste bare axa geometrica este

un cerc);

- bare cu raza de curbura mare % > 10 (la aceste bare axa geometrica este

o parabola);
unde p reprezintd raza de curburd, iar 4 inaltimea sectiunii transversale.
In acest capitol se vor studia barele a ciror linie mediand este o curba
pland. Se presupune ca sectiunile transversale ale barei au o axd de simetrie in

acest plan si ca bara este supusa la forte situate n planul de simetrie.
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In aceste conditii intr-o sectiune oarecare a barei eforturile vor fi M
(momentul incovoietor), N (forta axiald) si T (forta tdietoare). Toate aceste
eforturi vor actiona in planul de simetrie al barei.

Tensiunile normale & care apar, in aceste conditii, intr-o sectiune oarecare,
la o bara rectilinie sunt date de relatia lui Navier generalizata:

_ N 4 M; -y
A 1

(o3
z

unde: A — aria sectiunii transvrsale;

I, - momentul de inertie fatd de axa neutra;

y - distanta fibrei considerate la axa neutra.

Aceasta formuld, insd, se indeparteza mult de realitate in cazul grinzilor cu

curburd mare, valorile obtinute fiind mult sub cele care apar efectiv in bara.

4.2. Bare curbe sub forma de arc de cerc

Stabilirea relatiei de calcul corespunzatoare acestei categorii de bare se
face in ipoteza ca materialul din care este confectionatd bara este elastic si asculta
de legea lui Hooke. Se admite cd ramane valabild si ipoteza Ilui Bernoulli
(sectiunile plane, normale pe linia mediana a barei, rdman plane si normale pe
linia mediana deformata si dupa ce bara s-a incovoiat).

Se considera o bara curba cu curbura mare. Se izoleaza un element de bara
curba prin doua sectiuni care trec prin centrul de curburd si care fac intre ele
unghiul d¢ (figura 4.1.). Se considera ca sectiunea din stdnga este fixa. Dupa
deformatie sectiunea AB (din dreapta) ajunge in pozitia A”B” (sectiunea AB
ramane pland dupa deformatie respectand ipoteza lui Bernoulli, dar suferda o
rotire i ajunge in pozitia A”B”). Se traseazd A’B’ paralel cu AB.

In sectiune lucreazi o fortd axiald N si un moment incovoietor M care
materializeaza actiunea partii indepartate asupra partii de bara izolata si care sunt

cunoscute (se iau din diagrama).
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Figura 4.1.

Se pleaca de la urmatoarele doud ecuatiile de echivalenta stabilite in prima
parte a cursului de Rezistenta materialelor:
N=[c-d4
4 (4.1)
M, =[c-y-dd
A
Trebuie determinatd legea de variatie a tensiunii normale pe indltimea
sectiunii transversale (pe latimea sectiunii tensiunea se considera constanta).
Pentru rezolvarea problemei se face apel la studiul deformatiei: se va exprima
alungirea specifica a fibrei care se gaseste la distanta y de axa barei (fibra MN).
Lungimea arcului de cerc de pe axa barei se poate exprima astfel:
ds,=CO=p-do (4.2)
iar lungimea arcului de cerc de pe o fibra oarecare (fibra MN) aflata la distanta
y de axa barei:
ds=MN=(p+y)-do (4.3)

unde: p - raza de curbura a liniei mediene.

169



Observatie:

e Relatiile (4.2) si (4.3) au putut fi scrise deoarece d¢ fiind mic se pot

aproxima arcele cu arce de cerc.

Alungirea fibrei MN se poate scrie astfel:
Ads=NN" =NN +N'N" (4.4)
Dar

NN =00 =ds, (4.5)

In triunghiul O’N’N” se poate scrie:

tgAdp =~ Adop = NN = 4.6)
N'N"=y-Adg
Din ultimile trei relatii rezulta:
Ads = Ads, +y-Adeg 4.7)
Prin urmare:
Ads =¢,-ds,+y-Adp=¢,-p-dp+y-Adgp (4.8)
Alungirea specifica a fibrei MN este:
g:Adszgo-p-d(p+y-Adgo:50-p+ y Adg (4.9)

ds (p+y)-do pty p+y do

Din legea lui Hooke se stie cd o = E - ¢ §i tinand cont de relatia (4.9) se poate

scrie:
O'=E-(50 P Y 'Adqoj
p+y p+y do
Sau
R -(p-go+y-@j (4.10)
pt+y do
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Relatia (4.10) exprima legea de variatie a tensiunii normale, pe inaltimea
sectiunii transversale, pentru bara curbd cu raza de curburda mica %< 10 (bara

curba sub forma de arc de cerc).

Observatie:
e Daca se pastreaza ipoteza sectiunii plane (ipoteza lui Bernoulli)
rezulta o distributie hiperbolica a tensiunii normale pe inaltimea

sectiunii transversale a unei bare curbe sub forma de arc de cerc.

Se inlocuieste relatia (4.10) in cele doud ecuatii de echivalentd din relatia

(4.1) si se obtine:

N:E-I(go L 2 -Ad(pj-dA
L pty pty do
(4.11)

4Mw:Ejy(% P Y fM¢}¢4
p+y p+y do

Pentru rezolvarea celor doua integrale din sistemul (4.11) se introduce notatia:

i

AP‘U’

(4.12)

k se numeste coeficient de forma al sectiunii (0<k<lI).

Observatie:
o Coeficientul de forma al sectiunii este o caracteristica pur geometrica

a sectiunii.

Sistemul (4.11 ) poate fi scris sub urméatoarea forma:

N [L a2 Yy
p+y do Ap+y
(4.13)
s, J‘y Ad(DJ' A
p+y ¢ Pty
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unde: Adg - rotirea specifica.

: . . ... Ad g
Se obtine un sistem in care apar ca necunoscute marimile &,, ——.

Tinand cont de relatia (4.12) integralele din cele doud ecuatii ale sistemul

(4.13) devin:

[ ! - j jm dd=L(as k- 0)=A(140)
Ap+y £ oy TP py p p
(4.14)

jy dAzjw dd = jy dA +pkA = pld
p+y op+y

Observatie:

e In relatia (4.14) integrala J. v-dA =S, reprezinta momentul static al
A

sectiunii fata de axa Oz care este axa centrala (trece prin centrul de

greutate) si prin urmare este zero.

Se inlocuiesc relatiile (4.12) si (4.14) in sistemul (4.13) si se obtine:

N a(1+k)- ‘:{d‘” kA
Af 4.15)
==&, p- kA+ 9 - pkA
.. . oL Adg )
Se rezolva sistemul (4.15) s1 se determina &, o Se obtine:
M.
N M
EA  pEA
mm__N'+U+HM
dp EAp  kEAp
Inlocuind Epo Adg in relatia (4.10) se obtine:
M. M.
a:i(N+ iz iz, Y J (4.16)
A p Pk opty
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Relatia (4.16) reprezinta ecuatia unei hiperbole si da repartitia tensiunilor
normale pe inaltimea sectiunii transversale a unei bare curbe sub forma de arc

de cerc.

Observatii:

e In cazul barelor curbe cu curburd mare repartitia tensiunilor normale
pe inaltimea sectiunii transversale nu mai este liniara, ca in cazul
grinzilor drepte, ci hiperbolica.

e [Indiferent de felul incarcarii de pe bara curbd tensiunile maxime apar
intotdeauna la interiorul barei.

e Sectiunea periculoasa este cea in care momentul incovoietor este
maxim.

e [n cazul barelor curbe axa neutrd (locul geometric al punctelor pentru
care tensiunile sunt nule) nu mai coincide cu axa geometrica a barei

(ca in cazul barelor drepte).

4.2.1. Calculul coeficientului de forma

Sectiune dreptunghiulara (figura 4.2)

y
A

Py

<—bh >

Figura 4.2.

Pentru o sectiunea dreptunghiulard de aria 4 = b-h se considerd un
element de arie d4=b-dy. Se pleaca de la relatia de definitie a coeficientului de

forma (relatia 4.12) si se fac inlocuirile. Rezulta:
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5 h — . .
Intotdeauna — </ i prin urmare se poate face o descompunere in serii a

fractiei din relatia precendenta. Se obtine:

h
I+, o wY 1(nY 1(nY
m—P | L A 4.17)
]_i 2p 3\ 2p 5\2p 7\ 2p

2p
Inlocuind relatia (4.17) in relatia de calcul a coeficientul de forma se obtine:
2 4 6
k:l i +i i +i i + e (4.18)
3\ 2p 5\ 2p 7\ 2p
Observatii:

o Relatia (4.17) s-a obtinut prin descompunere in serii aplicand relatia:

I1+x X x3 X
In =2l —+—+—+—+......
1—x 1 3 5 7

o Inrelatia (4.18) influenta celui de-al treilea termen este micd.

e [n mod similar se calculeaza coeficientul de forma pentru alte sectiuni.

Astfel se obtine:

- pentru sectiunea circulara de raza r:

2 4 6
k:i(L) +i(1] +i(1j s ST (4.19)
4\ p S8\ p 64\ p

- pentru sectiunea trapezoidala (figura 4.3):
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b
<
% z
B
Figura 4.3.

_ 2p B-b Loptey o,
k= ]+(B+b)h{b+ p (eZ+p)} lnp_e] (B b)} (4.20)

4.2.2. Axa neutrd a sectiunii unei bare curbe

Se considera relatia (4.16) in care se face ¢ = 0.

Gzi-(N+MiZ+MiZ' Y ij

A p pk opty
Se obtine:
y= kp(Mlz_Np) (421)
(I1+k)-M;, ~k-p-N

Aceasta expresie reprezintd distanta de la centrul de greutate pana la axa
neutra.

Se prezinta cateva cazuri particulare:

a) Incovoierea pura

In acest caz N = 0 si din relatia precedenta rezulta:

k-p
1+k)

"

Se noteaza cu e aceasta distanta, adica:

v
1+k
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Observatie:
o In cazul barelor curbe axa neutrd nu trece prin centrul de greutate al
sectiunii, ca la grinzile drepte. Ea se gaseste la distanta e de centrul de

greutate si intotdeauna de partea centrului de curbura (pentru ca e>0).

b) Intinderea (compresiunea) purd

In acest caz M = 0 si rezultd y = p, adici axa neutra trece prin centrul de
curbura.

c) Este interesant de vazut in ce conditii axa neutra trece prin centrul
de greutate al sectiunii. Pentru aceasta este necesar cay =0 adica M —N-p=0.
Rezulta ca, pentru a fi indeplinita aceasta conditie, sistemul de forte exterioare
trebuie sa se reducd in sectiunea respectiva la o fortd NV care trece prin centrul de
curbura.

d) Cazul particular cand axa neutra este aruncata la infinit. Aceasta
are loc cand numitorul relatiei (4.21) se anuleaza, respectiv cand:

(1+k)-M, —k-p-N:(l+k)-( —]li—pksz(IHc)-(M—N-e):O

adicd atunci cand sistemul de forte exterioare se reduce in sectiunea respectiva la
o fortd V care trece la distanta e de centrul de greutate (deci intalneste axa neutra

corespunzatoare cazului a, al incovoierii pure).

Aplicatii:

1. Se considera bara curba din figura 4.4.

Figura 4.4.
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Sa se calculeze tensiunile maxime $i minime in sectiunea periculoasa si sa
se verifice bara. Se cunosc: R=0,5m, F' = 5kN, o, = 180MPa. Bara are sectiunea
transversald dreptunghiulard cu latimea de 20mm si inaltimea de /100mm.

Rezolvare:

Se traseaza diagramele de moment Incovoietor si forta axiald pentru a

stabili sectiunea periculoasa.

Observatii:

o Pentru trasarea diagramei fortei axiale se pastreaza definitia si regula de
semne stabilite la barele drepte.

o Pentru a stabili semnul momentului incovoietor intr-o sectiune se
imagineaza o fibra din interiorul barei care se reprezinta punctat §i se
adopta o conventie de semne invers ca la grinzile cotite: daca fibra este
intinsa momentul se considera negativ, iar daca fibra este comprimata
momentul se considerd pozitiv.

o Spre deosebire de grinzile drepte §i cele cotite variabila, in functie de care
se exprima eforturile in sectiune, este unghiul la centru.

o Diagramele se vor reprezenta pe conturul barei curbe.

In sectiunea a (figura 4.5) expresia momentului Incovoietor este:

Figura 4.5.

ae[0,7z]
M(a):F-R-(]—cosa)
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Valorile momentului pe capetele intervalului sunt:
M(0)=0;M(x/2)=F -R;M(x)=2F-R

Pentru a trasa diagrama de moment incovoietor se considerd conturul barei
fara incarcare si rezemare. Locul unde se reprezinta valorile pozitive si negative
ale momentului nu se impune: reprezentarea se face in asa fel Incat diagrama sa
rezulte cat mai clara (in diagramd sa avem cit mai putine suprapuneri). Pentru
bara curbd prezentatd s-a ales ca valorile pozitive ale momentului sa fie
reprezentate la exterior (figura 4.6.).

In aceeasi sectiune forta axiala este:
N(a)th =F-cosa
Variatia fortei este:

N(0)=F;N(x/2)=0,N(x)=~F

2FR
Figura 4.6.

Diagrama fortei axiale este prezentata in figura 4.7.

Figura 4.7.
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Determinant in calculul barei curbe este momentul incovoietor. Sectiunea

periculoasa este in Incastrare unde M;,,,. = 2FR. In aceeasi sctiune N =F.

Se calculeaza raportul % (pentru bara studiatd p =R):

p_R_300_s5 4
Ko h 100

Prin urmare pentru calculul barei curbe trebuie folositd relatia (4.16). Se fac
inlocuirile si se obtine:

M. M.
1 (N+ e Mo J_I'(_F+2FR+2FR. y j:

o=—- .
A R kR R+y R kR R+y

O—:E. ]+£. y
A k R+y

Se calculeaza cu relatia (4.19) coeficientul de forma:

2 4 6
k:l( h j +l( h ) +i( ! ) =§(0,1)2 +§(0,1)4 +§(0,1)6 =0,00335

3\2r) 5\2r) "7\2R

A

(4.22)

Pentru calcularea tensiunilor maxime si minime se inlocuiesc in relatia (4.22)
valorile corespunzatoare pentru y (y este pozitiv in sus de la raza de curburd). In

fibra exterioara se obtine:

Oext = O(y=50) :E'(]-l-z' 50 _ 2000 1+ 21 = 138,18 MPa
d A k 500+50) 100-20 0,00335 11
In fibra interioara (y = -50) rezulta:

int = O(y=-50) :E'(]—z' 20 )= 2000 1, 2 1) —163,33MPa
A k 500-50) 100-20 0,00335 9

o)

Se observa ca o, =0;, . Pentru efectuarea calcului de verificarea al barei se

max

impune conditia cunoscutd: o, <o,. Cu valorile din aplicatia studiata se

obtine:
=163,33MPa <o, = 180MPa

Gmax

Inegalitatea este indeplinita si prin urmare bara curba rezista.
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2. Sa se dimensioneze bara curba (carligul) din figura 4.8. Se cunosc:

R=100mm, F = 3kN, o, = 180MPa. Sectiunea carligului este circulara.

Figura 4.8.

Rezolvare:
Se traseaza diagramele de moment Incovoietor si forta axiald pentru a
stabili sectiunea periculoasa.

In cele doua sectiuni (figura 4.9), expresia momentului incovoietor este:

aelo,z/2]
pelo.x]

M(B)=—F-R-sinf

Valorile momentului pe capetele intervalului sunt:
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M(0)=0;,M(z/2)=-F-R;M(x)=0
Pentru bara curbd prezentatd s-a ales ca valorile negative ale momentului

sa fie reprezentate la exterior (figura 4.10.).

Figura 4.10.

In aceeasi sectiuni (figura 4.9) forta axiala este:
N(a)=0
N(B)=F'=F-sinp
Variatia fortei este:
N(0)=0,N(z/2)=F;N(x)=0

Diagrama fortei axiale este prezentata in figura 4.11.

Figura 4.11.

In sectiunea periculoasd M, = FR si N = F. Deoarece nu se cunoaste
L R . - - .
raportul Z:E nu se poate preciza daca este necesar sa se lucreza cu relatia

(4.16) stabilita pentru barele curbe. In acest caz se face o predimensionare cu
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relatia lui Navier generalizata (aceasta este formula cea mai simpla folosita
pentru calculul barelor curbe cu razd mare de curba):

N M;
O max =E+$SGQ

z
Asa cum s-a precizat in capitolul anterior, la calculul grinzilor cotite, In prima
etapd a calculului termenul provenit din solicitarea axiala (N/4) se neglijeaza in

raport cu termenul provenit din incovoiere (M,,,../W,). Este explicabil acest mod

. . . N ;
de abordare al calcului prin faptul ca s-a constatat ca i << —LMax
z

Se obtine:

M. ) ; .3.103.107
Mings o L FR___,_ [2FR :i/ﬂ 310107 o
W, d? 7o, 7180

32

Se majoreazd diametrul pentru ca nu s-a tinut cont si de solicitarea axiala. Se

adoptd d = 28mm si se face un calcul de verificare cu relatia lui Navier
generalizata. Se obtine:

N Mine _ F _FR _4F 32FR _

V4
4 32
3 3 2
:4 5 ]02 +32 310 310 = [44MPa < 180MPa
w28 w28

Se calculeaza raportul % (pentru bara studiatd p=R,h=d =28mm):

£ — 5 — @ < ]0
h d 28
Prin urmare pentru calculul barei curbe avand sectiunea circulard cu diametrul

d=28mm trebuie folosita relatia (4.16).

2
Se fac inlocuirile (A4 = %,Miz =FR,N =F,p=R) sise obtine:
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M. M.
a:i- Ntz Bz V| ! -F+FR+FR- 24 EN
A R kR R+y) mg? R kR R+y

4 (4.23)
O—:ﬂ. 2+i. y
d? k R+y

Se calculeaza cu relatia (4.20) coeficientul de forma (se neglijeaza influenta celui

de-al treilea termen):

1rY 1(r) I(djz z(dJ" 1( 28 jz 1( 28 Y
k== —| +=|—=| == —| +=| =| == —/—| +=|—/——| =
A p) "8\ p) "4\2r) T8\2rR) T4\ 2100) "8\ 2100

~ 0,004948 = é — 2021

Asa cum s-a precizat anterior, indiferent de felul incarcarii de pe bara curba
tensiunile maxime apar intotdeauna la interiorul barei (y = -d/2), si prin urmare
inlocuind in relatia (4.23) se obtine:

28
2-100-28

Gmax

3
:ﬂ.(2+i. a j:4 3-10 .(2+202,].
d? k 2R-d

3 j =170MPa =
w28
Omax =170MPa < o, = 180MPa

Inegalitatea este indeplinitd §i prin urmare valoarea stabilitd pentru

diametrul barei curbe d = 28mm este corecta.

Observatie:
o Daca intr-o aplicatie, dupa efectuarea calculului de predimensionare,

inegalitatea o©,,, <o, nu este indeplinita atunci se reia calculul

majorand valoarea diametrului si parcurgdnd aceleasi etape.

3. Se considerd o bara curba de sectiune transversala dreptunghiulara cu
latimea de 60mm si Indltimea de 80mm. Bara avand R=100mm este solicitata
intr-o sectiune de un momentul incovoietor pozitiv M, = 10° N-mm si de o forta

axiald de intindere N = 48-10° N. Si se calculeze tensiunile maxime si minime in
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sectiunea indicatd. Ce erori s-ar face daca s-ar folosi pentru calcul formula de la

grinzile drepte?

Rezolvare:
Se calculeaza cu relatia (4.19) coeficientul de forma:

2 4 6
k:i(ij +i(£j +1(ij =204y + L0 + L0 005912
3\2r) "5\2r) 7\2R) 3 5 7

Pentru calculul barei curbe se foloseste relatia (4.16). Se fac inlocuirile si

se obtine:

1 (N+Miz+Miz Yy j

o=—- . —
A R kR R+y
6 6
1 -48-103+102+ 10 s —|=
60-80 102 005912-10° 10° +y

o=1208+3523 2y
10° +y

Pentru calcularea tensiunilor maxime si minime se inlocuiesc in relatia
precedenta valorile corespunzatoare pentru y (v este pozitiv in sus de la raza de

curburd). In fibra exterioara se obtine:

Oext = O(y=40) =12.08 + 35,23% =22,15MPa
In fibra interioard rezulta:
Oint =O0(y=—g0) = 12,08 - 35,2324—0 =—]1,4IMPa
107 —40
Daca se foloseste relatia de la grinzile drepte:
o=N_My-y

A 1

z

_ 60-80°

cul, =256-10" mm?se obtine:

48-10° ) 10° - 40
60-80 256107

Oext = O(y=40) = =25,625MPa
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3 6
48-10 B 10" - 40 — _5625MPa
60-80 256107

Oint =0 (y=—40) =

Erorile fatda de formula exactd sunt de 15,69% pentru tensiunea de

intindere si de 50,7% pentru cea de compresiune.

4.3. Deformatia barelor curbe sub forma de arc de

cerc

Pentru calculul deformatiei barelor curbe sub forma de arc de cerc se pot
folosi teoremele lui Castigliano. De exemplu deplasarile diferitelor puncte ale
barelor curbe se calculeaza prin aplicarea primei teoreme a lui Castigliano, cu
ajutorul urmatoarei relatii (daca se neglijeaza influenta fortei axiale si a fortei

taietoare):

s @
522_;: Eﬁz {M%A;ds Ejz {MGM
Metoda Mohr-Maxwell poate fi folositd de asemenea pentru calculul
deformatiei barelor curbe sub forma de arc de cerc. Formulele sunt analoage
celor folosite in cazul barelor drepte, cu observatia ca elementul de bara dreapta
dx se inlocuieste cu elementul de arc ds. Astfel, deplasarea 6 a unui punct pe

directia A este data de relatia:

-]

N.nds+j4dMZ s
EA EI

unde:

M, N - momentul incovoietor si forta axiald intr-o sectiune oarecare a,
pentru incdrcarea barei curbe cu sarcinile reale;

m, n - momentul Incovoietor si forta axiald, determinate In aceeasi
sectiune a, cu toate sarcinile nule, cu exceptia unei forte egala cu unitatea care
actioneaza In punctul in care se calculeaza deplasarea pe directia 4.

In mod similar se calculeaza si rotirea @ a unei sectiuni:
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9=IMS+JMCZS
EA El,

De data aceasta m si n reprezintd momentul incovoietor si respectiv forta
axiala care apar intr-o sectiune oarecare a, atunci cand In sectiunea a carei
deformatie vrem sa o calculdam actioneaza un cuplu, de moment egal cu unitatea.

Observatie:

e Daca nu se cunoaste directia in care se deplaseaza punctul este necesar
sa se determine proiectiile acestei deplasari pe doua directii fixe (de

exemplu pe directie orinzontala S, si pe cea verticala J,). Deplasarea

totala este data de relatia:

§=40} +6;

4.4. Diagrame de eforturi la bare curbe sub forma

de arc de cerc

Barele curbe sub forma de arc de cerc se clasifica astfel:
e bare curbe static determinate;
e bare curbe static nedeterminate, care se pot clasifica la randul lor astfel:
1. bare curbe static nedeterminate exterior (necunoscute sunt
reactiunile din reazeme);
2. bare curbe static nedeterminate interior (necunoscute sunt
eforturile din bare);
3. bare curbe static nedeterminate exterior §i interior (necunoscute
sunt atat reactiunile din reazeme cét si eforturile din bare).
Ridicarea nedeterminarii se face utilizand teoremele [lui Castigliano,
parcurgand aceleasi etape ca si in cazul grinzilor drepte si a grinzilor cotite.
Pentru studiul barelor curbe sub forma de arc de cerc trebuie trasate

diagramele de moment incovoietor si fortd axiald, iar pentru verificarea
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diagramei de moment incovoietor si diagrama de forta tdietoare. Pentru trasarea
diagramelor de fortd axialda si fortd tdietoare raman valabile definitiile si
conventiile de semne stabilite la grinzile drepte. Pentru a stabili semnul
momentului Incovoietor intr-o sectiune se imagineaza o fibra din interiorul barei
care se reprezintd punctat. Daca aceasta fibra este intinsa momentul se considera
negativ, iar daca fibra este comprimata momentul se considera pozitiv.

Spre deosebire de grinzile drepte si cele cotite variabila, in functie de care
se exprima eforturile in sectiune, este unghiul la centru.

Cele trei diagrame (moment incovoietor, forta taietoare si forta axiald) vor
fi reprezentate pe conturul barei curbe fara incarcare si rezemare. Locul unde se
reprezintd valorile pozitive si negative ale eforturilor nu este impus:
reprezentarea se face in asa fel incat diagramele sa rezulte cat mai clare (in
diagrame sa avem cdt mai putine suprapuneri).

Raman valabile toate regulile de verificare pentru diagramele de eforturi

stabilite in cazul grinzilor drepte.

4.4.1. Bare curbe sub formda de arc de cerc static determinate
1. Sa se traseze diagramele de eforturi (moment incovoietor, fortd

taietoare si forta axiald) pentru bara curba din figura 4.12.

Figura 4.12.

Rezolvare:
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Pe lungimea barei avem o singura regiune $i prin urmare nu este necesar
calculul reactiunilor din incastrare. Se face o sectiune, variabila in functie de care
se exprima cele trei eforturi fiind unghiul la centru a.

Expresia momentului incovoietor este:

ae [0,7[]

M(a)=F-R-sina
Valorile momentului pe capetele intervalului sunt:
M(0)=0;M(z/2)=F-R;M(z)=0

Diagrama de moment incovoietor este prezentata in figura 4.13.

Figura 4.13.

In aceeasi sectiune (figura 4.12) forta axiala este egali cu proiectia fortei
F pe directia tangentei la bara curba in sectiune:
N(a)=F'=-F-sina
Variatia fortei este:
N(0)=0,N(x/2)=-F;N(z)=0

Diagrama fortei axiale este prezentata in figura 4.14.

Figura 4.14.
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Forta tdietoare este egald cu proiectia fortei F pe directia normalei la bara
curba in sectiune:
T(a)=F" =—F-cosa
Variatia fortei este:
7(0)=-F;T(n/2)=0,T(x)=F

Diagrama fortei tdietoare este prezentata in figura 4.15.

Figura 4.15.

2. Sa se traseze diagramele de eforturi (moment incovoietor, fortd

taietoare si forta axiald) pentru bara curba din figura 4.16.

q \ |

Figura 4.16.

Rezolvare:
Se figureaza reactiunile din Incastrare (figura 4.17). Se scriu ecuatiile de
echilibru independente si se calculeaza reactiunile:
H-qg-R=0= H =¢qR
V=0
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Figura 4.17.

In cele doua sectiuni (figura 4.18), expresia momentului incovoietor este:

Figura 4.18.

aclo,z/2]

sin2 o

2

Rsina

M(a):quina- :qRZ-

2
Valorile momentului pe capetele intervalului sunt: M (0)=0;M (7 /2)= Ui

Beloz/2]

RZ
M(ﬂ)z—M+H-R-sin,8:—q7+qR2 sin B

Variatia momentului incovoietor este: M(0)= 21— ;M(z/2)=
Din conditia M (8)= 0 rezulta:

R’ 1
M(,b’)z—(]7+qR2 -sinﬂ=0:>sinﬂ=52>a=300

Diagrama momentului incovoietor este prezentata in figura 4.19.
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Figura 4.19.

In aceleasi doui sectiuni forta axiali este:
N(a)=—qRsina-sina=—qR- sin’ a
avand pe capetele intervalului urmatoarele valori:
N(0)=0;N(z/2)=—qR
N(ﬁ)z —H' =—¢qR-sin
Variatia fortei este:
N(0)=0;N(z/2)=—qR

Diagrama fortei axiale este prezentata in figura 4.20.

qR

® !

Figura 4.20.

Fortele taietoare sunt egale cu proiectiile fortelor pe directia normalei la

bara curbd in sectiunea respectiva si au urmatoarele expresii:
. R .
T(a): —qRsina-cosa = —q?-sznZa

Variatia fortei este:
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7(0)=0;7(x/2)=0

T’(a)z—qR-cosZa,'T'(a):0:>00520[:0:>2a=%:>a:%
T(z):_ﬂ
4 2

Variatia fortei este:

T(B)=H" =¢R-cos 3

7(0)=qR;T(x/2)=0

Diagrama fortei tdietoare este prezentata in figura 4.21.

Figura 4.21.

3. Sa se traseze diagramele de eforturi pentru bara curba solicitatd cu o

sarcind distribuita radial (figura 4.22).

Figura 4.22.

Rezolvare:
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Se figureaza reactiunile din reazeme (figura 4.23).

dFy

V1 V2

Figura 4.23.

Se scriu ecuatiile de echilibru independente §i se calculeaza reactiunile

tinand cont ca:
dF =qR-da
dFy =qRcosa-da
dFy =qRsina-da

Din ecuatiile de proiectii de forte pe orizontala si verticala se obtine:

v v
H,; +J.chosa-da =0=H,; =—qucosa-da :—quinar; =0

o o

4 T
Vi+V; —Iquina-da =0=V,+V, = Iquina-da :—chosarO[ =2gR

o o
Din motive de simetrie V; =V,, prin urmare V; =V, =qR.
Expresia momentului incovoietor, tindnd cont de notatiile din figura 4.24,

este urmatoarea:

ae [0,7[]
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M(a)z—VI(R—Rcosa)+j£dP-Rsin(a—,B):

o

(24
= —qRZ(] —cos a)+ qu2 sinfa—p)dp = —qRZ(] —cos a)+ qR2cos(a —ﬂXj =

o
= —qRZ(] —cosa)+ qRZ(l —cosa)=0
Rezulti M(a)=0= T(a)=0 deci bara curbi nu este solicitati la incovoiere.

Figura 4.24.

Expresia fortei axiale este:

N(a)z—VI cosa—(jfdP-sin(a—ﬂ):—chosa—Tquin(a—,b’)dﬂ:

o o

=—qRcosa — chos(a — ﬂ)‘j =—qRcosa — qR(l —cos a) =—qR

Se constata ca forta axiala este constantd pe toata lungimea barei, aceasta fiind

solicitata la compresiune de forta gR. Diagrama este prezentatd in figura 4.25.

Figura 4.25.
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4. Sa se traseze diagramele de eforturi pentru bara curba din figura 4.26.

Bara este solicitata de o sarcina distribuita pe lungime de arc (greutatea proprie).

Figura 4.26.

Rezolvare:

Expresia momentului incovoietor, tindnd cont de notatiile din figura 4.27,
este urmatoarea:

o e [0,77 / 2]

M(a)z TdP'(Rcosﬂ—Rcosa)z TqRZ '(cosﬂ—cosa)dﬂ =

o

o
= —qu(Sil’l ,8|Z — [ -cos a|j = qRZ(Sina —a-cos a)

Figura 4.27.

Valorile momentului pe capetele intervalului sunt:

_qR’

M(0)= ‘M(z/2)=qR?

Diagrama de variatie a momentului Incovoietor este prezentata in figura 4.28.
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Figura 4.28.

In sectiune expresia fortei axiale este:
[24 o
N(a): de-cosa :qu-cosa-dﬂ =gR-a-cosa
o o

Se studiaza variatia fortei axiale:

RZ\/E_E\/EQR

N(0)=0"N(”/2):0"N(§j:q 12 8

Diagrama fortei axiale este prezentata in figura 4.29.

V2 nqR/8

Figura 4.29.

Forta tdietoare este egald cu proiectia fortei pe directia normalei la bara

curba in sectiune §i are urmatoarea expresie:

[04 (04
T(a):—IdF-sina:—J.qR-sina-d,B:—qR-a-sina
o

o

Variatia fortei este:
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7(0)=0;T(x/2)= —qR%

Diagrama fortei tdietoare este prezentata in figura 4.30.

qRn/2

Figura 4.30.

4.4.2. Bare curbe sub forma de arc de cerc static nedeterminate

exterior

La barele curbe static nedeterminate exterior necunoscute sunt reactiunile
din reazeme. Ridicarea nedeterminarii se face utilizand teoremele lui Castigliano.
Dupd ce aceastd etapd este incheiata (reactiunile sunt calculate) problema se

aboedeaza in acelasi mod ca si in cazul barelor curbe static determinate.

De retinut:
e La barele curbe cu raza de curbura mare se neglijeaza influenta fortei
axiale, atunci cdnd se aplica teoremele lui Castigliano
Se considera bara din figura 4.31.
Se figureaza reactiunile in cele doua articulatii i se scriu ecutiile de
echilibru independente:
H,-Hp+qR=0
Vy—qR+Vg =0

S M, =0:>VB~2R—qR-R—2qR2—qR-§=0:>VB - Lar

. . D . 5 3
Din ecuatia de proiectii de forte pe verticald se calculeaza V', = —ZqR .
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Figura 4.31.

Ramane ecuatia de proiectii de forte pe orizontala in care sunt doua
necunoscute, deci prin urmare problema studiatd este simplu static
nedeterminatd. Se alege ca necunoscuta static nedeterminatd reactiunea H4. Se
exprimd Hp din ecuatia de proiectii de forte pe orizontala, functie de necunoscuta
aleasa. Rezulta:

Hp=qR+H, (4.24)

Se aplica prima teorema a lui Castigliano in raport cu necunoscuta static

nedeterminata aleasa. Se poate scrie:

oL I TM( \.2M(a)

oH EI, oH ,

VA
2
oM
ds+ [ M(B) (s )ds (4.25)
o
Se scriu expresiile momentelor incovoietoare pe cele doud regiuni §i se
calculeazd derivatele partiale ale acestora in raport cu necunoscuta static
nedeterminatd aleasa. Se obtine:

aclo,n/2]

Rsina

M(a): V- R(I—cosa)+ H 4-Rsina + qRsina -

. 2
=§ R2(1—cosa)+HA-Rsina+qR2-Sm d
aM—(a):RsinOt
OH 4
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Belo,rz/2]
M(ﬂ)z—VB -(R—Rcosﬁ)+HB -Rsinﬂz—quZ(l—cosﬂH(HA +qR)R-sinﬁ

8M(ﬂ) =Rsinf

Se inlocuiesc momentele incovoietoare si derivatele partiale in relatia
4.25, se calculeaza cele doua integrale si se determina reactiunea H,. Din relatia
4.24 se determina Hy

Din acest moment se continua calculul la fel ca la o bara curba static
determinata: se 1inlocuiesc cele doud reactiuni in expresiile momentelor
incovoietoare, se studiazd variatia acestora si se traseaza diagrama de variatie.

Expresiile fortelor axiale si taietoare se scriu in mod similar ca la o bara

curba static determinata. Aceste expresii, pentru bara studiata, sunt:

R
N(a)z—VA cosa—H ysina—qRsina -sina =%cosa—HA sina—quin2 a

N(,B)Z—VB cosp—Hp Sinﬁz—%cosﬁ—HA sin f—qRsin
respectiv:

3gR
T(a)zVA sina—H jcosa—qRsina -cosa =—%sina—HA cosa—qRsina -cosa

T(ﬂ)z—VB sinff+Hpg cosﬂz—%sinﬂ—kHA cos B +qRcos

Si in cazul celor doua forte se inlocuieste reactiunea H4 in cele patru
expresii, se studiazad variatia acestora §i se traseaza diagramele de variatie pentru
forta axiala si taietoare.

Se recomanda sa se finalizeze aceasta aplicatie de catre studenti.

4.4.3. Bare curbe sub forma de arc de cerc static nedeterminate

interior

Barele curbe static nedeterminate interior sunt bare curbe inchise la care

necunoscute sunt eforturile din bard. Formarea unui capat se face prin sectionarea
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barei curbe si prin introducerea celor trei eforturile din bare: momentul
incovoietor, forta tiietoare si forta axial. In cazul general aceste bare sunt triplu
static nedeterminate. Ridicarea nedetermindrii se face utilizand teoremele lui
Castigliano. In cazul in care este posibil se vor folosi observatiile ficute in
Capitolul 3 la grinzile cotite (cadrele) simetrice si antisimetrice. Astfel:

- daca bara curba admite o axa de simetrie sectiunea se face pe aceastd
axa, forta tdietoare este zero si gradul de nedeterminare se reduce la doi. In acest
caz diagramele de momentul incovoietor si fortd axiald sunt simetrice, iar
diagrama de forta taietoare antisimetrica;

- daca bara curba este incarcata antisimetric se recomanda sa fie studiata
prin sectionare pe axa de antisimetrie ceea ce reduce gradul de nedeterminare. Pe
axa de antisimetrie momentul incovoietor si forta axiala sunt nule, sistemul
obtinut fiind simplu static nedeterminat. Barei 1i corespunde o diagramd de forta

taietoare simetrica si diagrame ale momentului si fortei axiale antisimetrice

Aplicatie:

Sa se traseze diagramele de eforturi pentru inelul din figura 4.32.

2F

2F

Figura 4.32.

Rezolvare:
Tinadnd cont de faptul cd bara curba consideratd are dubld simetrie este

suficient sa se studieze pe un sfert de bara. Se parcurg urmatoarele etape:
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- se sectioneazd bara dupd axa verticald de simetrie si se figureaza cele

doua eforturi care apar M si NV, forta taietoare fiind zero (figura 4.33).

Figura 4.33.

Din echilibrul de forte, pe directie orizontala, a unei jumatati de bara rezulta:

2N—F=0:>N=§

- se sectioneaza jumatatea de bara dupa axa orizontala de simetrie asa cun
este indicat in figura 4.34. Se figureaza eforturile care apar M; si IV, cel de al

treilea, forta taietoare, fiind zero.

Figura 4.34.

Din echilibrul de forte pe directie verticald a unui sfert de bara rezulta

N,=F
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- se ajunge sa se studieze sfertul din bard din figura 4.35, pentru care se
scrie echilibrul sub forma unei sume de moment. Se obtine:

M+F-R—§R—M] =0 (4.26)

Figura 4.35.

Se obtine o ecuatie cu doud necunoscute, prin urmare s-a ajuns la o bara
simplu static nederminata. Se ridicd nedeterminarea aplicind cea de a doua
teorema a lui Castigliano. Se alege M; ca necunoscutad static nedeterminata.
Explicitand teorema [ui Castigliano, in raport cu necunoscuta static

nedeterminata aleasa, se poate scrie:

oL _,_ M(a) oM(a)

— ds (4.27)
oM { EI, oM,

Se scrie expresia momentului incovoietor in sectiune, pe baza notatiile din

figura 4.35 si se calculeaza derivata partiald a momentului 1n raport cu M;

ae[O,;z/Z]
F .
M(a)=M,;~F-R(I-cosa)+—-Rsina
2 (4.28)
8M(a):] '
oM

Se fac inlocuirile in relatia 4.27 si se fac calculele. Rezulta:
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NN

a—L:O:L [MI +Esina—FR(1—cosa)}-1-Rd(x:
oM ; El *° 2

T

E i 3
0=M; RZ+ TR (Ccosa)? — FR? T4 FR?sina|? =
2 2 0 2 o

T FR?

0=M, RZ+"" _FR?.Z1FR? =
2 2 2
FRZ - R
M -2 2 :ﬁFR—3FR:>M1:FR(7r—3)
i T T
2

Inlocuind momentul M; in ecuatia de echilibru dati de realatia (4.26) se obtine:

M:Ml—ngFR—ﬂ—ﬂzFR(] 3)

T

2
Se fac inlocuirile in expresia momentului incovoietor datd de relatia

(4.28) si se studiaza variatia acestuia pe lungimea sfertului de bara curba. Se

obtine:

M(a)=M, —F-R(]—cosa)+§-Rsina=

:M_FR(]_COSCZ)-FERSU/IQ
a 2
M(()):M
T
M(z):FR_ﬂ_FR_I_FR:FR_:)’FR
2 T 2 P jn

M'(a):ﬂ—F-RSina
2

' FR 1
M (a)=0:>7—F-Rsina:0:>cosa=2sina:>tga:E:>a=260

Se traseaza diagrama de moment incovoietor pe sfertul de bara curba si apoi prin

simetrie pe celelalte trei sferturi.
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In aceeasi sectiune se scriu expresiile fortei axiale si fortei tdietoare ca
fiind suma proiectiilor fortelor, din partea stanga a sectiunii, pe directia tangentei,

respectiv normalei la axa barei in sectiune. Se obtine:

N(a)=~F cosa —gsina
A : . y . F
avand pe capetele intervalului urmatoarele valori: N(0)=—F,;N(z/2)= 5

T(a)stina—gcosa

Variatia fortei este: T(0)= —g;T(ﬂ'/Z) =F

Diagramele fortei axiale si fortei tdietoare se reprezintd pe sfertul de bara
si apoi prin simetrie, pentru forta axiala si prin antisimetrie, pentru forta tdietoare,

pe celelalte trei sferturi.

Probleme propuse:
1. Sa se traseze diagramele de eforturi pentru barele curbe sub forma de

arc de cerc din figurile 4.36-4.43.

Figura 4.37.
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Figura 4.39.

Figura 4.40.

Figura 4.41.
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3R
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Figura 4.42.

Figura 4.43.

2. Sa se traseze diagramele de eforturi pentru bara curba sub forma de
semicerc din figura 4.44. si sa se dimensioneze bara stiind cd sectiunea

transversala este circulara. Se cunosc: F = 1kN, R = 700mm, o, = 160MPa.

Figura 4.44.

3. Sa se calculeze deplasarea pe verticala a punctului de aplicatie al fortei

F pentru sistemul din figura 4.45. Se cunosc F, R, EI, = const.
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2R

Figura 4.45.
4. Sa se calculeze rotirea capatului liber pentru sistemul din figura 4.46.

Se cunosc F, R, EI, = const.

2R

Figura 4.46.

4.5. Bare curbe cu raza mare de curbura. Arce

parabolice.

Pentru aceste bare axa geometrica este o parabola si % > 10 ( p reprezintd

raza de curburd, iar 4 indltimea sectiunii transversale). Prin constructia lor se
reduce momentul incovoietor in sectiune, dar apare in acelasi timp si o forta
axiala. Din aceasta cauza arcele parabolice sunt preferate grinzilor drepte atunci
cand deschiderile dintre reazeme sunt foarte mari.
Arcele parabolice se calculeazd aproximativ cu formula de la grinzile
drepte (relatia lui Navier generalizata):
N M iz

o=—+
A 1

z

(4.29)
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N M (4.30)
A W,

sau O =

Se considera arcul parabolic din figura 4.47.

y

Figura 4.47.

In studiul acestei categorii de bare curbe se foloseste urmaitoarea
terminologie specifica:
o Punctul cel mai indepartat de linia AB (care uneste punctul A, punctul de
inceput al arcului si punctul B, punctul de sfarsit al arcului) se numeste
cheia arcului (punctul C).
e Ordonata punctului C se numeste sdageata arcului (f).
e Distanta pe orizontala dintre punctele A §i B se numeste deschiderea

arcului (1).

Pentru a stabili ecuatia arcului se porneste de la ecuatia generald a unei
parabole de gradul doi in care se introduc conditiile initiale tinand cont de figura
4.47: o parabola cu varfurile simetrice care trece prin A, B si care la mijloc este

/. Ecuatia generala a unei parabole de gradul doi este:

y=A-x’+B-x+C (4.31)
iar conditiile initiale, pentru situatia studiatd se pot exprima astfel:

x=0=y=0

x=l=y=0

x=l/2=y=f
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Se inlocuiesc pe rand conditiile in relatia (4.31) si se obtine:
x=0=y=0=>C=0
x=1=y=0= A’ +Bl=0= B=-Al
x=l/2:>y:f:>f:A;+Bé

Se inlocuieste B in ultima relatie. Rezulta:

2 2 2
f:Al——Al—:—Al—:A:—ﬁ:B:—Al:ﬁ
4 2 4 2 /
Se 1nlocuiesc valorile celor trei coeficienti in relatia (4.31). Rezulta:

Relatia (4.32) reprezinta ecuatia generala a unui arc parabolic.

(4.32)

Ca si la celelalte categorii de bare, calculul arcelor parabolice incepe cu

determinarea reactiunilor urmata de trasarea diagramelor de eforturi. In general

arcele parabolice sunt simplu static nedeterminate, ele fiind articulate la ambele

capete.

Se considera arcul parabolic, Incarcat cu o sarcind oarecare, prezentat In

figura 4.48.

H A y HB

VA X VB

Figura 4.48.
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Se figureaza reactiunile din articulatii, ele putand fi calculate din ecuatiile
de echilibru. Rezulta:

HA—HBZOZHA:HB:H

M
Vy="—"%
47

M
VB:_IA

unde M, Mp reprezinta momentul fortelor exterioare fata de A4 si respectiv B.
Din ecuatiile de echilibru se observd cd H rdmane ca necunoscutd static
nedeterminatd. Pentru ridicarea nedeterminarii se aplica prima teorema a lui
Castigliano.
Se face o sectiune x si se scrie expresia momentului Tncovoietor (y este

ordonata arcului n dreptul sectiunii x):
M(x,y)=V,-x—H-y-M (x) (4.33)
unde: M (x) — momentul fortelor de la stinga sectiunii in raport cu sectiunea x.
Se considera grinda echivalenta - o grinda dreapta simplu rezemata si

incarcata la fel. Pentru aceastd grinda momentul incovoietor in sectiunea x se

poate scrie:
M(x)z V4 -x—M’(x)
Prin urmare:

M(x,y)=M(x)-H-y (4.34)

Observatii:

o Relatia (4.34) indica faptul ca momentul incovoietor intr-o sectiune a
arcului parabolic este egal cu momentul dintr-o grinda dreapta simplu
rezematda cu aceeasi incarcare (grinda echivalenta) din care se scade H-y.

o Relatia (4.34) indica faptul ca momentul incovoietor intr-o sectiune a
arcului parabolic este mai mic decat momentul incovoietor din grinda

dreapta simplu rezemata cu aceeasi incarcare §i aceeasi deschidere ceea
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ce conduce la dimensiuni mai mici ale sectiunii transversale. Prin urmare
arcul parabolic este mai economic decdt grinda dreapta.
Se duce tangenta la sectiune in sectiune care face unghiul o cu orizontala

(figura 4.48). Expresia fortei axiale in sectiune se poate scrie:

X
N(x,y)=—H -cosa -V, -sina+Iq(x)-ds-sina (4.35)

o
Cum sageata arcului este mica, rezultd ca unghiul a este foarte mic si prin
urmare:
sina ~0;cosa ~ 1
Cu acestea relatia (4.35) devine:
N(x,y)=~-H (4.36)
Se aplica prima teorema a lui Castigliano luand in consideratie influenta
momentului incovoietor si a fortei axiale (se neglijeaza influenta fortei taietoare).

Se obtine:

H aH '

Q'—;N

Z

unde L este lungimea desfasuratd a arcului care se poate considera egala cu /
(deschiderea arcului), iar ds =dx-cosa = ds ~ dx .

Cu acestea relatia (4.37) devine:

Zéi[M(xI)—Hy],(_y) éiu (=1)-dx=

z

HI I

—jy'M(X) =0

o o

Se rezolva ecuatia in raport cu H si se obtine:

.[y-M(x)-dx

H = T (4.38)
J‘yz-dx+z—'
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In relatia (4.38) y reprezinti ordonata arcului in dreptul sectiunii x, iar
M(x) este momentul Incovoietor in sectiunea x pentru grinda dreapta simplu

rezemata cu aceeasi incarcare si cu aceeasi deschidere.

Observatii:

o Relatia (4.38) poate fi folosita pentru calculul reactiunii pe orizontala
numai atunci cdand arcul parabolic este incarcat cu forte verticale §i
momente concentrate.

o Relatia (4.38) nu poate fi folosita pentru calculul reactiunii pe orizontala
daca pe arc sunt forte orizontale (M(x)=0) si in acest caz pentru ridicarea

nedeterminarii se foloseste prima teorema a lui Castigliano.

Tinand cont de ecuatia generala a unui arc parabolic datd de relatia
(4.32) integrala de la numitorul relatiei (4.38) devine:

/ / /
jyz -dx:'[ﬂ(l—xydx:ﬁj‘(lzxz —2Ix? +x4)-dx=
o

o l Z4 o
(4.39)
_16r2(0 20 1) 167 sy
3 4 35 430 15
Observatii:

o Valoarea integralei din relatia (4.39) se foloseste in relatia (4.38)
pentru calculul tuturor arcelor parabolice incarcate cu forte verticale
§i momente concentrate.

o Se demonstreaza cu usurinta ca integrala din relatia (4.39) este mare

z .

in comparatie cu raportul , ceea ce permite ca in calcule raportul

sa fi fie neglijat (se poate face o eroare de cel mult 3%).
o [Integrala de la numaratorul relatiei (4.38) se calculeaza pentru fiecare

aplicatie in parte.
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Aplicatii:
1. Sa se determine eforturile pentru arcul parabolic, solicitat de o incarcare

uniforma, din figura 4.49.

q
H Y ; H
Va S S . Vs
N
) 4
! A
/7] 74
ql/2 ql/2
Figura 4.49.

Rezolvare:

Se considera grinda echivalenta (grinda dreapta simplu rezemata, solicitata
de o sarcina uniform distribuita de intensitate ¢) si se scrie momentul Tncovoietor
in sectiunea x:

M(x) = a e (4.40)
2 2

Tinand cont de ecuatia generala a unui arc parabolic datd de relatia

(4.32) st de expresia momentului incovoietor se calculeaza integrala de la

numaratorul relatiei (4.38). Se obtine:

/ / [
jy-M(x)-dx=J-4—fx(l—x)-%(l—x)-dx=%Ix2(l—x)2 dx =
© © © (4.41)

3 4 45 3
_2f1 [2.1__21.l_+l_ _ Jal”
1? 3 4 5 15
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Reactiunea H pentru arcul solicitat de sarcina uniform distribuitd (figura

4.49) se calculeaza cu relatia (4.38), neglijand termenul —= :

si tinand cont de

relatiile (4.39) si (4.41). Se obtine:

fql’
- % (4.42)
8if
15

Momentul incovoietor intr-o sectiune a arcului se calculeazd cu relatia
(4.34) in care M(x) este dat de relatia (4.40), y de relatia (4.32), iar H de relatia
(4.42). Prin urmare:

M) H oy | O | a4
M(x,y)—M(x) Hy—(2 X 2} YT (Z x)_

2 2
B U2 N UV 2 i B
2 2 2 2

Relatia (4.43) indica faptul ca arcul parabolic, dublu articulat, solicitat de

(4.43)

o sarcind uniform distribuitd nu este solicitat la incovoiere. Tindnd cont de
relatia (4.36) arcul este supus numai la compresiune, forta axiala fiind constanta
pe toatd lungimea arcului si egald cu reactiunea H (forta de impingere pe
orizontald). Prin urmare pentru o astfel de constructie nu este necesara o sectiune

transversala cu un moment de inertie mare.

2. Sa se determine eforturile pentru arcul parabolic, solicitat de o fortd

concentratd, din figura 4.50.

Rezolvare:
Se considera grinda echivalenta (grinda dreapta simplu rezemata, solicitata
de o fortd concentratd P la mijlocul deschiderii grinzii) si se scrie momentul

incovoietor in cele doua sectiuni:
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0/2 0/2

P2 e%) P/2

(4.44)
M(x')z X - P(x' —ij

Tinand cont de ecuatia generala a unui arc parabolic datd de relatia
(4.32) st de expresia momentului incovoietor se calculeaza integrala de la
numaratorul relatiei (4.38). Se obtine:

1

/
;[yM(x).dx ngéll—jzfx(l x dx+'[{3x —P(x’—Eﬂ 4;3( x')-dx':

L
2
i

2PfJ-( ) l_f‘j.( X —21x’2+x’3)-dx’ =
2

4 2 3 4
_2pf A R R A W R
12 3 8 4-16 2 4 3 8 4 16

_2Ff (__L 3 7 j
2 24 64 8 12" 54

(4.45)
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Reactiunea H pentru arcul solicitat de o fortd concentratd (figura 4.50) se

calculeaza cu relatia (4.38), neglijdnd termenul L si tindnd cont de relatiile
(4.39) s1 (4.45). Se obtine:
5Pf1?
48 _ DM (4.46)
SIf 128 f
15

In prima regiune a arcului momentul incovoietor se calculeaza cu relatia
(4.34) in care M(x) este dat de relatia (4.44), y de relatia (4.32), iar H de relatia
(4.46). Prin urmare:

P 25P1 4 fx (l B )
2

M y)=M(K)-H-y=—.x-""°-.7)% -

(1) = M)ty = 5= 202
(4.47)

P 25P 25P x° 25 PX° 9

=—-X- X+ —=————"Px

2 32 32 1 32 1 32

Relatia (4.47) aratd ca momentul incovoietor variazd pe lungimea arcului
parabolic dupd o parabola. Se studiaza variatia momentului:

M(0)=0

2
M(l);ﬁ.ﬁ.l__i.p.i_ﬂ:0,054p1

2) 321 4 32 2 128
M'(x,y)zg.ﬂ_i.p:Ojﬁ.ﬂzi.p:ng.l_ng_lzalgl
16 1 32 16 1 32 32 25P 50
2
M"(x,y)=£-£>0:>Mmin=M(g—lj=£-£-&—i-1’-9—l=— 81
16 1 50) 32 1 50?2 32 50 32-100
=-0,025PI

Pe cea de a doua regiune diagrama de moment Incovoietor se poate trasa prin
simetrie (figura 4.51).

Tinand cont de relatia (4.36) forta axiald pentru arcul parabolic este
constanta pe toatd lungimea arcului si egald cu reactiunea H, arcul fiind supus la
compresiune:

25PI

N\x,y)~—-H ~——
(x.) 1287
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0,054P¢ 0,025P¢

Figura 4.51.

Observatie:
Se stie din prima parte a cursului de Rezistenta materialelor ca pentru

grinda dreapta simplu rezemata solicitata de o forta concentrata

. : : Pl . s
momentul incovoietor maxim este i 0,25P1, deci de cinci ori mai mare
decdt pentru arcul parabolic.

De retinut:

Pentru calculul arcelor parabolice incarcate cu sarcini verticale si

momente concentrate se parcurg urmatoarele etape:

Se considera grinda dreapta echivalentid (o grinda dreapta simplu
rezemata cu aceeagi incarcare §i deschidere ca si arcul).
Se scrie momentul incovoietor M(x) in sectiunea x pe grinda echivalenta.

Se calculeaza integrala:
/
J. y-M(x)-dx
o

unde y este ordonata arcului in sectiunea x care este data de relatia:

4 fx
y==5(1-x)
[
Se calculeaza valoarea fortei de impingere pe orizontala (reactiunea H)

cu relatia:
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jy-M(x)-dx

H =

/
I,-1
2
dx +—=—
A

y4

unde: termenul se neglijeaza

8if?

/
integrala j- y2 ~dx :7 si are intotdeauna aceasta valoare
o

/
integrala .[ v-M (x)-dx se calculeaza pentru fiecare aplicatie in
o

parte.

o Se scrie expresia momentului incovoietor pentru arcul parabolic cu
relatia:

M(x,y)=M(x)-H -y

o Se studiaza variatia momentului incovoietor si se reprezinta diagrama.

o Se scrie expresia fortei axiale, se studiaza variatia acesteia §i se traseaza
diagrama.

o Se stabileste sectiunea periculoasd in care se efectueaza calculul de
rezistenta (verificare sau dimensionarea) folosind relatia lui Navier

generalizata:

Observatie:
e Daca pe arc sunt forte orizontale (M(x)=0) pentru ridicarea

nedeterminarii se foloseste prima teorema a lui Castigliano.
Pentru a evita incovenientul Tmpingerii laterale se foloseste arcul cu

coarda (figura 4.52). Se noteazd cu A; sectiunea corzii si E; modulul de

elasticitate al corzii.
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77N Al, E,
£

Figura 4.52.

In acest caz in coarda apare o fortd orizontald H, o forta de intindere care mentine

arcul (aceasta nu este reactiunea din reazem) care se calculeaza cu relatia:

/

j y-M(x)-dx
H = <
/
I1.-1 1
IyZ -dx+Z—+—2-£-l
A A E
o
5 g : I, E .
In aceasta relatie raportul <~z -[ nu poate fi neglijat.
1 £
Probleme propuse:

Sa se traseze diagramele M, N pentru arcele parabolice din figurile 4.53 si 4.54.

qt
q
qt? f W

20 L L

Figura 4.53.

2qt q
/ .
747— £/2 £/2

Figura 4.54.
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CAPITOLUL 5

SOLICITARI DINAMICE PRIN SOC

5.1. Generalitati

Pana in prezent au fost studiate starile de solicitare ale corpurilor solide
deformabile produse de actiunea unor sarcini exterioare care au fost aplicate in
mod static, adica cu intensitate crescanda, incet si uniform, de la zero la valoarea
lor maximad, astfel incat acceleratiile diferitelor particule ale corpului sa fie
neglijabile. Sub actiunea acestora corpurile solide se deformeaza, dar nu se pun
in miscare §i nici nu isi modifica viteza.

In practica existi si situatii in care miscarea determini starea de solicitare
a corpului solid. Existenta acceleratiei produce forte, prin care corpul solid
devine solicitat. Solicitarile produse astfel se numesc solicitari dinamice. Este
cazul cand o sarcind este asezata brusc pe o grindd sau cade de la o anumita
inaltime pe ea. Asemandtor este cazul cand o bara in miscare loveste un corp
rigid imobilizat. Solicitarile dinamice prin soc, produse in special prin ciocniri,

sunt produse prin variatia brusca a accelaratiei.
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Functionarea majoritatii masinilor, in special a acelora care executa
miscari rectilinii alternative, este insotitd de socuri. In unele cazuri socurile sunt
provocate ca urmare a existentei unor jocuri prea mari in imbindrile pieselor, iar
in alte cazuri socurile apar chiar la functionarea normald a masinii.

Comportarea la soc a corpurilor solide diferd substantial de modul de
comportare la solicitarea staticd. S-a constatat ca micsorari locale ale ariei
sectiunii transversale pot provoca in corpuri cresteri foarte mari ale tensiunilor.
Barele cu crestaturi, de exemplu, se comportd defavorabil la actiunea socului, iar
epruvetele folosite pentru incercarea materialelor la rezilienta, sunt prevazute cu

crestaturi, pentru a impune astfel sectiunea de rupere.

5.2. Calculul la solicitari dinamice prin soc

Pentru calculul la solicitari dinamice prin soc este necesar, pe de o parte,
sa se determine tensiunile §i deformatiile care se produc in piesele care se
ciocnesc, iar pe de altd parte, sa se stabileasca in ce masurd aceste tensiuni si
deformatii sunt periculoase pentru material.

Calculul sistemelor elastice la solicitari prin soc, examinate ca sisteme cu
un singur grad de libertate, permit sd se determine ordinul de marime al
deplasarilor, precum si al tensiunilor §i deformatiilor in timpul socului. Teoria
socului elastic poate fi folositd numai in cazul in care tensiunile din timpul
socului nu depasesc limita de proportionalitate.

Modul general de rezolvare a acestor probleme constd in a gasi o sarcina
fictiva, care, actionand static, sd produca aceleasi tensiuni in corp ca §i sarcina
reald, care actioneaza dinamic (prin $oc).

Se studiaza, in cele ce urmeazd, un corp solid elastic care poate fi
materializat, de exemplu, printr-un arc elicoidal asupra caruia cade o greutate G
de la o ndltime A (figura 5.1.) si care se deformeaza in locul lovit cu o sageata f

Socul se produce in felul urmator: dupa ce greutatea atinge arcul, ea continua sa
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se miste, comprimandu-1, iar forta elastica a arcului micsoreaza treptat viteza sa.
Dupa caderea de la inaltimea h greutatea posedd o energie cinetica egalda cu
lucrul mecanic efectuat (lucrul mecanic exterior). In momentul in care greutatea
se opreste, tot lucrul mecanic exterior executat de aceasta s-a transformat in
energie potentiald de deformatie (lucrul mecanic interor) a arcului, iar forta de
interactiune dintre greutate §i arc atinge valoarea maxima.
Lucrul mecanic exterior executat de greutate este dat de relatia:
Loy =G-(h+ 1) (5.1)
In virturea legii conservarii energiei se admite ci in momentul ciocnirii
energia cinetica a greutdtii oprite se transformd in intregime in energie potentiald

de deformatie, iar aceasta din urma determina valorile fortelor si a deplasarilor.

c%lj_

Prin urmare se poate scrie:

Figura 5.1.

Lext = Lins (5.2.)

In prima parte a cursului de Rezistenta materialelor au fost stabilite relatii

de calcul pentru lucrul mecanic interior, la toate tipurile de solicitdri, pentru
situatia in care sarcina este aplicata static. Din acest motiv se transfera solicitarea
dinamica 1n una statica, asa cum este indicat in figura 5.2.: se incarca corpul solid

elastic cu o greutate G; > G astfel incat sa se obtind aceeasi sageata f;;
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Figura 5.2.

Pentru solicitarea statica considerata lucrul mecanic interior este:

G, -
Ly =S4 Sd (5.3)
2
Tinand cont de relatiile (5.1) si (5.3), relatia (5.2) devine:
G, -
dede-(thfd) (5.4

Se face ipoteza ca legea lui Hooke ramane valabild si in cazul solicitarii
dinamice $i prin urmare se poate scrie:
G=k- [y
Gy =k-ta

unde: f;, — sdgeata arcului atunci cand greutatea este aplicata static.

(5.5.)

Tinand cont de ultimile egalitéti relatia (5.4.) devine:

k-f7
2

=k -(h+ f4)
sau efectuand calculele:

fi=2fu fy=2fu-h=0

Se obtine o ecuatie de gradul al doilea a carei solutie este f;:

fa = Fo 2 Lo + 20y

Sau

223



/ h
fd :fst(Ii ]+]2(_st]

Se alege singura solutie verosimild, anume cea pozitiva (tinand cont de faptul ca

radicalul reprezintd o cantitate pozitiva supraunitara, se pastreaza in relatie doar

fa =fs,£]+ /]+2—hj (5.6)
fst
/ 2h
Y=I1+ [Il+— 5.7
" " fst ( )

w —se numeste coeficient (multiplicator) de soc sau de impact.

semnul plus) si se obtine:

Se noteaza:

Observatii:

o Relatia (5.7) este valabila numai pentru corpul care este lovit de
greutatea G (relatia nu se poate aplica corpului care loveste).

o Coeficientul (multiplicatorul) de soc sau de impact reprezinta raportul
dintre marimile solicitarii dinamice §i cele ale solicitarii statice
corespunzatoare.

o Pentru h=0 se obtine valoarea minima a multiplicatorului de soc y =

2.

Cu aceasta notatie relatia (5.6) devine:
Jfa=¥ " fa (5.8)
Deoarece s-a presupus cd ramane valabila legea lui Hooke inseamna ca
relatia care exista intre deformatii, relatia (5.8), trebuie sa existe si intre tensiuni,
deci se poate scrie:
o, =% 0 (5.9)
respectiv:

T, =¥ Ty (5.10)
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Observatie:
o Ultimile trei relatii arata faptul ca rezolvarea problemelor de soc se
reduce practic la calculul marimilor statice de solicitare si al

multiplicatorului de impact.

Pentru ca relatia (5.7) sa aiba valabilitate generala se va exprima in

functie de lucrul mecanic. Rezulta:

2 B L A T L AL S O 722 (5.11)
fo G R L

2

int

In unele situatii este posibil ca greutatea sa se deplaseze cu o anumita viteza v pe
o alta directie decat cea verticald. In acest caz se determinad o inaltime echivalenta

facand apel la legea caderii corpurilor. Se stie ca:

v2

V= 2gh:>v2=2gh:>h=—
2g

Se 1nlocuieste in relatia (5.7) si se obtine:

2
N (5.12)
g'fst

Relatiile (5.8)-(5.10) impreuna cu relatiile (5.7), (5.11) si (5.12) permit

rezolvarea problemelor de soc.

Observatii:

e Din relatiile stabilite anterior reiese ca un corp solid rezista cu atat
mai bine la soc cu cat el este mai deformabil.

o La deducerea relatiilor s-a admis faptul ca forta este aplicata deodata
cu toata intensitatea. In realitate dacd acest lucru s-ar intdmpla L. nu
ar avea timp sa fie inmagazinat in interiorul corpului §i atunci

distrugerea corpului lovit se va produce local. Pentru ca L, sa poatd
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fi inmagazinat trebuie sa treaca o anumita perioada de timp astfel
incdt deformatiile sa se poata deplasa in interiorul corpului.

o FExperientele aratda ca viteza de deplasare a deformatiilor in corpuri
sunt proportionale cu viteza de deplasare a sunetului in acel corp.
Prin urmare formulele deduse sunt valabile pana la o viteza de lovire
egala cu viteza de deplasare a sunetului in corp.

o Relatiile deduse pentru calculul la solicitari dinamice prin soc au fost
stalilite pe baza urmatoarelor ipoteze:

1. deformatia dinamica are loc numai in domeniul elastic;

2. intreaga energie potentiala a fortei care loveste corpul se
transforma in energie elastica de deformatie a acestuia
(aceasta presupune ca se neglijeaza inertia corpului lovit,
deformarea reazemelor si alte pirderi de energie),

3. se neglijeaza deformarea plastica;

4. viteza de lovire este mai mica decat viteza de propagare a

deformatiilor in corpul lovit.

De retinut:

o Pentru calculul coeficientului (multiplicatorului) de soc sau de impact se

folosesc urmatoarele relatii:

Y=1+ /1+ﬁ
fst
Y=1+ /1+ﬁ
Lim‘

o Se admit in calcul urmatoarele aproximatii ale relatiilor anterioare:

-pentru h>10- f,
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Y

Q

~

_|_
NI

L
Y=+ ext (5.13)
Lint
2
Y=+ v
g'fst
- pentru h=100- f,
w o~ |21
fst
L
Y = ext (5.14)
Lint
¥~ V2
g'fst

e Rezolvarea problemelor de soc se reduce practic la rezolvarea unor

probleme corespunzdatoare de solicitare statica, prin introducerea

coeficientului (multiplicatorului) de soc sau de impact, cu ajutorul

urmatoarelor relatii:

o, =¥ 0y
T, =¥ 14
fd :T'fst

Metoda de calcul are un caracter general, fiind aplicabila la toate

solicitarile simple si compuse (in domeniul deformatiilor liniar-elastice).

Aplicatii:
1. Si se dimensioneze bara de sectiune circulard cu lungimea / = 10° mm,

asupra careia cade o greutate G = /kN de la o ndltime & = 100mm (figura 5.3).

Se cunosc: E = 2,1-10°MPa, 6, = 100MPa. Se neglijeazi flambajul.
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Figura 5.3.

Rezolvare:

Solicitarea statica din bara este de compresiune (figura 5.4.).

Din prima parte a cursului de Rezistenta materialelor se stie ca:

NI GI

S AE AE
s N_G
St A A

Tinand cont de relatiile (5.7), (5.9) coeficientul (multiplicatorul) de soc sau de

impact si tensiunea dinamica devin:

¥ =1+ /1+ﬁ=1+ 1+iEh
fst Gl
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24Eh | G
A

Oy :y/'USt :(14‘ 1+7

Pentru a dimensiona bara se impune conditia cunoscuta:
c; <0,

Se inlocuieste tensiunea dinamica din relatia anterioara si se obtine:

1+ 1+@ -QSGQ
Gl A

Se inlocuiesc valorile numerice si rezulta:

2. 32 5 3
1+\/1+2 10 ﬁdj, 2’§ 10" 1.4 ]g <100=
4-107-10 7id

3
]+\/1+33d2-4 ]g <100

wd
Se neglijeaza I din fata radicalului, de sub radical, se efectueaza calculele si se

obtine:

d

3
24 10 2\/3240\/5273mm
710 T

2. Sa se determine indltimea maxima de cadere (4

-

<

mae =7 ) stiind valoarea

greutdtii G = 100N (figura 5.5).

Figura 5.5.

Grinda are sectiunea patratd cu latura a = 100mm si lungimea [ = 500 mm.

Se cunosc: E = 2,1-10°MPa, o, = 150MPa.
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Rezolvare:
Solicitarea staticd din grinda este prezentatd in figura 5.6. Grinda este

solicitata la incovoiere. Coeficientul (multiplicatorul) de soc este dat de relatia:

w:ﬁ
fst

unde sageata staticd se determind cu prima teorema a lui Castigliano. Prin

urmare:
f U1 JI.M(x)-aM(x)dx
Y eG E-ly 0G

o)

B \\\ Ifst
X
Mpnax=F10 [
- X
Figura 5.6.
Momentul incovoietor in secttiune este:
M(x)=—-Gx
si Tnlocuind in relatia precedenta se obtine:
I ! 3
1 oM (x 1 Gl
foo = () S g - LG e =
E-I. oG E-I. 3EI,

Se inlocuieste in expresia coeficientului de soc si se obtine:

y,:\/2h :\/211-3512
fst Gl

Tensiunea dinamica este data de relatia:
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Udmax = T ) O-Sl

max
Tensiunea statica se determind cu relatia lui Navier:

_ _ My _Gl_6GI
Stmax Wz a3 a3
6

__( [ehEL,) 66t
d ypax Gl3 a3

Pentru a determina indltimea maxima de cadere se impune conditia:

de unde:

<
Ud max — Ga

Inlocuind tensiunea dinamica din relatia precedenta se obtine:

6h-EI. \ 6GI
. <o
GI° a

Dupad efectuarea simplificarilor, inlocuirea valorilor numerice si efectuarea

5
[6h-2,1-10 .6-100£]50
12-100-500 100

calculelor se obtine:

de unde #4,,,, < 30Imm.

3. O grinda din otel cade de la o Tnaltime / pe doud reazeme simple situate
la o distanta / = 500 mm (figura 5.7.). Sa se determine inaltimea maxima de
cadere daca grinda are sectiunea patratd cu latura a = /00mm. Se cunosc: E =

2,1-10°MPa, 6, = 150MPa, yo, = 7,8'10°N/mm’.

——

| |

| |

| |

| I S

| |

| |
/% ¢ Ve
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Figura 5.7.

Rezolvare:

Solicitarea statica din grinda este prezentata in figura 5.8.

—) =G/L
X EEII T T T

7qt/2 ’741F> qe/2

Mumax=q(*/8

Figura 5.8.

Grinda este solicitata la incovoiere de o sarcina uniform distribuitd cu

intensitatea:

= |Zext
Lipys
unde:
L,;,=G-h=gqlh
L =U= LJI‘M2(x)-dx
EI

z0
Pentru grinda din figura 5.8. momentul incovoietor in sectiunea x este dat

de relatia:

M(x)zq—l-x—ﬁzg(lx—)ﬁ)
2 2 2
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Inlocuind 1n relatia precedenta se obtine:

/ / /
L, :ﬁjMz(x)-dx=ﬁjé(lx—x2)zdx= 4qu J(lzxz +x* —2lx3)-dx
Z0 0 0

z z

Efectuand toate calculele rezulta:
q215

L. =
10Ea?

int

Prin urmare coeficientul (multiplicatorul) de soc devine:

o _ Lo  [10Ea*h
Lint C]l4

Tensiunea dinamica este datd de relatia:

04 max v O-Sfmax

Tensiunea statica se determind cu relatia lui Navier:

9

2
Stmax Wz ﬁ 4a3
6

de unde:

10h-Ea® | 3q1°
ql4 4a°

Odmax =

Pentru a determina indltimea maxima de cadere se impune conditia:
<
Od max — O4
Inlocuind tensiunea dinamicd din relatia precedenta, dupd efectuarea

simplificarilor, inlocuirea valorilor numerice si efectuarea calculelor se obtine:

3-39 |h-21-10 <150
2 7,8

de unde /4 < 54,94mm.

max —
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4. O bara prismatica cade de la o indltime % ca in figura 5.9. Sa se

determine indltimea maxima de cadere daca se cunosc: E, o, .
|

Pt E, 0,

Y72 NNWZZB NN

Figura 5.9.

Rezolvare:
Solicitarea staticd din grinda este prezentatd in figura 5.10. Grinda este

solicitatd la compresiune de o sarcind uniform distribuitad cu intensitatea:

G rV _rdA_ 4
[ [ [
q X X

/

i

/\\//\\//\\/// / ‘
ql @ e @

Figura 5.10.

e < < e <<

I
|
|
|
< |
I
I
|

Coeficientul (multiplicatorul) de soc se calculeaza cu relatia:

y/ — Lext
L.

int

unde:
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Lo, =G-h=qlh
] /

L. -
ZEAO

int =U NZ(X)'dx

Pentru bara din figura 5.10. forta axiala in sectiunea x este data de relatia:
N (x) =—qx
Se 1nlocuieste in expresia lucrului mecanic interior §i se obtine:

/ 213

2 1
(- qx)2 dx=-L [y ax=9"

[
1 2
L. =— [N?(x)dx=——
it 2EA£ (x) 2EA, 2EA; 6 EA

Prin urmare coeficientul (multiplicatorul) de soc devine:

W Loy  |qlh-6EA  |6EAh  |6Eh
AL 2;3 2 2
int q°l Ayl 24

Tensiunea dinamica este data de relatia:

oy, =¥-o

max

Stmax

Tensiunea statica se determina cu relatia:

(x)_M:_ﬂ:_A_”‘:_y.x

o =
St A A A

1ar tensiunea statica maxima este:

Gstmax = O-St (l) = _7/ l

de unde: o = 6hE A
 max e

Pentru a determina indltimea maxima de cadere se impune conditia:

c; <o,

max
Inlocuind tensiunea dinamicd din relatia precedenta, dupd efectuarea

simplificarilor, inlocuirea valorilor numerice si efectuarea calculelor se obtine:

- }i;—fSaa:NSEh}/Sai

2

deunde: A< %
6Ey

235



Observatii:

e Deoarece tensiunea statica nu depinde de arie in cazul acestei aplicatii nu
se poate face un calcul de dimensionare;

o [ndiferent de sectiunea A a barei prismatice inaltimea maxima de cadere

se calculeaza cu relatia stabilita anterior.

Probleme propuse:

1. O greutate G = 20kN cade de la inaltimea 2 = 100mm pe mijlocul unei
grinzi de deschidere / = 3,2m (figura 5.11). Se cere sa se calculeze tensiunea
dinamicd maxima s$i sdgeata dinamicd maxima in momentul impactului. Se

cunosc: grinda are sectiunea patratd 50mm x 50mm, E = 2,1-10°’MPa.

HO)
/%7 2

£/2 £/2

Figura 5.11.

2. Sa se determine inaltimea maxima de cadere stiind ca G = 0,2kN.
Grinda din figura 5.12. are sectiunea patrata cu latura a = 40mm.

Se cunosc: [ = 500 mm, E = 2,1 10°’MPa, 6, = 140MPa.

Figura 5.12.
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3. Sa se compare tensiunile care apar in barele din figura 5.13, atunci cand
sunt lovite de o aceeasi greutate G care cade de la aceeasi inaltime 4. Bara din
figura 5.13a are sectiunea transversald A;, cea din figura 5.13c are sectiunea 4,
iar cea din figura 5.13b are pe portiunea strujita (de lungime /;) sectiunea 4, si pe

rest sectiunea A; (4; >A4,).

a) b) ¢)
Figura 5.13.

4. Sa se compare doud grinzi, incastrate la o extremitate si libere la
cealalta, de aceeasi deschidere /, una de sectiune constantd dreptunghiulara
(figura 5.14a) si cealalta (figura 5.14b) de sectiune variabila (grinda de egala
rezistentd la incovoiere) din punct de vedere al comportdrii lor la actiunea
dinamica a unei greutati G, care cade de la inaltimea /~ si le loveste In
extremitatea libera.

%L' GI?:

G 4

Figura 5.14.

5. O grinda articulata, de greutate G, cu sectiunea constanta si lungimea /,
cade din pozitia verticald asupra unui reazem rigid (figura 5.15). Se cere sa se

afle expresia tensiunii maxime, stiind ca grinda are sectiunea patrata cu latura a.
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G
M
o G - g}_
%; o7
(
Figura 5.15.

6. O greutate G = 1,2kN cade de la o indltime & = 100mm pe grinda din
figura 5.16, care este rezematd elastic la un capat pe un arc cu n = 9 spire, cu

raza de infagurare R = 36mm si diametrul sarmei d = Smm.

G

AN
ﬁVVV

¢ 20

Figura 5.16.
Se cere sa se determine tensiunea normald maxima din grinda si tensiunea
tangentiald maxima din arc in momentul socului. Se cunosc: [ = 400mm, E =
2,1 10°MPa si G,. = 83-10°MPa. Grinda are sectiunea dreptunghiulard cu

indltimea de 30mm si latimea de 90mm.
7. O greutate G=200N cade de la ndltimea #=80mm pe un inel subtire de

raza medie R=250mm si diametrul sectiunii d= 30mm (figura 5.17). Sa se

calculeze tensiunea dinamicd maxima din inel. Se cunoaste E = 2,1-10°MPa.
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Figura 5.17.

8. Grindi cotita de otel (E = 2,1-10°’MPa) din figura 5.18 are sectiunea
transversald patratda 60mm x 60mm. O greutate G cade pe capatul liber al barei
cotite de la indltimea # = 30mm. Se cere sa se calculeze tensiunea maxima in
momentul socului si sdgeata maxima in momentul socului (/ = 500mm).

Se considera EI, = const. pentru ambele bare ale grinzii cotite.

L[S

20

&

Figura 5.18.
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CAPITOLUL 6

VASE CU PERETI SUBTIRI

6.1. Generalitati

Vasele cu pereti subtiri constituie o categorie de corpuri utilizate pentru
transportul sau depozitarea fluidelor. In cazul in care presiunea interioara este
relativ micd, grosimea peretelului este mult mai mica decét raza medie a vasului
si de aceea un astfel de vas se studiaza considerand numai suprafata sa mediand
si neglijandu-se variatia tensiunilor pe grosimea peretelui.

In acest capitol se studiazi vasele realizate sub forma particulard de
corpuri de revolutie, obtinute prin miscarea unei curbe in jurul unui ax. Peretele
vasului avand grosimea foarte mica in raport cu restul dimensiunilor se va
considera ca nu poate transmite momente Incovoietoare si deci nici forte
taietoare, in acest caz solicitarea fiind cea de intindere. Vasele cu pereti subtiri se
calculeazd dupa teoria membranei adicd peretele vasului se comportd ca o

membrana sub care s-a introdus lichidul sub presiune.
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Intr-un punct al unei suprafete se poate duce o normali unici si o infinitate
de plane care sa contind aceastd normald. Fiecare plan intersecteaza suprafata
dupa o curba care are in punctul respectiv o anumitd raza de curburd. Pentru a
obtine cele doua curbe particulare care au razele de curburd maxima si minima
intersectia se face cu planele principale definite astfel:

o planul meridian: planul care contine axa de revolutie si punctul respectiv;

e planul paralel: planul perpendicular pe planul meridian si care contine

normala in punct la suprafata.

6.2. Ecuatia lui Laplace

Pentru a studia starea de tensiune intr-un punct din peretele vasului se
izoleazd un element de volum care contine punctul respectiv. Izolarea acestui
element de volum se face intersectand suprafata cu doud plane meridiane si doua

plane paralele infinit apropiate (figura 6.1).

curba
meridiana

Figura 6.1.

Pe cele patru fete sectionate apar fensiunile principale o;, 6, (figura 6.2).

Elementul de volum se afla intr-o stare plana de tensiune.
Razele care descriu in lungimea reald ds; si ds; si raman in acelasi timp

pependiculare pe suprafatd se numesc raze principale i se noteaza cu py, p».
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Observatii:

p1 este raza de curbura a curbei meridiane (curba care se obtine tdaind
suprafata printr-un plan care contine axa de rotatie);

P2 este raza de curbura care se gaseste pe normala dusa din punctul de la
suprafata pana ce intersecteaza axa de rotatie;

o, tensiunea normala pe directia meridianului;

o, tensiunea normala pe directia paralelului.
Se fac urmatoarele notatii:

h — grosimea peretelui;

0,, O, — centrele de curbura.

d(pz

Figura 6.2.
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Se considera ca in interiorul vasului existd o presiune p. Se scrie echilibrul
elementului reprezentat in figura 6.2. sub forma unei ecuatii de proiectii de forte

pe directia normala. Se obtine:

p-ds;-ds, —20;-ds, -h-sin%—262 -ds; -h-sindi2 =0 (6.1

Tinand cont ca:
ds;=p;-do;
ds, = p;-do;
si ca elementul avand dimensiuni infinit mici:
do, _do;
2 2
. dp; _d;

sin
2

Sin

se fac Inlocuirile in relatia (6.1) si rezulta:
p-p1-de;-py-dp,—20;-py-de,; -h'%—%z P -h-d%d) (6.2)
Impartind relatia (6.2) prin h, p; p, do,; dg, se obtine:
91,92 _P (6.3)
pr P2 h
unde: a7 - tensiunea normald pe directia meridianului (este tensiunea tangenta la
curba generatoare);

o, - tensiunea normald pe directia paralelului (este tensiunea tangenta la
planul paralel care este pusd in evidentd facdnd o sectiune
longitudinala in vas);

h — grosimea peretelui;

P — presiunea;

p1 - raza de curburd a curbei meridianului;

P2 - raza de curbura a curbei paralelului.

Relatia (6.3) este cunoscuta 1n literatura de specialitate sub denumirea de

ecuatia lui Laplace.
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Observatii:
e Fcuatia lui Laplace se gaseste in literatura de specialitate si sub forma:

o)

m GP_E

4+ —=
Pm  Pp h

o Vasele cu pereti subtiri au profilul determinat de o curba meridiana, iar
sectiunile transversale pe axa longitudinala sunt cercuri.
e Relatia stabilita se poate aplica in urmatoarele ipoteze:
1. grosimea vaselor este mica in raport cu razele principale de
curbura §i ca urmare tensiunile sunt constante pe grosime;
2. nu exista salturi bruste de grosime a peretelui;

3. solicitarea nu se face prin forte sau cupluri concentrate.

In cazul unui vas cu geometrie cunoscuti stabilirea starii de tensiune intr-
un punct necesitd determinarea razelor de curbura principale p;, p, si scrierea
ecuatiei lui Laplace. Aceastd singurd ecuatie nu permite determinarea celor doua
necunoscute: tensiunile principale o;, 6, Este necesar sa se scrie o a doua ecuatie
care se obtine izoland o portiune finita din vas, pentru care se exprima echilibrul,
scriind proiectia de forte pe directia axei de revolutie a vasului.

Calculul de rezistenta al vasului (verificarea sau dimensionarea vasului) se
face pe baza uneia din teoriile de rezistenta, impunand conditia cunoscuta:

O echiv < Oy4 (6-4)
unde tensiunea echivalenta se calculeaza cu una din relatiile:

- teoria tensiunii normale maxime:

Oechiv = O max (6.5)
unde o,,,, = max{c;,o,}

- teoria tensiunii tangentiale maxime:

Oechiv =010 (6.6)

- teoria energiei de deformatie modificatoare de forma:
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2 2
O'echiv:\/o'z +0;—-0;-0) (6.7)

6.3. Vase cu pereti subtiri care contin gaz

Pentru aceasta categorie de vase presiunea este constanta.

Aplicatie:
Si se dimensioneze vasul din figura 6.3. Se cunosc: p = 0,6N/mm’, R=2m,

o, = 120MPa.

Rezolvare:
Se studiaza separat fiecare vas. Pentru vasul semisferic razele de curbura

sunt p; = p, = R. Inlocuind in relatia (6.3) se obtine:

01,0_P_ 01 02_P
pr P2 h R R h

Din motive de simetrie a formei si a incarcarii avem 6; = 6, si inlocuind in
relatia precedenta se obtine:

p-R

STS (6.8)

01202:

Pentru dimensionare, tindnd cont de relatiile (6.4) si (6.5), se impune
conditia ca tensiunea din peretele vasului sa fie egala cu tensiunea admisibila si

se obtine:
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Se inlocuiesc valorile numerice si rezulta:

06-2-10°
h=—"—"——=5mm
2-120

e g 1
Pentru vasul cilindric razele de curbura sunt p; =0c=—=0, p, = R.

Pi

Inlocuind in relatia (6.3) se obtine:
%1,92 P % P, PR (6.9)
pr P2 h R h h

Este necesar sa se scrie 0 a doua ecuatie pentru a determina si tensiunea o7,
Pentru aceasta se sectioneazd vasul (perpendicular pe axa de revolutie) si se
izoleaza o portiune finitd din vas. Se scrie echilibrul pentru portiunea de vas
considerata sub forma unei ecuatii de proiectii de forte pe directia axei de

revolutie a vasului. Se obtine:

a]-zﬂR-h—p-nRzzozsalz% (6.10)
Din relatiile (6.9) si (6.10) rezulta pentru vasul cilindric
‘R
G = O :pT (6.11)

Pentru dimensionare, tindnd cont de relatiile (6.4) si (6.5), se impune
conditia ca tensiunea din peretele vasului sa fie egald cu tensiunea admisibila si

se obtine:

Din relatiile (6.8) si (6.11) se observa ca 1n cazul vasului sferic tensiunea

este de doua ori mai mica decat tensiunea maxima din vasul cilindric.
Observatii:

e Din punctul de vedere al consumului de material vasul sferic este indicat

in comparatie cu vasul cilindric. De aceea pentru presiuni mari §i foarte
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mari §i pentru materiale costisitoare (otel inoxidabil) se foloseste vasul
sferic cu toare ca realizarea acestuia este mult mai complicata.

La proiectarea unui vas cu peretii subtiri trebuie tinut cont de efectul
rezemarii §i de faptul ca la trecerea de la o forma de vas la alta apare o
diferenta intre tensiuni si de aceea zonele de trecere trebuie intarite (de
obicei cu un inel).

Daca pe o suprafata actioneaza o presiune constantd, atunci, independent
de forma suprafetei, proiectia pe o directie data a rezultantei fortelor de
presiune este egala cu produsul dintre presiunea p §i aria proiectiei

suprafetei pe un plan normal pe directia data.

6.4. Vase cu pereti subtiri care contin lichid

Pentru aceastd categorie de vase axa de revolutie este verticald, iar

presiunea nu mai este constantd ci variazd cu adancimea H dupa o relatie de

p=p-g-H=yH (6.12)

Aplicatie:

Sa se traseze diagramele de variatie a tensiunilor pentru vasul conic, plin

cu lichid avad greutatea specifica y (figura 6.4).

Rezolvare:

Se studiaza starea de tensiuni intr-un punct 4 aflat la distanta y fatd de

varful conului. In acest punct avem:

p=7-(H-y)

plzoo:>i=0 (6.13)
P

p2=A4B
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Observatie:

e p, se masoara pe directia normalei intre punctul conmsiderat, in cazul

considerat A si axa de revolutie.

Figura 6.4.

Cu notatiile din figura 6.4. se poate scrie:

r y-tga
P2 cosa cosa

Tinand cont de relatiile (6.13) si (6.14) ecuatia lui Laplace devine:

o, 00 _p_ o2 _y(H-y)_
pi Py h yeiga ok
cos o
t
= 8L L.y (H-y)

(6.14)

Se studiaza variatia tensiunii ¢, pe indltimea vasului, pentru ye[O;H ] Se

obtine:

o,(0)=0,(H)=0

0"2 =const.-(H-2y)= 0',2 :0:>y:£e[0,H]

2
" H ]/'tga H H
o,<0=>0 =0, — |= — =
2 2 max 2(2) h-cosa 2 2
o _rige H
2 max h-cosaa 4

Diagrama de variatie a tensiunii ¢, este prezentatd in figura din figura 6.5.
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y-tga H2
h-cosa \6

Sy ga ‘3H2
h-cosa 16

riga H|

- }-cosa 4

H/2
3H/4

® @ ©

Figura 6.5.

A doua ecuatie se obtine scriind ecuatia de proiectii de forte pe directia
axei de revolutie (pe directie verticald) a tuturor fortelor care actioneaza asupra
partii din vas care se afla sub sectiunea y (figura 6.6).

Se obtine:

o; -h-Zzzr-cosa—;/~V(y)—7/-(H—y)ﬂrz =0=>

2
o -h-27zr-cosa=7-%(y+3H—3y):>

o;-2h-cosa :%(3H—2y):>

o = }/-r-(3H—2y): y-r-(SH—Zy)
3-2h-cosa 6h-cosa

o 5 r . : . . . g
Tinind cont cd tgax = — = r = y-tga se inlocuieste in ultima relatie si rezulta:

y-tga
=4-°" . y.(3H-2
1 6h-cosa Y ( y)

Se studiazd variatia tensiunii ¢; pe indltimea vasului, pentru ye[();H ] Se

obtine:
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|
1 ]
— —
o1 —_-1—_— O]
R
= —
— =
|
i
Figura 6.6.

o, (0)=0;0,(H)=-L"8% 4.1 _rHga
6h-cosa 6h-cosa

0} = const.-(3H —4y)= 0'} =0:>y=37He[0,H]

7 3H y-tga 3H 3H
o1 <0:O_1max:6][ 4 j:6h-cosa. 4 (31_1_7):)

3;/-H2-tga
16 -h-cosa

O max =

Diagrama de variatie a tensiunii ¢; este prezentata in figura 6.5.

Observatii:

e In cazul vaselor cu pereti subtiri diagramele de variatie a celor doud
tensiuni se pot reprezenta §i pe circumferinta vasului.

o Daca pe o suprafata oarecare actioneaza presiunea unui lichid, care are
un nivel liber, atunci componenta verticala a rezultantei fortelor de
presiune este egala cu greutatea lichidului din volumul situat deasupra

suprafetei.

Probleme propuse:
1. Sa se dimensioneze un vas cilindric cu raza R = /m pentru o presiune

de gaz p = 2N/mm’ stiind ¢i o, = 140MPa.
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2. Sa se dimensioneze un vas sferic in conditiile prezentate in problema

anterioara.

3. Sa se verifice rezervorul cilindric suspendat, plin cu lichid avand
greutatea specificd y = 10°N/mm’. Se cunosc: h = 4mm, H = 8m, R = 3m,

rezistenta admisibila a tablei este o, = 100MPa.

4. Sa se determine tensiunile din peretii unui rezervor cilindric suspendat,

(figura 6.7.). Se dau: greutatea specifica a lichidului y = 8 10°N/mm’, H = 5,5m,
h =6mm, R = 2m.

5. Sa se dimensioneze rezervorul conic suspendat, prezentat in figura 6.8.,
stiind ca naltimea sa este H = 5m, unghiul la varf 2a = 90°, greutatea specifica a

lichidului y = 24-10°N/mm’ si rezistenta admisibili a tablei o, = 100MPa.

i

a | E
| V
I
— =

v | B
N
&

Figura 6.7.
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CAPITOLUL 7

CALCULUL DE REZISTENTA LA OBOSEALA

7.1. Generalitati

Piesele nu rezistd la fel de bine la solicitari repetate, ca si la solicitarile
statice. Solicitarile variabile se obtin atunci cand sarcina variaza in timp ca
directie sau ca directie si intensitate. Variatia sarcinilor in timp are o influenta
hotdratoare asupra rezistentei materialelor solicitate. Practica a ardtat aparitia
ruperilor premature la multe organe de masini aparent bine dimensionate cu
relatiile clasice ale Rezistentei materialelor, dar solicitate variabil periodic in
timp. Ruperile s-au produs la tensiuni mult mai mici decat tensiunea
corespunzatoare limitei de curgere sau limitei de rupere pentru solicitarea statica.
Studierea mecanismului ruperii n cazul solicitarilor variabile a aratat ca ruperea
incepe cu formarea in locul cel mai solicitat a unor microfisuri, care se dezvolta
treptat si slabesc din ce in ce mai mult piesa si in cele din urma pot duce la
ruperea ei.

Fenomenul de rupere sub actiunea sarcinilor variabile in timp s-a numit

impropriu rupere la oboseald, ca si cum materialul ar fi obosit in solicitare,
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datoritd preludrii si cedarii de foarte multe ori a energiei de deformatie.
Capacitatea materialului de a se opune ruperii in cazul unor tensiuni variabile in
timp se numeste rezistentd la oboseald.

Mecanismul formarii fisurilor in cazul solicitilor variabile este foarte
complicat. In unele cazuri, zona in care apar fisurile este situati la suprafatd, in
altele in interiorul materialului piesei. Pand in prezent, ramane neclar daca
fisurile la oboseald iau nastere ca rezultat al compunerii tensiunilor remanente
din material cu tensiunile datorate sarcinilor exterioare, sau fisurile la oboseala
sunt rezultatul maririi si dezvoltarii microfisurilor existente in material inainte ca
acesta sa fie solicitat.

In unele cazuri fisurile aparute dintr-o cauzi sau alta se miresc sau se
inmultesc pand la rupere, alteori apare o stare de echilibru in care cresterea
fisurilor Inceteaza.

S-a observat cd dezvoltarea fisurilor devine deosebit de intensd daca
tensiunile variaza nu numai ca marime, ci §i ca semn (de exemplu tractiunea
alterneaza cu compresiunea).

Cercetarile experimentale au ardtat ca rezistenta la oboseald depinde de
forma si dimensiuni, de procedeul de prelucrare, de starea suprafetei precum si de
alti factori care trebuie sa se reflecte in metodele de calcul. Trebuie mentionat ca
majoritatea acestor factori, la efectuarea calculelor statice, adicd a calculelor in
cazul tensiunilor constante in timp, sunt apreciati ca secundari si nu sunt luati in
consideratie.

S-a putut observa ca ruperea apare dupd un numar cu atat mai mic de
variatii ale solicitarii, cu cat tensiunea maxima din sectiunea periculoasa are o
valoare mai mare. Dacd insd tensiunile produse au valori relativ mici, atunci
ruperea la oboseala nu se produce nici dupa un numadr foarte mare de variatii ale
solicitarii.

In comparatie cu ruperile produse prin solicitiri statice, ruptura la
oboseala are un aspect specific cu doud zone: o zond lucioasd si o zond

grauntoasa cu cristale ascutite, rezultate dintr-o rupere casanta, produsa brusc.

253



Ruperea la oboseald se produce in zona tensiunilor mari, unde anumiti
factori constructivi sau tehnologici, cum ar fi concentratorii de tensiune, conduc
la Inceput la aparitia unei microfisuri, care prin variatia solicitarii se adanceste.
Contactul dintre suprafetele rezultate prin fisurare duce la aparitia zonei lucioase
in sectiunea de rupere. Prin propagarea fisurii sectiunea sldbeste, pentru ca la un
moment dat ruperea sa se produca in mod brusc si sd apara astfel zona grauntoasa
in sectiunea de rupere.

Observarea macroscopica $i microscopica a unei sectiuni rupte prin efectul
oboselii, indica prezenta unei amorse locale (sau un inceput de amorsa a fisurii)
provocatd de o concentrare de tensiune datoritd unei imperfectiuni a materiei sau
schimbdrii geometrice a piesei. Aceastd amorsa este continuatd de o zona in care
ruptura pare si se aprofundeze din ce in ce mai mult. In cele din urma, o a treia
zond indica faptul ca o rupturd brusca se produce atunci cind sectiunea ramasa
este prea mica pentru a rezista solicitdrii. Se disting trei etape in timpul
procesului:

- amorsarea fisurii;
- propagarea fisurii;
- ruptura finala a materialului.

Observarea aspectului rupturii permite de cele mai multe ori determinarea
tipului de solicitare care a provocat ruperea piesei.

Pentru explicarea ruperilor la oboseala trebuie avut in vedere si faptul ca
relatiile de calcul stabilite se bazeaza pe ipoteza mediului continuu si pe ipoteza
izotropiei, ipoteze care nu concordd cu realitatea. Materialele utilizate in
constructia de masini contin pori, incluziuni nemetalice, grupuri de cristele
orientate in mod diferit, ceea ce constituie concentratori de tensiune, deosebit de
periculosi in cazul solicitdrilor variabile. Din cauza neomogenitdtii materialelor
distributia tensiunilor din sectiunile transversale ale barelor difera de cea care
rezultd din relatiile de calcul ale tensiunilor deduse pentru materialul omogen si

izotrop. Distributia reala a tensiunilor prezintd abateri, varfuri de tensiune, fatd de
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distruibutia teoreticd. Aceste varfuri pot constitui cauza microfisurilor care

conduc la ruperea la oboseala.

7.2. Clasificarea solicitarilor variabile

In majoritatea cazurilor in dreptul unui punct dintr-un organ de masina
tensiunea prezintd o variatie periodica intre aceleasi valori:

maxime O,,,, (sau 7,,,, ) s

minime o ,,;, (respective 7,,;, ).

Variatia tensiunilor pe durata unei perioade formeazd un ciclu de

tensiune. Pe baza notatiile din figura 7.1. se definesc urmatoarele elemente

caracteristice ale ciclului sunt:

at

3 . [m]
a B
b
timp
Figura 7.1.
J variafia tensiunii: AC = O pyuy — O pin =20, = 20,
o tensiunea maxima: O g = O, + 0,
J tensiunea minima: O, = O, — O,
. . 1
. tensiunea medie: o, = E(O-max + G in )
o . 1
J amplitudinea tensiunilor: o, = E(O-max — O in )
. . . . . O 1uin
o coeficientul de asimetrie al ciclului: R=—"—.
O-max

255



Observatie:

o Amplitudinea tensiunii este notatd cu &, sau o, respective T, sau t,,.

Marimea coeficientul de asimetrie al ciclului defineste natura unui ciclu de
tensiune. Ciclurile cu acelasi coeficient de asimetrie se numesc cicluri asemenea.
In dependentd de valoarea coeficientului de asimetrie se disting urmitoarele
tipuri de solicitari, prezentate in Tabelul 7.1.

Daca tensiunile maxime si minime sunt egale Tn marime insa de semne
contrarii, atunci cilcul se numeste simetric (pozitia 5 in Tabelul 7.1), in caz
contrar asimetric.

Se impun urmatoarele precizari:

o pentru solicitarea statica (constantd) tensiunea 1isi pastreaza

valoarea constantd, solicitarea fiind consideratd un caz particular al

tensiunilor variabile in timp cu amplitudine nula;

o pentru solicitarea oscilanta tensiunea in timpul solicitarii 1si

pastreaza semnul;

o pentru solicitarea pulsanta una din tensiunile limitd este egald cu

zero (ciclurile pulsatoare pot fi pozitive si negative);

o pentru solicitarea alternanta tensiunea isi schimba semnul in timpul
solicitarii;
o pentru solicitarea alternanta simetrica tensiunile limitd au aceeasi

valoare dar sensul contrar;
o solicitarea staticd, oscilanta i pulsanta pot fi pozitive sau negative
dupa cum tensiuneao,, este de intindere sau de compresiune.

Observatii:

o Starile de solicitare variabild cu tensiuni tangentiale sunt
caracterizate prin aceleasi elemente ca si starile cu tensiuni
normale;

o Clasificarea prezentata in dependenta de coeficientul de asimetrie

este aplicabila si in cazul tensiunilor tangentiale.

256



Tabelul 7.1.

Nr. Ciclul O O o,. O, R a
L | of Tmwe = Tmin R=+1
guax = g:l.‘d:l =0 gm = Crmax = gmi_n a = 0
N o =0 Pozitiv
| ¢ t | constant
2. . Tmae Tmin Re (0.0)
=) - -
O e =0 o,=0 ae (0.1)
T i = 0 o, %0 Oscilant
0 rid pozifiv -
nesimeryic
3. &1 T R=0
Ouax ™ c,=0,= _1 O s a=1
R O =0 2" Pozitiv
0 ' pulsatoriu
4. | o1 T e ..~ 0 Re (-1.0)
<0 0,0 ae (-10)
/r /ﬂ‘ﬂ\ » o =g o, =0 Alternant
L max min . -
0 "{U _ hd : nesimeltvic
L] 1
> gt o R=-1
- Oz = O mn Ty = 0 a=roa
/lTh\ j ”\. fm\ Oy =0 O, = Ogu Alternant

’ - simetric
W W : g

iy
6| @ Re (—eo.—1)
e gms.‘; =0 U....; =0 = (1‘ O-O}
] 0 <0 o, 20 Alternant
U - § - s
‘ o <l nesimetric
Tin
T. “ G-m'_u R = +co
T =) G-m = . a=1
'; max = =
t _ _ -
Oon<0 O _-\Tegam.
g, = 2 pulsatoriu
o,
8. ol Re (1,4e9)
; 4 O g = 0 g, <0 ae (O.l}
WWHM O <0 o, #0 Oscilant
U 41
oo Ty negariv -
I | nesimeivic
A | R=+1
D I ; UUSX = Jl\l:l{ O Jm = Drmgx = Umm a= O
a. =0 Negaiiv
Tme = i constant
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7.3. Rezistenta la oboseala. Curba Wahler.

Numeroase incercdri ale materialelor pentru diferite cazuri de variatii ale
tensiunilor au permis sa se stabileascd urmadtoarele ipoteze de bazd privind
rezistenta la solicitari variabile:

o materialele se pot rupe la tensiuni considerabil mai mici decat

rezistenta la rupere si chiar decat limita de curgere daca tensiunile variaza

de un numar suficient de ori;

o existd o tensiune maxima (limitd) pentru care materialul suporta

fara sa se rupa un numar practic nelimitat de mare de variatii ale tensiunii;

o madrirea amplitudinii tensiunii o, micsoreazd valoarea tensiunii

maxime limita a ciclului.

Cel mai raspandit tip de Incercare la oboseald in cazul starii de tensiuni
monoaxiale este Incercarea la Incovoiere pentru un ciclu simetric de variatie a
tensiunilor. Pentru determinarea modului de comportare a materialului la
solicitari variabile se folosesc epruvete de sectiune circulard cu diametrul
d=10mm, fara concentratori de tensiune, avand suprafata slefuitd supuse la o
solicitare de incovoiere purd sau de incovoiere simpla. Epruvetele se monteaza pe
o masind de Incercat, prezentatd schematic in figura 7.2., si sunt solicitate la
incovoiere iIntr-o miscare de rotatie cu o turatie constantd (epruvetele sunt
incastrate Tn dreptul unui capat si incarcate printr-o greutate P in dreptul
capatului liber).

In timpul miscarii de rotatie a epruvetei tensiunea normald din dreptul
unui punct oarecare isi schimba valoarea dupa un ciclu de solicitare alternant
simetric. Epruveta se roteste pand la rupere. Pentru stabilirea comportarii
materialului la solicitare variabild se confectioneaza mai multe epruvete care se
incearca la diferite forte de incdrcare cu valori descrescatoare, incepand de la

limita de rupere statica. Se scade apoi treptat valoarea fortei, rezultatele obtinute
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fiind reprezentate intr-un sistem de axe avand in abscisa numarul de cicluri pana

la ruperea epruvetei si in ordonata tensiunea maxima de rupere.

Indicatorde 2
rotatii - 1 7

T e W ety A S S ﬁ_

1 — epruveta de incercat;
2 — partea de prindere a maginii de incercat;
3 — rulment radial cu bile prin intermediul caruia se aplica forta de incarcare P

asupra epruvetei.

Figura 7.2.

Punctele obtinute se pot uni printr-o curbd, care se apropie asimptotic de o
valoare o g a tensiunii normale, la care ruperea nu se produce niciodata, oricare
ar fi numarul de cicluri de solicitare variabila. Aceasta valoare se numeste
rezistentda la oboseald, iar curba obtinutd poartd numele de curba Wohler sau
curba de durabilitate (figura 7.3.).

(T

curba lut Wohler

Figura 7.3.
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Rezistenta la oboseald o p este prin urmare egala cu tensiunea maxima la
care ruperea epruvetei solicitate variabil nu se produce nici dupa un numar foarte
mare de cicluri. Asadar rezistenta la oboseald este cea mai mare valoare a
tensiunii, la care epruveta rezistd un numar foarte mare de cicluri (de obicei acest

. - . . 7 . . N
numar se limiteaza la aproximativ 10 cicluri de incercare).
Expresia aproximativa a curbei Wohler, dupa Basquin, este data de relatia:

o Ny=k (7.1)

unde:

o p - rezistenta la oboseala;
N ¢ - numarul de cicluri pana la distrugerea prin oboseala;

m, k — constante de material.

Valoarea rezistentei la oboseald depinde de natura solicitdrii variabile
exprimatd prin marimea coeficientului de asimetrie R. Ca urmare se atribuie in
notatie, ca indice, coeficientul de asimetrie tensiunii maxime a ciclului
corespunzdtor rezistentei la oboseald. Astfel, cu op se noteazd rezistenta la
oboseala a materialului in cazul unui coeficient de asimetrie oarecare. Pentru
incercarea prezentata mai sus s-a determinat rezistenta la oboseald o_; a ciclului
alternant simetric. O curba asemandtoare se obtine pentru ciclul pulsator si atunci

se determind oy .

Luand scari logarirtmice curba Wohler poate fi reprezentata prin drepte

(figura 7.4.).

lgo 4
lgeay, A
kB
lgay
N
Figura 7.4.
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7.4. Diagrame ale rezistentelor la oboseala

Diagramele rezistentelor la oboseala permit citirea valorii rezistentelor la
oboseald in dependenta de natura ciclului de solicitare variabild, exprimat prin
coeficientul de asimetrie. Se impune folosirea lor in calculul la oboseald atunci
cand coeficientul de asimetrie al ciclului de tensiune este oarecare. Curba Wéhler
se obtine cel mai frecvent pentru ciclul alternant simetric si cel pulsator. Dar,
astfel de incercari se pot face pentru orice valori ale coeficientului de asimetrie

R e [-1,1]. Se pune problema cum pot fi grupate toate rezultatele obtinute pe o
asemenea gama de incercari. Aceasta se face folosind diagramele rezistentelor la

oboseala in coordonate o, s1 o, (diagrame de tip Haigh).

In figura 7.5. sunt prezentate diagrame ale rezistentelor la oboseald in

coordonate o,, si o, (Haigh), schematizarea dupd o linie dreaptd (Goodman,

Soderberg), elipsa (metoda Buzdugan) si doua drepte (metoda Serensen).

Curba din reprezentarea Haigh este curba ciclurilor limita sau curba
rezistentelor la oboseala. Punctul A reprezintd ciclul alternant simetric, iar
punctul B ciclul static. Punctele de pe curba reprezinta solicitarea pentru care
coeficientul de siguranta este egal cu 1.

Un punct situat sub curba ciclurilor limita, reprezinta un ciclu de tensiune
nepericulos, pe cdnd un punct situat deasupra unul care conduce la rupere prin
repetarea solicitarii. Un punct L reprezinta o rezistenta la oboseald, corespunzator
unui anumit coeficient de asimetrie R:

OR=0mL +0q (7.2)
Locul geometric al ciclurilor asemenea, deci al ciclurilor cu acelasi coeficient de
asimetrie, este o linie dreaptd care trece prin originea sistemului de referinta.
Pentru demonstrarea acestei afirmatii din expresia coeficientului de asimetrie:

R:O-m_o-a

0, +0,

se exprimad amplitudinea tensiunilor:
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=——0
“ I+R "
J’ib
ﬂ_J . ﬂuldk
Haigh
L ¥ Goodman Soderberg
5 g 5
B
0 lEr-!-]. "'-T;- 0 " Er-l-l"' o, " ﬁ-ﬂ 0 n*]-: 'LT( J ﬂtl
Jﬂ -
L
o
0 Oa

Figura 7.5

Se observa ca egalitatea obtinutd constituie chiar ecuatia dreptei ce trece

prin origne, in cazul in care R=const. Aceasta dreapta are coeficientul unghiular:

top=—
£¢ I+ Ry

Se observa urmatoarele trei cazuri particulare:

1. R=+1 si rezulta @ =0, ceea ce aratd cd axa absciselor este locul
geometric al solicitarilor statice;

2. R=-1 cand se obtine @ = 90°, adica axa ordonatelor constituie locul
geometric al ciclurilor alternant simetrice;

3. R=0 cand rezultdi @ =45%, ceea ce aratdi cd prima bisectoare a

sistemului de referinta este locul geometric al ciclurilor pulsante. Ea Tmparte in
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doua parti domeniul solicitarilor reprezentate prin puncte situate in primul cadran
al sistemului de referinta. Astfel punctele cu -1<@<0 reprezinta cicluri alternante,
iar punctele cu 0<@<+1 cicluri oscilante.

Pentru un anumit material diagrama rezistentelor la oboseala se
construieste prin puncte pe baza datelor din literaturd sau a incercarilor la
oboseala. Pentru o reprezentare cat mai exactd a curbei ciclurilor limita este
necesar sa se cunoasca rezistenta la oboseald pentru un numar cat mai mare de
solicitari, caracterizate de diversi coeficienti de asimetrie, ceea ce este greu de
realizat pe cale experimentald. Se determind cu usurintd rezistenta materialelor la

solicitare statica o, ; (adica in cazul materialelor tenace limita de curgere o, iar
pentru materialele care nu au o limita de curgere pronuntatd rezistenta statica de
rupere o, ). Nu necesitd un volum prea mare de incercari nici determinarea
rezistentei la oboseala pentru ciclul alternant simetric o_;. Uneori se cunoaste $i
rezistenta la oboseald pentru ciclul pulsant o).

Pe baza valorilor cunoscute se adoptd pentru calculul la oboseala
diagrame schematizate ale rezistentelor la oboseala. In figura 7.5. se prezinta

cateva diagrame schematizate in coordonatele o, si o, :

1. diagrama schematizata printr-o linie dreapta (Goodman, Soderberg)
cu ecuatia:
o o
4 —r =] (7.3)
O+1 O
2. diagrama schematizatd printr-un sfert de elipsa (metoda Buzdugan)

avand ecuatia:

2 2
("—MJ +["VJ y (7.4)
041 O_j

3. diagrama schematizata prin doud linii dreapte (metoda Serensen),

obtinutd unind punctele 4 si L printr-o dreapta si trasand apoi din L o
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dreapta inclinatd cu aproximativ 45° pand in punctul B, corespunzitor

tensiunii o, ;.

Observatii:
o Consideratiile de mai sus sunt aplicabile si in cazul ciclurilor cu
tensiuni tangentiale.
o Dezavantajul acestor schematizari consta in faptul ca inlatura o
parte din capacitatea de rezistenta a materialului, adica suprafata

cuprinsa intre liniile drepte §i curba reala.

7.5. Factori care influenteaza rezistenta la

solicitari variabile

Ruperea la oboseald a pieselor solicitate variabil in timp depinde de mai

multi factori:

o materialul si tehnologia de fabricatie;
° natura solicitarii;

° concentratorii de tensiune;

o dimensiunile piesei,

o starea suprafetei piesei;

° tensiunile remanente;

° temperatura;

J actiunea agentilor corozivi, etc.
Observatii:

o Efectul unora dintre acesti factori se cunoaste cantitativ, iar efectul

altora numai calitativ.
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e Rezistenta la oboseala a unei piese difera de cea determinata pe
epruvete. Valoarea acestei rezistente se determind cu ajutorul unor

coeficienti de corectie.

7.5.1. Materialul si tehnologia de fabricatie

Fiecare material poseda alte caracteristici mecanice, deci alte caracteristici
la solicitari variabile. Cu cat rezistenta statica a materialului este mai mare cu atat
si rezistenta la oboseala are o valoare mai ridicata. Daca materialul are o structura
mai omogena §i o granulatie mai mica, atunci el rezistd mai bine la solicitarea
variabild. Un tratament termic corect executat determind imbunatatirea rezistentei
la oboseala. O influentd favorabild asupra comportarii la solicitarea variabild au

forjarea si laminarea pe directia eforturilor.

7.5.2. Natura solicitarii

Natura solicitarii variabile prezintd o importantd deosebitd alaturi de
marimea solicitarii. Dintre solicitarile simple rezistenta la oboseald pentru
solicitarea de incovoiere are valoarea cea mai mare, deoarece tensiunile de
incovoiere sunt mari numai intr-o zond restransd a sectiunii transversale.
Rezistenta la oboseala depinde si de coeficientul de asimetrie al ciclului, valoarea

cea mai mica fiind cea corespunzatoare ciclului alternant simetric.

7.5.3. Concentratorii de tensiune

In calculele efectuate pani in prezent nu s-a luat in consideratie efectul
schimbadrii de sectiune, adica trecerea de la o sectiune la alta. Cercetarile teoretice
si experimentale au aratat ca in locurile de variatie bruscd a sectiunilor
transversale (gauri, gatuiri, canale de pana, racordari, etc.) si in zona contactelor
dintre corpurile solide se produc concentrari de tensiune. Tensiunile nu mai
corespund celor calculate cu formulele clasice din rezistenta, au valori mult mai
mari (valorile sunt cu atat mai mari cu cat schimbarea de sectiune este mai brusca

si raza de racordare mai micd) si in unele cazuri dirijarea lor este spatiala.
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Pentru calculele de rezistenta al solicitdrilor statice s-a definit un
coeficient teoretic de concentratre, egal cu raportul dintre tensiunea maxima din

concentrator si tensiunea nominala:

oy = _max (75)

Tensiunea nominala reprezinta tensiunea calculatd (cu relatiile stabilite de
Rezistenta materialelor) fie in ipoteza absentei cocentratorului, fie fard luarea in
consideratie a perturbatieci campului fortelor interioare cauzate de catre
concentrator.

Se numeste coeficient efectiv de concentratre a tensiunilor constante in
timp, coeficientul care indicd de cate ori concentratorul reduce capacitatea
portantd a piesei. Acest coeficient de concentrare trebuie luat in consideratie in
special la calculul barelor confectionate din materiale fragile. La materialele
tenace efectul de concentrare este mai putin periculos.

Efectul de concentrare se produce intotdeauna si in cazul solicitarilor
variabile, dar coeficientul de concentrare are o valoare putin mai micd decat in
cazul solicitarilor statice, datoritd unei usoare egalizari a tensiunilor prin variatia
solicitarii. Pentru calculul solicitarilor variabile se foloseste un coeficient numit

coeficientul efectiv de concentrate a tensiunilor B, care indicd de cate ori este

mai mare rezistenta la oboseald a epruvetei fara concentrator decat rezistenta la
oboseala a epruvetelor cu concentrator.

Pentru determinarea acestui coeficient se utilizeaza epruvete cu si fara
concentrator, pentru care se determinad rezistenta la oboseala. Coeficientul efectiv

de concentrate a tensiunilor f; se defineste prin raportul dintre rezistenta la
oboseald pentru o epruvetd neteda fard concentrator (og) si rezistenta la

oboseala a piesel cu concentrator (o gy ), avand acelasi coeficient de asimetrie R:

B =;’—Rk (7.6)
R

266



Observatii:
e Valoarea coeficientului efectiv de concentrare depinde de forma si
dimensiunile concentratorului, de material si de natura solicitarii.
o Coeficientul este intotdeauna mai mare ca unitatea.
o Se remarca faptul ca rezistenta la oboseala a epruvetei cu
concentrator (o gy ) se calculeaza ca tensiune nominala.
o Valorile ale coeficientului efectiv de concentrare se dau in tabele si
diagrame.

Valorile coeficientului efectiv de concentrate pentru diferiti concentratori

de tensiuni sunt date in figurile 7.6.-7.9, 7.13, 7.14, 7.16.-7.20. si in Tabelul 7.2.

30 .
\ \
2.5 Y
\
S g \

a, < s00MPa | o, =1200MPa

0 Y 0.2 0.3 0.4
rd
Figura 7.6
4 | |
a, =1200MPa ‘ |
\ Ml il MJ
By & 3

N\ \ | Did=2

Q ﬂ'? . ]DﬂWPa
]\ o, = 500 AdPa
I

a,-quwa7\ i

()

I o, = 600APa ———
0 0.1 0.2 03 04
Hd
Figura 7.7

267



30

| | | |
1 o ¥
i
2.5 1 . —
\ W, M,
Be 5 NN
L = —
\ o
. | |

\ Did=2
1.5 o~ - I I
&h&; o, = 1200MPa
| a = S00MPa
1 |
0 0,1 0,2 0.3 04
rid
Figura 7.8

E\.'l

By
——

.

z,u\

A, \
R Did=143 o, - 1000AFs -
g \ \T‘ST Did=141  ©@,=<00- (00idFs
AN
\‘ .\‘\\:‘:—\\\-\h
\\&:
I
10 0.1 0.2 0,3
ifd
Figura 7.9.

Se observa ca valoarea coeficientului efectiv de concentrare este cu atat
mai mare cu cat raza de racordare este mai mica si cu cat materialul are o
rezistentd de rupere mai ridicata.

De mentionat cd, in cazul cand raportul diametrelor D/d este diferit de 2 se

face o corectie suplimentara prin coeficientul & (figura 7.10) cu relatia urmatoare:

Br=1+&-(Pro—1) (7.7)

. D
unde S, este coeficientul de concentrare pentru raportul diametrelor 7 =2.
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Daca se cautd coeficientul efectiv de concentrare pentru un otel cu

rezistenta o, oarecare, careia nu-i corespunde nici o curbd pe aceste diagrame, se

poate folosi relatia:
Bi =&+ Bro (7.8)
unde & este un coeficient dat in figura 7.11 pentru incovoiere si in figura 7.12

pentru torsiune, iar f;, corespunde otelului carbon cu o,.= 500MPa.
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In lipsa datelor experimentale, coeficientul efectiv de concentrare [

poate fi determinat in functie de coeficientul teoretic de concentrare a tensiunilor

oy, cu relatia:

Br=1+n-(ap—1) (7.9)

unde 77, este un coeficient de sensibilitate la crestaturi (figura 7.15).
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Figura 7.15.

In figura 7.15 se dau valorile acestui coeficient pentru oteluri. Mirimea

coeficientului depinde de natura otelului si de raza de racordare a crestaturii.
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Pentru oteluri de mare rezistentd coeficient de sensibilitate are o valoare
apropiata de unitate. Pentru oteluri de constructie, in medie acest coeficient este
cuprins Intre 0,6 si 0,8, iar pentru fonta 77, ~ 0. Aceasta se explica prin existenta
in fonta turnatd a unui numar mare de concentratori (neomogenitatea structurii,
incluziuni, goluri).

In figura 7.16 curba 1 se referd la raportul a/d=0,05+0,1 si d=40+~50mm,
curba 2 la raportul a/d=0,15+0,25 si d=40-50mm, iar curba 3 la raportul
a/d=0,15+0,25 si d=6+8mm.
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Curba 1 din figura 7.20 are in vedere arborele cu piesa montata pe el, iar curba 2

arborele fara piesa

De retinut:

o Concentratorii de tensiune micsoreaza rezistenta pieselor supuse la
solicitari variabile. Ca urmare, configuratia geometrica a organelor de
magini trebuie proiectata incat efectul de concentrare al tensiunilor sa fie

cdt mai redus. In acest sens este necesar sa se evite pe cat posibil
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schimbarile bruste de sectiune ale pieselor in special in apropierea

sectiunilor in care tensiunile sunt mari.

Tabelul 7.2.
N Cmar
B =@ NI -

— 1 1 3 1 3 1

Bib T 16 g 16 4 8 2
6.0 - 2.7 2.3 2, 1.80 1.60
3.0 3.10 2.66 2.28 2, 1.76 1.60
2.5 3.10 2.58 2.18 1.90 1.65 1.51
2, 2.60 2.29 1.97 1.74 1.52 1.41
1.75 2,42 2.14 1.87 1.66 1.45 1.35
1.50 2.20 2.00 1.77 1.58 1.39 1.31
1.375 2.10 1.92 1.72 1.54 1.30 1.28
1.250 1.96 1.84 1.66 1.50 1.32 1.26

1.225 1.86 - 1.60 - - -

7.5.4. Dimensiunile piesei

Experienta a aratat ca odatd cu cresterea dimensiunilor sectiunii
transversale rezistenta la solicitdri variabile scade. Aceastd constatare se explica
prin faptul ca, cu cat volumul si suprafata piesei sunt mai mari, cu atdt mai
numeroase sunt incluziunile nemetalice din piesa, porii, cristalele orientate
diferit. Acesti mici concentratori de tensiune pot constitui cauze ale aparitiei
microfisurilor si inceputurilor de ruptura. Prin urmare cu cat piesa este mai mare
cu atat sunt mai mari si sansele de aparitie ale microfisurilor, toate piesele reale
cu un diametru d>I0mm avand o rezistentd la oboseald mai micd decat cea
obtinutd prin incercari.

Pentru a explica fenomenul micsorii rezistentei la oboseald o datd cu
cresterea dimensiunilor pieselor s-au emis doud ipoteze. Prima ipoteza explica
fenomenul prin faptul ca o datd cu cresterea dimensiunilor pieselor creste
numarul particulelor de material dispuse la suprafata care se gasesc in starea cea

mai solicitatd (incovoiere, rdsucire), ceea ce mareste probabilitatea existentei
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diferitelor defecte (sulfuri, microfisuri, incluziuni, urme de prelucrare prin
aschiere) in stratul superficial. In aceste locuri incepe de obicei dezvoltarea
fisurilor la oboseala a caror crestere este deosebit de intensd in cazul gradientilor
mici de variatie a tensiunilor. A doua ipotezd explicd micsorarea rezistentei la
oboseala o datd cu cresterea dimensiunilor pieselor prin faptul ca la prelucrarea
mecanica a pieselor de dimensiuni mici se produc deformatii plastice ale stratului
superficial la o adancime relativ mai mare decat la epruvetele de dimensiuni
mari. Tensiunile remanente care iau nastere la deformarea plastica influenteaza
favorabil asupra rezistentei la oboseala.

Pentru calculul la oboseald se defineste un factor dimensional & prin
raportul dintre rezistenta la oboseald, pentru un ciclu alternant simetric, a unei
piese sau epruvete de diametru oarecare d si rezistenta la oboseald a epruvetei de
diametru d,=10mm:

g={0=1)0. (7.9)
(0_1)a,

Variatia factorului dimensional, in dependenta de diametrul barelor de

sectiune circulard pentru solicitarea de incovoiere este indicata in figurile 7.21,

7.22.
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Figura 7.21.
In figura 7.21 curbele 1 si 2 se referd la otel carbon neted, bine lustruit
respectiv slefuit, 3, 4 si 5 la otel aliat lustruit, slefuit, respectiv cu concentrari

usoare de tensiune, iar curba 6 la otel de constructii cu o, = 650MPa.
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Valorile factorului dimensional in dependentd de diametrul arborilor de

sectiune circulard, pentru solicitarea de torsiune, sunt indicate in figura 7.23.
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Figura 7.23.

In figura 7.24 se dau coeficietii de concentrare, inclusiv factorul

dimensional ’B—k Graficul este construit pentru otel carbon cu o,= 500MPa,
g

respectiv pentru o presiune intre bucse si arbore p > 30 MPa .

Curba 1 se refera la arbore incarcat prin forta si cuplu, iar curba 2 la arborele
neincdrcat. Pentru alte rezistente de rupere, respectiv altd presiune de fretaj,
coeficientul de concentrare este:

&:(&

& &

j EE (7.10)
0

unde ('B—kJ sunt valorile din figura 7.24.
g
0
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Cei doi coeficienti de corectie din relatia (7.10) se 1au din figurile 7.25 si 7.26.
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7.5.5. Starea suprafetei

Experienta a aratat ca starea suprafetei pieselor are o influentd deosebita
asupra ruperii la oboseala. O piesd cu suprafata prelucrata fin, lipsita de zgarieturi
sau fisuri, rezistd mult mai bine la solicitari vabiabile decat o piesd cu suprafata
prelucratd grosolan sau cu suprafata corodati. Aceastd influentd este mai
pronuntata la solicitarea de torsiune si de incovoiere, la care tensiunile cele mai
mari apar in dreptul conturului sectiunilor. Zgarieturile, micile crapaturi, urmele
cutitului de aschiere sunt de fapt concentratori de tensiune. Efectul acestor
concentratori este cu atat mai redus cu cat suprafata piesei este prelucrata mai fin
si mai ingrijit, in special n cazul otelurilor aliate, deosebit de sensibile fatd de
concentrarea tensiunilor.

Pentru a lua in consideratie in calcul starea suprafetei pieselor, se defineste
drept coeficient de calitate al suprafetei y raportul dintre rezistenta la oboseala a

unei epruvete avand calitatea suprafetei oarecare o_; si rezistenta la oboseald a
unei epruvetei cu suprafata slefuita, lipsita de concentratori o_;:

y="=Is (7.11)
O_j

Valorile coeficientui de calitate al suprafetei y pentru diverse moduri de
prelucrare al suprafetei, in functie de rezistenta la rupere, sunt indicate in figura
7.27. Cele sase curbe se refera la: curba 1 la epruveta lustruita, curba 2 la slefuire
find, curba 3 la slefuire sau strunjire fina, curba 4 la suprafata laminata cu crusta,
curba 5 la coroziune in apa dulce, curba 6 la coroziune in apa sarata. Coeficientul
de calitate al suprafetei y este cu atat mai mic cu cat suprafata este prelucratd mai
grosolan. Pe langa prelucrarea find a suprafetei, se utilizeaza uneori tratamente de
suprafata, prin care se obtin coeficienti de calitate cu valori mai mari. Astfel, se
pot aplica tratamente termice sau termochimice ca cementarea, nitrurarea, calirea
cu flacara sau prin curenti de inaltd frecventd, de asemenea tratamente mecanice

ca rularea cu role, ecruisarea cu jet de alice, etc.
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Figura 7.27.

Rezultatele incercarilor la oboseala au demonstrat ca:

J in cazul nitrurii otelurilor carbon rezistenta la oboseald creste cu

panad la 50%, iar in cazul otelurilor cu crom cresterea nu depdstete 25% ;

o epruvetele din fonta supuse calirii prin curenti de inaltd frecventa,

atat cele netede cat si cele cu crestiturd, au o rezistenta la oboseala cu 10-

15% mai mare;

o rularea cu role a epruvetelor netede de otel determina o crestere a

rezistenta la oboseald a acestora cu 20%-30%;

o lustruirea hidrodinamica permite cresterea rezistentei la oboseald cu

25%.

Dacd piesa lucreaza intr-un mediu coroziv §i se oxideazd sau daca
suprafata ei se acopera prin nichelare, cromare, aramire sau zincare coeficientul
de calitate 1s1 micsoreaza valoarea. Astfel:

o nichelarea duce la o reducere cu pand la 35% a rezistentei la

oboseala (rezistenta statica nu se reduce prin nichelare);

. rezistenta la oboseald se reduce cu pana la 15% datorita aramirii;
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o aplicarea acoperirilor cu lacuri §i vopsele, grunduirea nu au o

influenta apreciabila asupra rezistentei la oboseald a pieselor.

De retinut
Tindnd cont de efectul cantitativ simultan al celor trei factori prezentati
mai sus (concentratorii de tensiune, dimesniunile piesei, starea suprafetei piesei)

rezistenta la oboseala a unei piese reale (0'_ 1) p pentru un ciclu alternant

simetric, difera de cea determinata pe epruvete o_; si se determina cu relatia:

(o_1), =%‘kl-€w (7.12)

unde: B - coeficientul efectiv de concentrate a tensiunilor;

& - factorul dimensional;
y - coeficientul de calitate al suprafetei.
Cei trei coeficienti depind de natura solicitarii si se determind, de obicei,

pentru solicitari alternant simetrice.

7.5.6. Temperatura

Problemei rezistentei la oboseald in cazul temperaturilor ridicate i se
acorda o atentie deosebitd , datoritd nivelului Tnalt al regimurilor de temperatura
in conditiile de exploatare ale unor piese. In unele cazuri prezintd un mare interes
si rezistenta la solicitdri variabile a materialelor la temperaturi joase. Cercetarile
experimentale privind influenta temperaturii asupra rezistentei la oboseala au
ardtat ca prin cresterea temperaturii piesei scade rezistenta ei la solicitarea
variabild, iar prin scaderea temperaturii sub cea normala rezistenta la oboseala
creste. La temperaturi ridicate curba Wohler nu mai prezintd o asimptotd
orizontala, ci coboara in mod continuu la nivele tot mai mici de solicitare. La
oteluri, peste 300°C se produce o scadere a rezistentei la oboseald cu 15-20%,

pentru fiecare crestere a temperaturii cu 100°C.
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7.6. Calculul coeficientului de siguranta al

solicitarii variabile

La proiectarea subansamblurilor si a organelor de masgini, calculul de
rezistentd se efectueazd de obicei prin metoda aproximatiilor succesive. La
inceput, in functie de conditiile tehnice date se efectueaza un calcul prealabil si se
determina cotele principale ale piesei. Cu datele orientative obtinute se
intocmeste schita de proiect a subansamblului. Dimensiunile alese se rotunjesc si
se modifica in concordantd cu considerentele constructive, standardele si
normativele in vigoare.

Bazandu-se pe schita de proiect astfel intocmita se efectueaza calculele de
verificare al cdror scop este determinarea coeficientilor de sigurantd la piesele
cele mai solicitate ale subansamblurilor. Dupa aprecierea coeficientilor de
sigurantd din nou se fac schimbari si corecturi in desene si din nou se executa
calcule de verificare. Determinarea directa a dimensiunilor pieselor in functie de
rezistentele admisibile date este posibilda numai in cazuri foarte simple. Prin
urmare, forma de baza a calculului o constituie calculul de verificare, cu
determinarea coeficientilor de siguranta, urmata de aprecierea acestora.

Problemele aprecierii coeficientilor de sigurantd si a alegerii rezistentelor
admisibile trebuie rezolvate pe parcursul proiectarii cu luarea in consideratie a
indicilor tehnico-economici. Problema de baza la calculul coeficientilor de
sigurantd este determinarea starii limitd urmatd de calculul sarcinilor si
tensiunilor limita ale piesei (subansamblului) de calculat.

In general, in cazul solicitarilor variabile, dimensionarea se face tot dupa
metoda rezistentelor admisibile, ca si in cazul solicitarilor statice. Calculul la
oboseala este, in primul rand, un calcul de verificare. El se poate efectua dupa
alegerea tuturor dimensiunilor piesei si a tehnologiei de fabricatie. Verificarea la
solicitarea variabila constd din calculul coeficientului de siguranta al solicitarii

produse 1n sectiunile periculoase ale piesei. Pentru ca piesa calculata sa reziste la
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solicitarea variabilda este necesar sd se obtind un coeficient de sigurantd al
solicitarii mai mare decat cel indicat in memoratoarele ingineresti.
Se defineste drept coeficient de sigurantd la solicitare variabild raportul

dintre rezistenta la oboseald a piesei si tensiunea maxima produsa in piesa:

GR .
¢ =t (7.13)

O-max

Tinand cont de relatia (7.12) rezistenta la oboseald a piesei pentru un ciclu
cu coeficientul de asimetrie R este datd de relatia:

OR
===y (7.14)
piesa ﬂk

unde: op - reprezintd rezistenta la oboseald determinatd pe epruvete

OR

normalizate pentru ciclul cu coeficient de asimetrie R.
In tabelul 7.3. sunt indicate valori ale coeficientilor de siguranti la
oboseald. Acesti coeficienti au valori relativ mici, intrucat calculul presupune o

cunoastere cat mai exacta a factorilor care duc la ruperea prin oboseala.

Tabelul 7.3.
Felul piesei c
Piese din otel 1,5-1,7
Piese usoare din otel 1,3-1,4
Piese importanta din otel, cu incercarea la oboseala 1,35
facuta pe piesa
Piese din otel turnat 1,4-2
Piese de fonta 2-3
Piese din aliaje de cupru 2-2,7
Piese din aliaje usoare 2-2.5

Astfel, coeficientul de siguranta la solicitari variabile devine:
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& O
L_E7 Or

(7.15)
ﬂ k  Omax
Relatia (7.15) pentru coeficientul de siguranta poate avea o serie de forme

particulare dependente de natura solicitarii, dupd cum urmeaza:

1. Ciclul alternant simetrice (0,4 =0,). In acest caz coeficientul de

siguranta este:

¢y =—rl (7.16)

2. Solicitarea variabild cu coeficient de asimetrie oarecare.

In acest caz se va face apel la una din diagramele rezistentelor la solicitari
variabile. In majoritatea metodelor de calcul se admite ci trecerea de la ciclul real
la ciclul limita se face pastrand acelasi ciclu de asimetrie R=const. (metoda
Sodeberg). Se admite pentru calculul unei piese solicitate variabil diagrama

schematizata printr-o linie dreapta (Soderberg) prezentata in figura 7.28.

A

O 41

A

A 4

Figura 7.28.

S-a ardtat ca toate ciclurile aflate Tnafara dreptei AB sau cuprinse pe

aceastd dreaptd conduc la ruperea piesei. Deci dreapta AB arata limita rezistentei
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la solicitdri variabile pentru un ciclu oarecare. Daca se Tmpart coordonatele
acestei drepte prin coeficientul de sigurantd ¢ se va obtine dreapta 4;B; care
limiteaza diagrama rezistentelor admisibile.

Un punct oarecare M are coordonatele curente o, si o,. Atunci
coeficientul de siguranta al solicitdrii poate fi exprimat in felul urmator:

OR(L o +O (2 (o2
(L) _ YmL vl _YmlL _ YvL (717)
O-max( M) Oy +0, Om Oy

Tinand cont de relatia 7.3, particularizata pentru punctul L, se obtine:

o o
mL + vL =]
O+1 O-j

sau tinand cont de relatia 7.17:

OmL Om +O-vL Oy =7

Om O+1 Oy O

o o
c(_er_VJ:]
O+1 O-j

Se obtine expresia coeficientului de sigurantd corespunzdtor doar rezistentelor

de unde:

obtinuta in laborator:

O-1 041
Pentru piesa reala trebuie introdusi cei trei factori si astfel expresia coeficientului
de sigurantd, pentru schematizarea curbei ciclurilor limita printr-o linie dreapta,
este:
1

Cy = (7.18)
7 ﬂk Oy, _I_o-m

&y 0.1 Oy

In cazul schematizarii printr-un sfert de elipsa (metoda Buzdugan) avand ecuatia:
2 2
041 0
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se obtine Tn mod asemanator:

cy = : : (7.19)
IBk Oy + Om

&y 0 O+1

Dupa metoda Serensen pentru ciclurile alternante (-1<R<0) rezulta:

c = 9-1

& . O-v + W . Jm

£y (7.20)

2-0_,—o0,
l// =

O-O
iar pentru ciclurile oscilante (0<R<+1):

=7 T (7.21)

FE o 0o,

E-y

Observatie:

o Pentru solicitarea de torsiune relatiile sunt identice, dar se
schimba tensiunea & cu tensiunea t. In acest caz coeficientul de
concentrare a tensiunilor, factorul dimensional §i factorul de calitate a

suprafetei sunt diferiti de cei pentru starea de tensiuni monoaxiald.

3. Solicitarea variabila compusa de incovoiere cu torsiune
Pentru calculul la oboseala al solicitarilor variabile compuse se pot utiliza

coeficietii de sigurantd partiali ¢, $1 ¢, care au In vedere cate o singurd

solicitare, corespunzdtoare tensiunilor normale (incovoierea), respectiv
tensiunilor tangentiale (torsiunea). Metoda de calcul se refera in primul rand la
stari de solicitare alternant simetrice, cand:

c,. =—0, =0

max min v

T =—7 =7

max min v

Coeficientii de siguranta partiali se definesc tindnd cont de relatia (7.13.):
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o)

—1 i,
_ piesa
CG =
O max
T_ ] piesa
¢ = —lpiesa

T

Tmax

respectiv in dependenta de rezistenta la oboseald a epruvetei normalizate:

Ey-0O_
c, = VO-1
ﬂk'av
gy -T_
¢, = VT
IBk'Tv

Pe cale experimentala s-a trasat o curba a rezistentelor la oboseald in

coordonate o, si 7, pentru solicitdrile variabile de incovoiere cu torsiune,

produse prin cicluri alternant simetrice care actioneaza simultan si in faza (figura
(7.29)).

AT,
A
c=1
T L
c=const
TvL
T
0 v B oy
Oy OvL 0.1
Figura 7.29.

Un punct oarecare M exprima o anumitd stare de solicitare compusa,

caracterizatd prin amplitudinile ciclurilor o, si 7, ale celor doud solicitari. Pe
axa absciselor (rv = 0) sunt reprezentate numai stiri de incovoiere cu rezistenta

la oboseald o_;, in schimb pe axa ordonatelor (ov = 0) stari de torsiune cu
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rezistenta la oboseald 7z_;. La actiunea simultand a celor doud solicitdri ruperea

la oboseala se produce in dreptul unui punct L de coordonate:
Oy <O0_j
Tyl < T_j
Curba rezistentelor la oboseala (locul geometric al punctelor cu

coeficientul de siguranta c¢=I) poate fi aproximata cu o elipsa de ecuatie:
2 2
owl| ]
o_; T_;

O elipsda asemenea cu aceasta reprezintd locul geometric al starilor
compuse de solicitare cu acelasi coeficient de siguranta.

Coeficientul de siguranta al starii de solicitare compusa, reprezentata prin
punctul M, se calculeaza de obicei fatd de starea limita definitd de punctul L,
situat pe dreapta OM, care trece prin originea sistemului de referinta. Astfel, se
admite ca probabila crestere a solicitdrilor se produce prin mentinerea constanta a
raportului dintre marimile caracteristice ale celor doua solicitari.

Coeficientul de siguranta al solicitarii variabile compuse este:

(o2 T
c= vL _ ‘vL

(o3 T

\4 Vv

Se transcrie ecuatia elipsei, inmultind si impartind fractiile cu aceeasi marime :

2 2
o o T T
B’ St Y RNV ZRt U Y
o, O_g T, T_g
si rezulta
2 2
C C
— | +|—| =1
CO' CT

respectiv, relatia pentru calculul coeficientului de sigurantd la solicitarile

compuse, (relatia lui Gough si Pollard):

¢ :% (7.22)
Co. + CT

287



unde c,s$1 ¢, sunt coeficientii de sigurantd partiali ai solicitarilor simple
componente determinati prin metodele ardtate mai sus. Prin urmare cu ajutorul

relatiei (7.22) calculul la obosealda se reduce la determinarea coeficientilor de

siguranta partiali ai solicitarilor simple.

: . g o_ -
La materialele fragile se noteazd cu ¢@=—-, raportul limitelor la
T-1

oboseala la ciclurile alternant simetrice de incovoiere si torsiune, iar coeficientul
de sigurantd se determina cu relatia:

2
[ij (¢—1)+§(2—¢)+(§

CO' T

2
j =1 (7.23)

care pentru ¢ = 2 devine identica cu relatia anterioara.

Observatii:
o Coeficientii de siguranta partiali trebuie sa indeplineasca conditia:

Co>Cqr Cr 2C,.

o Coeficientul de siguranta global trebuie sa indeplineasca

conditia:c 2 c,.

o Relatia (7.23) este valabila pentru materiale tenace si ar trebui sa
fie aplicata numai pentru ciclurile alternant simetrice de incovoiere cu
torsiune. Conventional ea se poate aplica §i pentru solicitarile variabile
oarecare, insa in aceste cazuri coeficientii de siguranta la solicitari

simple se determina cu formulele corespunzatoare.

Aplicatii:

1. Un arbore de otel (z. = 140MPa, t.; = 110MP) de sectiune circulara
este solicitat la torsiune dupa un ciclu oscilant (momentul de torsiune variind de
la o valoare minima M,,;, =10° Nmm pana la o valoare maxima M,,, = 2-1 0°
Nmm). Se cere sa se calculeze diametrul arborelui, daca se admite un coeficient

de sigurantd c¢=2,5. Se dau: coeficientul dimensional ¢, = 0,8, coeficientul efectiv
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de concentrare a tensiunilor in sectiunea periculoasd S, = 1,36, coeficientul de

calitate a suprafetei strunjite fin y = 0,6.

Rezolvare:

Tensiunea tangentiala in cazul solicitarii de torsiune se calculeaza cu

relatia
M M
r=—l=—"2=" (7.24)
Wp T-d
16
Tensiunile tangentiale sunt proportionale cu momentele de rasucire:
6
Tmax :thax :2'10 —2=7.. =057
6 min max
Tmin Mt min 10
Elementele caracteristice ale ciclului sunt:
. . 1
- tensiunea medie: 1, = E(Tmax +Toin ) =075 Ty

- amplitudinea ciclului: 7, = é(rmax ~Toin ) =0.25 T, 0x

Coeficientul de sigurantd se determina cu relatia (7.18):

sau 1nlocuind valorile numerice:

1
2,5 =
1,36 . 0,25- Tmax n 0,75- T max
06-0,8 110 140
de unde rezulta:
T = 36,6 MPa

max

Din relatia (7.24) se determind diametrul arborelui:

6
d=3 M max =3 2-10 ~65mm
027, V02366
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2. Se considera arborele strunjit din otel carbon solicitat la o incovoiere
oscilantd cu M; o = 15:10° Nmm §i M; i = 75-10° Nmm (figura 7.30.).
Cunoscand o, = 600MPa, o.; = 360MPa, o, = S800MPa se cere valoarea

coeficientului de siguranta.

Figura 7.30.

Rezolvare:

Tensiunile din sectiunea periculoasa sunt:

5
o _Mimar _15-10 = 69,6 MPa
max Wz 7Z"603
32
M. . 707
O iy = — _73-10 = 34.8MPa
W, -60°
32
O + O

o, = M = 52,2MPa

o, =Zmax —Fmin _ 17 47Pg
2

Se aleg urmatoarele valori pentru coeficientii de corectie:
- factorul dimensional: ¢ = 0,77 (otel carbon si d=60mm);
- factorul de calitate al suprafetei: y = 0,8 (pentru o, = 800MPa,
strunjit);
- factorul de concentrare: k,, = 1,6 (pentru o, = 800MPa si
r/d=6/60=0,1), cu ¢ = 0,6 pentru D/d=80/60=1,33 rezulta:
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Br=1+& (ks —1)=1+0,6(16-1)=136

Coeficientul de siguranta este:

i i
— = = ]
‘B o, L Ow 136 174 522 243

ey o, o, 07708 360 600

3. Arborele din figura 7.31, confectionat din otel OL 50 cu urmatoarele
caracteristici o, = 300MPa, o.;, = 200MPa, 1, = 190MPa, t.; =120MPa, este
supus unei solicitari variabile compuse de incovoiere cu torsiune. Momentele
variaza intre valorile: M; .. = 2-10° Nmm St M; jpin = 15°1 0° Nmm, M, = 1 0
Nmm $i M,,;, = 0 Nmm. Arborele are suprafata slefuitd. Se cere sa se verifice

arborele la oboseala.

D = 40mm, d = 25mm, r = 3mm.
Figura 7.31.
Rezolvare:
Pentru a determina coeficientul de sigurantd global pentru solicitarea de

incovoiere cu torsiune este necesar sd se calculeze coeficientii de siguranta

partiali ¢, si ¢, . Elementele ciclurilor de incovoiere, respectiv de torsiune sunt:
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M. .10°
o, = imae _ 2107 _ 136 3015,

32

M. .
O pin = % =97,7MPa
z

+ .
c,, :M:”MM

o, :M:I(SJMPa
2

M 5
Ty = ——24% = 10 =32,59MPa

16

M. .
Toin = —2 = O0MPa
p

£y = 2max *Tmin _ 16 29 Py
2

r, =1 < 16,29MPa
Pentru d = 25mm factorii domensionali au valorile: ¢, = 0,91 si ¢, = 0,84,
iar factorii care tin cont de calitatea suprafetei arborelui sunt egali cu y, =y, = 1.
Coeficientii efectivi de concentrare a tensiunilor sunt:
Po=1+1(1,4-1)=1,4
p.=1+1(1,25-1)=1,25
In cazul schematizarii ciclului printr-o dreapti (Sodeberg) coeficientii de
siguranta partiali au valorile:

i i
- - = 1,972
"5 o, LOw 14 165 114

£, Ve Oy o 091-1 200 300

1 1
= =3475
© Bt tw 125 1629 16,29
T

+
gV, T Ty 084-1 120 190

Coeficientului de sigurantad al solicitarile variabile compuse se calculeazd cu

relatia lui Gough si Pollard (relatia 7.22) si se obtine:
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o -C, 1,972-3,475

= = 1,71
2 el 19727 43475

C =

4. Tija din figura 7.32 este confectionatd dintr-un otel aliat cu o, = 10°
MPa, o.;,, = 250MPa, are suprafata slefuita si este solicitata la un ciclu alternant
simetric. Se cere sa se determine forta maxima cu care poate fi solicitata tija daca

se admite un coeficient de siguranta c=2.

&

D = 60mm, d = 40mm, r = Smm.
Figura 7.32.

Rezolvare:

Din figura 7.13, pentru valorile date se obtine pentru coeficientul efectiv
de concentrare a tensiuniloe valoarea f; =1,7. Coeficientul dimensional este ¢ =
1, iar coeficientul de calitate y = 1.

Rezistenta admisibila la oboseala pentru solicitarea de tractiune se determind din

relatia:
.o - &-y-o_y o, = £ 0 1 _ 1-1-250 —73.53MPa
ﬂk'Ua ﬂk-c 1,72
Setiunea minima a tijei este:
2 2
R 4d A 1256 mm?

iar forta maxima capabila are valoarea:

Py =0y Ay =73,53-1256 = 92354N

293



5. Arborele din figura 7.33. confectionat din otel aliat, cu urmatoarele
caracteristici o, = 1200MPa, o.; = 500MPa, transmite o putere P = 414kW la o
turatie n = 500rot/min. Daca suprafata arborelui este rectificata ce valoare are
coeficientul de sigurantd pentru solicitarea la torsiune cu un ciclu pulsant? Se

considerd 7, = 0,/2 s17.; = 0.;/2.

D = 120mm, d = 80mm, r = 10mm
Figura 7.33.

Rezolvare:
Momentul de torsiune care solicitd arborele se determind cu relatia

stabilitd in prima parte a cursului de Rezistenta materialelor:

sau 1nlocuind valorile:

M, :ﬁ-ﬁ:7,9kN-m
T 500

In sectiunea periculoasd tensiunea tangentiala maxima este:

o M M, =7’90'106=7864Mpa
"“w, z.dd x-80° ,

16 16

Se aleg urmatoarele valori pentru coeficientii de corectie:
- din figura 7.8 pentru r/d=0,125 si o, = 1200MPa se alege f; =
1,25;
- din figura 7.23 se alege ¢ = 0,7,
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- din figura 7.27 se alege y = 1.
Coeficientul de siguranta este:

1 1
T Bt w125 7864 7864
gy 1 Ty 07-1 250 600

=172

c

Probleme propuse:
1. Arborele din figura 7.34. este confectionat din otel aliat

(o, =1200MPa,r_; = 300MPa ) si lucreaza la o turatie de n=650rot/min. Daca

se admite un coeficient de siguranta c=2, se cere sa se determine puterea pe care

o poate transmite stiind ca este solicitat la rdsucire dupa un ciclu asimetric.

Figura 7.34.

2. Arborele de otel din figura 7.34. este solicitat la torsiune dupa un ciclu
pulsator, momentul de torsiune avand valoare maxima M,,,,. = 61 0’ Nmm.
Daca caracteristicile mecanice ale materialului arborelui sunt: 7. = 260MPa,

o, =420MPa,t_; = 190MPa se cere sa se determine coeficientul de siguranta la

rupere.

3. Un arbore din otel carbon cu o, =800MPa, o.; =380MPa, o. =600MPa
se roteste cu o turatie constantd si este solicitat ca in figura7.35. Pentru un
coeficient de sigurantd c=2 sa se determine valoarea fortei P care poate solicita

arborele (suprafata arborelui este slefuita fin).
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r==7
\zdess Y .\gx.:w
Bk o | 50 [ T 1 ] B -
777N /7777
150 |, 200 e 200 B RELY
Figura 7.35.

4. Sa se verifice la oboseald o bara de sectiune circulard cu diametrul d =
50mm, confectionatd din otel cu g, = 600MPa, 6. = 300MPa, ¢.;, = 200MPa,
pentru un coeficient de sigurantd ¢ = 2,5. Bara este solicitata la intindere, forta
variind intre P, =610°N si P, =4-1 0°N, printr-un ciclu oscilant. Suprafata

barei este laminata.

5. Arborele din figura 7.31 este confectionat din otel cu urmatoarele
caracteristici: o, = 75MPa, o, = 42MPa, o.; = 32,5MPa, 1, = 25MPa, tv.; =
19MPa. Arborele are suprafata rectificatd si este solicitat simultan la incovoiere
cu torsiune, cele doud momente variind intre urmatoarele limite:

M e = 5-10° Nmm si M; i, = 4-10° Nmm, respectiv
Mpax = 2-10° Nmm $i My, = 1,5-10° Nmm.

Sa se calculeze coeficientul de siguranta la solicitarea compusa.

6. In dreptul celui mai solicitat punct al unui organ de masini tensiunea
variaza periodic in timp intre valorile extreme o,,,, = 160MPa si o,,, = -40MPa.
Materialul este un otel cu g.; = 720MPa, 6.; = 320MPa si 6, = 600MPa. Se cere
sa se afle coeficientul de sigurantd cu relatiile rezultate din schematizarea

Soderberg, Buzdugan si Seresen.
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