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Prefata

Realizarea progresului tehnic in toate ramurile industriale in care
intervin structuri de rezistenta necesita atat cunostinte multiple si
aprofundate din domeniul Rezistentei materialelor cat si deprinderi
avansate de calcul .

Reducerea consumului de materiale , ceea ce echivaleaza cu
dimensiuni mai reduse pentru piese , este posibild numai pe baza unor
studii detaliate privind rezistenta , deformabilitatea ,stabilitatea si
durabilitatea elementelor astfel incat odata cu cresterea performantelor
tehnologice , siguranta 1n exploatare , pe toatd durata de functionare sa
fie deplina .

Pentru acest lucru , volumul II prezintd notiunile stiintifice, metodele
si procedeele concrete de calcul si dimensionare ale structurilor sub o
forma adecvata atat intelegerii aspectelor fizice cat si aplicarii lor in
cazuri specifice reale din domeniul constructiei de masini si utilaje.

Tn acest volum s-a continuat linia matematizirii totale a tuturor
fenomenelor si explicarea fiecarui detaliu in parte.

Acest mod de lucru , ia o buna parte din timp si din spatiu ,dar fara
acest stil nu se poate intelege in mod stiintific Rezistenta materialelor
. In acest volum , capitolele au o legitura mare intre ele , capitolul VII
( Flambajul ) Tn demonstrarea tuturor fenomenelor se porneste de le
ecuatia fibrei medii deformate , cu conditiile de rigoare ale fiecarui
caz in parte.

in capitolul VIII ( Solicitiri dinamice prin soc ) se observa legiturile
cu solicitarile statice si mai intervin unele conditii specifice acestui
capitol.

La trasarea diagramelor de eforturi pentru barele cotite s-au folosit
toate metodele de calcul , incarcarile au fost relative simple.
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Capitolul VI
Solicitarea la ITncovoiere
Deformarea barelor drepte solicitate la incovoiere

6.13. Integrarea analitica a ecuatiei diferentiale a fibrei medii
deformate in cazul grinzilor de sectiune constanta si executate din
acelas material adica (E;=E>=Esz=...=En) cu mai multe
campuri de variatie a momentului fncovoietor.
Procedeul lui Clebsch sau al identificarii constantelor de
integrare.

Acest procedeu reduce numarul constantelor de integrare la doud C si
D, pe cand la metoda analitica se introducea pentru fiecare regiune
cate doua constante de integrare , ca atare pentru o bara cu trei sau mai
multe regiuni, metoda analitica devine destul de complicata .
Procedeul Clebsch impune anumite restrictii :

1) originea de masura a absciselor se fixeaza intotdeauna la unul
din capetele barei, indiferent daca este reazem sau capat de
consola.

2) originea odata aleasd ramane neschimbata pe tot timpul
rezolvarii problemei, pozitionarea fortelor ( sarcinilor) si a
sectiunilor curente se face numai fata de aceasta origine.

3) toti termenii expresiei momentului incovoietor din regiunea

( cdmpul ) precedenta trebuie lasati neschimbati ca forma in
functia momentului incovoietor al regiunii urmatoare a grinzii.

4) toti termenii expresiei momentului incovoietor care apar in
regiunea urmatoare, incepand cu regiunea a doua, trebuie sa
contina binomul (xi—3g;) .

5) integrarea ecuatiei diferentiale, trebuie facuta fara a se desface
parantezele binomului ( xi—a; )"

6) tronsoanele barei sa fie din acelasi material si sectiunea

transversala sa fie constantd pe toatd lungimea barei. De aici reiese
particularitatea acestui procedeu.

-11-
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Céand exista de rezolvat integrala de forma: j(xi —aj )n dx : se
face schimbarea de variabila (Xi —aj ) =t ; se diferentiaza
dlxj —aj) = dt; (xi—aj)dx:dt . dx =dt ;

n+1

I(Xi —aj)ndX: Itndt:h+C ©unde t= (Xi _aj) , si
_ (X__a_)n+1
deci j(xi —aj)ndx= : n+Jl +C.

Sa demonstram existenta a numai doud constante de integrare C s1 D ,
pentru o grindd incdrcata ca in figura, acest caz particular duce prin
inductia matematica la rezolvarea oricarui tip de incarcare. Aplicdm
metoda analitica de calcul a sagetilor si a rotirilor sectiunilor
transversale, pentru fiecare regiune in parte si ne folosim de faptul ca
functia axei de simetrie deformata trebuie sa fie continua si derivabila
pe tot domeniul maxim de definitie.

xntl
| VA ‘
Xit] ‘ VB
1y m }V
~ 37»
AR e F ;
et _
4 I /
A:O | 4_:-::- - B y
y Tir-
L]
ar (l)
04
o2
Figural
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Regiunea intai

X1 € (O; al) ; \ (xl)szxl ; 3 ecuatia fibrei medii
. d 2 Y1
deformate va fi : El, — = —Mi; (X1) =-VaXy
dX1
v

— 01(x1)
= x|
A=0
Nz x|
Figura 2
prin integrari succesive se obtfin, urmatoarele expresii;
2
dv VA X
El, LA ¢,
Xm 2
< )
VAXf
El ZV1(X1) =— + C]_Xl + Dl

Pentru regiunea a ll-a

Xy €lag;as) ;. M (x9)=Vaxos — Fi(Xo —ap) ; ecuatia fibrei
2
medii deformate va fi : El, d_y22 = —Mi; (X9) = VaXo + F(x) — &)
dX2

prin integrari succesive se obtin, urmatoarele expresii:
-13-
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2 2
d VaX;  Fi(xo —a
Elde2=— A22Jr 1(><22 1) o
"2 (2)
3 3 ’
VaXs  F(xp —a
El,vp(xp) =- A62+ 1 2 S, %, 4+ D,

Punem conditiile de continuitate si derivabilitate ale functiilor ce
exprima sagetile si rotirile sectiunilor transversale , in sectiunea (1 )

[functia y(x) = v(x) sa fie continud si derivabild]. Deci
lim lim
Vi(x1) = Vo (X2)
X1 T a X2 »L a1 .
: - ; la fel si
lim dvi(xy)  lim  dva(Xp)
X1 T a Xm X9 »L a dX2
lim lim
El; wTa v1(x1) = El; - 1a Vo (x2)
.l 1 2 - 1 De unde rezulta :
£l lim dvi(xg) £l lim dvo(Xp)
z X1 T a Xm z X2 \L a1 dX2
—VA.a13 8.13
76 +C1a1+D1=—VA?+C28.1+D2
2 2
Va.a Vaa
- A1 + Cl =— A1 + C2
2 2

de aici implicd C; = Cz s1D1=D>.

S-a precizat cd acest procedeu este limitat la barele executate din
acelas material si nu variaza dimensiunile sectiunilor transversale.
Regiuneaa lll-a

X3 €lagiag) ; Miz(x3)=Vaxs - Fi(x3 —a1)-Fa(x3 —az) ;
; ecuatia fibrei medii deformate va fi :
42
El; ; y23 =-Miz (x3) =-Vax3 + Fy(x3 a1 )+ Fp(x3 —a3)
X3

-14-
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A 3
/ N |

A:U|« — = = — %OB(XB)
A

P VA
- 1

al B xe—al N

xe | -1
o
Figura 3
Elz st :_VAxs2 + Fl(x3 _a1)2 + Fz(xs _a2)2 +C3
dx, 2 2 2
3 . ) _ 3

Elzva(xs):_VA6X3 + Fl(x36 al) + FZ(X36 aZ) +C3X3+D3

Punem conditiile de continuitate si derivabilitate ale functiilor ce
exprima sagetile si rotirile sectiunilor transversale , in sectiunea ( 2 )
[functia y(x) = v(x) trebuie sa fie continua si derivabila].

lim lim

—xVa(X2)=————V3(X3)
X2 T as X3 ~L do _
lim dvao(xp)  lim  dvz(x3) "
X2 T ds dX2 X3 »L do dX3
_ 3 a2 ) 3
Vaa, n Fl(aZ al) +C,a, + D, ——VAa—2+
6 6 6
3
+ Fl(aZG %) +C,a, + D,
_VA a22 Fl(aZ - )2 Fz (az a, )2 +C VAaz2 Fl(aZ -4 )2 +
, =
2 2 2 2 2
+ FZ(aZZ 3.2)2 +C3
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- - -
/
‘VA -
/I k1 !
; 1
« L e L0306
A
A=0
é ol
- ac N F
- x 3™
Figura 4
de aici implicd C1 = C>=C3 si D1 =D, =Ds.
Prin inductie matematica rezultaca: C1 = Co=C3 =...=C, =C
si Di1=D2 =D3.=...=Dn=D , unde

C=El, *¢g ) N o
, Vo este sageata 1n origine, 1ar @o rotirea in origine a
D=El, *vg

sectiunii transversale.

Problema nr.5
Sa se calculeze sagetile si rotirile sectiunilor transversale Q si S pentru
bara din figura 5, stiind ca :
E=21.10° N/mm?; q=6N/m ; 1=0,21 m, sectiunea
transversala fiind dreptunghiularacu b=6 mm sih=8 mm.

Rezolvare:

Calculam sagetile si rotirile sectiunilor transversale Q si S cu ajutorul
procedeului Clebsch pentru grinda din figura 5, alegem ca origine ,
articulatia din (A) .

Se scrie ecuatia momentului generalizator din ultima regiune (B-S),
apoi se calculeaza expresia functiilor pentru sageti si rotiri tot cu

-16-
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elemente generalizatoare .

M, (x;) = =5qlx +ql*(x—1)° + q(xz—l)z +9qgl(x-3l)-

) . CU ;
A o)
2 181
R, (X)) = [Zq —%(QI - x)} X _23| ; Incarcarea trapezoidala s-a desfacut intr-

un triunghi si intr-un dreptunghi. Forta rezultanta pentru triunghi
Ry (X3) = %(x -31)* , forta rezultantd pentru dreptunghi

Rareptunghi(X3)=0q(X3)(x3-3l), pentru trapezul dreptunghic variabil din
figura 6, s-a aplicat principiul suprapunerii efectelor. Deasemenea
pentru a avea Tn expresia momentului incovoietor termenii binomiali
(xi-a )" s-apuslamomentul incovoietor concentrat Mi; (Q) = ql?
bratul (X —1)° [ orice numir la puterea zero este egal cu unu ], apoi
s-a prelungit functia de incarcare q(x)=q dinregiuneaa ll-a [ sus si
jos pe aceeasi lungime ( x-3l )] ca urmare a aplicarii principiului
suprapunerii efectelor.

Functia de incarcare pentru regiunea a Ill-a ( fiind triunghiulara ) se
afla din teorema lui Thales :

q(x3) _ 9l -x 2
- . Bl-x +31=91—x : ~ I -x) :
24 6 X X q(x3) G (91-x)

{ _q(9l—><)}
RA(xs):w(x—Sl)z 23' (x—3l):%(x—3l)z

Rareptunghi= Re (X3) = q(x3[x —31]= %(QI —x)(x-3l); candse

exprima momentele incovoietoare ale sarcinii distribuite data de
incarcarea trapezoidala fatd de sectiunea ( x ) , se obtin defalcat
momentul Incovoietor pentru incdrcarea triunghiulard si respectiv
momentul Tncovoietor pentru incarcarea dreptunghiulara.
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RtrGo=[2g-agtolx=30/2

5 ; c{x=3L/3

g [EPE——

\\ * alx)
i

(x=30/f
v Rolr (ko=qlx) [x—31]

Figura 6

R1=2q| =9
v Mizd=al ‘ h
( IRAREARE

T - T —Erm

X1 > \ \ *H \ Tﬂ\ﬂ\ﬁ/ﬁ?
_ \Y
L - S 6l _
x 3= 3l
. xst
- x 3 |
o] i
Lo AAsT
Q=6 _
"
Figura 5
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M izdreptunghi (X) = _%(m - X)(X - 3' )2 — %(X — 3| - 6| )(X - 3' )2 =

=%(X—3|)3 —q(x=31);
M@ (X) = %(x ~31)® —g(x—31)? , momentul incovoietor pentru

incarcarea dreptunghiulara din regiunea a lll-a ,

Mi,a (X) = —%%(x —3l)(x—31)? = —%(x —31)%; momentul

incovoietor pentru incarcarea triunghiulard din regiunea a 1ll-a.
Momentului generalizator din ultima regiune:

cq
alx>
! !
- x—3l 7)L gl—x _
— 6l _
Figura 7
2 ) s
M, 1) =S i 1)+ S0 o) S90S S8
Aplicam ecuatia fibrei medii deformate:
2
dey a2y
El =-M;i, (X );El,—%-=
A dx 2 IZ( ) g

—[-5alx+ql?(x—1)° +

Q(X2—|)2 +9gl(x—31)- 3Q(X2—3|)2 N Q(Xlgf")s]

prin integrari succesive se obtin, urmatoarele expresii;
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dv  5qlx® ) q s 9ql 2
B, 229X gz (k)= S (x -1 - 29 (x -3l
B0 SC_gpse)- 9 et - ey

dx
q 3 q 4
L _| _ _I
+2()( 31) 72|(X ) +C
5gIx®  gl?(x—1) x—1)" 3gl(x-31) x—31)
Elv(x) = q6 _ 4 (2 )_Q(24) _ Q(Z )+Q( . )

- M +Cx+D

3601
S-au obtinut expresiile sagetilor si a rotirilor sectiunilor transversale in
forme generalizatoare, se afla constantele C si D din conditiile de
sprijin ( de reazem ) ale barei. O prima conditie este :

II—mvl(xl)zo; la fel si El, II—mvl(xl)zo ; Tn regiunea ntai ,
X1lo 110
x1 €[0;1)
~1 = xl1
—ﬁ5 01¢(x1)
!
\%VA
x| —
|
/g
—— -
Figura 8

M;, (x;)=-5qlx; ; pentru expresia momentului incovoietor

din regiunea intai, se ia din expresia momentului Tncovoietor
generalizator numai primul termen , la fel se tine cont si in expresiile
sagetilor sau rotirilor.
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5 Ix2
g, 2P0 o
Xm 2
5q x3
E|ZV1(X1)= +CX1 +D

e, M ) =0=3 034 co+D
X140 6 ; D=0 . A doua conditie de

Vo (X2) =0 .Conditiile de reazem ( de sprijin )

) lim
reazem va fi:
X2 T 3l

sunt cuprinse in conditiile de continuitate si derivabilitate ale functiei

fibrei medii deformate.
Tnregiuneaall-a, xpe(l;3l) ;
Miz(Q>=al /—CL
i i

S O B Qf 02(x2
A=0

Figur‘aé

2 (xy)=— 200 _ 4x=D* . :
M, (x2)=-5qlx5 +ql“(x—1) > . pentru expresia

momentului ncovoietor din regiunea a Il-a, se ia din momentului
incovoietor generalizator numai termenii care dau moment incovoietor
pentru regiunea a ll-a , in mod analog se procedeaza la expresiile
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sagetilor si a rotirilor sectiunilor tranversale , se iau numai primii trei
termeni la care se adauga contributia lui Csi D .

li
El, zernl\/Z(XZ) 0;

. 3 2 2 4
el MMy (x,)=0=g1 M |54 _dl (- a1 ) o p
x, T3l x, 73| 6 2 24

3 2 2 4
5q1(3)°  ql%(31-1) _q(3|—| ) +Ca1+D|0:
6 2 24

C=-19,83¢l3.
Avand determinate constantele de integrare C si D , s-au obtinut
functiile sagetilor si rotirilor sectiunilor transversale penru orice punct
de pe bara .

2
er, & = S g0 -1y -2 (x-any

*dx 2 6 2
q Y 4 3
A(x—a1f =9 (x—31)" ~19,83q
+2(x 3l) o (x—-31)" —19,83q
X )_5qu al?(x=1)* _a(x-1)" 3qgl(x-31)’ +q(x—3l)4 ~
2 24 2 8

—M—lg,ssqﬁx

360l
Acum se calculeaza sageata si rotirea in punctul Q , care se afla in
regiunea intai deci se ia numai primul termen la care se adauga
cotributia C s1 D

lim lim | 5qlx® 1
= — —19,83q1%x
x T vix)= xTI{ 6 | }E )
4 4
_ 1 |5ql _10,83q!* __1899%.ql
El,| 6 El,
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6N 4. 4
L __189%6ql* 18,996.- ~(0.21)'m _18996.6(0.21).10°mm® _
Q El, 21108 N 6.8°mm* 2,1.10°.256mm?
T mm? 12
=-412mm
lim dv lim | 5qlx® .| 1 1 |5ql® 3
=g, = ~19,83ql = ~19,83ql° | =
x Tidx 7o le{ | }EIZ EIZ[ 2 |
_17.334l°
El,
17,33.91° 17,33.%\'(0,21)%3
=TS T i N 68Tmmt
T mm? 12

3 6 2
_17,33.6.(0.521) 10 ™M’ _ _0,01791frad ]}
2,1.10°.256mm
Vo =-4,12 mm.
Pentru sectiunea din punctul S se iau expresiile generalizatoare ,
deoarece (S ) cade in ultima regiune pentru care s-a facut momentul

incovoietor generalizator.

lim 5qIx> , q s 9ql 2
El = —gl“(x=1)—-=(x=1) —(x-3l
S L) . )

q 3 ¢ 4 3
Alx=31)P = 2 (x=131)* =1 |
(x—31) o (x-31)" —19,83q1°]

2
i 3 2 2 4 3
El v, = lim [5qu CqlP(x=1)" a(x=1)" 3ql(x-31) N
xTol" 6 2 24 5
4 5
L3 a3y gae g
8 3601
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El o, =[5q'(29')2—q|2(9| -1)-d-1y —92‘4'(9| _3Y 4
q a9 oo A 3
+E(9I 3l) o (91 -31)* —19,83q1°]

El :[5q|(9|)3 Cql*@I-1)" ger-1)* 3ql(@r-3I) .\ q(o1-31)*

6 2 24 2 8
5
__a@ =31 19 3101
3601
4
I
vg =4277
El,
3 )
I
o =17,34
I z
6N 4 4
gt 27020 2 60.20) 107 mm?
VS = = 3 7 = 5 2 :9,28mm
El, s N 6.8°mm 2,1.10°.256mm
21.10°—
mm 12
17,34 ﬂ(0 21)°’m®
0 17,3497 T W 17,34.6(0.21)°.10°mm?
s - 3 4 5 2 -
El, 21.10° N : 6.8°mm 2,1.10°.256mm
mm 12
=0,017892rad |
6.14. Teoremele lui Castigliano
Daca existd o bard incarcata ca in figura 10:
VA
A g P=ql
0 7 Miz(@=qC
;Mz(A)LH R BRRK — '
A= ) S
Z L L 7L O 121

Figura 10
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% =Ve ; sageatain punctul S ,iar oL _ :
8P S > g p s 6I\/I |ZQ ¢Q )
rotirea sectiunii transversale din punctul Q .
M, (X) oM, (X) Mi, (X) M, (X)
Vs :ZJ- iz iz dx: 00 ZZI iz iz dx
| El, oP | ElI, oM izQ

2

L=> I %X; L fiind lucrul mecanic elastic de deformatie
| z

Tnmagazinat ntr-o bara supusa la incovoiere.

In cazul in care se cere si calculim in (S) si rotirea sectiunii

transvesale, trebuie sa introducem Tn S un moment Tncovoietor

concentrat fictiv - Mi; (S) = 0 KN.m , apoi se calculeaza Va si Mi; (A)

functie de Miz( S) , la sférsitul rezolvarii problemei se face

Miz (S) = 0 kN.m.

VA . MiZz(S)=0KkNm
/ Miz(Q=ql® \
| e e——— j
\ s
L 7L 121 <
P(EOKN
P(SY=ql

Figura 1l
Tn mod analog daci se cere sigeata in Q , se introduce in sectiunea
transversala din punctul Q , se introduce o forta concentrata fictiva
Po =0 [ kN ] si se procedeaza in acelasi mod , adica calculam forta
de reactiune Va , respectiv momentul de reactiune Miz(A) si in functie
de Po, apoi la sfarsitul rezolvarii problemei se inlocuieste
Po=0 [KN].
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Problema nr. 6
Sa se calculeze sageata si rotirea sectiunii transversale din Q, pentru
bara din figura 12 , stiind cd : E = 2,1.10° N/mm?; q=15N/m; |
= 0,32 m, sectiunea transversala fiind circulara cu diametrul 60 mm.

VA I I 111 P=al
y - Rl ql° M o> don
. i — |~ — M
7 ARARIARN] H = R
A — = — 0
E——" 2 s L=a-
x1 R
L = 41
Figura 12

Deoarece in punctul Q nu avem moment incovoietor concentrat,

se introduce un moment Thcovoietor concentrat fictiv

Miz(Q) =0 [ kN.m ] la urma se introduce valoarea lui numerica .

Se calculeaza Va si Mi; (A) functie de Miz( Q) si de forta concentrata
Po cu mentiunea ca la sfirsitul rezolvarii problemei se inlocuiesc
Miz(Q)=0[kN.m] siPo=ql.

ZFy =0; Va-2ql+Po=0; Va=29l-Pg;

SMiz(A)=0; Mz (A)+2qll +ql? + Mg — Pg.91 =0;
Miz (A) =-3q1% — Mg + Po.9l.

La aplicarea teoremelor lui Castigliano pentru inceput trebuie sa se
lucreze cu tabelele , fiind mai usor de calculat, dupa o anumita
perioada de acomodare cu aceste metode atunci se poate trece peste
anumite etape de calcul .

2

X
Reqgiunea intai; Mi; (x1) =Va.X1 + Mj; (A) _q_l;
M., ()= (2q1 = P, Jx, +9IP, M, —3q1* - q’; ,
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Observatie
Pentru regiunea a ll-a este bine sa se ia originea in punctul S pentru
ca se usureaza calculul integralelor, de exemplu daca avem :

b 4 4 .4
cazul(1); jx3dx:x—‘gzu; cazul (1)
4
a
C N o4
jx dx = 7‘8 = T; in cazul al doilea este mai avantajos de calculat.
0
Redi M Mi; (x) | Mj; (X) ( )
egiunea iz(X) P, oM 20 Xel...
(291 =P, Jx, +9IP, -
ntai 2 - X1 +9I -1 0:2l
M| 920
all-a  [H+x)R-My-g 41 + X -1 (0;31)
alll-a Po-X3 —Mjzq X3 -1 (0:41)
Ve : — VA
A 1
/ 79 IRGD=axl i
/ ) | |
g ZANRTITINY
7 | ]
A= -
SV N |
x1 \\ }
N T
R(xD:q}\\j
Figura 13
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Regiunea a ll-a

Xp €(0:31] 5 Mz (xp)=Pq (4l +xp)- Mizq —ql?;

Regiunea a lll-a

x3e(041];  Mj;(x3)=Poxg —M izg:  tabelul este indicat

sd se faca , deoarece ajuta la calcul.

v (Miz(x) Mz (x) oL
VQ_ZII B, Ry opg
(DQ:ZIMiz(X)@Miz(X)dX_ oL

| El; Mig Mg

2

2I[(2q| P, ¥, +9IP, — M, —3qI” —q% (—1)dx, +

I +
=l 0+]![(4| + XZ)PQ ~Miq _qlzk—l)dxz
0

E1 {T(PQ X =M - 1)dx3};

Pq =

T ~ P(=ql
| !
N

_ I1] N
PD=al . .
| . Miz(Sy=ql Miz(Q>=0kNm
| — o —
\ / ) .
— =
L w2 a7

Figura 14
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T v P(=ql
| Pc=al |

} 111 \\

| Miz (= ORNm -

} ®

/ —

X 3
Figura 15

acum se fac inlocuirile cu valorile lor: Po=ql; Mix= 0[KkN.m]
2
ZI{(qu —gl)x, +9lgl -0 —3gl? —%}(— 1)dx, +
Po 2? .[ 3l
i 0+_|.[(4I+x2)ql—O—qlz](—l)dx2
0

0o = EZII.Z {1"[—qlxl —6ql+ gXy }dx1 +H— qlx, —0-3ql ]dxz}
Ellz {I(ql.xs )(—1)dx3}

Ll alxf e 0%
= —-——-6ql°x, +— 2
ST { 2 AT +{—3ql2x2—q|;2}

Mi; (X) oM, (X) oL

+ Ell {T(ql %, N-Ddx, }

ql’
3|_q|X32 o [=3416 El
2 1° Z

Qs ZII Py P’
Vo = Ell j{(qu Py X, +9IP, =M o —3q? —%}(m — X, Jdx, +

4l
+X, )Py — Mg —ql2](x, + 41)dx, ++5J.[PQX3 ~My Jx, Jx,
z 0

Acum se Tnlocuiesc Pg si Mizg cu valorile lor si anume : Po =gl ;
Mizq =0 [ KN.m ]

-29-



Rezistenta materialelor volumul 11

1 2 ) qX12
VQ :? I (qu - qI)X]_ +9|q| —3(:” —T (9' - Xl)Xm +

Z0
1 3l 1 4]
. j[(4| + X5 )gl — qlzkxz +4l)dx, + . [[alx3](x3 )dxs
ZQ Z0

2
1 2l X
Q=g j{qlxl +6q12 —71](9I — xq )dxq +

Z0

g L 4 ’
— j[SqI +qlxs kxz +4l)dxy + —— [[alxz J(x3 )dx3
El; 5 El; §

201,16q14
de unde Vg = %.Dupé ce s-a facut primul tabel se poate
z
face si un al doilea tabel cu valorile inlocuite pentru  Pg si Mizo:
15N 3

” -3416.7 T032m) 516150320 10°

o = - -

2,1.105 N ; 63,585104 mm4 2,110563,585104
mm

=-012574.10*[rad }

Regiunea M. Mi; (x) | Mz (X) . ( )
barei 2(X) oPg Mizq A
. gx 2
Intdi | glx, + 60 2_1 | —x1 409 -1 (0;21)

2
all-a 3912 +qlx, 41 + X, -1 (0;31)
alll-a alxa X3 -1 (0;41)
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15N

201,16.~—(0,32m)’ 4 qno
Vo = m = 201’16'15'5'(0’32) '1? =0,023695mm.
2110° N 63585 10°mm¢  21:10°.63585.10
T mm?

6.15. Metoda grafo-analitica de integrare a ecuatiei diferentiale de
ordinul al 1l-lea a fibrei medii deformate
Fie bara din figura 16 , incarcata cu o sarcind distribuita oarecare,

2
ecuatia fibrei medii deformate este :El, d—;/ =M, (x); prin
dx
: : dv %
integrare se va  obtine, El, PVl —f M;, (x)dx +C;
X
0

X
[Mj, (x)dx = Aox , reprezinta aria diagramei de
0

momente Incovoietoare pe porfiunea o0-X care se noteaza cu Aox .

. . dv 5
Implicd relatia, El, —=—-Ayx +C ; constanta C se calculeaza

dx
alx
A 1
| |
| |
> (;( dxi =
L (5 | R
RGOY Y
L
xGl=al | ar |
N . J x
\ —
e NHERREAN
A0 ol
\ =
vPMz(x)
Figura 16
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din conditia initiala a lui Cauchy,

lim dv 1 Ilim C

———=tgpg *pg=————|—-Aox +C| ; =—;

xbodx 90RO ol A I o0 El,
dv

C=El,pp; Aw=0;El, d—:—AOX + El ;¢ se integreza inca o
X

X
datd si vom obtine: EI,v(x)= El ,0q.X — j Agxdx+ D .

0
X
Acum se integreaza prin parti IAOXdX ;o F(x)=Ax;
0
d
af _ 9Pox ; dg=dx ; [dg=[dx; g(x)=x ;formulade
dx  dx

integrare prin parti este: [ f (x)g'(x)dx = f(x).g(x)- [ f (x)g(x)dx ;

](ondx = X.Aox
0

X
())( - _f X.dAgx ; cumdin figura 16 , reiese ca
0

X
X=ar+ta ,lar f X.dAgy reprezintda momentul static al suprafetei
0
diagramei de momente incovoietoare de pe portiunea o-x fata de
X
origine, deci [ x.dAgx = a1 Aox; Unde X = a1+ a
0

X
IondX: X-on‘())( — Agx 81 = on(al +ap _al):aZ-on = Sox-
0

Sox =a2Ayx  reprezintd momentul static al suprafetei
diagramei de momente incovoietoare de pe portiunea o-x fatd de

sectiunea ( x ) .El,V(x)=El,pgx —So + D;  constanta(D) se
afla din conditia initiala a lui Cauchy

lim lim Sox D D
——v(X)=vg=——| pgx ——X + — |,  vg=—oj

Lo ®=vo xio{q)o El, EIZ} =T
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D=Vo.El, ; El,v(X)=El,ppx—Spy +VoEl,.

VA qQ0 = £ VB

—

A A
<T 7z 7z

> pu—

1 AVA alxo FOx0 VE Cg
< I
[ N
B |

) St e !

AL ~ /7 ¢ ”/’ Z

gﬁ(x)
.« X ]
Figura 17

Aceasta metoda este o combinatie intre metoda grafica si cea analitica
, dar pentru expresii mai dificile ale sarcinii distribuite de incarcare
q(x) = f(x), devine mai greu de aplicat, metoda aceasta ajuta la
demonstrarea ecuatiei celor trei momente ( ecuatia lui Clapeyron ),
care este folosita la rezolvarea grinzilor continuie.

Problemanr. 7
Sa se calculeze sageata si rotirea sectiunii transversale din punctul Q
,pentru bara din figura 20, stiind ca : E=2,1.10> N/mm?;1=0,43 m
avand sectiunea transversala circulara inelara cu d=40 mm si D = 50
mm.

Rezolvare:
l, = é(5°4 _ 404)=18,104063.104 mm?;

Aflam fortele de reactiune Va si Ve din conditiile de echilibru:
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> Fy =0; Va -1kN+Vg=0 ; ecuatia de verificare.
> M;i;(A)=0;  1kN.0,Im—3kN.m-Vg.1,6m=0 ;

Vg = —% =-1,8125kN ;> M;,(B)=0

tl

—1kN.1,5m —3kN.m +V.,6m=0; Vp :% = 2,8125kN ;

)

Va -1KN+Vs=0 ; ecuatia de verificare, 2,8125 kN — 1 kN —
18125 kN =0 ; 0 =0 este indeplinita ecuatia de verificare , deci
s-au calculat corect fortele de reactiune .

Deoarece Vg = -1,8125 kN, se schimba sensul, acest lucru nu este
obligatoriu.

Regiunea intai

lim

x1 €[0;01m); Mj, (X1 )=2,8125kN.x;; ——— M, (x1)=0 ;
X1 ~L 0
M\ (%)= 2,8125kN.01m = 0,28125kN.m
X1 T 0,Im
va o o7 |
W |
/ x
A [
IS
x1 |
Figura 18
Regiunea a ll-a
X, €[0,1m;0,7m); M, (X )=2,8125kN.x5 —1kN(xo —0,1m);
_m g ir (X2 )=2,8125kN.0,1m = 0,28125kN.m;
X2 »L 0,1m
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_ M M (xp )= 2,8125KN.0,7m — 1KN.0,6m = 1.36875kN.m
xp T0,7m
VA ////E;JRrNi;g\
IS I
o [
/ i
|l R 7\4 [
. | P=1kN
|
-A 0.1m Mx2-0,10]
X \\7
[
Figura 19
vi I HM‘ 3kNm 111 VB)
P=1kN "Z g "
& bl \
) Sl #é%} A B
- VB
U.1m o6 09m
0,1n/3 -1,63125
! .30 = y
| —
) | 0en =
'Miz[ KNmD e ﬁuy
0,28125 @
02em| | 7 %
1,36875
Figura 20
Regiuneaa lll-a
x3 € (0;0,9m]; M, (x3)=—18125kN.x3;
_im i7 (X3)=—-1,8125kN.0,9m = —1,63125kN.m;
x5 17 0,9m
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lim

X3¢OMiZ(X3):O'

Se ia ca origine unul din capetele barei A - O, aceasta origine trebuie
sd ramana neschimbata pe tot timpul rezolvarii problemei.

EIZ%:EIZ¢O _AOX; EIZV(X)=E|2¢OX_SOX+VOEIZ ’ dar

Vo =0 n cazul nostru, EI,v(x)=El,@gx — Sy ; pentru a afla pe

@o (rotirea sectiunii transversale in origine ) folosim a Il-a conditie de
reazem, anume sageatain B este egalacuzero ( ve =0 ) .

lim 1 lim
ViX)=v, =0=— El.p. x-S )=
x T16m (x)=vs EIZle,GmZ( %o o)
S
=@,.16m-—2
Po El
T 17T

- :

| e
= —

| T U B \
tVB //

Figura 21
__SoB
~ El,16m’
S-a desfacut trapezul dreptunghic intr-un triunghi si un dreptunghi,
conform principiului suprapunerii efectelor.

40
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5., = 0,28125kN.m.0,1m (O,lm . 1,5mj+

2
~ 1,63125kN.m.0,9m (
2

0,2m+0,9m)=142,5.10°kN.m* =

+0,28125kN.m.0,6m(0,3m + 0,9m) 0,6m)+

1,0875kNm.0,6m
+ (
2
=142,5.10°N.mm?

S 142,5.10°N.mm*
1L6m.El, N

mm?

Do

21.10° 18,104063.10*mm*.1,6.10°mm

=2,342608.10°[rad]

Pentru a afla sdgeata si rotirea sectiunii transversale din punctul Q ,
trebuie sa finem cont de originea care se afld in A= O.
dv
El, —=ElI -
2 4x 220 — Aox

; entru avem :
El,v(x)=El, 00X — So P °

lim [(p onj lim dv lim El,pp — Ay
0 -

PQ =% 07m El,) xT07mdx x107m  El,
Aoq |
PQ =P0 — e,

_0,28125kN.m.0,1m 1,0875kN.m.0,6m

+0,28125kN.m.0,6m +

Aog

=0,509063kN.m* = 0,509063.10° N.mm*

9 2
Pq = 2,34260810‘3[rad] _ 0,509063.10° N.mm _

21.10° N 18,104063.10*mm* ;
mm

2

= —0,01104[rad |
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V. = lim El,p, x-S,  lim « Sex |
© xTo7m  El xT0.7m 7" EN
S

= ,.0,7m-—2
D El

z

0,28125kNm.0,1Im
Soo = 5

(Oém + 0,6mj +0,28125kNm.0,6m.0,3m +

, LOBTEKNMO.6m (o 17 1iNm?

Sog =0,124781.10"% N.mm?;
Vo = 2,342608.10 °[rad ]0,7.10°mm —

12 3
~ 0124781.10%N.mm _ _1ea217mm-

2110° --18104063.10*mm*
mm

Problema nr.8
Sa se calculeze sageata si rotirea sectiunii transversale din punctul Q ,
pentru bara din figura 22 , stiind ca :
E=2,110°N/mm?; P=2kN; | =0,63 m cu sectiunea transversald
din figura 23.
Rezolvare:
Aflam fortele de raectiune Va si Ve din conditiile de echilibru:
> Fy =0 Va+ Ve = P; ecuatia de verificare.

> M, (A)=0; PI-Vs.4l =0; VB:%
3P
>M;;(B)=0; -3l P.+Va.4l =0; VA:T; ;
. ) 3P P
Va+ Ve = P; ecuatiade Verlﬁcare;T+Z:P; P=P, este

indeplinitd ecuatia de verificare, deci s-au calculat corect fortele de
reactiune .
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P VB
VA I
*AO 8 .
) e ———
% ?LF—AL»
| - 10L/3
. ae——
P e
\

'@Z | I VA<@B>

ACD

Figura 22
Se calculeaza mai intai caracteristicile sectiunii transversale, apoi se
calculeaza si celelalte date ale problemei.

fa——P 00— l«——P 00—
—= 89,44 |=— ‘ —= 8944 = ‘
20 I 20
I\ (IR I\ IR
G 70 G 1l 70
U1 —— 11 ——
/7 7/
&UU &UU
\\| 20 \\» 20

Figura 23
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RTRE N _200.140° i _190.100°
z z Z A T A T
| .1 200.140° 190.100%
I, =1; -1, = - ,
12 12
G1=100mm o
%le G1<C100;0 ***Ei"
| 200
Y Vyl
Figura 24

! 100

120 | _

*ya

Figura 25

I, = 29,9.10° mm* ;
z,A —7,A, 100mm.28.10°mm? —195mm.19000mm°®

A-A, 28000mm? —19000mm? ,
=89,44mm

cu zz=100mm; A;: = 140.200mm? ;
A1 =28000 mm?; z, =105mm; A, = 190.100 mm? = 19000
mm? ; pentru calculul sigetilor si a rotirilor, vom aplica metoda
grafo-analitica.

l; =
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dv
EIz&zElz(/’O = Aox
X ; dar cum sdgeata in articulatia A
El,v(x)=El,pgx +VgEl, — Sy

este egala cu zero, vo=0,

dv
El, —=EI —
z dx 290 — Aox

; sl rotirea din origine ) se afla cu
El,v(x)=El ;90X — Sox o ene)

ajutorul celei de a Il-a conditie de reazem.

lim 1 lim
— =V, =0= El -S. )=
xT4IV(X) Ve EIZxT1,6mZ( 140X~ S00) - SoB
' O = ’
S 41El
=0. 4 -8 -0 Z
Po El
101 101 3PI° 9PI? 3

calculam si cu ajutorul calculului integral .
Regiunea intai

\/ A VA

I

- ﬁ\]
~
~
|
|
|
|

OTCx1D

x 1

Figura 26

3P
xpe(0;1) Miz(X1)=VAX1=TX1i
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‘ o AVB
A - B
5 4 -xl=ar 50 O
> x1 \4L x1=g <
Figura 27
Regiuneaa-ll-a x5 €(0;31) ; Miz(xz):VBXZ:;xz;
V' B L /B
. o
| NP =XC I n
Ny —————————————————
- = 5
Figura 28 |

?VA = ?VB
A e B
Vo g — \<2-0lg

G 77

Figura 29

3l |
l)vlu Xm + J.XZM )jx __J 4| 3PX1 dX +
0

0

o cﬂ——ﬂ—

4—Ix2 :zdx2

Sog =3,5PI3
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Soe _ 35PI° 3,5.2kN.(0,6m)*
421105 N
mm

Dy = = =
41E1,  4IEl, 29,9.10° mm*

2
3,5.2.10°N.(0,6)*10° mm?

4.21.10° N
mm

@o = 0,010033.102%[rad ] .
Sageata si rotirea in Q :
_lim Aox | lim dv _ lim El;¢9 — Aoy |
(DQ_X—TI((DO_EIZJ_XTI&_XTI El,
AoQ

PQ =90 =g =

29,9.10°mm*

2

_ AoQ
—0,010033.10 2[rad |- :
2 [rad] e

3PI>  3.2kN.(0,63m)*  3.10°N(0,63)*10° mm?
Poo =g~ 8 ) 4 }

=0,297675.10° Nmm?

. 0,297675.10° Nmm”®
¢, =0,010033.10*[rad ]~ N =

21.10°——29,9.10°mm*
mm
=0,005292.10 2[rad |
Sageata din punctul Q :
lim El,poX—Sgx  lim S ox S0Q
Vo = = X——=|=@pl - ;
TN El, 7" TR, El
| 3P| pI®
0Q=A0Q 3= g 37 g
sau calculdm cu integrala:
I I 3
3PX1 Pl
Sog = J (I =x3 Mz (xq )dxg = [(I - Xl)del ra
0 0
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_ 2kN.(0,63m)*  10°N(0,63)*10° mm®

S0 8 4 =0,062512.10" Nmm*®
12 3
v, =0,010033.10 %[rad ]0,63.10°mm — 0,62515.10 N.mm®
21.10° —29,9.10°mm*
mm
= 0,053252mm

Figura 30

6.16. Studiul deplasarilor prin metode energetice
Lucrul mecanic al fortelor exterioare
6.16.1. Bara supusa la intindere sau compresiune

y.

/A/i 1 E
7 L oll

Figura 31

Barei din figura 31 se aplicd o forta de intindere , a carei valoare creste
progresiv de la zero la P .

s=nl=Fl_ip
EA

Lucrul mecanic elementar al unei forte P , corespunzitor deplasarii
dl a punctului de aplicatie este conform definitiei din mecanica:
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dL= P.dl = P.dl.cosa , unde unghiul « fiind unghiul intre
directia fortei si cea a deplasarii.

-

m =l

- <7Fp+'

Figura 32

In cazul nostru , bara fiind solicitata la intindere , ¢ = 0 ;
cosa= cos0=1;si dl=dd, iar lucrul mecanic elementar
dL=P.do=PkdP; dL= kPdP;
2
_[dL = _[ kPdP = kj PdP =k P? = kP.; = %; aceasta relatie se poate

face si pentru alte solicitari simple.

6.16.2. Bara supusa la incovoiere pura
Din figura 33 ,rezulté:Xe(O,I); M, (X)z—l\/lo;

Lucrul mecanic de deformatie inmagazinat in aceasta bara va fi :
2
Mi; (

L:Zjﬁx)dx; M, (x)=—M = constant ;
z
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2 2
L:ZjMiZZ(X)dx=|j(_MO)2dx= Mo X‘I _ Myl
2El, o 2El, 2E1, 10 2El,

oL 2Mgl Mgl
oMy 2EI, EI,’

: : : : . M
deci lucrul mecanic al cuplului exterior Mo , fiind L=70¢.

Dar unghiulul in capatul liber al barei este: ¢ =

Miz=Mo
pr s
/ o E - / L
7 — A
T~
~3
RN
L N
—Mo
0 = o
'MZ
Figura 33

Miz=Mo=constont

- X i

Figura 34
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6.16.3. Bara supusa la solicitarea de incovoiere simpla

xe(0,1); M;, (x)=—Px; %Miz(x)—xllm (-Px)=0;
lim lim
X—Tl iZ() Tl( P)_
Y
 memm—
7 =
—F1
0 = O e e ] (R
I Miz
Figura 35
|( PX)2 ~ P2 X3|_P2|3_
-= ZI 2EI l 2EI, dX_ZElz?‘)_ﬁElz’
oo _0L_2PP_PI® . Py, Pl
°T o "% eEI, 3B’ 2 2

6.16.4. Bara supusa la solicitarea de rasucire a unui arbore

XE(O|)' M (x):l\/lto;

L=y ]2l

2 2
M M1
tO dx = t0 |1 t0" .

f J
ZGI oy 2G| o 226, 26GI,
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oL 2Migl  Mygll MipgA - i
Appg = = t0” _ 710 X L:M. In toate cazurile
in care relatia intre forta sau cuplul exterior si deformatia
corespunzatoare este liniara , iar aplicarea sarcinii se face static, lucrul
mecanic al fortelor exterioare este egal cu energia de deformatie

MtA = Mto MtO=constant

\\\ L - =

]
[ I = I

Mto

Y MtGO
Figura 36

acumulata avand o expresie datd de formulele aratate mai sus. Aceste

expresii pe grafic reprezinta aria triunghiului OAB .
A

L F Miz Mt

[ dljf=v;Ap
Figura 37
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6.17.Teoremele reciprocitatii lucrului mecanic si a deplasarilor.

Teorema lui Betti
Asupra unui corp oarecare se aplica doud stari succesive de solicitare,
produse de doud grupe succesive de sarcini, aplicand asupra corpului
prima stare de solicitare , punctele de aplicatie ale fortelor sufera
deplasari, deci fortele produc lucrul mecanic, iar corpul acumuleaza
energia L1 .

Primul indice ( 1) indica faptul ca lucrul mecanic este produs de
fortele din prima stare de solicitare, al doilea indice ( 1) indica
deplasarile din prima stare.

Apoi pe corpul deformat se aplicd o a doua grupa de forte , deci o a
doua stare de solicitare , care cauzeaza o a doua grupa de deplasari, in
acest moment, fortele din a doua stare produse , corespunzator

deplasarilor produse de ele , lucrul mecanic L2 .

In acelasi timp insa , fortele din prima stare , care se aflau aplicate pe
corp, produc , datorita deplasarilor , produse din a doua stare, lucrul
mecanic Lio, Tn final energia acumulata de corp , egala cu lucrul
mecanic al fortelor exterioare, este Li1 + Lo + L1
Schimband ordinea de aplicare a sarcinilor , deci incepand cu a doua si
aplicand acelasi rationament, rezulta lucrul mecanic total
Lo+ L1+ L1 , unde Lo este lucrul mecanic datorita fortelor din a
doua stare si deplasarile produse de prima , in fond energia totala fiind
aceeasidect : Lin+Lop+ L1z =L+ L+ Lo .

Implicd Li» = Lo1; aceasta fiind teorema reciprocitatii lucrului
mecanic sau teorema lui Betti care este : daca asupra unui corp
deformabil se aplica doua stari de incarcare succesive, lucrul mecanic
efectuat de fortele ( si cuplurile ) din prima stare cu deplasarile ( sageti
si unghiuri ) din a doua este egal cu lucrul mecanic efectuat din a doua
stare cu deplasarile din prima stare de incarcare.

Problema nr.9

Sa se calculeze sdgeata din punctul D , pentru bara din figura 38 a) ,
stiindcd: E=2,1.100 N/mm?; F=4KkN;|=0,73 m, sectiunea
transversala fiind circulara cu diametru d = 60 mm.
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| VB P

. O/OOO ~ — _—

VA - - — _

- WE Dreapta EBM

VA

% \ M/i
ﬁ\ — [] v I] E% N - EéB// EJ v

2l oL /07/0% i %

6l
o)
Figura 38
_ 7607

= 635850mm4; prima stare de incarcare , se ia

I

incarcarea reald a barei , iar drept a doua stare se aplica o forta egala
cu unitatea ( forta versor a fortei P ) in sectiunea unde urmeaza a se
afla sageata [ figura 38 cazul b)] . Deci bara este supusa succesiv la

fortele {5;1 = ﬁ =0 ﬁ} 1 este forta versor (unitate) si se aplicd in
P

sectiunea transversala D. Lucrul mecanic al fortelor din prima stare de
incdrcare , adica a fortei P, cu deplasarea corespunzatoare de la a
doua stare este Li»=-Pv ;

V = Vg ( S-a luat cu minus pentru ca v este in sens invers cu forta P ).
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Analog , forta versor ( unitard) de la a doua stare cu deplasarea din
dreptul ei de la prima stare da L2 = - 1.f ( semnul minus pentru ca
forta unitara s-a luat de sens contrar sagetii f )deci: L2 =Ly ;
-Pv=-1f ; rezultaca Pv=1.1,[Pv] =[1.f];[P][v] =[1].[f];
[KN] . [m ] =[kN]. [m] ( forta unitate poate fi: 1 kN ; 1 N ;etc.) .
Pentru bara din figura 38 cazul b) :

ZFy =0 V,+Vy =1 ; ecautia de verificare.
SM;, (A)=0;  1.21-Ve. 61=0 ; vB=%; S M;, (B)=0;
- 1.41 +Va. 61 =0 ; vA=§.
VA 1 v‘B
D B 8

> .

Figura 39
V,+V, =1 ; ecautia de verificare, §+% =1; este indeplinita

ecautia de verificare.

Aplicam procedeul Clebsch, pentru calculul sagetilor si a rotirilor, in
cazul nostru trebuie sa determinam rotirea in punctul A ( rotirea in
origine ) , am luat ca origine capatul A ( A= 0O si aceasta origine
ramane neschimbata pe tot timpul rezolvarii problemei).

M;, (x)= % —1(x-21)+ %(x —6l); este expresia momentului

: : : : d2v
generalizator din ultima regiune, El; = =-Mj, (x) ;
X

-51-



Rezistenta materialelor volumul 11

2
e, 9V 22X k- an)- L (x—el)
dx 3 3
2 2 2
Elzﬂ——x— (x=21)* (x—6l) c
dx 3 2 6
3 3 3
Elv(x)=—" @_;D (x=60)° | oy
3
-—+Cx+D
lim lim D
——VIX)=vp =0= =
Ao W=va=0=155 El, El,

deci, D=0. Aflam pe C din a doua conditie de reazem:

3 3
_L+M+CX
lim 9 6

M) =v, 0= _
x 1 el ° x T el El, _ .
; ; ; rezulta ca ,
(—(6l)+(4|) +C.6Ij
9 6
El,
2 2 2
C=2,22|2;Elzﬂ:_x +(X 2|) _(X 6|) +2’22.|2
dx 3 2
_dim odv lim o x® (x=21)"  (x—6l) 1.
%= e xTell 3 2 o 22llg
17817
! el

Din figura 39 portiunea BQ nu este solicitata deci Mi; (X) =0,
aplicam ecuatia fibrei medii deformate pe aceasta regiune si se obtine:

g, g A

BQ;

y(X) = Vv(X) = %(XCBQ + Dg,) este ecutia dreptei BM (ecuatia fibrei

medii deformate) .
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In triunghiul BQM din figura 38 cazul b) aplicim functiile
trigonometrice :

VQ 1,781°
t9pg =—=¢g; Vg =lgg=- :
| El,

sageatain D, fiind fo=f; 1.f = P.VQ =Pyv;
(_-L78PI° _ 1784KN(0,73m)°

Elz 21.10° N2.635850mm4

mm

f_—L78PI° _ 178.4kN (073m) _ 1784.10°N/(0,73)°10°mm® _

El, 2110° N 635850mm‘  21.10° '\ 635850mm*

mm mm

=-2.10"mm

6.18. Studiul deplasarilor prin metoda Mohr- Maxwell
Metoda de integrare a lui Veresceaghin

Fie o bara asupra careia actioneaza fortele: Ifl; |32; If3, fiind prima
stare de Incarcare ( cea reald ) siin al doilea caz asupra ei actioneaza
o fortd egala cu unitatea ( forta versor din punctul E ) , forta unitate
( 1) se pune cu punctul de aplicatie in sectiunea in care vrem si
calculdm deplasarea liniara . Daca ludm un element infinitezimal din
bara ( dx ), in prima stare forfa axiala N(x) , iar in a doua stare o forta
axiald n, care in cazul de fatd este egald cu unu , adica i =1, forta
versor ( se neglijeaza greutatea proprie a barei ) dar in cazul general
are o valoare oarecare fi. Explicitam lucrul mecanic dLi> pentru
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elementul infinitezimal din bara ( dx ), unde dL1> se datoreste fortei
N (x) de la prima stare de incarcare si deplasarii produse de forta

(n) de la a doua stare, care se poate scrie: A(dx) = nE_(l)\(

N. : o .
dLyp = N(x)* A(dx) = E—: dx; se integreaza expresia si se obfine,

A NGO 7 N

i Al — ] —
] F1 . ‘ ]

B | are-ri . .

k [ [
o | Y - . -
I b + ] + ]

| :A aels F3-F2 ? ] ? ]

' I —] ol —1 4 ]
‘T 3 : 4l &

| = ] ]

X [ [
i g g
| Y ‘ — Y ‘ —

) E £ neo=n

) B i
> 1 N
Figura 40

N.n
J.dle = L12 = I—dX
| | EA
In care N(x), este forta axiald intr-0 sectiune curent, datorita
incarcarii reale a barei , iar ( n ), este forta axiala in sectiune curenta,
datorita incarcarii versor ( unitare ) aplicata in punctul si pe directia

deplasarii cautate. L2y =16=98; Li2=La; 6= IN—X)ndX din
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N(X)n N]. N].[N
15-y [Ny go= WMy [, g = D00 gy
EA [E].[A] N

| [z1Im’]
; [N]. [m] = [N]. [m].
La o bard solicitata la incovoiere din figura 42 a), la fel aplicam
teorema reciprocitatii a lui Betti, prima stare de incarcare este cea
reala , careia 1i corespunde diagrama de momente Mi; ( X) , pentru a
determina sageata in sectiunea ( 1) aflata la distanta Is fata de

reazemul din A, a doua stare de incarcare este cea produsa de forta

NCxO n

ol x
ol X

NCxO

Figura 41
versor (unitard) aplicata in sectiunea considerata si pe directia sagetii
cautate si pentru aceasta stare de incarcare am facut diagrama de
momente incovoietoare mi; ( X) . Daca se iau elemente
infinitezimale dx ,din cele dou bare incarcate astfel, cuplurile mi; (x)
din a doua stare de incarcare produc

mi (x)

un unghi de rotire : Ap = dx; Tnacest caz

z

,dL1p =M, (X)Ag = Miz (I);)I-miz (x) dx; seintegreaza ,
z
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vl 3 v4
o

Y I ST LN
-%S—\ — U N S . /A
et T v3 - 0006
- | N A e R AV
T D - —

, &,

Miz (x>
a)

- — I =
' @ @ @ ‘ | ‘ ‘ — X
miz (XD b
Figura 42a

M, (X)mj; (X
| | z
Li2=La; L21=1.6=6;
S=Y[dhyo=Lp=2] Miz (é)l-miz (X)dx , care este o forma
I I

z

particulara a teoremei Mohr-Maxwell pentru calculul deplasarilor.

_ M iz (X)'miz (X) . _ [M iz (X)]'[miz (X)]r .
SR Y e S TN

] = S ey - ) =
]
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Daca se generalizeaza , aplicand forta versor (unitard) sau momentul
versor (unitar ) in sectiune si pe directia deplasarii cautate produce
eforturi : n t m|z , Mt expresia deplasérii devine

= 2 M s 3 T s 3 Mol

Z

(x)m, (x)

MM Xy

+> Ij al, X

, unde n(x) , N(x) , m¢ (X), miz (X)

sunt respectiv forta axiald , forta tdietoare , momentul de torsiune si
momentul Tncovoietor produse de sarcina versor ( unitara ) intr-0
sectiune curenta. Daca exista un sistem de bare curbe , atunci expresia
pentru o va fi

5= ZJ'4d Zj ZL[MS#—

(s)m,(s)
+Z;[Tds

Céand deplasarea rezulta din calcul pozitiva , inseamna ca, ea are
sensul fortei versor ( unitare ) sau a momentului versor ( unitar ) .

Mz (x)mj; (X)dX'

Pentru incovoiere 5 =Y |
| El,

avem produsul a doua functii  Miz (x) $1 miz (X) , cu menfiunea ca
miz (x) pentru barele drepte , va fi tot timpul o functie liniara si de
aici se va aplica metoda lui Veresceaghin de calcul a integralelor.
Aceastd metoda de calcul fiind o metoda grafo-analiticd de calcul din
ﬁgura 42 b, daca pentru o bara cu EI; = constant, raimane de calculat
[ Miz (x)miz (x)dx, dindesen mi; (X) =xtga; n triunghiul AMN,
tga:w; tga:—m'Z(X) ;

AM X
mi; (X) =x.tga; elementul de arie dA, al diagramei M;; (X) este |,
dA = Mi; (X). dx ; se integreaza si se obtine:
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IM L (x)m,, (x)dx = j M, (x)dx.m,, (x) = _[dA.miZ (x)= _[dA.x.tga =

:tgajx.dAz( tga. ) x..A )
Xc tga = PQ =yc.

lar xc fiind centrului de greutate al primei diagrame M. (x). Unde
(A) este egald cu aria totald a diagramei Mi; (x), din diagrama se
observa cd, J M;, (x)m;, (x)dx = Ayc ; se inmulteste aria intreagi a
diagramei M;; (x), cu ordonata yc pe care o are diagrama liniara
miz (X) Tn dreptul centrului de greutate al primei diagrame.
Dar in cazul nostru, cum avem diagramele pe mai multe regiuni si
diagrama lui mi; (x) este formata dintr-o linie franta atunci se

n
calculeazd astfel: [ M, (x), mj; (x)dx =Y Ajyjc; unde (i)

i=1
reprezinta numarul de segmente de dreapta care formeaza diagrama
Miz (X).

vn aQlxo=Fx0 _ VT

F=al
A=D ‘1%?
7. |1 o L~ 13

B |- -
TN
iz \J@JJ’L 11
- MiZz (<ol
i;j; IS g ——— r?§;< ‘E4> o
A byip
A:D | - | - - - . 1 . . _ B
f; 2 Yc ,ﬂ*7§
A PIM__ IS _ X
miz<x>‘ ) @ @
0
N
— — R
Figura42b
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Problema nr.10
Pentru bara din figura 43 , sa se determine unghiurile de pe reazemele
AsiB ,adicd ¢a respectiv s, prin metoda Mohr-Maxwell, stiind ca
:q=1,7N/m; 1=0,85m; E=2,1.10° N/mm? sectiunea patrata cu
gol cu: a =20 mm si b =40 mm.
2Fy=0 ; Va+Vp=2ql ; ecautia de verificare.

> M, (A)=0: 2q|.|+q|2—VB,9|=0;VB:%I; M., (B)=0: -

201.81+ql2 +Va .91=0; Vy :%ql; Va+Vg =2gl ecautiade

VA . VB
A G00=9 Miz=ql ﬂ
ITIAII1E - i
) e e H I — -
% |
R=2q!
Figura 43
verificare ;5—qI + a = %ql = 2ql ; ecautia de verificare este indeplinita
VA :
‘ I q(x)=q Miz=q VB
1 I A0 A
e — T =
2% ( X e \
(. lalrws o
2Ll L Al
X
EE B
8!
V- ] ql 2
4/3q
Figura 44
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Regiunea intai
_5qlxg  gxg.xg  5qlxg qX12 _

xpe(021] 5 Miz(xq)

3 2 3 2
I
‘M //'/“\\]M
///q | R(x1>=gx1 i
/ \ }
/ /v RRIR) |
A — = ——
«1/2 | |
\ |
‘ x 1 \ ’
%
\\ ‘
N R&D=qgxl
|
Figura 45
lim 5ql.(2I 212 4ql?
TMiz(Xl): ( )—q( ) = ,
x; T2l 3 2 3
dM ;. (X dZM- X
'Z( 1):Sql—qxl; —'2(1):—q<0 ; concava .
dxq 3 dx12
Metoda a doua de calcul a lui Mi; (x1) :
dT(Xl)__
Xm a ,

dT =- q .dxs; [dT(xg)=T(xg)=—[ qdxy =—axq +Cy;

determinam constanta C; , din conditiile initiale ale lui Cauchy:
lim T(x )—5il'—q0+C deci Cy =4

xqbo YTz T 173"
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T(x)=—[a.dx; =—gxg +Cq =-0x +5—g| *jar dMO:+(X1):T(x1) ;
1

dM;, (1) =T (xq )dxq ; integram ,

J M, ()= M, )= [ T(x ), = j(_ % s?ql}j _

, ; determinam

_w 5qlx, +D,
2 3

constanta D:, din conditiile initiale ale lui Cauchy,

- 2

lim q.0 5q91.0
—Mj;(x1)=0=- + +D7;; Di1=0 ;
X 10 |z( 1) 2 3 1

C]Xf SQ|X1

Miz(xl)z—TJr

Reguanea a lll-a

3

_Qlxz lim

X3 € (0;61] Mz (x3)= 3 m'\/‘iz(xs)zoi
lim ql.(6l) 2
—— M; =——2=2¢ql°.
X3T6| |z(X3) 3 q
Metoda a doua de calcul
q(xs)=0; qu(x3):0; dT =0 .dxs;
dX3

[dT(x3)=T(x3)=[0dx3 =Cg;
determinam constanta Cs, din conditiile initiale ale lui Cauchy

/ \
WB T VB
o
—_— B
N X 3 0000
T AN
Figura 46
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lim ql. ql .
T(Xq)=———=Cq, deci Cq=——
x3 40 (xa)=-"3=Ca 3737
al . . dMiz(X3) . .
T(xg)=——; iar —=—=-T(x3); dMj;(xg)=—T(x3)dxs;
3 dX3
integram ,
_Qlxg. .
I dMiZ(X3):MIZ X3 _[TX3 dX3——I dx +D3,

determinam constanta D3, din conditiile 1n1‘;131e ale lui Cauchy,

lim 1.0 qlx
o Miz(x5)= 0= D3+ Ds=0 ; M (xg)=—"22.
X3 0 3

Regiunea a ll-a
X, €[0;1)

?/‘\ VB

0 000
\}< xc »L =1 7/

Figura 47
al(6l + x,) q|2:q|2+q|X2,
3 3

Miz (x2)=

lim 2 2 2
—— My, (X9 )=20l° —qgl“ =ql~;
X2~LO |z( 2) q q q

lim qI.(6I+I) o 4 -
XZTI |z(X2) 3 q 3C|

Metoda a doua de calcul
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dT (X2 )
dX2

J.dT(Xz):T(Xz): J.OdXZ = C2 ;

determinam constanta C» , din conditiile initiale ale lui Cauchy:

lim ql. ql .
Xo)=——=Cy, deci Cyp=——
XZ\LO (2) 3 2 2 3’

q(x2)=0; =q(xp)=0; dT=0 .dx;

T0)=-2; iar Mib2) 160y My () =T (0 )i
3 dX2

integram ,
Ix
[ dMiz(x2)=Miz(x2) =~ T(x2 dXz——I( ) 2 = q32+D

determinam constanta D- , din conditiile initiale ale lui Cauchy,

lim 2 gl.0
———Mj;(xo)=ql“=Dy+—; D2=qgl* ;
XziO |z( 2) q 2 3 2=(

qlxp 12

Mlz(XZ) 3 +q|

Pentru a calcula rotirea in A , se aplica 1n articultia din A un moment

i

unitar (1= =, , moment versor) , se calculeaza fortele de

reactiune V A, VB din conditiile de echilibru ale barei din figura 48a.
> Fy =0 V 'A +V IB =0 ; ecautia de verificare.

> M, (A)=0; -Vg.9l +1=0:V B :%; > M, (B)=0;

VA.9I +1=0; V'A =—$; VIA +V|B =0 ecautia de verificare
— 1 — =0 ; ecautia de verificare este indeplinita .

9| 9I
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_im lim . lim lim }
X\LOmIZ() X\LO[ _?_l]) Tglmll() Tgl[__]
mIZ
dx;
ZJ. EI
- I il I11 -
miz=1 n V‘E
| »&XS
A % 77777 j@ 7777777 \ - 185
= el ol |
VA B o -
] X
TS = —
Miz (X -
Y miz=1
Figura 48a
Pa =
1 {T(Squl_quj( jdx +j[qlx qIZJ(Gl—FX) Iqlxs( ]dxg}
El, 0 3 2 ]| 9l al
_5,.230q1°
El, '
Se expliciteaza variatia m,,(x) pe regiuni :
G02) im)-L-Bixp01) oy, () -0,
x, €(06l) mm(xs)=§

Trebuie ca expresiile lui Mi; (x) si miz(x) sa fie parcurse in acelasi
sens si X sa aiba aceeasi origine pentru amandoua expresiile, altfel nu
are sens.

Acum pentru calculul rotirii sectiunii transversale din articulatia B, se
pune un moment incovoietor concentrat unitar in B din figura 48b ,
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[ moment versor (unitate ) m ijzz =1] .

iz2
ZFy =0 V"A +V"B =0 ; ecau‘;ia de verificare.
Y Miz(A)=0; Vg9l +1=0; V" B——— > Mi(B)=0;

Mz (x)

Figura 48b

" " 1 . :
Va9l -1=0;V A =a; V A+V B =0 ecautia de verificare

-1 1 : : . .
;— + — =0 ; ecautia de verificare este indeplinita .

9l 9l
_ _ _ X lim _im 3
XE(O,QI) ! le(X)_gl ) X\LOmiZ(X) \LO 9|)
lim _lim X (x)miz (x)
nglm‘Z(X) <Tollol _ZI El, dx;
Se expliciteaza variatia m,,(x) pe reglunl :
e02) mub)=ti xp <(01) im,,00)=1- &)
. _q_ X3
e(06l) m;, (x;)=1 o
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1

6l

2(5qlx,  gx? )%, e qlx, ) (61 +x,) qlx, X,
{J[T_Tj[ﬁ]dxﬁj(T”' - to,+ 155 (1‘5}“3}

0 0

(4

~3,931481q°

El
miz=1
s =]
D) %
\
L
v \ e VB
v//B\
~ - -
— x .
Figura 49
4 o4
40 20
j=—————-= 2.10°mm*;
12 12
17N ;
5.230.7 ~{085m)" ¢ 5517085 10° D
a = N BEREYETEE T
21.10°——2.10°mm* Y e
mm
17N ;
303148L7 =(085M)" 5431481 17(0.85)10° y
21.10° " 2.10°mm* 1.10%2.
mm
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6.19.Grinzi drepte static nedeterminate
6.19.1.Introducere

Daca eforturile din sectiunile transversale ale barelor sau ale
sistemelor de bare, nu se pot determina numai cu ajutorul metodelor
de calcul ale staticii, fie din cauza unor legaturi suplimentare, fie din
cauza formei sistemului, barele si sistemele de bare de acest fel se
numesc bare sau sisteme de bare static nedeterminate.
Sistemele de bare static nedeterminate pot fi :

a) sisteme cu nedetermindri exterioare

Figura 50
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ARARRERREEEREE St

— 1

L

A

L6l
161

V

- B

e

Figura 51

F=al

Figura 52
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qlx)=q
A A
Figura 53
b) sisteme cu nedeterminari interioare
r 1 I
oP
‘ op | | _
‘ L Sl -l
~

/P

121 J_ 121

| * !

C4l

!

A

Figura 54
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Figura 55
c)sisteme cu nedeterminadri interioare si exterioare
— | i
| |
| |
| |-
| 15F |
| = |
| —
|
— !
I i
| |
| | .
e .
Figura 56
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Figura 57

a)Sistemele cu nedeterminari exterioare
Bara dreapta
Bara curba din figura 53.
Cadre din figurile: 50, 51 , 52.

b)Sistemele cu nedeterminari interioare
Cadru inchis figura 54
Inel figura 55.
¢)Sisteme cu nedeterminari interioare si exterioare
Inel incastrat figura 57.
Cadru etajat figura 56.
In acest capitol se abordeazi numai barele static nedeterminate, unde
ridicarea nedeterminarilor exterioare se bazeaza pe conditiile de
legatura, anume , o bara dreaptd in incastrare nu are sdgeata sau rotire
( sunt egale cu zero ) , in reazem rigid , bara nu are sageata ( este egala
CU zero) .
Folosind conditiile de legaturd , la rezolvarea problemelor static
nedeterminate se obtin ecuatiile de echilibru elastic, cu ajutorul
ecuatiilor de echilibru static si elastic , se obtine un sistem de ecuatii
compatibil unic determinat ( admite o solutie unica ) .
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Probleme static nedeterminate
Ridicarea nedeterminarii prin metoda integarii analitice a ecuatiei
diferentiale a fibrei medii deformate

Problema nr:1
Sa se dimensioneze bara din figura urmatoare, stild ca : q=3 N/m;

1=0,78m; E=21.10°N/mm?; o, =105L2.
mm
2q A
| V3B
VA
Miz(A> ‘
(SRS
Q L
: - Miz(B)
- el o —
Figura 58
Scriem conditiile de echilibru static:
2Fy=0 ; Va+Vg=3ql ; ecautiade verificare.
> M, (A)=0; Mja +3ql.2l -Vg.3l = Mj,g =0;

Miza —Mizg —Vg *3l =—6ql°
Avem 4 necunoscute (V o,Vg,Mja, Mizg) si doua ecuatii,
problema este dublu static nedeterminata. Ridicim nedeterminarea din
conditia de deformatii, avem: v ,= 0,9, =0,v; =0,¢, =0.X € (O;3I) ;
AAMN ~ AASB din figura 59 aplicdm teorema lui Thales ( de
q(x) x| 2qx

asemanare a triunghiurilor) —2%=—; X)=
g ) 2q 3l q(x) 3l

{ Va +Vp =3
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\
N\ ROx=xq(x>/2l
~

~

\\\\,_/
Figura 59
2 2
xq(x) X, 2gx X gx< . X
RX)=——F==*"—=—- ; Mj;(X)=VaX+Mj;pn ——* =
(x) 2 2 3 30 |z( ) A IZA 3 3
3
gx
Miz (x)=Va.X+ M, (A)_T
Metoda a ll-a de calcul alui M, (x) ; q(x)=ax+b este o dreapta,

sarcina distribuitd. Alegem o origine 0=A si aflam pe a si b din desen
( daca se stiu doud puncte de pe o dreaptd se stie toata dreapta ) .

limg(x) _ . limg(x) _ lim(ax+b)
x>0 TS e N A
x>0 x < 3l x>0

b=0 :b=0
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limg(x) . lim(ax+b) _ _ 29 .
<3l =2q ; 53] =2q ; a3l=2q ;a-= a1 Deci
x <3l x <3l
29
qx)=ax+b ; CI(X)=§x+b
2 dT
Q(X)zs—?x ; &=—q(x) ; dT=-q(x) dx , [dT =—[q(x}x ;
20X 2q X2
T(X)=- ———+
0= 3 2 1t
2
X limT(x 02
1= 1 ¢ X%(O) 40" ¢ —v, : Ci=V,
x>0
gx
T(X)=V p——
(X)=V a 3l

dea_;(X):T(X) M ()=T()dx ;M (x)= [T (x)x

3l
qx° . q x>
Miz(x)_VAx—§?+D1 ; Miz(x)_VAx—§?+D1
3

X
Miz(x):VAx—qg—|+ D,

limM;, (x 0°
#ZO():MU(A) ;VA*O—%+D1=Miz(A) !
x>0

3
Di=M;,(A) deci M, (x):VA.x—%+ M, (A)
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2
Aplicam ecuatia fibrei medii deformate E I, d—;/ =-Mj; (X) ;
dx
d?v qx3
El,—— =-VaAX+———Mi, (A
de2 A ol |z( )
dv X2 g 4
El,—=-Vp—-xMj;(A)+ —x" +C ;
Z 4x A 2 |z( ) 36|
El, v(x)= -V LS (A)+-T x5 cx+D
; A6 2 YV 10l
Am luat originea in A=0,C=0, D=0, aici @5 = ¢g :L:O ,

El,

VA:V0=E$—=OJEd,
z

2 4
g, Vo VAXT e
dx 2 36l Din cele 4 conditii de
El,v(x)= BT (A)+ I &5
e 2 Y g0l
reazem am folosit numai doua , avem sageata si rotirea din A sunt
Zero. op =0 ; vp=0. Cele doua ecuatii care le mai folosim

pentru a ridica nedeterminarea sunt g =0 si

v =0 ( sdgeata si rotirea din incastrarea din B sunt zero ).

2 4

X . ax
lim dv_lim “Va S, - xMig(A)+
x—>3l dx x—3l El,

x <3l x <3l
2 _ A (2)4 _
V A(31) —3|M,Z(A)+ﬁ(3l) =0

0=¢g =

- 45V Al -3M, (A)+2,25q12 =0 ;
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9
-EvAl—smiz(A)+9%|2=o

si a patra ecuatie o obtinem din :

VAX3 X2

— 5 Miza *

lim v(x) lim 6 2

x <3l x <3l

Va g (31)2 q 5
ARy 93
5 (3) 2 'ZA+180I (3) 0

El,

5
Vagy Oy Fqe s
6 2 180

45V pl —45M,a +135q1% =0
(AVa +Vg =3ql

(2Miz (A)-Vg3l - M, (B)+ 6l * =0

(3)— 4,5V Al —3M;, (A)+2,25q1% =0
(4)- 4,5V 7l —4,5M j, (A)+1,35q1% =0
Din (3) si (4) rezolvam si aflam pe V 5 s1 M, (A)
— 45Vl -3M;, (A)+2,25q1° =0
— 45V Al —45Mi, (A)+1,35q1% =0
-4,5V p—3M;, (A)+2,25q1% =0

45V A+45M;,(A)-1,35q1° =0

rezulti : 1,5M;,(A)+09g12 My, (A)=——2q

M;, (A)=-0,6q1°
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45V Al —=3Mi, (A)+2,25q12 =0 ; -4,5

V Al =3%0,6q1% +2,25q1° =0 ; 4,5V ol =2,25q1% —18ql?
2

Vol :%(2,25—1,8):0,1ql 2

Din(1) Va+Vg=3ql ; 01qgl+Vg=3q ; Vg=29dl
Din (2) Mi,(A)-Vg3l —M;,(B)+6ql2=0 ;
-0,6q12-2,991 *31 = Mg +6ql% =0
M;, (B)=ql?(-0,6—2,9*3+6)=-33q1% ; M;,(B)=-33ql>
V= 0,1ql

Mi; (A)=-0,6ql°
V=290l
Deci , daci s-au obtinut M, (A) si M, (B) , negative le schimbim
sensul pentru ca initial I-am pus la Tntdmplare.

2q ‘

‘ VB
VA ‘

\ -1

e ———— e N

: ‘ Q) (
Miz(AD ‘ MiZ(B)
R:3qtv
&1

Figura 60

Ne verificim dacd am calculat corect din > M, (Q)=0

0,1ql*21-0,6 q1?+33ql% —2,91*1 =0 :

q12(0,2-0,6+33-29)=0 ; ql?(35-35)=0 ;0=0 verifica.
Daca intr-un punct nu verifica , rezulta ca nu s-au calculat corect, s-a

gresit la calcul . Aceasta metoda analitica se foloseste cand avem cel
mult doud regiuni pentru ca rezulta un calcul mai greoi.
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VA 29

« VB
Miz (A Miz(B)
A e = N
N 3l
Mizmax 2
el -3.33ql
" 7 o] s
' 0.54(
Miz(x)
Figura 61
3
Miz(x):VAx—%H\/liz(A) unde V 4= 0Jgl ; M, (A)=—-0,6q12
se iau sensurile initiale.
gx° 2
Miz(x):O,qux—T—O,qu ;
lim lim gx> ’ 5
——— M, (x)=——[0,1glx - ———0,60l “]=-0,69l ~;
<10 iz (x) X»LO[ q ol ql ] q
lim lim x> 5 5
——— M, (x)=——[0,1glx — — - 0,6ql “]=-3,3q
x 13l z(¥) a0 =g ] |
dM; 2 d2m;
iz () —~01ql — X : iz (¥) o 0:
dx 3 dx 2 |
dM; 2
concava . A:O,lql _W
dx 3l

X1 =+4/0,31 =+054; x= 0,541 (0;3l)
i, (0541)<0 , deci x = 0,54 | este un punct de maxim.
|z( ):

3
q(o’%') ~0,6q12 =—0,563q1?;

M
M, (0,541)=0,1q1(0,541) -
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N

M =|-3301% |=33ql” =333, —(0.78m)’ =
=6,02316.10°N.mm
3
. M
Dimensionam cu relatia: Wnee = rd — —lzmax .
32 Oa
32M; . 103N,
d=3 izmax _ 32 6,02316 10° N.mm :8,361mm ’
T.Og 3 . 105N
mm2
d=9 mm.

Ridicarea nedeterminarii prin procedeul Clebsch

Problema nr:2
Sa se verifice bara din figura 63 , stindca: q=2,8 N/m; 1=0,53

N . . y s .
m; o, =109 lar sectiunea transversald a barei fiind cea din
mm
figura 62
Rezolvare:

Scriem conditiile de echilibru static:
2Fy=0 ; (1) Vpo+Vg+Vc —4qgl-6ql=0 ;

> Mi, (A)=0; (2) 4ql.21 +6ql.6l +ql? —Vg.4l V.71 =0.

Avem din conditiile de echilibru cele doua ecuatii independente, iar
numarul de necunoscute sunt trei ( Va, Ve, Vc ) deci problema este
simplu static nederminata, se ridicd nedeterminarea din conditia de
deformatii, folosind procedeul Clebsch.

Nota:

Daca se mai scric Y Mj,g =0; se obtine o ecuatie care este o
combinatie liniara dintre ecuatiile (1)si(2), la fel si pentru
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60

z

20

80

‘ 10
X

Figura 62

VA 9 VB Mizl=ql MR |

Aﬁl

{
A =0 == e rr—rm—————— C
A PABIPE 2
B D X~ 4| _ -
Iéigura63

D> Mij;c =0; acest lucru s- a specificat de a nu se gresi modul de
abordare al problemelor static nedeterminate.

4q

qlx)

Figura 64
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ROO=qx0x=41 /2

|
YA VB 1 dx=40/3

= O

S |
A ey

!

k

!

Figura 65

2 2 \
Miz(x):VA-X_q%+VB(X—4|)+ q(X—Z‘”) _ 2q(x9—|4|) N

+q1*(x~5l)";

q(x) (x—4l)

= din figura 64 ;
4q 3l

G- e Ro()= 2 an) )

2q 2 (x—41) _2q 3.
“A- = — —-4' = - _'4| ’
IZ(—B(X) 3l (X ) 3 ol (X )
Ecuatia fibrei medii deformate :

2 ) , \
TP VR RV T B ) )

Zdx? o e > T
+ql2(x=51)’T;
2 3 3
OV 0 Dy gy oy,
X
q(x—41)"
R g2 (x5l
LT ql?(x=51)+C
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3 4 2
EIZV(X):—VA.%+%—%VB(X—4I)3 _@+

5
+M—iqlz(x—5l)2 +Cx+D
90l 2

deoarece A =0 fiind originea: %zvo =vp=0 ;D

A doua conditie de reazem:

lim o lim 6 24
x—>4IV(X)_vB_0_x—>4I El, ’

X < 4l X < 4]

@) q .4 @) g/,
-V ~——+— 4l C*4l=0 ; -Vp~—2—+—4l C=0 ;
A6+24()Jr A(s+24()+
IRV ql® A 43

6 24

C=266 12V, —ql3266 ; C=2,661°V, —266qI°.
Folosind a Ill-a conditie de reazem obtinem ecuatia a III-a pentru a
ridica nedeterminarea.

3 4
ELV(0) =V, 2 BT (ot - L (x-ar) 4

6 24 6
N gl’ 2
+ogp (A = (x=51)° +2,66x(1°V, —q )
v, K_\/i(x_4|)3
lim o(x)= lim A 6 24 6 .\
C xSl T xo Tl El,
x <7l X <7l
q 3 9 5 ql? (2 3)
——(x=4) +—(x-4l X —=51)" +2,66x|{1°V, —ql
R N ) ) \-at?)
El, ’
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_V, (n)? N a(71)* _Véa (71— 413

0 6 24 N
El,
(1) S W T —q'2(7| —51)2 42,66 7|(| 2y —q|3)
24 90l 2 TV A

El,

— 38,546V 5 — 4,5V +1.78,746 = 0;(3)
Va +Vg +Ve =10ql; (1)

~Ng - Ve =-450q1;(2) _
|~ 38,546V A —4,5Vg +78,746q1 = 0;(3)°

(Vp + Vg + Ve =70ql;(1)
— &g - Ve =-45q1;(2)
Np+Np = 25|

Va=147ql;Ve=49ql;

Vc =3,63 gl. Acum trebuie sa verificam daca s-a facut corect calculul
fortelor de reactiune, verificand ecuatia de echilibru
> M, =0; fata de cel putin doud sau trei puncte, acest lucru se face
statistic.
_ 1,479l.21 - 4,9q1.2I + ql* + 6ql.41 —3,63q1.5] = 0;
ql?(2,94-9,8+25-18,15)=0;

0=0 se verifica .

1,47q1.6l +4,9q1.2l + ql* — 4ql.41 —3,63ql.l = 0; e
> M, (M)=0; ot Aol A a se verifica

ql?(8,82-19,63+10,8)=0;0 = 0;

Rezulta calculul corect al fortelor de reactiune: Va=1,47ql;
Ve=4,9ql;Vc=3,63¢l
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oy R1=4ql Mizlzqta Re=6ql  4q ‘
Lﬂ—qu ‘\/B é»‘ VC
L1 i | 1
A *Njﬁw* w—ffmii ;
A/ ZL ;E E// L D a‘ 7%;;
Figura 66
VA
A : X3 H HI - ve
49
% XEW Miz1=ql®
A = O fﬁHVﬁViiBi - 11 C
I 28T 0D 0ol 2
0 / /g;léqte ‘ Vd e
&) N X>
zmax1=1,08q° fen!
0,03l
1,03q!
ME(X)W 1)47L 5»88L Mizmax3=1,858q!°
Figura 67
2 2 3
Miz(x):VA'X_q%‘i‘VB(X—l”)—i— q(X—4I) _2q<X9—I4I) +
+ql%(x-5l)’;
seinlocuie Va si pe Ve , de unde rezulta:
2 2
M, () =47l B agai(x—a1) - S04

2q(x—4l1)°
9l
expresia momentului generalizator.
Regiunea intai

+ql2(x-51)°;
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0%
x1 € (0;41); M, (x1)=1,47ql.x¢ _Tl;

. . 2

lim lim X1
———Mj;(X1)=——=( L479l.Xy ——— )=0;
X 40 iz (x1) X1J«0( ql-X1 5 )

lim lim ax,>
— = ———(147ql.x, - = )=1,47ql.4l -
Xl T4| IZ(Xl) Xl T4|( 40q Xl 2 ) ’47q| 4

2
LCVRPYPE

— QX ’
dxg X1
dM;, (x .
% =147gl —gxy =0; x1=1,471 €(0;4l) , fiind un punct
X1
d?My, (x
de extrem. # =—( <0;concava si x1 = 1,47 |, este un punct
dx“1
2
de maxim, M, max = Mi, (1L471)=1,47q1.1,47] _a4n)® =1,08q1%;
Regiunea a ll-a
X, € (41;51);
qX22 q(xz -4 )2
M, (x,)=147ql.x, - > +4,9q1(x, _4I)+T_
2q(x, —41)°
9l
lim lim qx,’
——M, =———[L47ql.x, — 2+ 4,9ql(x, — 4l
XZ \1/4' |z(X2) X2 ~L4|[ q XZ 2 + q (XZ )+
2 3
+ Q(Xz _4|) . 2q(x2 _4|) ] _ —2,1ZQ|2
2 al
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lim lim X,
2 M X, )= 1,47ql.x, — 2+ 4,9ql(x, — 41)+
o 1o M be) =S gy haTalx, = 4l =)

2
Al )" ZQ(XZ )’ _ 0,03q1°
2 9l

— IV TRY
M52 (x) = 1470, — qxy + 49g1 + 102 =) _2q(x23I ap.

4q(xo —4l) o
3l !

MIIiZ(Xz):—q+q_

qlxa —41) _2a(xp —41)* _
3

M iz (X7 ) =L47ql. - gxp +4,9q] +

312 2,37
(xp —41)7 ===
X21 = 5,88l ; Xo2 =2,121, nu apartin domeniului maxim de definitie ,
deci nu avem puncte de extrem pe aceasta regiune.
Regiuneaa lll-a
2 - 4|)2

M., (x,) = 147q1.x, - qx; +4,9q1(x, _4|)+Q(XT_

x3 € (51;71);

3
_2(:]()(39—|_4|)_i_qlz(x3 _5|)o

%Miz(xs)— “;n o ATl - q);32+4,9ql(x3—4|)+
p Q0a =) 2006 =4 giep g

2 9l
%Mu(xs)— “in g AT, - q);; +4,9q1(x, - 41)+
+q(x3;4|)2 ~ 2q(x 39I—4|) +q17] =103g!°
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— _ 2
M iz (X3)=1,47ql.—qx3 +4,9ql + Q(X3 4') _ZQ(X33I 4') :

4q(x3 _4|) <0
3l ’

M iz (x3)=—q +q -

alxa-4) _2q(xs-4)®

M iz (x3)=147ql. - qx3 + 4,9q! + .

2
(x5 -2 =225,

X31 = 5,88l ; X3 =2,121, numai Xz =5,88 | < (5I;71) fiin punct de
maxim.

M. . =147ql.588l - +4,991(5,881 — 41 )+

iz max

q(5,881)*
2

2 3
) Q(5,88|2— ay ZQ(E”Ss: ) g 2(5,881 - 51)’;

M iz max =1,858q|2. Caracteristicile ~ geometrice ale  sectiunii

transversale:

&
&
i
60 e
O Nz
B N _Zgl
G _ Zg
yal B
SR
) e
N ZQ9cC
/'/yQS °
— 10
/1
Figura 68

-87-



Rezistenta materialelor volumul 11

60 -

20|

zG

|
15=vG

80

=G * 10

Figura 69

Gi (0:10); Gi (z1y1); A1=60.20=1200 mm?; G, (0;60);
Gz (z2y2); A2 =80.10 =800 mm?;

_y1Ac +y2A,  10.1200 +60.800 mm®
A+ Ay 1200+800  mm?

YG 15mm;

| . | 2 .

| 2 .
IZ :IZG2+A2'deZ’
) {203.60

13 =161+ Apde, = +1200.(15-10)? |mm* = 7.10%*mm*

1| 2
IZ :IZG2+A2'dZGZZ
{803.10

+800.60 —15)° :lmm4 = 2046666,66mm*;

|, = 2116666,66 mm* .
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1,  2116666,66mm*

3
W, min = =24901,96mm®~;
Zmin Vi 85mm
M .
Omax = M; relatia de verificare.
zmin

M izmax — ‘_ 2112q| 2 | = 2,12q| 2 = 2,122,8E(O,53m)2 =
m ;

=2,12.2,8.0,53)°.10° N.mm =1,667422.10° N, mm;

o _Mimax _ 1,667422.10° N.mm _ 0066 N
max W ] 3 ' 2
zmin 24901,96mm mm

<og4 ,bara

rezista .

Ridicarea nedeterminarii prin teoremele lui Castigliano

Problema nr:3.

: : . .. N
Sa se dimensioneze bara din figura 70, stiind ca : g=2,5 —

N d

1=0,29msi 04 =111—— , —=08 .
mm? D
Rezolvare:
16ql
VA+VB +VD—q|—T:O (1) ) ZFy:O : ZMiZAzo

gl *1 -V, *3l +%(15|)—vD *191 =0

ql? —3Vg *1+80ql2 —19Vp *1 =0
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dvo

VAl Fral | Re=16ql/3 q
— -] xl >¢’x8 VB I ! ¢
-, = y ! * |
A —_ —
7%% IEEEPZN xG=121 o \Lx3 é}_
/. 7N 161 & %
Figura 70

{ Vg +19Vp =81ql(2)
Va +Vg +Vp =6,33q1(1)
Vp = 4,2631gl - 0,157895Vg
Vp =6,33q1 Vg —4,2631ql + 0,1578Vg
V =2,066ql — 0,8422V; ;

; 19Vp =81ql -3V

Problema este simplu static nedeterminata, sunt doua ecuatii si trei
necunoscute : Va, Ve ,Vp .Am ales ca necunoscuta static
nedeterminatad pe Vs , In mod indirect a dus la explicitarea fortelor de

reactiune Vasi Vp functie de Vg .

Regiu ) aMIZ(X) XE...
-nea M 1Z (X) oV,
ntai 2,066q1x — 0,8422xVg 0 8422)( (0,1)
-0,8422 | (0,2
all-a 2,664 2 +1,066qIx — 0,8422Vg (I + x) %Iix) 021)
—qx“ qx3 qx2
= 4,2631qIx — -
alll-a 30721 481 2 i 0’1)(578 (015l
— 01578V, x

Regiunea intai  x; (0,1]
Mi, (x)=Vaxq =(2,066q] — 0,8422V g )x

Regiunea a Il-a:
x2 €(0.21]; Mz (x2)=Vall +x2)—qlx
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NG /// e
- |
// \
/ \
A —
%% <1 4
Figura 71

M, (x)=(2,066q! — 0,8422V X1 + X)— qlx = 2,066q1 > — 0,8422V ] +

2,066qIx —0,8422Vgx —qlIx ;
M, (x)=2,066q1 > +1,066qlx — 0,8422Vg (I + X)

I ve o |F=al \1 VA
|
|

+xP

Figura72 a

Regiunea a lll-a: x3 <(0,16l)
4 3 2

gx gx°  gx .
IVliz(x4):_ + - +VpX ;
307212 481 2

Vp =4,2631ql - 0,1578Vg
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oL 1 oM, (x)
0= = M. (x)—2dx =v,
oV, 2 El <) v, Ve

I
{ [ (2,066qlx — 0,84422Vg X )(- O,8422x)dx}+
Iz (g

161
J : | 4263100 - 01578V, x |(-0,1578x)dx - +
) 2| 48I 2

21
{ j (2,066q12 +1,066q1x — 0,84422V, (I + X)) 0,8422(1 + x)]dx}
Z 0
|
0=-0,8422 (2,0660lx* - 0,84422V, X pix -
0
21 3 2 2 2
08422 I{Z,O%ql +2,066q1 >X +1,066q1 2 +1,066q]x }
0

+ 0,84222v52jI (17 + 21 + x? Jjdx —
0

161 _ 5 4 3
01578 [| P+ B B, 4.2631q1x - 01578V, x* (ix
30727 " a8l 2

Ve =4,54023.q ; Va=-1,7577ql; Vb =3,5463ql. > Mj;, =0 ;
este ecuatia de echilibru si este indeplinitd pentru toate punctele din
spatiu sau plan, dar se ia numai punctele de pe bard , pentru ca se stiu
bratele fortelor, nu trebuie sa se lucreze la 0 anumita scara pentru a
masura s1 bratele fortelor.

Deoarece Va a dat o valoare negativa , i se schimba sensul.

ZMiz(H):O

_17577ql1 — 4,54023q1.21 + 89"

.14l - 35463q1.181 =0?? ;
2 16

ql“( —1,7577 - 4,54023. 2+§ .14 -35463.18 )=0;

ql2( —1,7577 — 9,084046 + 74,666 — 63,8334 )=0;
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0=0 verifica.

2Mjz(M)=0

—1,7577q1.15.1 — gl.14l + 4,54023ql.12l - 3,5463q1.4l =07?? ;
ql?( —1,7577.15. - .14 + 454023.12 — 35463.4 )=0;

ql?( - 26,3655 —.14 + 54,4827 — 14,1852 )=0

0=0 verifica.

Regiunea intai
x, €(0;1); M, (x1)=-1,7577qlx;

% M, (x;)= %(— 1,7577qlx, ) =0;

My () =M (_1,7577qlx )= ~1,75771%;

xq T xp T
Regiunea a ll-a

Xy € (1;31];

M;, (x2)=-1,7577qlx5 —ql(xy —1) ;

lim lim [

WMiZ(XZ): %, L1

—1,7577qlx5 — ql(xy —1) ]=-1,7577q1?

MM (xp) =M _17577q1x, — ql(x, —1) ]=~7,2731g12
X2 T3| X2 T
Regiuneaa lll-a
x3 € (0;161);
4 3 2
X X X
Mi, (X3)=— R T o B +3,5463(X3;
307212 481 2
4 3 2
i i X X X
My (xa)= o Y T8 Fs 5 sa63gixg]=0
X3 ¥ 0 X3+ 0 307212 48l
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lim lim ax;  gxs  Ox?
M, (%)= = = 3,5463q|
x, 1 161 . (%) x3T16I[ so72 Taa o %A% |
=—-7,2731ql%;
3 2
' X X X
M iz (xg)=— L 32—Fq 3 _ 3 | 35463 :
7681° 16l
2
; aX3  OXg
M iz (xg)=— + -q;
25612 8l
2
" X X
M iz(x3)=— k 32 + Rk ~q=0; (x3 —16|)2 =0 ; functia este
2561~ 8l
concava.
: qxg qxg 0X4
M iz(x3)=— 5+~ +35463q1 =0 ;
7681 16l
X3 — 48Ix5 + 768l “xg — 2723,55841% =0 ;
X3 4,885 4,887 4,91
3 48Ix? + 76812, —
% T & -0,741° -0,00313 4,811
—2723,55841°

X = 4,887 | este punct de extrem .

4887% 4.887° 4,8872
Mi =M(4,8871)=ql?|-= + 2 D +3,5463* 4,887
izmax = M( )=d { 3072 | 48 2

Miz max = 7,635Q|2
M e = |7.63501%) = 7,635 = 7,635.2,5%
=7,635.2,5.(0,29)*.10° N.mm = 1,605.10° N.mm.

(0,29m)* =

3
Relatia de dimensionare : W, = M znax _ 1,605.10°N.mm =14,459mm?;

mnec -

Ta 11 N

mm?
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VA‘ I F=ql H‘ RE=1601/3 q
— e X1 >¢7 VB L1 ‘
X
o = ; B |
‘/ i — |- J— J— J— J— J— J— — J—

e T v

e 2
-1,577ql -7,237ql
@ - 4,8871 o
X
\
Mi'z(x)

Figura72b
Vd D*
W, =—(D*-d*)="=-(1-08)=0,057933D° =14,459mm° ;
32D 32

3
D=3 w:&ﬂmmz?mm;
0,057933

d=4,2mm, dar pentrua da valori intregi , se adoptda D =10 mm si
d =8 mm.

2
Mizmax= 7,809ql

6.20. Ecuatia celor trei momente ( ecuatia lui Clapeyron )
Dacad o bara are un numar mai mare de reazeme, numita si grinda
continud, pentru ea existd o metoda proprie de rezolvare, numita
ecuatia celor trei momente, daca bara ar avea ( j ) reazeme simple ,
statica ne ofera numai doua ecuatii de echilibru

( > Fy = 0si> Mj; =0 ) deci bara vafide (j-2) ori static

nedeterminata . Daca exista forte exterioare inclinate active, atunci in
mod obligatoriu trebuie sa avem din cele (j ) reazeme si o articulatie
fixa care sa echilibreze rezultanta pe orizontala a fortelor inclinate
active. In cazul in care avem o barid cu doud reazeme ca in figura 74 ,
momentele Thcovoietoare in punctele Ai si Ai+1, sunt egale cu zero.
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ve

VA o V3 A Jok F=ql Ve
‘ L ¢ Miz=ql AV4 ‘ A

> I 73 111 s Vs \ V1
) e e N e B 6
”%?7 Ll”;%‘ 12 A 13 2 L4 i 15 (S %
X
0 —

Figura 73
AVA
VB

Al § At >
0 —
Y MizCO D | ~
Figura 74
Cazul 1l
L q(x) Al+1
T I AITI I I ILTI T R

—

MiZz(x)

Figura 75
-06-
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din figura 75, Miz (Ai) =0 ; Miz (Ai+1) =P .lisa , pentru ca existd
consola Ai+1 Ai+2 .Din figura 76, Miz (Ai+1) =F2. lis1 ;

Mi; (Ai)=F1. 1.

Deci rezulta ca in figura (73) initiald avem momente incovoietoare in
reazemele 2,3,4 iar in reazemele extreme (1, 6) momentele
Tncovoietoare sunt egale cu zero, mentionam ca studiem momentele
incovoietoare de pe axa OZ (nude pe axa OY ). Studiind o bara cu
() reazeme , sistemul este static nedeterminat de (j—2) ori, in acest
caz existd momente incovoietoare in reazemele : 2,3 ...n-1,n...j-1 jiar
la capete , adica , in reazemele (1) si(j ) momentele incovoietoare
sunt egale cu zero [ Miz(1) =0 ,Mi(j)=0 ].

Cazul 111 din figura 77

Atunci cand se cunosc fortele de reactiune : Vi1, V2 ...Vj, momentele
pe reazeme, M2, Ms...Mj.1 se pot calcula.

Si invers , daca se cunosc momentele incovoietoare din reazemele 2,3
...n-1,n...J-1, se pot calcula fortele de reactiune : Vi, V2 ...V]

acum se iau ca necunoscute static nedeterminate momentele
Tncovoietoare din reazemele 2, 3 ...n-1, n...j-1.

Din conditia de derivabilitate a functiei fibrei medii deformate ,
rezultd cate o ecuatie de deformatii pentru fiecare reazem intermediar,
se 1a doua deschideri succesive ale barei, limitate de reazemele n-1,
n, n+1 din figura 78.

VB
b (x)

y WWWM pir Ai2
——
o\%@L =

' Ll 2 i+

Figura 76
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T A LA
GOz ooped o begy o HTY
e .

1.2 | L n-tn | tnn ‘\ =1, |

Figura 77

Aceastd grindd din figura 78 fiind un tronson de grinda din figura 77
se poate descompune n grinzi simplu rezemate la capete, ca in figura
79, incarcate cu incarcatura lor provenita din fortele exterioare, Fn.1 ,
Fn, Fn+1 51 pe de alta parte cu cate un cuplu ( moment incovoietor )

pe fiecare reazem.

Grinzile izolate (n-1,n)si ( n, nt+1 ) sunt simplu static nedeterminate
si se ridicd nedeterminarea cum s-a mai mentionat din conditia de
derivabilitate a functiei fibrei medii deformate .

Miz,n—1 A

Figura 78
Functia fibrei medii deformate trebuie sa fie continua si derivabila pe
tot domeniul maxim de definitie .
Pentru trasarea diagramelor de momente incovoietoare se aplica
principiul suprapunerii efectelor, forfele exterioare dau anumite
momente Tncovoietoare notate cu Ms.
Acestora li se adauga triunghiurile date de momentele incovoietoare
din reazeme: Miz(n-1), Miz(n) , Miz (n+1).
Din figura 81 se vede cd: Xe(0;ln_1n);
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Vina +Vh =0; ZMiz(n_l):O ; Mizna —Vndpan =0;

Y P
Vi :IZ—’nl; la fel si pentru
n,n—-1
) Mizn1 ~Mizna
Vn_l:_l—;MiZ(X): | X+ Mizna
n,n-1 n,n-1

lim lim ; —Mizna

— M (x)= , X4+ Mo M
x40 z (%) x¢0[ lnna izn-1 1=Mizna

Ilm Ilm _Mizn—l
FEYTIRL A | Mo ]=
XTIn_l,n IZ(X) XT|n_1]n[ In,n71 X+ IZ,n—l]

= [_M iz,n-1 +M iz,n-1 ]= 0
Din figura 80 rezulta: x e (0; In—1.n ) V., +V. =F ,; ecuatiade

. o o R
verificare, si din ) Mj;, (n —1): 0; -V, .,+F.l, =0V, = %
n-1,n
. ' ' I:n—l (I n-1,n Ia )
dln ZMiz (n): 0 ’ Vn—lln—l,n - Fn—l(ln—l,n _Ia): 0;Vn—l = | Y
n-1,n
Frn—1 Fn Fn+l
—1 N ' n+1
Z _ la -1 Lo lezp
Miz,n—1 . WM‘ \n.ntl
— 1 Fn=1Y 7.5
777777777777777777 n Fn Fntl Miz n+1
7 Miz,n | | —- '
\In—1,n/3 Mslin-1,m e s St Y
ME2(n+1,m>
- il AP
Hﬁ 0. -
—— ~
WM‘Z,W . // .MiZ,WJfl
' p—
‘ eln=1.n/3 Mizn ‘ . —JEM n+1/3
Miz (< Mz<x>‘Mzm lh,n+1/3 |
Figura 79
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Regiuneaintai:  x, e(0;l,) ; M,(x)=V,. X%

lim lim
—— M _(X,)=0 ;
x, ¥ 0 (%) x T,

Regiuneaall-a:  x,e(0;1,,,-1.) ; M,(x)=V,x,

Miz(xl)zvnl—lla = Msl(n_l’n) .

lim lim
— M. :0, — M. =M -1, .
X2 \L 0 iz (XZ) X21 T In_l’n _ Ia iz (XZ) sl(n n)
Vin—1 | - V'n
f F-1 \_Aaﬁx
n—1 { :
G — o
- In=1,n 77
Ms1in—1,1n)
5 " —
Y MizGo
Figura 80
LV n-1 Von
Miz,n—1
Q%M -
g n=1,n -
: @ e ——
Miz n—1
MiZz(x)
Figura 81

Din figura 82 rezulta:
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w0l an) Ve +Vr =0, T Mp(1-1=0.

w  Migp .
~Mizn =Vnlhin=0; Vy =————;lafel sipentru
n,n-1
Miz,n Miz,n
Vn—l:I ’Miz(x)zl X,
n,n-1 n,n-1
lim (x) lim [ Mizn ]=0
X‘L 0 'z X\L 0 In'n_l ’
lim lim Miz,n
|z( ) [ : X]:Miz,n
xTln_1n XTln—l,n Inn-1

‘w\\\\\\H éB Miz,n

Figura 82
Acum se Tnsumeaza efectele produse de forta Fn.1 si momentele
incovoietoare Mizn , Mizn1 , se pun pe o singura diagrama conform
principiului suprapunerii efectelor ca in figura 79, la fel se procedeaza
si cu tronsonul (n,n+1).Dinfigura83b cu xe (O; |n+1,n) ;

Via#Vo =0; Y Mz (n+1)=0; Miz.n +Vr||-|n+1,n:0;
M' ' M 1

Vjy=- 2l ; la fel sipentru Vg = 20
n,n+1 n,n+1
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M : . . M
Mip (=20 Mg (=T )0
Inni1 X0 X0 In,ns1
lim lim Miz.n . g
T—MiZ(X): 7 [ | X ]:Miz,n ; apol se traseaza
XTI nt XTlhna Inna

din figura 83 a diagrama de momente incovoietoare Msy( n,n+1) .
Din figura 84 cu : xe(0;ln41n)

vV IV Q. : IV
Vi +Va =0; 2 Mi; (n):O o Miznit +Vpigdnian =0

Fn P+l

- n,nTtl -
Mse2(n,n+1)
0 -
Y MizGo ad
Figura 83 a
by b vt

Miz (x) o))
Figura83b
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M.
anJ\r/l =—'Z—’n+1;1a fel sipentru
n,n+1
M; M;
vV Sy iz
In,n+l In,n+1
lim lim ; Miznu _
——Mj; (x)=——] x]=0 ;
lim lim Miz n+1
FEYT iz( ): A | X ]:Miz,n+1 :
X T 1nnw X T Innt n,n+1
v
b,y Vil
<—L>/' | Miz, n+1

Figura 84
Fie grinda (n-1,n,n+1)din figura 79, aplicam metoda grafo-
analitica , cu mentiunea cd originea este in reazemul ( n) , adica in

cel din mijloc, gors] fiind unghiul de rotire al sectiunii transversale din
stanga reazemului (n) datorita sarcinilor de pe grinda (n-1,n), gor(]j

fiind unghiul de rotire al sectiunii transversale din dreapta reazemului
(n ), datorita sarcinilor de pe grinda ( n, n+1).

g/)rS] = —(pﬁl ( cand se schimba sensul axei OX , atunci se schimba si
semnul derivatei intai )
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v(x)-vo] | Sox

= + : O=n,originea.

v X X*El, J
oS = |Vn—1(x)_Vn (X)|+ Sn,n-1 .

n-— )

In—l,n In—l * En—l,n | n-1,n
(p; — [Vn—l(x)_vn (X)L_ Srnn—l +
In—1,n In—l * En—l,n I n-1,n

n 1 I\/Iiz,n—l In—l,n * In—l,n + Miz,n *In—l,n **E . ]

In—l,n En—l,n I n-1,n 2 3 2 3 ’

Pentru  Shn1 avem contributia momentelor incovoietoare Mizs $i a
triunghiurilor date de momentele incovoietoare Mizn , Mizn-1 .

S 1 _ sn,n—l
M E T B
n-1,n =n-1,n ' n-Ln n-1 n-1,n ' n-1,n
1 M iz,n-1 In—l,n - In—l,n M iz.n * In—l,n x 2
+ + _In—l,n ]
In—l,n En—1,n I n-1,n 2 3 2 3
Sn,n-1

este datde Mi,s . Tn mod analog se

In—1 * En—l,n | n-1,n

procedeaza si pentru calculul gpﬁl :

d |Vn+1(X)—Vn (X)| Sn,n+l .
n- | ETWET N ’
n+1,n n+1 n+1,nn+ln

d _ [Vn+1(x)_vn (X)] Snvn+1

On = | B
n+l,n n+l n+1l,n " n+l,n
1 Miz,n+1 I"+1'” In+1n Ivlizn *In+1n 2

+ * —+ ’ ’ *_In+l,n ]

In+1,n En+1,n I n+1,n 2 3 2 3

- d. d
din @5 =-¢n;  @n+en =0;

-104-



Rezistenta materialelor volumul 11

Vi (X) -V, (X) + - Snvn*l +
In—l,n In—l En—l,n I n-1,n
l IVliz,n—l In—l,n I _
+ % n-1n ]+
In—l,n En—1,n I n-1,n 2 3
[Vn—l (X) -V, (X)] + . Sn,n—l +
In—1,n In—l En—l,n I n-1,n
1 M iz,n-1 I”‘l-” * In—l,n M iz,n * In—l,n * % 2 I ]
I LE L 2 3 2 3 1T
n-1,n =n-1,n " n-1,n
1 M iz,n *In—l,n 2 *
+ > In—l,n
I, E | 2 3

n-1,n —=n-1,n ' n-1,n
In cazulin care existd: Enin= Entin=E $1 In1n= lhn = 12 se
obtine relatia ,

| 2M . *| S
n-1,n izn  'n-1n n,n-1
M,.2* 5 + 5 + | +
n-1,n
v (X)=v (x) v, (x)=v (x |
+E|z n—l( ) n( )+ n+l( ) n( ) ]+Miz,n+l* n,n+l +
In—l,n In+1,n 6
In n+l Sn n+1
+2M, *——+——=0
6 In,.n+1
M iz,n—l'ln—l,n + 2M iz,n |_In—1,n + In,n+1 ]+ M iz,n+l'|n,n+l +
+6EIZ anl(x)_vn(x)_i_Vn+l(x)_vn(x) ]=—6 Sn,n—l +Sn,n+1 ]
In—l,n In+1,n In—l,n In,n+1

aceasta este ecuatia celor trei momente sau ecuatia lui Clapeyron.
In cazul in care reazemele sunt rigide [ va-1(X) = Vn(X) = Vas1(X) = 0]
si grinda continua este de sectiune constanta , atunci se obfine :

M iz,n—l'ln—l,n +2M iz,n |_In—1,n + In,n+1 ]+ M iz,n+l'|n,n+l =

_ _({sn'n_l Snst ] , ecuatia calor trei

+
I I

momente pentru cazul particular , iar Snn-1 81 snp+1 SUNt momentele

n-1,n n,n+1
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statice ale suprafetelor diagramelor de momente Tncovoietoare la
grinzile simplu rezemate in raport cu reazemele (n-1) respectiv (n+1).

Problema nr.4
Sa se verifice bara din figura 85 , stiindca: q=1,3 N/m;

1=0,285m; o, :117L2.

mm
Sectiunea transversalé a barei ﬁind cea din figura 86.
2l
R = [q(x)x = jq sin —Idx q fsm —Idx se face schimbarea de
0

c e 7T.X . .
variabila , e =1, se diferentiaza ,

qlx>=qsinmmx/2l _9

Figura 85

d( ZX yodt; Fdxedt dx=2dt =790
2 2 V4 2|
_7[.2|_7Z .

272 ’

cosz =-1,cos0=1,;

R= qjsm X = qJ.—smtdt_ qu 2q|(0037r cos0)= dal

T v

Punem cond1‘;nle de echilibru ale barei:

§:|:y :(x\/A —“ﬂ91-+\/8 =0 ;
T
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40 |
Ty
Figura 86

Y Mij; o =0; 4dl | ~Vg.2l -M;(B)=0 ; existi doui ecuatii si trei
T
necunoscute [ Va, VB, Mi; (B) ], sistemul este simplu static
nedeterminat, se ridica nedeterminarea cu ajutorul ecuatiei lui
Clapeyron.
Reazemul incastrat din punctul (B), la aceastd metoda se
descompune in doua reazeme articulate aflate la distanta € ( € este
un numar pozitiv foarte aproape de zero ), pentru ca ecuatia lui
Clapeyron se aplica la trei reazeme articulate consecutive ( acest lucru
reiese din demonstratia teoremei). Aplicam ecuatia celor trei momente
pentru reazemele articulate din punctele : A—B - B’ fiind

M, (A)2l+2M, (B2l + & ]+ MiZ(B'):—G{SZ%+% ]

Miz(A):O;MiZ(BI)ZO;SBB':O;4I'MiZ(B):_6SZ%;MiZ(B):_%'S%
I
o e X AT(X)

dT(x)= —q(x)dx;IdT (x)= —.[q(x)dx;T(x) = —'[qsin %dx = —qjsin %dx ; Se

. e X : .
face schimbarea de variabila , ETE =t se diferentiaza ,
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d( X ):dt; ZdX:dt; dx :_Idt
2 2
—qJ'sm—dx_—qI—smtdt cost+C_2—q|cosﬁ+C
T 2l

N\

— 1=
B _I\ N
B » & = e
Figura 87
aixD
V‘B
T T T T T T T T e B/
S o e 2>
A q(xD AV/ .
3
— g
v i s
Miz (0 > >
Miz(x>=0
MiZz ()

Figura 88
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qx=qsinpx/ 2l

Figura 89

lim ——T(x)= VA—Z—qlcosO C; VA—2—q|c030+CC VA—Z—qI
X\L T T T

T(x):z—qlcos@ —2—q|+VA ; dMi; (x) =T(x);dM; (x) =T (x)dx;
7z 2l & dx

[ dMi; (x)=] T(x)dx;=Mj; (x);

Miz(x)_j{ :I[cosz——l] +V, Jdx = quj(cosﬁ—l Jdx +xV, + D

| T

dar ,jcosﬁldx=2—lsin%+ D ;

T
Miz(x):z—qI 2 in ]+ XVA+D ; II—mMiZ(x):O:D ;
7T\ 2l x40
Miz(x):z—qI Asin ™ _x 4+ XVa;
T\ 2l
2 ql 22l 2q 2| ) L2l 5
Sga = [ XM (x)dx = —"— jxsm—dx——jx dx+Vp [x2dx ;
0 77 0 2l 0 0

/7,4 . . . T
[ x.sin —Idx , se integreaza prin parti.

[ f(x)g (dx=f(x)g(x)-[g(x)f (xdx; F(x)=xf (x)=1
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sin%dx =g (x)dx=dg(x) ;

| sin%dx=f g'(x)dx:j dg(x):g(x):—z—lcosﬁ;

T 2l
[xsin = dx=-=.x.c s _ [——Icos— lox =
T 2l V4
_A X008 2 + ( 2 )2 sin 2
/4 T A
_4Q|2 2l X 2l 2 X 2ql X3 . X
Sga= 2 | s +( — )<s ) ]\g'——?§ +VA?‘§',

Sea = -1,181616 C]|4 + 2,66 ValB ,
Din figura 88 rezulta: V A +V|; = 4al , una din conditiile de
7

echilibru a barei, fiind si ecuatia de verificare.

SMy(A)=0vg.2 -2 oy =24
T T
My (B)=0va.2l— 2 —ovp =28 50, — 051265214 ;
T T
S -
Mi;B = —%% =—-0,384489q| 2 deoarece a dat cu semnul minus ,
I

trebuie sa schimbam sensul momentului , in acest caz sensul
momentului fiind sensul acelor de ceasornic.
4ql

Vp +Vg =- - =12738854;
qlx? 9
vak Ivs
Sl I e A
7% o R=4ql/x Miz(B>
Pl -
Figura 90
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Y Mi; (A)=0-Vg .21 + :' 1+0,384489q1% = 0;V, =0,829187ql;

. 4ql
> Mi;(B)=0;V,.21 - .
verifica daca nu s-a gresit la calcul , trebuie sa fie indeplinita conditia
de echilibru: > M, (punct, oarecare)=0, din plan sau spatiu,
statistic trebuie sa ne verificdm in cel putin cinci puncte pentru a fi
siguri ca am calculat corect.

> M, (Q)=0:0,444698q].| +0,384489q1 > — 0,829187ql.l =0;0 =0
1Z

1+0,384489q1 % = 0;V , =0,444698q] ; se

2
My, (x)= 290 gin & _ 201 | 0 44460801 x;
iz 2 o
T T
- - 2
MM g ()= (2 g 2 290 0, 44460801.x ) =0

X4 0 xy0 L2 T2
lim lim , 491> . = 2ql
M (x)= M 2y 1 0,444698q1.x )=
x T2l () xTzl( B ax )

=-0,384489q|°;
dM;
'Z(X):T(X):Z—qlc X 2ql

0s— — — + 0,444698ql;
dx T 21 T

d*M iz (X)
dx?

_deiz(X):T(X) 2 cos%—z—ql+0444698ql 0;x=0,804706I ; fiind
X T

punctul de extrem, Tn acest caz punct de maxim.

M, ... =M, (0,8047061)=1,059713ql* =

= 1,059713*1,3ﬁ*(0,285m)2 =1,059713*1,3*(0,285)* *10°> N.mm
m

Mi, max =111,897745N.mm;

3 % *x1n4
| = 807740 A0 4 71950013 %104 mm?:
12 64

. 7IX -
=—q Smﬁ<0 ; concava.
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I,  71,950913*10%mm*

W, min = = 2,398364 *10* mm?;
Y max 30mm
relatia de verificare , a barei este:
M :
S W,Z max _ 111,897745!\‘|1mm3 — 0.004666 <o,
zmin  2,398364*10" mm mm

qlxo=qgsinpx/2l

e ol Y Miz<B>
= P
0,8047060, Mizmox=1,059qC g -0,384489q!

' ’

Miz(x)

Figura 92
6.21. Teorema reciprocitatii deplasarilor sau teorema lui Maxwell
Se considera aceeasi succesiune de Incarcari ca la demonstrarea
teoremel reciprocitatii lucrului mecanic, dar in acest caz, se ia o bara
simplu rezemata la capete , unde prima stare de incarcare este formata

—

din forta F, aplicata in sectiunea ( 1), iar a doua stare suprapusa

—

peste prima , este formata tot de o fortd F, aplicata in sectiunea ( 2 )
cain figura 93.
Se tine cont de urmatoarea notatie :
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vi1 - fiind , sdgeata in sectiunea ( 1 ), datoritd primei stari de
incarcare;

Vo1 - fiind , sageata in sectiunea ( 2 ), datoritd primei stdri de
incarcare;

V1o - fiind , sageata in sectiunea ( 1 ), datoritd celei de-a doua stari

de incarcare;
Voo -fiind , sdgeata in sectiunea ( 2 ), datorita celei de-a doua stari

de incarcare.

In cazul primei stari de incdrcare , lucrul mecanic produs de forta F

F *Vll

aplicata static , este : Lqq1 = ; dupa aplicarea celei de-a doua

stari, se adauga lucrul mecanic , conform figurii,
*

F*v
142+¢42:——Ei2~rF*wQ, unde Ljp =F *vqp ,nuare

factorul (' ), deoarece forta F din sectiunea ( 1) se afld pe grinda
s1 parcurge cu Intrega sa intensitate , drumul Vvq5.

La finalul stérii a doua , energia totala acumulata de bara , este :

F *V22

1 3 . :
L= 5 F*vq+ — + F *v15 . Daca se schimba succesiunea

starilor de incarcare si se egaleaza energiile se ajunge la exprimarea
teoremeli reciprocitatii sub forma :
1 F*v 2

LZEF*V]_]_-I-—Z2 +F*V21;

F*va. F vy .
Lo = > L1p +Log = +Fvoq;

* *

L=L22+L11+L21=F2\/22+F2V“+F*v21 ; L=L
F*v F*v 1 F*v

22 11 L FE*vy = L==F*vy+——22 f F*y,;

21 5 11 12

2 2
Fvip = Fvpq;vi0-Vo1:
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Teorema lui Maxwell

Deplasarea produsa in sectiunea (1) a unei bare , cand o forta oarecare
este aplicata in sectiunea (2), este egald cu deplasarea

produsa in sectiunea (2) cand aceeasi fortd calca in sectiunea (1),
ambele deplasiri sunt masurate pe directiile fortelor respective. In
cazul in care forta F poate fi egald cu unitatea , adici egala cu forta

. F = . . . s
Versor ; i = ‘T =1, teorema se mai numeste §i teorema reciprocitatii
i
deplasarilor unitare , anume : deplasarea produsa a unei bare in
sectiunea (1) , pe directia fortei care se va aplica in aceasta sectiune,
de catre forta unitara (versor) aplicata in sectiunea (2) , este egala cu

deplasarea produsa in sectiunea (2), de forta unitara (versor) aplicata
in sectiunea (1).

N
/

\
P

N
/
\
e

-

Figura 93

-

h
{
\
»

\

vV

\'v/

Figura 94
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Sistem de baza
Rezistenta materialelor posedd mai multe metode de rezolvare a
sistemelor static nedeterminate, toate metodele pornesc de la faptul ca
ecuatiile de echilibru ale staticii pot fi completate cu o serie de ecuatii,
bazate pe considerente de deformatii , pentru barele drepte una din
metodele cele mai des folosite, este si metoda eforturilor.
In aceastd metoda se transforma sistemul static nedeterminat in unul
static determinat , numit sistem de baza sau sistem fundamental ,
suprimand atatea legaturi exterioare cat este necesar.
In legatura suprimata, se introduce un efort static nedeterminat, notat
de obcei, cu: Y1, Y2 ...Yn, inlocul unui reazem simplu se introduce
o singura forta , tot la fel , atunci cand o articulatie se inlocuieste cu un
reazem simplu ; in locul unei articulatii suprimate se introduc doua
forte ; in locul locul unei incastrari se introduc doua forte si un cuplu.
Transformarea sistemului in sistem de baza se face in mai multe
moduri.
Considerind eforturile : Y1, Y2 ...Yn cunoscute , sistemul de baza
trebuie sa fie , pe de o parte static determinat, pe de alta parte ,
indeformabil geometric, adica sd nu permitd deplasari cinematice ca
n figura 95.

| ] i \

| F=12q1 VE
IIEITIN IR Sesanas: AEIRENIY

VA

—
|
:VD |
|
| —|
-<§
| —
| —| 0
|

I
v
k

hvon 9 |F=1eq vE|

AERARRIARREER

A

Figura 95
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Problemanr.5

109N .q :Zk—N;I =0,6m.
m

Sa se verifice bara din figura 96 : oy =——-;

ﬁ"ﬂz
Rezolvare:

S-a suprimat o singura legatura pentru formarea sistemului de baza, in
acest caz s-a suprimat legatura pe verticala din articulatia ( B),
Tnlocuind-o prin necunoscuta static nedeterminata Y1 = Vs.

Principial , in metoda eforturilor se exprima deplasarile in diferite
puncte ale sistemului de baza , datorita sarcinilor date si
necunoscutelor static nedeterminate, scriind ca ele sunt identice cu

VA g VB‘

Miz (A ‘/7
ARRAREERRRRRR

Figura 96

vy

Z
4 o=
@

40 |
Yy

Figura 97
cele din sistemul static nedeterminat dat . Se va tine seama de faptul
ca in reazemul ( B) deplasarea pe verticala , a sistemului de baza , fie
ea 91, este nula, ca si in sistemul initial. Este avatajos sa folosim
principiul suprapunerii efectelor in modul urmator:
a) se considera intai ca in sistemul de baza lucreaza numai sarcinile
exterioare date, in cazul de fata sarcina (q) distribuita , deci nu exista

forta Y& , $1 se calculeaza deplasarea ce le corespunde pe directia
fortei Yy, adica 810 .
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b) se considera apoi ci in sistemul de baza lucreaza numai forta Y;

si se calculeazad deplasarea corespunzatoare, este preferabil ca in locul
unei forte \71 sd se aplice o forta unitard (versor ) a fortet \71

care produce deplasarea 511 aritata in figura 99 , atunci unei forte Yy,

fi va corespunde o deplasare (d11.Y1).
¢) aplicand principiul suprapunerii efectelor , se scrie ca deplasarea

totala este nula :

A q A
VA o
) Y1
V ! | 1 Y
LA — B
M iz CAD |
Figura 98
. y o y :
01=010+011*Y1=0, deaicirezultd, Y; = —5L0 , aceasta relatie
11
are un caracter general .
Cazul |

Cand actioneaza forta distribuita.
Regiunea intai
Din figura 99 rezulta:

qX12 . dM; (%) _

x1e(0;1)  Mip(xq)=— 5 dix, ——gx;M (x)=-q<0
_lim lim Xt
concava,mMiz(xl):Xl\LO( —q21 )=0
lim lim qx12 qI2 _
— - Miy (%)= - =
XlTl IZ(Xl) X1T|( 2 ) 2
Cazul 11

Cand actioneaza forta versor (unitate) in capatul liber al barei.
Regiunea intai
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lim lim 5
x €(0;1)  miy(x)=x; mmiz(xl):m(xl):O;senoteaza
g
STy
I —— — 7 1!
A T - ] S
o 1
-
*qf@@\\\ \ \X\T\‘ —
I MizGo - i
— ' 9
; R Vo
| {
mizCAY=11 yGl
Vmiz(x)
Figura 99

momentul Tncovoietor dintr-0 sectiune cu miz (X1 ), pentru a provine

de la forta egald cu unitatea (forta versor care este 1=

V,
\ ¥
lim lim
———Mi; (X1 )=—5—(X1)=1I.
XlTI |z( 1) xlTI(l)
Tn aflarea coeficintului 810, se ia diagrama Mi(x1 ) din figur si se

inmulteste dupa regula lui Veresceaghin, cu ordonata diagramei
miz(X1 ) din dreptul centrului de greutate al digramei Miz (X1 ) .

a0 [ 3 Joc
R

[unde x1 =x] Xg =
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I 3
Avria diagramei Mi;(x) vafi : A:j[— ]d " __i

3 4
El.6, = _13_|: A* Yo 0y = _L; ye1=3l/4
8EI,
Aria diagramei miz(x) vafi:

| |2

a= jxdx——‘ =—; EILS =£2—|=a*y PR
. 0 175 g G20 %1 3E|z’
_ q"‘
_y —_% ___8El, _3ql =
Vp, =Y, = 5, E g’ unde ye2=2I/3
3EI,
Regiunea intai ( figura 100)
x €(0;1) M (x) 3q_|x_ﬁ
s
dMj;\x ) 3ql "
= —0gx ;M (¥)=-0<0, a
ix 3 q (x)=—q concava
I lim (3gh O°
im im ( 3glx
M, (X)= - =0 ;
x 40 i2(%) xio( 2 )

2
I I Ix 9X 12
My (=S )

~xTI 2 7 8
dMj, (X
dIZ( ):3;“ — X :O;x:%l, punct de extrem, punct de maxim.
X

3l lim lim (3qlx gx° ql?
Mmax—Mlz(Sj——:g'Miz(X): 3|( 3 2 ):9E
X —— X——
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EA » ’ VB
ARAAAA VH(HH

A\ AES > L \

|

§‘>-

Teop 0al/8 3 18
[] . @ m >><
R ) 5\@
[ | — X
i - *
17 (XD
Figura 100
3ql ~lim lim 3ql 3ql .
T(X)=—F ;a1 (X)= - =——
) PG S Fo Wl T )=
lim T(x)= lim ( 3l + OX ):%ql; se verifica calculul corect,

x T x T 8
prin >’ M, (oarecare)=0 ; o conditie de echilibru .

2
> M, (A)=0; 3q|.l+I ql—l:O;O:O, verifica
8 2 8
2
S My (B)=0;2 %] '2 ql—%zo;O:O,veriﬁcé,
2
> M, (P)=0 5q| Iosal, 1 gl =0;,0=0, verifica.

'8 2 8 2 8
L o = 40*83_7r*104
L 12 64

jmm4 =127,95*10*mm*;y__ = 40mm;
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* 4 4 2

Wzmin = IZ = 127’95 107 mm = 3,19875*104 mm3; M izmax — _l
Y max 40mm 8

2

Mizmax = Zk—N*M =0,09*10°N.mm = 9*10*N.mm;o, = M o
m 8 Wzmin
4
9*10" N.mm A
Omax = 13~ 28135—— <0j,;baranu se rupe,in
319875*10 " mm mm

acest fel se verifica . Pentru problemele multiplu static nedeterminate,
se procedeaza la o generalizare a metodei expuse, prin suprimarea la o
serie de legaturi, obtinand sistemul de baza , solicitat prin incarcarea
data , plus eforturile Y1, Y2 ...Yn care inlocuiesc legaturile suprimate.
Se tine cont s1 de faptul ca deplasarile in dreptul acestor eforturi sunt
nule ( egale cu zero ) ,de aici rezulta :

( 51 =511*Y1 +512 *Y2 +...+51n *Yn +510 =0
52 =521*Y1 +522 *Y2 +...+52n *Yn +520 =0

5n = 5“1 *Yl + 5n2 *Y2 +..+ 5nn *Yn + 5n0 =0
Aceste ecuatii se numesc ecuatii de conditie sau ecuatii canonice in
metoda eforturilor, unde coeficientii ( djj ) din aceste ecuatii ,
semnificd urmatoarele :
- 011 este deplasarea pe directia efortului Y1 produsa de o sarcina
unitara aplicatd in acelasi punct si pe aceeasi directie cu Y1,
d12 este deplasarea pe directia efortului Y1 produsa de o sarcina
unitard aplicatd in acelasi punct cu Y> si avand directia lui Yo,
022 este deplasarea pe directia efortului Y2 produsa de o sarcina
unitard aplicatd in celasi punct si pe aceeasi directie cu Yo;
- Ono este deplasarea pe directia efortului Y, produsa de sarcinile
exterioare aplicate sistemului, cand nu existd eforturile Yn .
Coeficientii ( 6ij) se pot determina prin metoda Mohr-Maxwell sau pe
alta cale, {inand cont de teorema reciprocitatii deplasarilor se poate
scrie ca : Oij = Jji .
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Prezentarea modului de calcul al coeficientilor ( d; ) prin metoda

Mohr-Maxwell: M 8 - fiind momentul Tncovoietor intr-o sectiune

oarecare a sistemului de baza , produs de fortele si momentele
exterioare date ;

mizt , M2 ,...mi" , momentele incovoietoare Tntr-o sectiune oarecare
produs de sarcinile versor (unitare) aplicate pe directiile si in punctele
de aplicatie ale necunoscutelor static nedeterminate

Y1, Y2, ...Ynsicoeficientii ( 9 ) se obtin din ecuatiile urmatoare;

S ZIEI 0*mIZ dx; 511 = Zj—(m,z)zdx

Zj 2*m .5, —Zj m. *m?" dx. Folosind

metoda de 1ntegrare a lui Veresceaghm , se calculeaza: d10, din
diagramele Mig , Miz* ;811 din diagrama miz* cu ea insasi ; 812 din

diagrama mi;* cu diagrama mi;? , luand suprafata uneia si ordonatele
celeilalte ( dupd cum dorim ).
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Capitolul VII

Stabilitate elastica
(Flambaj)

Stabilitatea echilibrului elastic.
7.1. Definitia flambajului

Pana acum s-a studiat rezistenta pieselor de constructie pe baza
eforturilor unitare si a deformatiilor produse de diferite feluri de
solicitari. S-a considerat ca piesele se afla in stare de echilibru static.
Din mecanica teoretica, echilibrul unui corp rigid poate fi stabil,
nestabil sau indiferent.
O bila metalica , asupra careia actioneaza numai greutatea proprie si
rezemata pe o suprafata , se afla in echilibru atunci cand punctul de
reazem se afla pe verticala centrului de greutate si forta de greutate
este echilibratd de reactiunea reazemului.
Bila se afld in pozitia de echilibru stabil, figura 101 (a), in echilibru
nestabil, figura 101 (b) si indiferent, figura 101 (c¢), dupa cum
suprafata de rezemare este o suprafatd convexa, o suprafata concava
sau o suprafatd plana orizontala.
La mici perturbatii de la pozitia de echilibru instabil, centrul de
greutate coboara si bila nu mai revine la pozitia initiala, iar in cazul
echilibrului indiferent, centrul de greutate al bilei pastreaza cota
neschimbata si bila se afla in stare de echilibru, oricare ar fi pozitia sa
pe planul orizontal.

Un alt exemplu din figura 102 de echilibru stabil, nestabil sau
indiferent 1l constituie cazul unui disc omogen suspendat intr-un
punct, pozitia de echilibru va fi realizata atunci cand centrul sau de
greutate (G) si punctul de suspensie (A) se gasesc pe aceeasi
verticala.

Echilibrul poate fi stabil, nestabil sau indiferent, dupa cum centrul
(G ) se afla dedesubtul punctului de suspensie (A ) , deasupra acestuia
sau cele doud puncte coincid
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HE 4

Qv
(@)
Figura 101
ol e)
£
Figura 102
Cazul 111

Studiul unui con circular drept care se reazema pe un plan orizontal.
Pentru pozitia de echilibru stabil, ( fig. 103 g ) , centrul de greutate al
conului are cota minima fata de planul de rezemare in pozitia de
echilibru nestabil, ( fig. 103 i), cota este maxima, iar in pozitia de
echilibru indiferent, ( fig. 103 j ), cota pastreaza aceeasi valoare.
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Figura 103
In realitate, numeroasele piese de constructii, se afla in stare de
echilibru instabil, datoritd marimii fortelor exterioare la care sunt
supuse.
Acest lucru se va exemplifica prin prezentarea catorva cazuri. Daca
avem o bara dreaptd , elasticd, supusd la compresiune sub actiunea a

doua forte axiale F , a caror intensitate creste treptat.

Figura 104

pM N

;IT — Fe

Figura 105
Bara se afla in echilibru stabil atata timp cat forta F nu atinge o
anumita limita Fr, Tn cazul in care forta F depaseste aceasta limita,
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bara se Tncovoaie brusc. Acest fenomen de Tncovoiere a unei bare sub
actiunea sarcinii axiale de compresiune poartd numele de flambaj.
Valoarea fortei F, la care se produce flambajul, se numeste forta
critica de flambaj si se noteazd cu F ¢ .

Cattimp F < Fg, bara isi pastreaza forma rectilinie, care este

forma stabila a echilibrului sdu. In cazul in care se aplica o forta
orizontala, bara este scoasa din pozitia dreapta si dacd se inlatura
aceasta fortd, bara executd o serie de oscilatii si revine la pozitia
initiala, datorita elasticitatii sale.

Cand F > F¢, forma rectilinie inceteaza de a mai fi forma de

echilibru stabil, bara se curbeaza, fard sa mai poata reveni la pozitia
initiala, bara se deformeaza pana se rupe.

Un alt caz, este cel al unui inel subtire, supus unei presiuni
exterioare (q) uniform repartizata pe circumferinta sa, are forma
toroidala de echilibru stabil.

Dupa atingerea presiuni critice de flamba;j el poate lua forma oarecare
indicata pe figura 106.

Figura 106
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Cazul 111
O grinda de sectiune dreptunghiulara ingusta la un capat si
incarcata cu o forta concentrata la capatul liber.
Cand forta F nu atinge valoarea critica, exista o incovoiere a grinzii in
planul vartical, fiind o forma de incovoiere stabila. Atunci cand
F > F¢ , pe langa incovoierea din planul vertical, apare si o

incovoiere in planul orizontal, insotitd de o rasucire a grinzii.

Cand o piesa dintr-o constructie se afla in echilibru nestabil, calculul
de rezistenta nu trebuie facut, nu-si are rostul. Constructia care iese
din starea de echilibru, o piesa se rupe sau intreaga constructie, nu din
cauza rezistentei mecanice insuficiente, ci datorita pozitiei initiale
corespunzatoare echilibrului nestabil.

Calculul la flambaj consta in determinarea fortei critice si alegerea
unui coeficient de sigurantd, astfel incat forta reald care solicitd bara la
compresiune sa fie inferioara fortei critice de flamba;.

F

Figura 107

7.2. Formula lui Euler pentru calculul fortei critice de flambaj la
barele drepte
O bara dreapta, subtire si elastica, solicitatd la compresiune sub
actiunea a doua forte axiale, paraseste forma dreapta de echilibru,
adica flambeaza i1n momentul cand se depaseste forta critica de
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flambaj. Aparitia fenomenului de flambaj apare datorita urmatoarelor
cauze.
B excentricitatea inevitabila a punctului de aplicatie al fortei de
compresiune;
B micile abateri de la linia dreapta pe care le poate avea axa
barei;
B imperfecta omogenitate a materialului din care este facuta
bara.
In anul 1744 Euler a studiat fenomenul flambajului, a calculat
pe cale analitica formula cu ajutorul careia se poate calcula forta
critica de flambaj in cazul barelor drepte, solicitate la
compresiune. Vom determina dupd metoda lui Euler valoarea
critica de flambaj pentru bare solicitate la compresiune, care
difera intre ele numai prin felul reazemului:
B bara articulata la ambele capete;
B bara incastrata la un capat si libera la celalalt;
B bara Incastrata la un capat si articulata la celalalt;
B bara incastratd la ambele capete.

7.2.1. Bara articulata la ambele capete

\ — , —
Y yOO=F(x) = vix

Figura 108
Avem o bard dreaptd , de lungime 1, articulata la ambele capete si
supusa actiunii fortei axiale de compresiune P . Bara se curbeaza Tn
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momentul cand P =P, . Intr-o sectiune oarecare la distanta x, forta va
produce un moment incovoietor M, (x) ; M, (x)=Py unde
y = y(x) reprezentand sageata barei in dreptul sectiunii curente.
Pornind de la ecuatia diferentiala a fibrei medii deformate :

2 2
e, 9 My (0)=-py ;B9 py
dx? dx?
2 2
Elzd—2y+ Py:O;d—2y+ Pyi:O; se noteaza cu
dx dx El,
2
o’ :L ;  ecatia diferentiala devine: d—y+052y=0 :
El, dx?

Solutia generala a acestei ecuatii diferentiale cu coeficientii constanti
este:  y(x)= Asina.x + Bcosa.x ; pentru a se determina constantele

de integrare A si B, se scriu conditiile de reazem ale barei , pe care le
ludm 1n considerare si anume:

lim lim
x40 xT1
capatul din D sila mijlocul barei existd conditia ,

I|mI d)(;(x)zo Din IT]
NN ) X X~ 0
y(0)= Asina.0+Bcosa.0=B=0; deci B=0;y(x)=Asina.x;

y(x):O ; pentru capatul din C, iar y(X)=O ; pentru

y(x)=0 , avem

gmnl%ﬂupmmmm y()=Asinal=0; cum A =0 ;
X

rezultaca; sino.d=0 ; pentru al=0saual = 7,27,..n7

se stie ca din matematici sinx=4 ; X=kz+(- 1)k arcsin 5,
solutiile ecuatiei trigonometrice generale. Dacd seia a.l =0
sinal=sin0=0 cuU a =0 deci P =0 s1y=0nu intereseaza acest caz
pentru ca P # 0 din starea inifiald. Apoi ludm pe imediat urmatoarea
, 7 P F

al=n |, « =—= =
I El El

z z
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deformata, deci forta F = P, corespunzatoare relatiei de mai sus
7*El,

reprezinta chiar forta critica de flambaj, P, = F, = T Pentru barele

cu rigiditate variabila, Incovoierea va avea loc Intotdeauna in acelasi

plan si anume in planul de rigiditate minima. In acest caz formula se
2
. 7 Elmi
scrie F¢ = min
| 2
determinarea fortei critice de flambaj in cazul barei articulate la
ambele capete, care este considerat un caz fundamental de flambaj.
Fibra medie deformata a barei, forma de echilibru
corespunzatoare fortei critice astfel determinate, este o sinusoida cu o
T

singurd bucld. y(x)= Asina.x dar al=7 ; a= T ;

aceasta fiind formula lui Euler pentru

y(x)= Asinlzx.

Figura 109
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Tn acest caz Fy 3 este de patru ori mai mare decat cea precedenti si

corespunde cazului cand mijlocul barei ar fi impiedicat sa se
deplaseze lateral.
La fel cand se ia solutia generald a ecuatiei trigonometrice

, (nzy¥ n?2 , F¢
cal=nr ; a°=|—| =—57°= ;
| |12 Elmin

2
F, =" Elmin _ 7Bl min * 2
f 2 2

(I I
n

ar fi impiedicata sa se deplaseze lateral in (n-1) puncte intermediare.
Ecuatia fibrei medii deformate in acest caz este:

corespunzatoare cazului cand bara

. Nr y nrz : <
y(x)=v(x)= Asin T X pentruca o= T Ne intereseaza

valoarea minima a fortei critice de flambaj : Ff = 5
I

7.2.2. Bara incastrata la un capat si libera la celilalt capat
S-a ales originea reperului din capatul liber al barei, momentul
incovoietor produs de forta F va fi : M, (x)=F.y . Ecuatia

2
diferentiala a fibrei medi1 deformate fiind : El, — = -F.y ; la
dx
fel y(x)=v(x)= Asina.x + Bcosa.x solutia ecuatiei diferentiale.
Pentru determinarea constantelor A si B se scriu conditiile limita :
lim . lim dy . .. :
X)=0 si — =0.Folosind aceste conditii vom ob{ine
o oYX¥=0s 1 dx { t

x>0 X < |
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Iino(ASina.X+ Bcosa.x)=0, Asin0+Bcos0=0 ; A*0+B =
x>0
: , dy
0 ;B=0;  vy(x)=Asinax ; y(x)zd—:Aacosx ;
X
lim d_y: lim Acosax=0 ; cosal=0 ; a.|:£’3_7z
X=ldx x—l 2 2
x < x <
oY/4 b ) ) )
,7, ......... , (2n+1)5 unde ne N, oarecare. Se ia prima solutie
T T . 2 F 72 F
al== " ag=— rezulta «a° = 5= )
2 2l El min (1) Elmin
- 1 —
D
-—-=§ F
it
— \w/\ —_— —_— —_ L
/E“s ~
T ~ _
, -~ — SO y (x0=F(x)
S \\
\\\\ ~
% ~ N
N 1 F
|t N -
- ﬁ
Y
Figura 110
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72El min

(21)°

Fibra medie deformata corespunzatoare fortei critice de flambaj este o

F =

sinusoidd  y(x)=Vv(x)= Asin %

In cazul celorlalte solutii, forta critica de flambaj ia valori mai mari
corespunzatoare cazurilor cand anumite puncte ale barei ar fi
impiedicate sa se deplaseze lateral.

7.2.3. Bara incastrati la un capat si articulata la celilalt
Fie H reactiunea necunoscuta , expresia momentului incovoietor intr-
o sectiune oarecare x va fi : M, (x)=F.y — H.x.

2

Ecuatia fibrei medii deformate va fi Eld—Zy:—F.y+ Hx ;
dx
2_F d®y
a = ; Elmin—2+Fy:H.x
El min dx

Figura 111
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d?y F H o d%y |
> + y= X —2+a y= X este o ecuatie
dx Elmin Elmin dx Elmin
diferentiald liniara neomogena.
2
d_zy + azy =0 ;solutia dela omogena
dx
: d?y . -
y1(x)=vi(x)= Asina.x+Bcosa.x si —— +a‘y= X  este
dx Elmin
ecuatia diferenfiald neomogend admite cu solutia: Y, (X)= Cx+D,
2
unde dyZ—(X):C ; dy—Z(X)zo, introducand n
dx dx?
2
d7y ;’Jrazy: H ; 0+a?(Cx+D)= X; prin
dx Elmin min
identificare rezulta: aCx + a°D = H X+0 ; a’C = H si
min Elmin
2 H
a“D=0; D=0 ; C= > ;
o Elmin
052: F C= H :i ) C:i yz(x):ﬂx
Elpin min
2
solutia generala a ecuatiei a7y +a2y = H X;

dx? Elmin
y(x)=y1(x)+ y2(x) ; y(x)= Asina.x + Bcosa.x. +%x

Pentru determinarea constantelor A, B ,H se scriu
urmatoarele conditii limita :

lim B ~lim n . lim dy
x—>0y(x)_0 x| (x)=0 X—)Idx_0
x>0 x<I x<I
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lim (x):“—m Asin ax + Bcosax + x| = Asin0+ Bcos0 +
Xx—>0 0 F
x>0 x>0
+i0:O
F

implica B=0
deci y(x)=Asina.x+%x ;

lim (x)= lim (Asina.x+ixJ:O
X—1 F

y'(x)= % = Aa cosa.X +% :

X1
x < x<|
. H |
Asinal + —1=0 ; “—m(Aacosa.XJrij:O ; AaCOSa.|+i:O
X—1 F F
x <l

; prin Tmpartire se obtine:

Asinal :—EI © Aacosal = _H
5 F

H
. LAY
Asinal _ F : tgal =1 ; tgal=al esteo ecuatic
Aacosal -H a
F
transcendentd in « 1, pe care o rezolvam pe cale grafica.
Deci al=4493 ; @212 =2016=2,0572 =272 ;
2 2 2
2w F 27 “El i 7 El
a’ = = deunde Fs = min _ = min
2 El 2
I min |

(&)

y1(x)=x
y2(x)=tgx

x
(3n/2:0)__A1=4,495 (571/2:0) (7m/2;0

Figura 112
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7.2.4. Bara incastrata la ambele capete

Figura 113
Expresia momentului Thcovoietor intr-o sectiune oarecare (x) va fi :

M;, (x)= Fy — Mg, unde Mg fiind momentul de reactiune din
incastrare. Ecuatia diferentiala a fibrei medii deformate fiind:

d2y d2y
Elmin—zz—Fy+M0JE|min—2+Fy:MO )
dx dx
2
M
d 2y+ F y = 0 ; 02— F ’
dx El min El'min Elmin
2
d—2'+a.y=E'\|/|—°;y:y1+y2 ; yl(X)zASina.X+BCOSa.X solutia
X min
o . _dfy .
de la ecuatia diferentiald omogena. —— taty= 0
dx

si y2(x)=Cx+ D solutia de la ecuatia diferentiald neomogena.

d’y, 2. Mg dyp . d%y,

+a°y= 0
dx2 Elmin dx dx2
M
0+a’(Cx+D)= Mo ; D:2—0 ;
Elrin a“Elmin

M M
a’Cx+a’D=—"0 =0x+—9— ; g?= F ,C=0;
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M M . :
D= 0 - D=—C deci yz(x):m; deci
F F F
El min
El min
y(x)=y1(x)+ y2(x) solutia generala a ecuatiei diferentiale,
y(x)= Asina.x + Bcosa.x + %
Determinam pe A, B, My din conditiile limita xlin 0 y(x)=0 ,
x>0
lim dy lim lim dy
—=0 ; X)=0 ; —=0
X— 0 dx x—>|y() X—1 dx
x>0 x<I x<I
y(x)= Asina.x + Bcosa.x +% ;
i . M M
lim y(x)=Asin0+Bcos0+—2=0 ; B+—2=0 ;
Xx—0 F F
x>0
M
=——0. y’(x):Aacosw.x—Basina.x:% ;
M % _ Accos0—Basin0=0 ; Aa=0 ; A=0

X — 0 dx

x>0
_ My : . lim dy(x) . ~
y(X)—BCOSa.X+? ; y'(x)=-Bsinax ; T = Bsinal=0
x<I
; Sinal =0 lim (BCOSa.XJr%j:O; BCOSa.I+ﬂ:O ’
X— | F F
x <

—%coswljt%:o ; ﬂ(1—00305.I):0;1—(:0505.I=0
F F F
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cosal=1 ; sinal=0 ; din cosal=1 rezultd al=0_274x,....2nx
lar sinal=0 rezulta «l=0,7r,2x,...nz unde

ne N oarecare. Se observa al=0, darrezultda =0 sideci P=0
deci imposibil. Forta critica de flambaj rezultd din : al =27

2 2
_em . 2 [Zﬂj Pr p, -~ Elmin.

(04

(zj
Valoarea minima a fortei critice de flambaj in cele patru cazuri
) ) - . e T 2 Elmin
studiate se poate scrie sub o formula generald unitara : Py = —
I
f

care se numeste formula lui Euler, unde |+ poarta numele de lungime

de flambaj a barei.
Lungimile de flambaj sunt :

Cazul | I =1
i
= N Cazul I
. i_i
N
Miz (0D
Miz(0) / i
( / Cazul II
’f
Miz<0) . 1 -
N
- E——— - - i Cozul III

Miz(0) i

-

— — Y=— Cozul IV

Figura 114
Cazul ll I =05l
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Cazul lll I, =—==0,707.

-

CazullV | =2I

7.3. Limita de valabilitate a formulei lui Euler. Flambajul in zona
elastica si in zona plastica

La flambaj, se considera ca eforturile unitare de compresiune sunt

uniform repartizate pe sectiune. Impartind forta critica de flambaj la

aria sectiunii, rezultd valoarea efortului unitar critic de flamba;.

2
o :Pf _7Z"Elmin i [Imin
A I?A »'min A
i _7%EAi’min  7°E 7°E

2 N 2 .2
imin

unde ipjn este raza de inertie minima ; de aici va rezulta :

I
A= —f fiind raportul dintre lungimea de flambaj si raza de inertie

Imin
minima a sectiunii, poartd denumirea de coeficient de subtirime sau
coeficient de zveltete. Deci efortul unitar critic de flambaj, depinde de
proprietatile elastice ale materialului ( E ) si de coeficientul de
zveltete 4, unde A depinde de dimensiunile si forma barei. Atingerea
tensiunii normale de flambaj o § antreneaza dupa sine o schimbare

radicala a notiunii de rezistenta. Pentru o ¢ trebuie sd stabilim un alt
punct de vedere, decét cel de rezistenta, tensiunea normald o ¢

reprezinta pentru bara comprimata acelasi pericol ca si atingerea starii
limita pentru tensiunea normala la solicitarea de compresiune,
deoarece acest efort unitar se obtine pentru valoarea critica a sarcinii.
Tn sistemul de coordonate [o¢,0,4 ] formula lui Euler reprezinti o

hiperbola cubica, avand ca asimptota orizontald axa OA care are
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ecuatia (af = 0). Din figura 115 rezulta ca atunci cand A scade o g

creste.
O,
: Curba Johnson
L\
D
S Curba EFulgr
bﬁl
—
2 A 0 \

R Figura 115
In punctul (B), o+ atinge limita de proportionalitate rezultand o

valoare Ay pentru coeficientul de zveltete, care pentru unele materiale

se confunda cu limita de elasticitate.
Pentru valori mai mici decat Ay pierderea stabilitatii apare

pentru valori ale efortului unitar o ¢+ superioare limitei de elasticitate

si acest domeniu se numeste flambaj elasto-plastic. Tn acest domeniu
nu sunt valabile formulele lui Euler. Domeniul elasto-plastic a fost
studiat de catre Tetmayer-Iasinski , Johnson si altii, au demonstrat ca
in acest domeniu nu mai sunt valabile aceste formule ale lui Euler.

Formulele lui Euler sunt valabile numai pentru 4 > Aj. Se poate
calcula valoarea lui Ay pentru anumite oteluri. Cand

N N
op=200—;E=21*10°—— ; o, ="E ; of=0)

2
mm?2 mm? Ao

2 2 2
O-p :ﬂ.—ZE , 102:72. E ’/IO: a E ’
/10 O-D O-P
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72 *21*10° lz

A = MM_ _102 ; 1, =102

200 N
mm

Pentru calculul tensiunii normale critice din domeniul elasto-plastic se
folosesc formule stabilite pe baza datelor experimentale.
Tetmayer-lIasinski au aproximat portiunea BC cu o dreapta de ecuatie
o =a—DbA, unde (a)si(b) suntcoeficienti obtinuti prin incercari

experimentale pentru fiecare material in parte. In acelasi domeniu,
portiunea B-C a fost aproximata cu o parabola

of =ocll-IhA + bz/lz) de catre Johnson , o fiind tensiunea
normala de rupere la compresiune.

Cateva relatii de calcul pentru calculul tensiunii normale critice pentru
domaniul elasto-plastic:

o, =(310-11441) { N } , pentru otel foarte moale /16[10,105]
mm

2

o, =(335-0,621) [ N 2} pentru otel moale si 4 <90
m

o, =(470-2,34) { N
m

m2

}pentru otel aliat cu nichel si 4 <86.

Daca se trece din domeniul elasto-plastic in domeniul plastic, adica A4
va tinde la zero
lim lim
i (1)= Gc(l—b1/1+b2/12):o'c , Of =0¢
A—->0

A—>0
Deci distrugerea piesei nu se mai produce prin pierderea stabilitatii, ci
prin depasirea tensiunii normale la compresiune. Valoarea maxima a

coeficientului de zveltete din domeniul plastic s-a notat cu A7 . Piesele

solicitate la compresiune in functie de coeficientul de zveltete se
disting trei genuri de formule de calcul si anume :
-pentru A > A, se folosesc formulele lui Euler pentru ca ne

aflam in domeniul elastic;

-141-



Rezistenta materialelor volumul 11

-pentru A e(4,;4,] , adica pentru domeniul elasto-plastic, se

folosesc formule empirice ;
-pentru A < 41 , adica pentru domeniul plastic se folosesc

formule de calcul de la compresiune, in general 4y =20.

7.4. Calculul de rezistenta la flambayj

In functie de modul de constructie calculul de rezistenti la
flambaj se face in doua feluri, si anume :
1) — calculul de flambaj pentru piesele de masini
2) - calculul de flambaj pentru constructiile metalice.

7.4.1. Calculul de rezistenta la flambaj pentru piesele de masini
Respectand modul de calcul de rezistenta se face calculul de
dimensionare si de verificare. Calculul de dimensionare se face prin
incercari , pentru ca nu stim in ce domeniu ne aflam din cele trei
existente. Se presupune initial cd piesa este Tn domeniul elastic , avand
o valoare pentru coeficientul de siguranta, care in domeniul
constructiei de masini variaza intr-un interval destul de mare, intre

[3;30]

2

Ft  2°Elmin _ Facli
= > se calculeaza | pip =

C cl? r°E

si din formula : F =

Cimpus = ¢ = coeficientul de siguranta;
F, = forta admisibild . Cunoscand forma sectiunii transversale, putem

afla dimensiunile acestuia. Avand dimensiunile sectiunii transversale
se calculeaza A.

Cazul |
Daca Aqg) > Ag dimensionarea a fost facutd bine cu formula lui Euler.

Cazul 11
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Acal < Ap , dimensionarea trebuie facuta din nou, folosind formulele

de calcul din domeniul elasto-plastic. Tn domeniul
elasto-plastic se procedeaza astfel :
-se calculeaza o ¢ =a—bA

-se calculeaz a o ¢ la compresiunea simpla prin adoptarea

dimensiunilor pentru sectiunea transversala;

O¢
calculat —

-se verifica coeficientul de siguranta c

cef
Acest procedeu se repeta pana cand coeficientul de siguranta calculat
se obtine egal sau mai mare sau egal decat coeficientul de siguranta
impus din problema.
Calculul de verificare
Stiind forma si dimensiunile sectiunilor transversale se calculeaza
coeficientul de zveltete A.4 si in functie de valoarea lui vom folosi

formulele de calcul din domeniul elastic sau elasto-plastic :
1) Acq > Ag , se folosesc formulele lui Euler.

2) Acal < Ao se foloseste una din formulele empirice din domeniul
elasto-plastic . La flambaj a verifica inseamna a calcula coeficientul de

Oy

sigurantd cu formula : ¢ ., =— = s =C deci bara nu flambeaza,
C
) R o - . i o
1ar cand C . = — < Cimpus =C 5 bara flambeazd deci nu verifica.
(o}

c

Problemanr. 1
Sa se dimensioneze o tija de otel cu sectiunea din figura 116 ,
incastrata la un capat si articulata la celalalt, avand lungimea 1=1,82m;
comprimata cu forta F=205 kN. Se dau cimpuis = ¢ =4, g =105,

oc =210MP; , E = 21*10° MP, , iar pentru flambajul in zona
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elasto-plastica o, =304-1124[MP,] . Lungimea de flambaj a tijei

| ¢ :g*l,SZm:1,286934m ; 14 =1,286934m.

Se calculeazd momentul de inertie cu formula lui Euler, presupunem
ca ne aflam in domeniul elastic.

F*c*If  205KN *4*(1,286934)*m?

© 2*E 7% *21*10° MP,
*1N3 N * A4 * 2 %106 2
_ 205*10°N *4 (1,286931|) 10°mm® _ oo 501538%10¢ mm*
w2 *21%10° —
mm
3 4
4 4. _(2a)°*4a m
|, =65591538*10*mm™*; 1, = e I
y y 12 64 "
4[8%4 =« 48 7[}
y -~ min {12 64} [3 64
a4 _ 4 . .
I min =& [2,66 —0,049063]=2,617604a" ; Inin =1 ;
2,617604a% = 65,591538 *10*mm* ;
e
G| z
s
(S <
7
L ca ‘
Ty
Figura 116

=2237Tmm ; a=23mm

. _ 465591538 *10°
2,617604
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4
Se calculeaza raza de inertie : 1= L = \/ M =0,602329a

A 7.21532

2
; A:4a*2a—ﬂa;=a2[8—z}
4 4
A=a’[8-0,785]=7,215a° ;
i =0,602329 * 23mm =13,853567mm

Se calculeaza coeficientul de zveltete ( de subtirime ) :
I+ 1,286934*103mm

Deoarece A < Ag , dimensionarea cu formula lui Euler nu este buna,

folosim Tetmayer-lasinski:
o =304-1122 =304 -112*92,895 = 304 —104,0424 =

=199,9576MP, ’
o =199,9576MP, ;
Se calculeaza efortul unitar la compresiune :

3
*
o=t o 20TI0TN__55010800mp,

A 3816,735mm?

A=7,215a% = 7,215* 23% = 3816,735mm?
Se calculeaza coeficientul de sigurantd la flambaj :
G _ % _ 199,9576MP,

o 53,710829MP,
Se mareste (a ) apoi se calculeazd Cggicylat PAnA cand
Coatoutat = Cimpus = 4 3 S€ 12 @ =25mm ;
I =0,602329a = 0,602329 * 25mm =15,058225mm ;

A=7215a% =7,215* 252 mm? = 4509,375mm?

=92,895< A

=3722<4 ;, ¢ <¢c .=C=4,

calculat impus
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Lt _1286934*10°mm
imin  15,058225mm
ot =304—112*85463858 = 208,280479MP; ;

=85,463858 ; Se recalculeaza :

3
F 205*10°N
c=—= = 45,460845MP,, ;

A 4509,375mm 2
Ot 208,280479MP,

o 45,460845MP,

rezultd cd dimensionarea este buna.

Problema nr. 2
Sa se determine diametrul interior al surubului unui cric prin calculul
la flambaj, daca sarcina maxima de ridicare este de 125 KN, lungimea
1 =781 mm si se considera liber la un capat si incastrat la celalalt . Se

dau : Cimpis=C =3,8 ; 49 =105; E= 2,1"‘105MPa ;

o, =304-1122 [MPa] ; o, =235MP; ; lungimea de flambaj
lf =21=2*781mm ; | =1562mm;

Folosind formula lui Euler ( din domeniul elastic ) , se obtine :

F.cl? 3 2
~ r 12510 N.3,8.(1562mm) _ 550728,0581mm*

=4,581536 >4 ; deci a=25mm

" 22E , 21.10°N
4 2
mm
4 .
oo g _4/®Tzmin .
64 T
* 4
| :%/64 S50728.05BIMM® _ 410 75567 581
T

d =59mm ; raza de inertie :
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d? d o 59mm

g min =g =14.75mm

Coeficientul de zveltete :

It 1562mm
Imin ~ 14,75mm
formula lui Euler este bund, suntem in domeniul elastic.

Problema nr. 3.
La filetarea de degrosare a unui surub din OL 37, lung de 1,21 m si
cu diametrul d= 35 mm, apare o componenta axiala a fortei de
aschiere F= 1,785 KN. Sa se verifice la flambaj acest surub. Bara se

considera Incastrata la un capat si articulata in celalalt.
Sedau Ag =105 ; Cimpus=C =8 ; o =304-112A[MP,] ;

=105,898 >105 dimensionarea cu

oe =240MP, : E=21*10°MP,

= 9 = 35mm =8,75mm : i=8,75mm ;
4 4
I+ = @ *| = % *1,21m = 0,855599m
Coeficientul de subtirime este :
I
g= 1 _8O9099MM _ oy 0s043 2105 : Efortul unitar critic de
I 8,75mm

flambaj se calculeaza cu formula lui Tetmayer-lasinski :
o =304-1124 ; 1=97,782743 ;

o =304 -112*(97,782743)=194,483328MP, ; Efortul unitar la
compresiune este :

o= F__L78KN _ 1,856233MP, . Coeficientul de siguranta la

A %*(35)2 mm?
flambaj este :
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0y 194,483328MP,
@t T 5 1,856233MP,

In final surubul nu flambeaza.

c

=104,773123

Problemanr. 4
O bara de otel cu lungimea | =3,72m , de sectiune circulara inelara

cu D =60 mm si d = 30mm, este fixata rigid intre doi pereti masivi la

temperatura tg = 309C . Si se determine temperatura limita la care
se poate Incalzi bara fara sa flambeze.

—1
Se dau : coeficientul de dilatare liniara a barei o =16 *10_6 (OC)

0

B =3,72m '’z

Figura 117
modulul de elasticitate longitudinal E = 21*10° MP, si g =105 .

A:%(GOZ —302)mm2 =10 *%(36—9)=102 *%*27”‘”‘2 ;

4

*

l, =£(604 _304):£*104(64 —34)= 7*10 (1296—81) ;
64 64 64

ly =1, =59,610938 *10*mm* ;

: w1nd 4
- [lmin _ [59,610938 102mm _16,7705mm -
A 2119,5mm

| 3,72m
lf ===
2

—0167705*10%mm :
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1=16,7705mm ; |I; :1,86m:1,86*103mm X

It 186*103mm
imin ~ 16,7705mm

Suntem Tn domeniul elastic, calculul sarcinii critice se face folosind
formula lui Euler. Efortul unitar la dilatarea Tmpiedicatd a unei bare

=110,909037 > Ay =105

ln.c.At
este: o= Eadt ; e=N_lodA_ Al=lyaAt
lo lo
2
E
c=aAt ; o=E¢ ; o=EaAt ; O'f:ﬂ-—z;
A

Pentru determinarea temperaturii la care se produce pierderea
stabilitatii elastice a barei, se scrie ca acest efort este egal cu efortul

2
unitar critic de flambaj si rezultd : EaAt = % :
A
B 7z2E B 7[2 B 7z2 _
_EZEa_ZZa_ 2 60~y
110,909037- *16*10 C
At = 50,0962760C ; temperatura limita la care poate fi incalzita este

t=tg + At=30"C +50,096276°C ; t =80,096276°C .

At

7.4.2. Calculul de rezistenta la flambaj in constructii metalice
In constructiile metalice se folosesc laminate standardizate si
executate din otel moale OL 37. La flamba;j se foloseste o metoda
generald , numita metoda coeficientului de flambaj. Facand un studiu
al acestui calcul , destinat normelor de calcul pentru constructii
metalice, pentru A >105, un coeficient de siguranta ¢ =2,4 ;iar
pentru A =20 se calculeazad un coeficient de siguranta
oc. 2400MP,4

oac 1400MP,
siguranta pentru A =20 , s-a admis ca o aatins limita de curgere la

=1,714. Pentru a calcula coeficientul de
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compresiune, iar o, efortul unitar admisibil la compresiune. Tn
domeniul elasto-plastic 4 € [20,105] si coeficientul de siguranta
ce [1,714;2,4] ; o0 In acest domeniu are o variatie eliptica .

o =177,08+0,70178,7515— (1 — 20)2[MP,] ; cu oy :an

O 4 ; tensiunea admisibila la flambaj. Dimensionarea pieselor se face

F : .. s
cu formula: Apee =—— . Cum o4 fiind o marime variabila, se
O af
: : : . O af
introduce notiunea de coeficient de flambaj si anume : ¢ =——«<1
Oac
. g . . F .
si dimensionarea devine A, =—— , lar pentru
go' ac

- F
verificares, =—<o
@.A

admisibild la compresiune . Aceasta metoda este folosita in Rusia si
poartd denumirea de metoda ¢ , iar standardele germane folosesc

asa- numitul “ multiplicatorul de flambaj “, care este inversul lui ¢

1 o : : : w.F
;o =—=—3>1 girelatia de calcul devine oo =—— <04 . CuU

® Oaf A
ajutorul acestei metode se calculeaza cu aceleasi formule in cele doua
domenii ( elastic, elasto-plastic ). Tn schimb, pentru dimensionare se
fac incercari :
-se adopta o valoare pentru A si din tabel se ia valoarea lui ¢ ;

-avand pe ¢ se face dimensionarea ;

-functie de valoarea calculata a lui t din standardele pentru
laminate se adopta o sectiune standardizata ;
-se recalculeaza A , respectiv ¢ si se verifica tensiunea

unde o, fiind tensiunea normala

ac?

normala efectiva ;
-1n cazul in care da o diferentd mare intre tensiunea normala efectiva
si cea admisibila , calculul se reia adoptand o valoare intermediara
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pentru A intre cea adoptata initial si cea recalculata. Calculul se
repetd pana se ajunge la o valoare a lui o ¢ apropiata de o,_.

bo,p,w.c
2400
p 10,132
1900
1400 === » 4
1, /144 \
P — | = 330
| e 0,098
| 135
| I | | —_— \
[ c0 50 100 105 130 200 220
Figura 118
Coeficientii de flambaj ¢ pentru OL 37
A 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
20| 1 | 0996 | 0991 | 0.986 | 0.981 | 0.976 | 0.971 | 0.967 0?6 0.957
30 | 0,953 | 0.948 | 0.944 | 0.939 | 0.935 | 0.931 | 0.926 | 0.921 O'é’l 0.912
40 | 0.907 | 0.902 | 0.898 | 0.894 | 0.889 | 0.884 | 0.879 | 0.875 0'f7 0.866
50 | 0.862 | 0.857 | 0.853 | 0.849 | 0.844 | 0.840 | 0.835 | 0.830 0'582 0.821
60 | 0.817 | 0.812 | 0.807 | 0.803 | 0.798 | 0.794 | 0.789 | 0.785 0'58 0.775
70 | 0771 | 0.766 | 0.761 | 0.757 | 0.752 | 0.748 | 0.743 | 0.738 0'373 0.728
80 | 0.723 | 0.718 | 0.713 | 0.708 | 0.703 | 0.698 | 0.693 | 0.688 0'3?8 0.677
90 | 0.672 | 0.666 | 0.661 | 0.655 | 0.649 | 0.643 | 0.637 | 0.631 sz 0.617
100 | 0.610 | 0.602 | 0.593 | 0.583 | 0.572 | 0.561 | 0.550 | 0.539 0'852 0.519
110 | 0510 | 0.501 | 0.491 | 0.483 | 0.474 | 0.466 | 0.458 | 0.451 0'24 0.436
120 | 0.428 | 0.421 | 0.411 | 0.407 | 0.401 | 0.395 | 0.389 | 0.383 0'737 0.371
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130 | 0.365 | 0.359 | 0.354 | 0349 | 0.344 | 0.339 | 0334 | 0.329 0'22 0.319
140 | 0.314 | 0310 | 0307 | 0302 | 0.297 | 0.293 | 0.289 | 0.285 0'128 0.278
150 | 0274 | 0.271 | 0267 | 0.264 | 0.260 | 0257 | 0.254 | 0.250 0'724 0.244
160 | 0.240 | 0238 | 0235 | 0.232 | 0.229 | 0.226 | 0.224 | 0.221 Ogl 0.216
170 | 0213 | 0211 | 0208 | 0206 | 0.204 | 0.201 | 0.199 | 0.197 O'ég 0.193
180 | 0190 | 0.188 | 0.186 | 0.184 | 0.182 | 0.180 | 0.178 | 0.176 Of 0172
190 | 0170 | 0.168 | 0.167 | 0.165 | 0.163 | 0.161 | 0.160 | 0.158 0'715 0.155
200 | 0154 | 0152 | 0451 | 0.150 | 0.148 | 0.147 | 0.145 | 0.143 0';4 0.141
210 | 0.140 | 0.138 | 0137 | 0.135 | 0134 | 0.133 | 0132 | 0.130 0'32 0.128
220 | 0127 | 0126 | 0425 | 0.124 | 0122 | 0121 | 0.120 | 0.119 0'811 0.117
230 | 0116 | 0115 | 0414 | 0113 | 0112 | 0111 | 0.110 | 0.109 0'810 0.107
240 | 0107 | 0.106 | 0.105 | 0.104 | 0103 | 0.102 | 0102 | 0.101 o.éo 0.099
250 | 0098 | - - - - - - - - -
Coeficientii de flambaj ¢ pentru lemn si fonta

A lemn fonta A lemn fonta

0 1 1 80 0.48 0.26

10 0.99 0.97 90 0.38 0.20

20 0.97 0.91 100 0.30 0.16

30 0.93 0.81 110 0.25 -

40 0.87 0.69 120 0.22 -

50 0.80 057 130 0.18 .

60 0.71 0.44 140 0.16 .

70 0.61 0.34 150 0.14 :

Problemanr. 5

Ce forta de compresiune poate suporta o bara din profil cornier cu
aripi egale 45x45x6 , de lungime | =1,978m, incastrata la ambele

ious = C = 2,2

capete, pentru un coeficient de sigurantd c
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N

Oac = 140—2 =140MP, ; Forta de compresiune se calculeaza
mm
folosind metoda (¢ ): | = IE = @ =0,989m ; | =989mm ;
Imin =0,87cm=8,7mm ;
I
_ T _9B9MM _ 113678161 ; 0=0474 ; e[0,483,0,474]
Imin~ 8,7mm
a) Din metoda ¢ rezulta :
F =p.Ac,, =0,474*508mm? *140 N > =33710,88N ]
mm

A=5,08cm? =5,08*10°mm?2 =508mm? : F =33.71088KN
b)Cu ajutorul formulei lui Euler se obtine:

2, 7? *2,1*105NZ*3,82*104mm4

F=" min _ mm 5 =37000 N =
cl 2,2*(989mm)

37k N

| min =382cm? =382*10*mm* ; F=37*103N =37kN
Deci (a) si (b) dau valori apropiate pentru forta de compresiune.

Problema nr. 6
O bara, profil I , de lungime | =2,217m , articulata la ambele capete,

este solicitata la compresiune de o fortd axiala F =99,5KN .

.o : N
Sd se dimensioneze bara pentru o4, =140 —— .

mm
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F

PO ac
A =85 laintamplare ,avem ¢ =0,698 sideci
3
*
A =22 10TN 1618 215mm? siseia Igg

0,698*140N2
mm

ly = Imin =12,2*10*mm?#; A=10,6.10°mm* ;
imin =1y =1,07cm =10,7mm.

Metoda ¢ : Anec =

; Deoarece nu se cunoaste ¢ , Se ia un

Verificam coeficientul de zveltete :
It 2,217*10°mm

A= =207196 ; | =1=2,217m . Deoarece
A aiesit prea mare, se ia o valoare intermediard pentru A4 =150 .
3
*
A = = 99710 NN = 2593,847758mm?
voac 0274*140

mm
¢=0274 seia lig : ly=1Ipj, =813*10%4mm*
|m|n = |y :17,1mm ; A= 27’9 *102mm2 ,
It 2,217*10%mm
imin 17 1mm

Diferenta dintre 4 =150 adoptat si Ac5c =129,64 cel calculat nu
este prea mare si verificdm tensiunea normala din bara , adica

99,5*103 N

0,365*27.9*10% mm?
, deci ramane |18 .

A= =129,649123

O cef =97,70MP,; <140MP; ; ¢=0,365
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Capitolul VI

Solicitari dinamice prin soc
Solicitarea prin soc se produce cand asupra unui corp intervine o
variatie brusca de viteza . Socul este urmarea contactului intre corpuri,
produs ntr-un timp extrem de scurt, in urma socului, se produce o
fortd de contact foarte mare, greu de evaluat. Intre cele doud suprafete
de contact se produc eforturi unitare locale foarte mari, urmate, de
obicei, de aparitia unor deformatii permanente, socul se propaga cu
efect mai redus 1n toatd masa corpurilor ce se lovesc.
Se cautd o asimilare a solicitdrii prin soc cu o solicitare statica, prin
considerente energetice, aceastd metodad are o marja de aproximare in
asimilarea solicitarilor dinamice cu cele statice.

8.1. Solicitarea la intindere sau compresiune prin soc .

Daca avem o bara de lungime | si de sectiune transversala A, din
figura 119 in lungul careia cade o placa de greutate F de la o inaltime
h. Greutatea F, cazand de la naltimea h , loveste opritorul (O ), se
produce in acel moment solicitarea la intindere prin soc in urma careia
bara sufera o lungire ¢ . Se porneste de la principiul conservarii
energiei, anume, energia cinetica a greutatii ( F ) se transforma in
lucrul mecanic elastic de deformatie inmagazinat de bara, produs ca
urmare a actiunii fortei (F). Ly = F(h+ &) enrgia cinetici care este

egald cu energia potentiald. Energia potentiald de deformatie

2 2
L, =ERT BT A e 22O
2l 2 2 |
2 2
E . .6° EAS
Ly =—Al*< = . Dar Ly=L, ;
2=75 2 ol 1=L2
2
Fh+6)="2%" o EAs2 —2Fhl +2IF5

EAS2 —2FIS — 2Fhl =0 necunoscuta fiind & sdgeata dinamica.
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i \
K\ |
1
A y‘ B
0 \ ‘ d
\ |
1
I 19
Lo S
v
Figura 119

FIl+JF212+2FhIEA FI  [F212  2FhIEA
51,2: =—=x 2 A2 2r2
EA EA VEZA?  EZA

2
EA EA EA

cu (1), cea cu minus da solutii negative, deci ar fi compresiune, ceea

©selanumai o

EA EA
aplicand pe (F) static ca in figura 120 : 64 = Ei,IA

0=0,+40,+2ho, = 5{1+ /1+§—hJ
. 2h 5 .
unde expresia | 1+ 1+5— = , senoteazad culy sise numeste
s

multiplicator de impact sau multiplicator de ciocnire.
5 = W.gs

2
ce nu ar corespunde realitatii. o = Ei,lo\ + \/( i j +2h* i : Dar
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Figura 120
Multiplicatorul de impact v are valori foarte mari, 65 sunt foarte

C 2h . 2h o
mici §iin acest caz :y =1+ |1+ 5 selay = 5 se neglijeaza
S S

ceilalti termeni ai lui . Tn cazul cand in loc de iniltimea h , se da

viteza V a socului, se obtine :
2 ve

vei=2gh ; h=—
29

2 2
w =1+ 1+2—h—1+\/1+2L*i_1+ 1+ v : Tn mod
| Ost 29 Ot T

analog se obtine

F F [2h F [2n
CATVOSt =NV 0 Ca T sy AF
S -
EA

2
ngF_*EA*Z_h:F_*Zh_E » (A o _2FERh
A Fl. A | o2
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La dimensionare, intervine volumul barei V = Al , cu cat volumul este
mai mare cu atat rezista mai mult la solicitarea dinamica prin soc.

Dacd se tine seama cd : w =1+ 1+2—h X
| Ost
w2141+ 20 o a2 20 20 oy 20 Neglijand
Ost Ost Ost Ost

I, 2h 2 h F 2 2F2
2 1+ — =21+—| ; oq=y¢— ; oq=¥"— ;
st v ( 5stj : l//A a =V A

c2A? =y?F? 5st=EﬂA :
2 EAh

o2A2 =F29 1+ | . 62A2 Z9F2 40 -

Fl
EA
I:—Eh—ZFZ =0 ;

c2AZ —2A*

2
ALZ:[FEhi\/(FIIEhj RS

I a

2
A :[F—Eh+F En +20-§]i :
I | o’

a

Un alt caz este atunci cand sarcina se aplica brusc, de la inaltimea
h=0, ¢=2 .Deciefectul unei sarcini aplicate brusc, fara inal{ime

de cadere, este dublu decat cel al uneia aplicate static, adica cu

marimea crescand lent de la zero péna la valoarea finala.
Problemanr. 1

Un stalp de lemn, avand dimensiunile din figura 121 si de lungime

| =4,752m , este batut cu un berbec de greutate F =4610N ,cazand

de la inaltimea h =3125m sedau: E=10%_N_
n1n12
Sa se calculeze efortul unitar produs in stalp in urma loviturilor.
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Rezolvare:
F F 2h
o=y*og=—VY ,;, Og=— ; =1+ 1+— ;
W= 0Os A‘// ST 4 A 54
v =1+ 1+&:1+ 1+ZhE ;
Fl Fl
EA
2*3,125m*104lz*48*25mm2
=1+1/1 mm = - = :
A 4610N *4,752m » p=59,520142

=1+ 4/1+3423,607003 = 59,520142

_ _ 4610N —3,841667 N 5 5 0d= 228,656565MP,

F
Ost =
A 48*25mm? mm

, -
/ 48

o5 |
Vv

Figura 121
Problema nr. 2.
Problema de compresiune prin soc
O greutate P =3465 N, cade de la inaltimea h=2,683m pe o bara

cu sectiunea variabild, avand forma unui trunchi de piramida, cu
tndltimea |=1,28m , iar bazele A =130mm?si A, =468mm?2.

E=21*10° lz .

mm

Rezolvare:
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Energia cinetica in momentul socului este :
E; =L =Ph=3465N *2,683m
E. =3465N * 2,683*103 mm =9296559Nmm .
Energia cinetica este absorbita in intregime de corpul lovit.
B I 2dx N* 2 dx
2EA 2E A
Din teorema asemanarii triunghiurilor vom obtine :
Al A A

= = ; A = aria sectiunii transversale Intr-o sectiune
2 2 2
ac (a+1)° x

curentd aflata la distanta “x” fata de capatul fictiv O.
A L_Nzafl dx _Nz(a+l)2a}rldx _
(a+|)2 ’ 2E x2p, 2B A 2

; N este forta axiala In momentul socului.

a a X
(a+1)?

a+I%_ 2t a+|__l el [i_lj__ a-a-—| _

b x2 —2+11 7 xI* 7 la+l a) lal@a+l))
|

“ala+l)

2 2
L= N e b NS
2EA22 a(a+l) 2EA,*a

N?@@+I) . _ [2PhEAsa

2EAsa (a+1)
2*3465N *2,683m* 2,1*105 N2 * 468mm?2 *1,426395m
N = mm
2,706395m *1,28m
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d
Y
Figura 122
a2 a2 A]_
N=867419N ; A= A2 =
(a+1) (a+1)* A2
;i: ﬂ : 1+I_: i : l: i_l X
a+l A2 a Al a Al
I 1,28m 1,28m

a= = =1,426395m ;

( Ay _1j 468mm> 0,897367
w/ /i ~1
Ay 130mm?

a+1=21426395m +1,28m = 2,706395m ; N =867419N ;
Fortei axiale ii corespunde o tensiune maxima in sectiunea de arie Aq

i _ﬁ_l(aﬂj?
A A a )
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4 3
o - [a+|j « 1 ,2PhEAa _ 2PhE*(a+Ij L1_N_
e a A2 (a+1) A, a | A
_ 8677A19N 6672,453846MP, ;

130mm?
Omax =0672,453846MP, foarte mare.

Daca bara are un varf ascutit , adica a=0 si A =0 , presiunea de

3
contact va fi opax = %(Hlj ,
A2| a

lim | . ..
Omax = ; —= oo side aceea se fac sculele pentru taiere
a—0 0

si perforare avand forma ascutita

Figura 123

Problema nr. 3.
Tensiunea produsa prin ciocnire intr-o bara, in cadere pe o placa
rigida

Se considera o bara , de greutate P =464,307 N si de rigiditate EA cu

E= 2,1*105 LZ , A =148mm?2 lungime 1 =2,163m si greutate
mm
e o Kgf N
specificd y =148—3 , cade de la inaltimea h = 4,261 m, asupra
dm

unei placi rigide ( un exemplu practic fiind tija ciocanului de forjat la
capatul cursei de forjare ).
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Rezolvare:

Atunci cand se produce ciocnirea , bara poseda o energie cinetica

Ec. =L =Ph , care se transforma in intregime in energie de
deformatie. In capatul N al barei, tensiunea maxima de compresiune
Omax » €Sté egala cu presiunea de contact, dar la capatul superior M
tensiunea barei fiind egala cu zero, variatia tensiunii fiind o functie

liniari d iabili X
iniara de variabild x. o (y) —Tgmax-

Energia potentiala de deformatie a barei fiind : L = ”j%gdv ;
Vv

dV=Adx ; o=¢ ; s=— ; L=[ZAdx ;
2
(1)
2 | 2 I
(|)2E 2E| 2E0| 2E |2 0
3 3 2 3 2
J.XZdXIX—‘IOZI— : ino'm_ax*L:O'm_axAl : Ec=L
0 3 3 2E |2 3 6E
2
o 6EPh
Ph=—M&X Al -5 = |—— :daram P=jAl
6E max =47 7
|6E * yAl *h
o :\/6*2,1*105 N 214859 x4 261m ;
mm? dm?®
Kgf 9,8N % N
=148 =148* ——— =1450,4*10 .
4 dm? 10°mm? mm?
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Figura 124

GMQX

Figura 125
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O max = \/6*2,1*105 N x14504%1076 N %4 261%103mm
2 3
mm mm

Crmax = 2790,51869%.

mm

8.2. Solicitarea la incovoiere prin soc

LA I : . VB
A
— B
7% 2 Fot — @
T~ —
- /2 ul /2 u
Figura 126
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La fel energia cineticd a greutatii F se egaleaza cu energia potentiala
de deformatie a barei. EC= L =F(h+f);

L f2
| jZEI

L-24E . M, (X)=—x ;

2 2 2 ,J3|—
L:ZJ(Ex) « 1 dx = 1L F X—g L=
o\ 2 2El,  El, 4 3

F2|3
96El,

: Pentru

calculul sagetii f , aplicdm procedeul Clebsch, se ia ca origine

A=0, Miz(xz):gx—F(x—IE ;

El, —=—-—X+F| x—— -
dx 2 2 2 dx 2 2 2
3 3
Elzv(x):—EX—JrE x—1] +ox+D ;
4 3 6 2
Aflam pe C s1 D din conditiile de reazem ( de sprijin ) :
- - 3
M x)=0=D : D=0 ;™ 1| X ipl|o0 ;
Xx—>0 x—0 El, 12
x>0
- - 3 3
D=0 ; lim v(x)=0= 1 _lim ) _Fx +E(x—l—] +Cx | ;
X—> | El, x>Il| 12 6 2
x<I x<I
_F|I3 3 =K 3
Fi +E(|_l) vol=0 L P oo
12 6 2 12 6 8
02 2
FI FI +C=0:
12 48
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2 = 3 2
) IR E(X_'_j LI
48 El,| 12 6 2 48
lim 1| -F(1\® 3F2|
- V()= | ZF(1) 3R
| El,| 12 |2 48 2
X—
|
X< —
2
3 3 213 3
:EL{:}+§J: LA S A S L
El,| 96 96| 48El,  96El, El, 96
F ., F° F23 f%E1,
L= *a8f =" ;f2=—0 | = 48° ;
96 2 48°E?| El, 13
2 2 2
Lo Lgog 48 PR LR
96 13 2%3 13
241 2El
Flh+f)=———2 ; FISh+FI%f =24 %E1, ;
|

FI3

241 2El, —FI3f —FI3h=0 ; fq=
48EI,

f CF1% 1y [F210 1 ax 2481, FI3h
12~ 2% 24El,
sageata dinamicd este foarte mare .

se 1a cu plus, pentru ca

L [Fr ? L FIP2h
48EI, 48EI,

FI? \/ F21°  4*24EI,FI*h _ FI°

= + +
48El | (48EI,)*  (48El,) El,
FI® < ..
dar = f, sageata statica. f =f
48EI,

f= f3[1+ /1+@} ,
fS
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w=1+ /1+i—h ; f = sageta dinamica , w = multiplicatorul de
S

impact.
fq= = f . R o
d =¥ M . Deci, cucat fg este maimica,cu
izs
Oy =0=0gy = 7
W,

atit y este mai mare si in mod indirect f sdgeata dinamica. Atunci
cand fg — 0 atunci fg »> o .

Problema nr.4
O greutate F =130 kN cade de la inaltimea h =2,13m pe o grinda

AB de modul de elasticitate , E = 2,1*10° lz si lungime | =0,84m

mm
) |1 =0,3m
" |1, =0,54m

transversala circulara cu d = 20 mm.
Sa se calculeze tensiunea maxima din bara .

, agezata pe doud reazeme , avand sectiunea

VA '
\ : ; 1 s
A F

( < B
2 — w2 Y

‘ x1 — o - _—

U T - e
Figura 127

Ec=L=Fh ; L =energia de deformatie a grinzii ;
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2 2
L:Jdel+jM”40(2)dx2 din figura 128;; V) +V2 =F ;
| 2El, | 2El,
ZFYZO ; LMj;A=0 ; Vg =I—l , F*li Vg *1=0;
2 Mj;B=0 ;
0 _ . 0 F*lz .
VAl—F|2—0 : VA: | :

Fl, FI F(ly +1
vO,y0o_ M2 (I +12)

ACTB T |
verificare, deci s-au calculat corect fortele de reactiune V 2 si Vé) ;
Fl, Flq

0
. Vg =——
| B

=F este indeplinita ecuatia de

0_
V=

A I 11 A

Mizmax=FL1.l2/l

Figura 128
. ~n FI
Regiunea intai x; €[0,11] ; Miz(xl):szl ;
lim lim F|2|1
Mi,(X1)=0 ; Mi, (X )=—"—.
X{ =0 |z( 1) N |z( 1) |
X1 >0 X1 <|1
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Fly lim

Reg. Il. xp€[0,17) ; Mz (xp)=—2x%3 ; ———Mj;(x2)=0 ;
| X2-0
X2 <0
lim _ _Flllz )
WM'Z(XZ)_—I ’
X2 <|2

I 2 I, 2 2 3
L:J. F_lle i.}.j F_I1X2 iz F_I2 X_lgl*_l +
AW 2El, 3 | 2EI | ) 31° 2El

FI, 21 X3 )
+] —L Zall -
| ) 2EI, 3

FLY IR 1 (FLY L, 1 12 1 [(FLLY FLL )
= —_— —_— + _— * —_— = *Il+ IZ
| ) 32El, (I 2EI, 3 6EL || | |

Flql
2 2
Flql M |
| = 1 112 [|1+|2] s L= —lzmax_ .
6El, I 6El,
2
M: | Flql 6El, Fh
L = Ec : — 1Z maXx : . — 1'2 ,M — Zz
—6EI ] iz max —I iz max I
rezulta momentul incovoietor maxim.
6El, Fh 4 120t
M iy may = P A 7207 gesommd
| 64
6*21*10° N2*7850mm4 *130*103 N *2,13m
M _ mm .
iz max ;

0,84m
Mz max =5710,076619 *10% N *mm ;
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Tensiunea maxima se determina cu relatia lui Navier :

M 6El.,Fh I
Omax = ZMax. 22 ;—~ =Wimin 5 17 =W;Ymax
W, W, Ymax

4
* *
S 5710,076 *619*10™ Nmm _ 7,273983*104 N ;
3 2
785mm mm
3
W, =& =7 %203mm? = 785mm®
32 32

Problema nr.5
O greutate F = 0,45 KN , cade de la o 1ndl{ime h = 2,17 m , pe

capdatul uner grinzi incastrate de metal (E :2,1*105 L), de

2
mm
lungime 1=1819m si de sectiune circulara inelara cu: d = 20 mm si
D=60mm.
F
kS
A
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 5
L
A F
************************************* —
— - -
‘@HHH‘HHH‘H“H“H\\\\\\\\\r—v—ﬂh._i
I Miz (o
Figura 129

Se cere sa se determine tensiunea normald maxima §i sageata din
dreptul fortei dinamice in momentul lovirii.
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2
Ecuatia fibrei medii deformate fiind : El, d—;/ =Fx. Aflam pe C si
dx
D din conditiile de reazem.
2
e, VX e
dx 2
Fx3
EIZV(X):6+CX+ D
: : 2 2
lim 9!:0:¢A: 1 lim | Fx Lcloo ; ELm+C:O
X — 1 dx El, x=>1| 2 2
X< X<
FI? lim 1 lim [ Fx3
,C=— v(x)=0=vp = +Cx+D|=0
2 X— | El, x—>I| 6
x<I x<I
3 2
FER% o,
6
F r3 FI® . 1 [Fx3 FI?2_ FIS
= - = ; deci v(x)= - X +
2 6 3 El,| 6 2 3

;Sageata staticdin B :

(o vy = M lim 1 {|=x3_|=|2 X+FI3}_ FI°
x>0 T x>0El,| 6 2 3 | 3EI,
x>0 x>0

_Fi® o 0,45kN (1,819m)? ~

e, P 3x21%10° 7 (604~ 20% fnm*

~ 0,45*10°N *(1,819)% *10%mm3

321105 N 7 (604 ~ 20 jm*
mm? 64
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—f. = . _ 4 4 4 _ *104 4 .
fs = fst= 6,8456 mm IZ_&(GO -20 }nm =62,8*10"mm™ ;

* 3
w=1+ 1+2—h =1+.,/1+ 27217.107mm =26,198886 ; sageata in
fst 6,8456mm

momentul socului va avea valoarea :
fq =f =w.fs =26,198886 * 6,8456mm =179,34mm

M iz max FI
Ostmax = = ; Mizmax =Fl ;
Wz min VVz min
l, 628*10%mm?
W, =% === — 2,093333mm° *10*
D 30mm
2
W, =7 (0% ~d%)=—" [60% - 20*)=2,003333mm3 *10* ;
32D 32*60
*10N3 N * *103
o :0,45 10°N *1,819*10°mm _ 0,391027 *10° N _ 391027 N :
2,093333mm? *10* 10* mm? mm?
Od max = W-Ost = 39,1027%* 26,198886 :1024,447180l2
mm mm

fiind destul de mare, bara se rupe.

Problema nr.6
O grinda articulata, de greutate P =0,98 kN , avand sectiunea
transversald pdtrat cu a =20 mm si lungimea | =4,3m, cade din
pozitia verticala asupra unui reazem rigid , ca in figura 130 . Se cere
sa se afle expresia tensiunii maxime .

at 20% 4 . . .
z =E=—:13333,33mm ;  Expresia multiplicatorului de
2
impact este: =1+ 1+ﬂ ; LeXt:P_I ; Lintzj—M'Z(X)dx
Lint 2 (l) 2El,
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2
F(h+f):HIg—EdV sau f="fy=y.fg ; og=vog=0 ;
\

2
F(h+y.fg)= mwsz_sEth . Lo =F.h lucrul mecanic produs de
Vv

— B
T‘\\\
| N
L N
W 0 N\
4 | \
N P=0,98kN \\
<
A C \
1 ——— — —— ——— B
2 g T
om c,3m -
Figura 130
‘A i g@ II |
—————————— B
1 | B
L
Figura 131
sarcina F = P pana in momentul impactului. Lg = F'Zfs s

2
Ls:j\{jg—édv . Fh+y.foF=y2Lg ;

Ffo=2Lg ; Lop+2Lew=y’Ls ; w2ls-2Ley—Ly=0 :

L
w2—2y/——0:0 ; w1 =1% 1+ﬂ ;o w=1+ 1+ﬂ ;
Ls ' Ls Ls
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Lo = lucrul mecanic al fortelor exterioare ; Ly = lucrul mecanic de
deformatie Tnmagazinat in bara.

Pentru calculul lucrului mecanic interior de deformatie
inmagazinat in bara , ne folosim de faptul ca =P/l este aplicata in
mod static din figura 132.

=P/
o | VB=1,0535kN 1

|AARARAA AAARARRARAARARAAARAARAARAL

2«1 o Lox2 |

- L1 e £,3m _
VA=0,0/39kN
D._—g—rﬂ\\\\“‘ \@%‘\\\\\m‘_ﬁ
Miz (O
!
Figura 132
Va+Vg=P ; >M;,(A)=0 ; P.IE—VB.Zm:O : VB=%I :
: ' . PI
ZM|Z(B):O ’ VA2m+P E—Zm =0 ; VA:__+P;
q= 098.KN _ 0,227907k—N; P=0,98kN;Vp +Vg =0,98kN ; este
4,3m m

indeplinitd ecuatia de verificare, s-au calculat corect fortele de
reactiune : Va si Vs.

* *
Vp= ——0’98'(5 %3 1 0,98KN = - 0’98“\; 0> 0 0735kN
*
Vg = 29N A3 ) osaskn

Regiunea intai:
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X € (0;2m); M, (x )= —0,0735kN * % —q%

M iz (x1)=-0,0735kN — gx;; M i (x1)=-0; concava ;

i
ﬁl\/liz(xl) l'? [ —0,0735kN * —qi] 0;
lim _lim B « _qi _ *om
< Toam 'Z(l)_xsz [ —0,0735kN *x, ; ]=-0,0735kN *2m
0 227907kﬂ(2m)
- 2m = —602814Nmm;

Regiunea a ll-a

2 1 n
X2 6(0J2,3m)iMiz(X2)=—q%i M iz (X2 )=—ax2; M iz (xp)=—q;

- - 2
concavi ; “—mMiZ (xy)= lim - 4x2 ]=0;
X

XZ‘J’O ZTO 2
kN
lim (x,) lim [ X 0227907F(23 m)?
x, T23m 77 x, T23m" I=- > =
=—602814Nmm;
2
_od
2m qX2 2 i 2.3m >
Ling = | | —00735kNxq — 2 | L4 [ > L dx,=
0 2 ) 2El, 5 2El,
0,331675kNm® |
2EI,
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0,331675.102 N.mm?3

I—int =
2%21.10° N213333,33mm4

mm

=59,227693N.mm; Lint = Ls ;

Lo = Lext;
*
Lo = Ley =%' - 0’98"'\'2 43M _ 5107108 N.mm:

6
yele 1420y 1y [14 220010 NMM 006148885
L 59,227693N.mm

multiplicatorul de impact .

Mizmax = |- 602814N.mm |=602814N.mm;

o t = = X
TP Womin  1333,33mm3
Oet o = 452111630—_;
mm
mm
od,max =85727,09631—— >0, , bara se va rupe , nu rezista .
mm

8.3. Solicitarea la rasucire prin soc
Daca avem un arbore de diametru d, pe care este montat un volant
cu momentul de inertie masic ( J ), filnd 1n miscare de rotatie cu
viteza unghiulard ( ® ), apoi se produce o oprire brusca a arborelui
ntr-o sectiune oarecare (M ) , aflata la distanta (1) de volant .
Oprirea brusca se face intr-un timp foarte scurt, ceea ce duce la
impiedicarea producerii caldurii prin frecare , astfel intreaga energie
cineticd a volantului se transforma in energie potentiala de deformatie
a arborelui . Apoi se determina efortul unitar de rasucire produs de
catre soc in
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-

WA <@

L

r

Figura 133
. : 1
arbore, energia cinetica a volantului va fi: Ec = EJa)z. lar lucrul
. . . MtZ(X)
mecanic de deformatie al arborelui este, L= Iﬁdx ; dar
I p
Mt max M¢*d. 2Tmax * 1 p
Tmax:W = ol ’Mt:—d
p,min p
L=
1 (ZTmax = ? 1 4Tr2nax *13 2Tr%ax =
| Pl dx = 5 pdx:—zp*xlo;
1Glpl d 12Gl, Gd
2
2T max < 1 *| q4 G
L -_max P : IIO :L;volumuI:V:L.l . fiind
Gd? 32 4
volumul arborelui,
d?
2 2 %7 *
LT 3 tha (rdta)= Do 70 | o, _
Gd? 166" 7 4G 4 4G
2
_ 17y,
2 2G
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2
A= % ; aria sectiunii transversale. Dar Ec = L, de unde implica
1. o 172 2GJw?
“Jw==-M&Xy . deundferezultd ci, Ty = ;
2 2 2G Vv
2

J= PBL pentru un volant de greutate ( P ) , avand forma unui disc
g

plin de diametru (D) . Tn cazul cand volantul are forma unei coroane
2

circulare subtiri , de diametru mediu (D) , J = P4L ; pentru a fi un
g

calcul si mai precis trebuie ca (J) sa includd si momentul de inertie
masic al arborelui.

Problemanr.1
Un arbore de transmisie , de diametru d = 4,5 cm si de lungime 1=
7,912 m are la un capat o roatd de dimetru D =45 cm si greutate
P =18 daN, arborele se roteste cu n = 165 rot/min si la un moment
dat arborele se franeaza brusc .
Sa se calculeze efortul unitar la rasucire care se produce in arbore , in

doua cazuri:

a) tinand seama de masa arborelui,

b) neglijand masa arborelui.

Rezolvare:
Sedau: y= 7,85K—gf3;G = 0,81.105%.
dm mm

V ;unde (J) fiind momentul de

2
1 2 _ 1 7Tmax
Ec=L, =(J+J))o ==
i R+ e =550
inertie masic al arborelui de greutate ( Q ), iar ( J1 ) momentul de
inertie masic al rotii de greutate (P ),
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_nd?

4
=12577,113*10°mm*;Q =V.y =12577,113*10°mm°® *7,85:if- unde
m

2 2
_ z(45cm) (7,912m):@(7,912*103mm)=

\Y 1

T
1Kgf =9,8N
(1dm )3 = (100mm)3 = 10® mm?® ; g = 9,8 m/s? =9,8*10° mm/s? ;

Q=12577,113*103mm? *7,85*9,8L —967,5573031N :

10 mm?

;_Qd? _ 967,5573031N (45mm)?
89 8*9,8*103

S2

_P.D® _18*10N.(450mm)°

=24,991117 N.mm.s? ;

3y e — 464,923469N.mm.s2; J+J; =
89 gxggx103MM
S2
489914586 N.mm.s?: = 27N _27165rot oo rad. o .
60 60 min S

2 2
lrmaxvzl(w)Z[J AE Tmax:\/ZG(J +J1 o ;

2 26 2 V
2
2*0.81*105'\2(17,27““’) *489,914586N.mm.s> \
r = mm VA —43382—
12577,113*10° mm mm
Cazul b)

Atunci cénd nu se tine seama de masa arborelui , implica ( J=0 ),
atunci avem:

2G.Jyw°
Tmax = RV
2
o 17,27) *464,923469N.mm.s’

2*0.81*10°
mm S

Trax = I == 42,262 N 5
12577,113*10°mm mm

N ( rad
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Capitolul IX

Echilibrul sistemelor plane alcituite din bare rigide legate
intre ele prin articulatii.
Grinzi cu zabrele
9.1. Definitii
Echilibrul sistemelor plane de bare articulate intre ele , care formeaza
o structura geometric invariabild , se numeste obisnuit grinda cu
zabrele, acest sistem de corpuri pot fi alcatuite intr-O mare diversitate
de forme geometrice. Barele care alcatuiesc sistemul pot fi legate intre
ele astfel ca sa se obtind un ansamblu rigid, capabil sa suporte forte,
grinzile cu zabrele au o largd intrebuintare , anume: ca elemente de
rezistenta la acoperirea unor hale industriale de dimensiuni mari, la
poduri de sosea si cale ferata , la macarale, la stélpi electrici pentru
retea de Tnaltd tensiune. Barele se prind intre ele cu ajutorul unor
placute denumite gusee, barele se prind de gusee cu ajutorul niturilor
sau sudurilor, grinzile cu zabrele sunt plane sau spatiale.

‘ corniera

O
Y/ buloanelnitur
|
Figura 134

Calculul grinzilor spatiale este mai complicat , de aceea se impune
reducerea acestora la grinzi plane, barele care formeaza conturul
grinzii poartd denumirea de télpi, partea de deasupra reazemelor se
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numeste talpa superioara ( S ) , iar partea de dedesubtul reazemelor se
numeste talpa inferioara (I ) . Barele ce leaga télpile si le mentin la
distanta fixa se numesc zabrele , zabrelele montate cu o inclinare

‘ corniera

/ b quseu

sudura

Figura 135
oarecare se numesc diagonale ( D ), iar cele ce au o directie verticala
poarta denumirea de montanti (M ) .

Figura 136
Tin&nd seama de forma conturului , grinzile cu zabrele se impart n :
a) grinzi cu talpi paralele ( fig: 136 )
b) grinzi cu talpi curbe ( fig: 137 )
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Imbinand mai multe feluri de contururi si tilpi se pot obtine o serie
mai mare de grinzi cu zabrele , In practica de imbina utilul cu esteticul
. Grinzile cu zabrele au castigat teren foarte mare 1n ultimul timp in
constructia de macarale , la constructie de poduri etc.

3

Figura 137
c) grinzi cu talpi poligonale

C 3

Figura 138

d)grinzi dreptunghiulare cand au montanti si diagonale ( fig:139 )
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e) grinzi triunghiulare cadnd au numai diagonale

f) grinzi cu diagonalein (K).

In cazul grinzilor cu zibrele , solicitarea de bazi a barelor o constituie
solicitarea la tractiune sau la compresiune.

Q o
Q / - 5 7
Figura 139
9.1.1. Calculul grinzilor cu zabrele

In ipoteza simplificatoare a articulatiilor perfecte intre barele rigide
ale unei grinzi cu zabrele este necesar ca pozitia unui nod in raport cu
celelalte sa fie invariabila si in acelasi timp grinda cu zabrele trebuie
fixata in planul sdu , prin legarea cu mediul exterior. Deasemeni in
calculul grinzilor cu zabrele vom admite ca :

a) sistemele sunt plane

b) nodurile sunt articulatii perfecte

c) fortele exterioare ( sarcinile ) sunt continute in planul grinzii si

sunt transmise sistemului numai prin noduri.
d) greutatea proprie a barelor este neglijabila in raport cu marimea
sarcinilor aplicate.

Constructia cea mai simpla geometric invariabilad , formata din bare
articulate, este triunghiul care are trei noduri si trei bare un al patrulea
nod se poate fixa de doud noduri prin doud bare articulate si operatia
se poate continua pentru oricate noduri. . Pentru a calcula eforturile
din zabrele utilizam metoda sectiunilor , in aceasta metoda se afla
inclusd metoda izolarii nodurilor ( care poate fi analitica sau grafica ) .
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Existand o grinda cu zabrele in plan cu ( n ) noduri , se pot scrie
numai ( 2n) ecuatii de proiectii de forte pe doua directii normale intre
ele , deoarece directiile eforturilor din zabrele se intersecteaza in nod
si in acest caz , ecuatia de momente este dependentd de primele doua.
Grinda avand un numar de (b ) bare , deci trebuie sa determinam

( b) eforturi necunoscute, apoi grinda cu zabrele se reazema pe un
reazem simplu si unul articulat, rezulta ca noi avem de determinat inca
trei necunoscute. Deci numarul de necunoscute pentru o grinda fiind

( b+3) si avem urmatoarele cazuri:

a) 2n> b+3 grinda suferd o modificare a formei initiale , adica este
un mecanism , acest aspect nu il studiaza rezistenta materialelor.

b) 2n < b+3 grina fiind static nedeterminata , pentru acest lucru se
numeste grindd cu zabrele cu bare suplimentare.

c) 2n=Db + 3 grinda este static determinata .

Exista sisteme care Indeplinesc conditia 2n =b+3 , dar sunt
mecanisme , is1 modifica forma initiala , pentru ca patrulaterul
[3-4-5-6] sa nu 1si modifice forma sa initiala trebuie ca diagonala

[2-6] sau [3-5] sa fie mutate intre nodurile [4-6].

Pentru a putea calcula eforturile din barele unei grinzi cu zabrele static
determinata , trebuie ca pe langa conditia 2n=b +3 , si satisfaca si

conditia de nemodificare a formei .

Figura 140
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3 4

6
Figura 141

9.2. Calculul eforturilor
9.2.1. Metoda izolarii nodurilor — metoda analitica

ne

N1

11

o U T
Ve Jiz

R Figura 142
Intr-un nod barele sunt concurente si din conditia de echilibru pentru
bare vom obtine:
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; Nota: Ecuatia de momente » Mj, =0 ; este 0

2Fx=0
B
combinatie liniara de
2 F=0
o
Avand doua ecuatii trebuie sa pornim dintr-un nod ce are cel mult
doua necunoscute.

, hu este o ecuatie liniara independenta .

Problema nr.1
Sa se calculeze eforturile din barele grinzii cu zabrele din figura si sa
se dimensioneze stiind ca sunt de sectiune circulara , se dau :

oy =104 1 =0.28m: F = 2kN.

mm2

Figura 143
Se calculeaza fortele de reactiune Va, Ha si Ve din conditiile de

echilibru :
YF=0HA-F=0Hp=F; ZFy =0;Vp +Vpg =0, fiind ecuatia
de verificare , se afla fortele de reactiune Va , si Vg din conditia de
echilibru > Mj; =0.

> M, (A)=0;F.1 -Vg.4l =0;Vg :E;
> Miz(B)=0;F.1 +Va.4l =0;Vp :—%;
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2. Fy=0Vao+Vg=0; -F/4+F/4=0 ecuatia de verificare este

indeplinitd implica calculul corect al fortelor de reactiune.
Deoarece Va a dat cu semnul minus , ii schimbam sensul.

Figura 144
Nu trebuie pornit de la nodurile (3,2, 1) pentru cd avem mai multe
necunoscute de determinat ( mai multe decat doud ) si nu le putem
determina , se incepe din nodurile ( A ) sau ( B ) unde exista numai
doud necunoscute si se pot calcula .
Se porneste din nodul (A) :

132 | 132 T83/T83 > F=PKN

TR TBI €5
[ s

Figura 145

> Fy =0’
Y Fy=0;Hp —TA3.cos450 —Tp =0;
-188-
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TA3sin42

TA3cos4S

VA=F/4
Figura 146
> Fy =0Va ~Ta3.5in450 =0;Tp3 = P I:'*/E;; si din
4.sin45? 4

Ha —TA3-COS450 -Ta=0;Tar :%;acum se trece lanodul (3).
Nodul ( 3)
S Fy = 0;Tp +T37.c05450 —Ta25in45% =0 ; Tap + Tay.c0545° :%

2. Fy =0;Tzy.sin 450 4 LEY cos45” = 0;T31 = —FT\/E; Tyo = g;

3
2

Figura 147

-189-



Rezistenta materialelor volumul 11

Nota:
F+2 : y : . g 9
T31 = e ; prima datd s-a ales un sens arbitrar, dacd din calcul da

plus rezulta ca sensul este cel initial, daca da minus ii schimbam
sensul .

Avand toate eforturile din noduri calculate, trebuie sd punem si
eforturile care actioneaza in bare, ca reguld se spune ca daca efortul
iese din nod , in bara avem efort de intindere si daca intra in nod avem
efort de compresiune (1n bara 3-1 din figura 149 ) , Ts1 intra in
nodul ( 3 ), iar In bara exista efort de compresiune.

Conditiile de echilibru pentru nodul ( 1) sunt:

ZFX :O;%_T13-COS45O -T2 COS450 —-Tig =0

> Fy =0;Tyz.5in45° ~Typsin45° =0Ty 3 =Typ; Ty, :FT V2 .
F
Tig=—/
1B 4
3
13A
TAl T3A

T1A /TIA

D

T1A

Figura 148
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132

Figura 149

Nodul din punctul (B)

S Fy =0;Tgy + Tgpc0s45° =0;Tgy =— Te1 =— I:\/E;a dat cu

cos45°
semnul minus trebuie sa-i sensul. Pentru a doua ecuatie de echilibru,
2.Fy =0, nu este nimic de calculat , ci se verifica :

Figura 150
FV2 J2 F

Vg +Tgosin45° =0; I 7 i 0;0 =0; se verifica , implica

calculul corect al eforturilor din bare. A ramas nodul ( 2 ) , dar acest
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nod este de verificare, pentru ca nu mai este nimic de calculat, in bara
( 2-B) exista efort de compresiune:

F2 F F2
Top=——Toqg=—;Top =—;
2B 4 23 2 21 4

> Fy=0;Toz +Top c0545° — F +Tp1€0545° =0;0=0
> Fy =0;Tpy.5in45° —Tpp sin45° = 0;Tpp =Tyy; P2 _ I:*/E;ozo-

4 4 ’
barele se pot dimensiona, verifica Tn mod obisnuit .
T
Figura 151
3
Tar = 3F/4 este maxim. d = /4'Nmax _ [AO7S2I0°N 4,21mm ; se
.o N
2 7.104—
mm

adopta d =5 mm .
128

N

Figura 152
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9.2.2. Metoda izolarii nodurilor —-metoda grafica
Un nod este 1n echilibru cdnd poligonul tuturor fortelor care
actioneaza in nod este inchis, aceasta metoda se aseamana cu metoda
izolarii nodurilor —calculul analitic, pentru ca se pot determina maxim
doua necunoscute intr-un nod. Eforturile necunoscute au numai
directia determinata , fiind data de directia barelor in care actioneaza ,
Mai ramane sa se afle marimea si sensul lor, sensul se ia arbitrar, daca
din calcul rezulta pozitiv, implica sensul initial, daca da cu minus i1
schimbam sensul. Determinarea reactiunilor se obtine din inchiderea
poligonului fortelor si a poligonului funicular sau direct din conditiile
de echilibru ale barei.

Problema nr.2

Sa se afle eforturile din barele grinzii cu zabrele Incarcata ca in
figura 153 :

3F

TAL=10F j T1A=10F

Figura 153
Din > F, =0;Hp —Hp =0; ecuatia de verificare;
ZFy =0;Vg =T7F;
> Mi;(A)=0;3F *2I + 4Fl - Hg *1 =0;H g =10F;
> M;i;(B)=0;3F *21 + 4FI —H o *1 =0;H 5 =10F; Ha-Hg =0;
10F — 10F =0 ;
Nodul din punctul ( A)
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01 = A HA=10F

!

TAI=10F

Figura 154

Directia efortului din bara ( A -1) se stie ca este paralela cu ( A-1),
la fel directia efortului din bara ( A-B) este paralela cu ( A-B).
Trebuie sa se inchida poligonul , Tag = 0 din nodul (A) .
Se trece in nodul ( B ), in nodul ( 1) nu se poate trece pentru ca avem
de determinat trei eforturi ( Tig ; T13 §i T12) , Tntr-un nod se pot
determina maxim doud necunoscute.

Nodul din punctul (B)

% - |B-3
TE3
VB=7F
TB1
— | /
o HB=10F polul 02 4@\
/
Figura 155

Se alege un pol ( O2) la‘intamplare , se duce Hs =10 F si avem
Hg =0,a, =10F , din a, se duce a,by, =V = 7F;punctul b este
determinat, din bz se duce o paralela cu bara ( B-3), din polul
( O2) cunoscut se duce o paralela cu ( B-1) si aceste doua drepte se
intersecteaza in punctul ( c2 ), s-au determinat eforturile care
actioneaza in nodul (B ) .
Poligonul fortelor s-a inchis , pentru ca fortele care actioneaza intr-un
nod trebuie sa fie in echilibru, sa fie parcurs intr-un singur sens ,
lucrand la o anumita scara se iau din desen marimea eforturilor
determinate (b262 =Tg3;¢205 :fBl)
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Nodul din punctul ( 3)

07 13c

Y

13

J—
—}

1358
Figura 156
(a363 =Tap;Oga3 = f3|3) ; 1n bara verticala efortul este zero , pentru
a se Inchide poligonul avem : Tag +Tqp =0; T3y =—Tag;
Nodul din punctul (1)

o1 Y TAI=10F cl

\/TIB

ol

Figura 157

Se alege un pol oarecare ( O1), din acest pol s-a dus
O,b, = 4F;b,c, =10F , din punctul( c1) s-a dus o paralela cu bara ( 1-2) ,
apoi din punctul Oise duce o paralela cu bara ( 1-B ) din intersectia
lor rezultd punctul ( di), de unde T, =0O,d,;T, =¢,d;;

Nodul din punctul (2)
Nodul acesta este de verificare, dacd se inchide poligonul fortelor care
actioneaza in el, rezulta calculul corect al eforturilor din bare, daca nu
se inchide atunci se greseste pe undeva la calculul grafic.
Metoda izolarii nodurilor —calculul grafic este o metoda relativ
greoaie, pentru ca trebuie sa luam ficare nod in parte, la fiecare nod 1i
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11 2-3
04
—
ce
3F
11 2-1
0P
Figura 158

construim un poligon al fortelor si o fortad intrd de cate doua ori,
implicd prezenta unei forte in doud poligoane .

Pentru a inlatura acest inconvenient se ajunge la o metoda numita
epura Cremona, pentru construirea epurei Cremona se procedeaza in
doua feluri si anume: prin notarea barelor si notarea spatiilor.

9.2.3. Constructia epurei Cremona prin notarea barelor
In poligonul fortelor nu trebuie sa utilizim sigeti pentru sensul
eforturilor , se pun sagetile in figura grinzii cu zabrele , deasemenea se
alege un sens de parcurs al grinzii cu zabrele.

Problema nr.3
Sa se afle eforturile din barele grinzii cu zabrele, aflatad in figura 159.
Aflam fortele de reactiune: Va, Ve, Ha din conditiile de echilibru ale
grinzii:
2Fx=0HA-F=0HpA=F;> F,=0;Va +Vg =3F, ecuaia de
verificare.
> M;i;(B)=0;(Vp —3F)l + F*2I =0,V = F;
Y Mj;(A)=0;F *2I -Vg *I =0;Vg = 2F;
Vp+Vp =3F;F+2F =3F;0=0;
este indeplinitd ecuatia de verificare , deci sau calculat corect fortele
de reactiune Va, Vs.
La inceput se construieste poligonul fortelor exterioare ( active si de
reactiune ) abordandule tot cu acelasi sens , noi am ales sensul acelor
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de ceasornic, pe acest schelet se construiesc poligoane care o sa
genereze o figurd generalizatoare.

Sunt in total ( 9 ) bare numerotate de la 1-9 , alegem unsens arbitrar de
parcurs al tuturor nodurilor , in cazul acesta s-a ales sensul acelor de
ceasornic .

Se incepe din nodul ( G) unde sunt numai doua eforturi necunoscute
si anume eforturile din barele (8 ), (9), ludm un pol oarecare pentru
a construi poligonul fortelor. In nodul ( G ) prima forta cunoscuta este

(3F ), apoi se trece la efortul din bara ( 8 ) urmeaza efortul din bara (
9).

Figura 159
Trecem la nodul ( E ) si din aproape 1n aproape se determina toate
eforturile din bare, in aceasta metoda nu se mai face cate un poligon al
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fortelor pentru fiecare nod in parte,ci o figurd generalizatoare care
cuprinde toate poligoanele de forte ale tuturor nodurilor. Eforturile din
figura generalizatoare s-au notat cu numerele barelor pentru a fi mai
usor de urmarit si de scos marimea fiecarui efort din desen , deci in
mod indirect trebuie sa se lucreze la o anumita scard. S-au pus numai
sensurile fortelor exterioare ( active sau de reactiune ) , restul
sensurilor se vad din desenul grinzii cu zabrele.

/{fF O -
BIO)

3F'

Figura 161 Figura 162
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cF

Figura 163

9.2.4. Constructia epurei Cremona prin notarea regiunilor
Aceastda metoda construieste o figura generalizatoare cuprinzand
poligoanele de forte ale tuturor nodurilor, un efort al unei bare se
determina cu ajutorul unor cdmpuri, cdmpurile se noteaza cu litere ca
in figura, se porneste dintr-un nod , alegaduse un sens de parcurgere al
nodurilor care rimane neschimbat in timpul rezolvirii problemei. in

aceastd problemi s-a ales sensul acelor de ceasornic, forta Hg =ed
se afla la intersectia cAmpurilor (e ) si (d ) , forta \7A =3F =dg se
afla la intersectia cAmpurilor ( d ) si ( g) In mod analog forta

3F = fé se afli la intersectia cAmpurilor ( f) si ( e). Rezultd ca
eforturile din bare se scriu ca intersectie de doud campuri , se porneste
dintr-un nod care are cel mult doud necunoscute , pentru ca in cazul

cand va exista mai mult de doud necunoscute nu se pot calcula , deci
va rezulta un sistem incompatibil . Sensurile se trec pe figura grinzii
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cu zabrele , deci nu se trec in figura generalizatoare a poligoanelor
fortelor.

Problema nr.4

V, =3F; H,+H,=0; ecuatia de verificare , aflam pe Ha si Hg din
suma de momente fatd de orice punct din plan sau spatiu fiind egal cu
zero. > M;;(B)=0;-3F *3l +3F *| ~H 5 *1 =0;H 5 = -6F;

> M, (A)=0;-3F *2l + Hgl =0;H g =6F;

Ha+Hp =0,—6F + 6F =0;0=0 , fiind indeplinita ecuatia de
verificare .

Figura 164
ol=f
ol e=g N
9
C
Figura 165
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9.2.5. Metoda analitica a sectiunilor- Metoda Ritter

Metoda izolarii nodurilor cat si metoda Cremona prezinta un
dezavantaj mare atunci cand pe noi ne intereseaza numai eforturile din
anumite bare nu din toate barele. Tn cazul cand ne intereseaza efortul
numai dintr-o bara se sectioneaza grinda cu zabrele printr-o sectiune
ce taie bara care ne intereseaza . Grinda cu zabrele se desface in doua
parti , aceste parti trebuie sa fie in echilibru , punédnd in sectiunile
respective eforturile interioare care trebuiesc determinate. Traseul de
sectionare poate cuprinde 2,3 sau mai munlte bare , in cazul cand sunt
mai mult de trei bare sectionate , trebuiesc ca celelalte bare sa se
interesecteze si sa scrie o ecuatie de moment Y M;, =0 fata de

punctul de intersectie al barelor si in felul acesta se determina efortul
unitar interior necunoscut.

Problemanr .5

Sa se determine efortul T 10-11 pentru grinda cu zabrele din figura
166 :

> Fx=0; H-2F=0 ; Hy=2F ; Y Fy=0 ;
Vi+V5=F-9F +5F =0 ; V7 +Vg=05F ecuatia de verificare.
> M, (1)=0 ; —2F.21+9F.31 - (V5 +5F)71=0 ;

—4F +27F - TV5 -35F =0 ; 7V5=-12F ; v5=—%F ;
>Mi;(5)=0 ; (W —-F)7l-2F.21-9F.4l=0 ; >M;,(5)=0 ;
(v —F)71-2F.21-9F.41=0 ; 7V, —7F —4F —36F =0 ;

47 47 _ 12 _ ATF-12F 35F

Vi=2lE s Vi4Ve=lE_ZfF =
177 1797 7 7

indeplinita ecuatia de verificare , s-au calculat corect fortele de

=5F este

: 12 e
reactiune. Deoarece Vg = —7F trebuie sd-1 schimbam sensul.

Cand am sectionat , am luat sensul eforturilor din bara la intamplare ;
daca din calcul da cu plus , rezulta ca am sensul ales initial, daca da
cu minus , 11 schimbam sensul. Pentru a afla efortul din bara 11 — 10,
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: T10-11=6F /7 igp SF
- A\ 10 s f
3 ) \
14 le
Hi=2r] 1 & > 4
Ve 7
$
L — 2l - 2l — l -£7/-
V1=47F /7
vs=12r/7Y
Figura 166

adicd Tyq_10, se scrie > M;;(2)=0. Tn nodul 2, toate eforturile
necunoscute T,, , To_14 , T212

T11-12
[14-¢2 Te-14

Figura 167

si T,, se intersecteaza. Noi ludm partea dreapta si scriem

Mi,(2)=0 ;: —Tig_112l +9F.2I — 5F—12—F 6l =0 ;
> My, 10-11 8
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18F — (35 ;12]6F = 2T10_11 ; F|:l8 —%:l =T10_11 ;

_F % =2T10-11 ;T0-11 = _g F ;11 schimbam sensul , va intra in

nodul 10.

Problema nr.6
Sa se determine eforturile din barele 6 — 4, 5 -4, pentru grinda
cu
zabrele din figurl169 .

Rezolvare: > Fx=0 ; Hy,=3F ; V;+Vy=F ecuatiade
verificare.
> Mi;(1)=0 ; 3F.61-(V, —F)2,51 =0 ;
_ 20,5F _
18F — 2,5V, +25F =0; V, :2—5:8,2F > M;;(2)=0 ;

V;.2,51 + 3F.61 =0 ;

Vp = —;—i F =-7,2F . Se ia partea de deasupra si se scrie :

_3F

>M;,;(5)=0 ; 3FI-T,,251=0 ;T,, e

Atentie , pentru a aflape Tg_4, tga = % =0,833

v Tea=12F ;

o =39,794298° ; se face pentru partea de sus > Fxgys =0 . Nuse
face > Fygqys =0

pentru ca avem si celelalte necunoscute , fiind eforturile din barele
5-3si 6-4.Deci) Fxgus =0 ; 3F -Tg_4sina=0 ;

T5_4:?)—F . s5in39,794298° =0,640033 ;

Tg_g=————-=4,687258.F ;
0,640033
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Tg_4 =4,687258F fiind efortul cautat.

3F

Figura 168
Nota :
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La aceastd problema s-a folosit si conditia de echilibru ) M;, =0.
Cand se sectioneaza grinda cu zabrele In doua parti , trebuie sa fie in

. .. . ] X Fx=0 |
echilibru. Conditiile de echilibru sunt : —Z Fy=0
Z Mj;, =0
3F -
1 ~ o

Figura 169
9.3. Deformatia grinzilor cu zibrele

In barele grinzilor cu zibrele iau nastere numai eforturi axiale.
Eforturile axiale de intindere sau compresiune, actionand asupra
barelor , le modifica lungimea ( se lungesc sau se scurteaza ),
deformandu-se elastic. Datorita variatiei lungimii barelor au loc
deplasari ale nodurilor , care provoaca si rotirea barelor. , in general ,
se calculeaza deplasarile nodurilor — sageata grinzii intr-un anumit
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punct. Sdgeata o putem afla cu ajutorul teoremei lui

oN,
ST

Castigliano.dp=2j4dli ;
i=L (Ii) A|E|

dp ; sageata in nodul p, unde ne propunem s-o calculam;
N, ; efortul dintr-o bara oarecare I ;
oN,

= ; derivata partiala a expresiei efortului din bara i , in raport

p
cu forta ce actioneazad in nodul p ;
A; = aria sectiunii transversale a barei 1 ;

E; = modul de elasticitate longitudinald a materialului din bara i ;
l; lungimea barei i .
Nota : Daca in nodul p nu existd o fortd concentrata, atunci se

introduce o forta fictiva concentrata
Fpo si se calculeaza eforturile din barele grinzii cu zabrele in

functie de acesta forta si sarcinile de pe grinda. Apoi, dupa ce s-au

. 0N,

efectuat derivatele partiale ﬁ , se face Fpo_okN -
Problema nr.7

Sa se calculeze deplasarea nodului 5 pe verticala. Toate
barele au sectiunea circulara cu :d = 20mm . Se dau F = 2KN

JE=2110°MP, , | =0,21m.

Rezolvare:

> Fy =0;H; +V3 =0 ; ecuatia de verificare .

ZFy ZO;V]_— F2 - F]_:O;Vl: F2 + Fl , S€ afla Hi SiV3 din
> M, (oarecare)=0

> M, [)=0V, %21+ F,*1 + F, *21 = 0;2V, = —F, - 2F;;

V, =—2kN — F,. ’
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}:Mu@yza—H;QL+5*|+ﬁ*2L=QH1:FZZZH;’emmﬁade
H, = 2kN + F,.

verificare este indeplinita , rezulta calculul corect al fortelor de
reactiune.

Aflam toate eforturile din bard , prin metoda analitica a izolarii
nodurilor , se porneste din nodurile unde exista cel mult doua
necunoscute.

Nodul din punctul (5)

VI1=4kN+F1
Figura 170

> Fy =0;Tg4 *sin 45° — F = 0;Ts4 =1,414F;; explcitam toate
eforturile functie de Fy,literar , pentru ca avem de facut derivate
partiale functie de ( F1), dupa aceea se Inlocuieste valoarea functiei
(F1=3kN ). Y F, =0;Tsq *c0s45° + Tsg = 0; Tsg = —Fy; deoarece
Tse a dat cu minus 1i schimbam snsul , acum cu acest sens intra in nod.
Nodul din punctul ( 6)
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Nodul din punctul (1)
ZFy =0;Tgy —4kN =0;Tgg =4kN ;

2 Fx=0Te1 - F =0;Tgy =Fy.
> Fy =0;T4 *sin45° +Typ +Vy = 0;Typ =—F — 2kN

> Fy =0;Tj4 *c0s45° —Tyg + Hy =0;T;4 = —2,828kN
Nodul din punctul ( 2)

o he 2
» !
\ A |
9 - S
" ‘ S Tﬂ»ﬁﬂ—
T5-6 K
F1=3KN y Fe=akN
Figura 171
T1-p
T1-4 173
H1=2KN+F 1 Ie=4
1| @
V1=4kN+F 1 TP-1

Figura 172
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Nodul din punctul ( 3)
> Fy =0;Tg4 *c0s45° + T3y = 0;—Fy — 2kN +(2,828kN +1,414F;

2
2o

0=0; > Fy =0;T34 *sin 45° +V3=0;Tg4 =2,828kN +1,414F
Nodul din punctul (4)

> Fy =0;Ts3*sin45°% + T4y 5in45° —Ty5c0545° —T45 =0,0=0
verifica

3 Fy =0;-Ty3 *c0545° +T41 c0s45° + Ty55in45° =0;0=0; verifca,
in nodul se verifica daca s-a facut calculul corect . Daca a dat efortul

din bara a rezultat cu minus ( - ) si nu s-a schimbat sensul ( nu este
obligatorie shimbarea de sens ) , se lasa sensul inifial ales dar trebuie

Figura 173
sd se tind cont cd marimea efortului este negativ , in aceasta problema
nu s-a schimbat sensul pentru ca valoarea lui ( F1) poate fi oarecare .
Este indicat sa se faca tabelul , pentru a se nu se omite cevain

aplicarea teoremei lui Castigliano. d, = _ ZI (s) oN(s )dsi :
a E,A OF

|
deplasarea nodului (5 ) pe verticala . ds = IEi(l).dsl+

o1
| IN2
L(1).ds2 + “1414F, L(1,414)ds5+ j 4kN (0)ds,4
o E2A2 o E3fg =
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12 '
+ J. Z’SZitN (O).dS5 + %(O)'dsﬁ-'-
0 5 0-6
'Ifz B2BKN +1414Fy ) 414 II(_ FL=2N) ) e
0 E7 A7 E8A8

| _
.[ —F —2kN )(_ 1)dsg; E1A1=E2Az=EsAs=EsAs=EsAs=EsAs

EgAg

o

= E7A7= EsAs = EvA9 = EA , Tn acest caz particular.

Efortul din bare

S}

pd
—~~

w
~—~—|

Bara N(s) oF. se...)
1-6 F1 1 (G;1)
6-5 Fr 1 (D)
54 1,414 kN 0 (0;1V2)
4-6 4 kN 0 (0; 1)
4-1 2,828 kN 0 (0;12)
2.4 0 0 (0; 1)
2,828 kN + .
3.4 L A14 s 1,414 (0;14/2)
2-3 - F1—2kN -1 (0 1)
2-1 -F1-2kN -1 (0:1)
F*l R, @L44)F 414)°F, (2,828KkN +1,414F, ), N
= IN2 + = (1,414)* 142 +
* *
n (F+ 2kN)*I + (Fy+ 2KN)*| . Acum se inlocuieste F1 =3 kN, de
EA EA
unde rezulta :
ds = vs =
* *103 Nl * *103
38,617;6ABKN I _ 38,617168 150 N *0,21*10"mm —0.12298mm:
*
2.1 102 N *314mm?
mm
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2
A= % = %(ZOmm)z —~314mm? . Pentru calculul deplasarii pe

verticala a unui nod se mai poate aplica si formula :
ON(s)

v=>N (s):—';li fiind prima teorema a lui Castigliano aplicata in
mod indirect.
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Capitolul X

Trasarea diagramelor de eforturi pentru barele cotite
10.1. Generalitati

Barele cotite sunt formate din mai multe bare drepte sau curbe , legate
ntre ele prin noduri rigide ca in figura 174.

Fc B
fibra inferioara

.

A
Figura 174

Nodul rigid este nodul ce nu permite rotirea unei bare fata de alta .Se
considera moment incovoietor pozitiv cand fibra interioara este intinsa
si moment Tncovoietor negativ cand fibra interioara este comprimata,
conventia de semne pentru fortele taietoere si fortele axiale si
momente este aceeasi ca la grinzile drepte. Sistemele static
determinate poarta denumirea de grinzi cotite din figura 174, iar cele
static nedeterminate se numesc cadre ( figura 175) .
Se pune accent pe fibra inferioara , pentru semnele eforturilor
interioare pozitive , regula de semne este aceeasi de la barele drepte,
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numai cd aici regula se mi pentru fiecare tronson in parte , apoi reiese
intrega bara cotita sau cadru .

La fel pentru inceput se studiazd numai cele care au planul de actiune
al fortelor planul XOY si momentele incovoietoare exterioare numai
dupa axa OZ ( Mi; ), in spatiu se va aborda in volumul III.

F3
e 1 |
1p 14 (3 o
S ‘ ‘ Fe
F1 1
0 ‘ ‘ =
A
A B
% o ]
/ VA
VA U3
Figura 175

Problema nr.1
Si se traseze diagramele N,T,M pentru grinda cotita din figura 176.

Deoarece fortele exterioare ( active si de reactiune ) sunt in planul
XOY , ele dau numai momente incovoietoare dupa axa OZ, adica Mi; .
Se afla fortele de reactiune Va, Ha, Vg din conditiile de

ZFXZO
> Fy =0
ZMiz =0

echilibru:

Y Fy=0Hp+F—-9F =0;H p =8F; ZFy =0;Va +Vpg =T7F;fiind
ecuatia de verificare , se afla fortele de reactiune Va , Ve din
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> M, (oarecare)=0;
> Mj;(A)=0;F.2l + 7F 21 —9F | ~Vg 51 = 0;Vg :%;

> Mi;(B)=0;F.2l - 7F.31 ~9F | +Vp.5 =0V :%-

Va +Vpg =7F;ecuatia de verificare,

x3 -y 1 LAY j—%w

S i — —
2l 3L 5V
11
]
TTC f/:T¢<9F

— =
o o B
g TN
VA U3

Figura 176
ZSTF + % =0;0 =0, este indeplinita ecuatia de verificare , deci s-au
calculat corect fortele de reactiune Va si Ve.Fortele concentrate ,
momentele concentrate , fortele distribuite , momentele distribuite
impart grinda cotita in regiuni, atunci cand sectionam grinda cotitd o
desfacem in doua parti , iar in sectiunile respective punem eforturile
interioare, se scriu conditiile de echilibru , deci se procedeaza in mod
analog ca la barele drepte, originea se ia fatd de unul din capetele
grinzii.
Regiunea intéi
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1 € O:21):N (y1) =~ 5T (y1) = ~BF: My (1) = —BF i
din figura 179 . %Miz(yl)zO;%Miz(yl):—MFl
/t
vlr D 1
a J =
N o~ L
1 \ f
) \ \
/ )
L
S| L
5F iy !
Tyl Ve "
Figura 177
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/F
a r =
2L | 3l
e ‘ C
— v
| -
B ~
o e
A [
HA — T = —
- .
VA \\
Figura 178
fibra inferioara
Miz o) — H:SF
dreapta 7 17 -
/ e
T — ™ 'W o
ﬁtviAH ol sensul momentulul MizCyD
> ‘ >
—— ~—
T(s) >
[ S
gtﬁmga\v ‘ 5 —
Miz(s) A HA=8F
e
VA=28F /3
Figura 179
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T 5 1

-9F

1 ©
- 28F /5
¢%>;A EBg%%a

L

Lo

Figura 180

Eforturile sunt perpendiculare pe bara , pentru ca se traseaza graficul
in planul [ N(s) :OX ], in mod analog se gandeste si pentru celelalte
eforturi .

ol oo g 27T
T
_ \ |
34k —— o7
|
-
A
7
Figura 181
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o,6F
r 1 |
D
=N =
| —9F 14T | € Ela
C
- f) il
A -8F .
g 7
Figura 182
Regiunea a ll-a
yo €(21;41)
28F
N(yz)=—==T(y.) = —8F - F = —OF;M..(y, )= —8F.y, - F(y, -2I)
lim lim
—M, = —16Fl;————M, = -8F.4l - ~2l)=
y2 \L 2| |z(y2) ’y2 T 4| Mlz(yZ) 8F 4| F(4I 2')
= —-34FI.

Regiunea a Ill-a

X E(O.Zl)_N(Xs)z—SF—F:—9F;T(x3):5,6F;Miz(x3):5,6F.x3—8F.4I—_
3= R 21M, (%) = 5,6Fx, — 34F ’
M g (xg)=-34F1 ™ M. (x3)=5,6F.21 - 34FI = —22,8FI.
X3‘L0 X3T2|

-218-



Rezistenta materialelor volumul 11

cdreapta
Miz (ol o haeer
m T e ]
TCoD| 4, o
o I — /
=
T(s51 —1
L . -
>
Miz(s) l ‘JLHA:gF
A A
stdnga /)
VA=28F /5
Figura 183

Regiunea a IV-a x4 €(0;31);
N(x,)=-9F;T(x,)=-1L4F;M,(x,)=14F.x, -9F.3;;M(x,) ="
=1,4Fx, — 27FI ’
lim lim
—M; —27FI; M; =14F .3l - 27Fl =-22,8FI.
X4 J«O |z( ) 4T ( 4)

Regiunea a V-a
Y5 (1;41); N(y5) = -14F;T(y5)=9F;Mj; (y5)=-9F (ys5 —1);
lim lim
———— M =-9F(4l —1)=-27FlI.
ye T4l iz(ys) ( )
Regiunea a Vl-a
7
V6 € (0:1):N(yg) =~ F =-14F:T(yg)=0:Miz (y5) =0

In sectiunea in care exista forta axiala concentrata trebuie ca in
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T(s) Miz Cch

Miz(s) T dreapta
STONgA g VA
- 1 -
‘ HA
—0
} 3 |
o |1 W/ >
- | S
A ‘HA:=8F R
7N A=28F /5
Figura 184
ol t
ceee Miz(al)
Jﬁ %N(d)
VB - Tideh
E x4 ~ v
S5F | =
—— — e B
& | fibora im?erio&%a/‘ ™ v
A A 1 B
E |
‘ ‘ — VI
|
[+] [+] B
7,
VB
Figura 185

diagrama de forte axiale sd avem un salt in acea sectiune, valoarea

absolutd a saltului trebuie sa fie egald cu valoarea absoluta a fortei

axiale concentrate .In sectiunea din punctul ( A ), avem un salt al

28F ‘_ 28F _
5

fortei axiale egal cu : |[-Vp |=|- saltul .
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o
- - \

\

~_ I IF

MiZz

[¢) o
LY
VB
Figura 186

Tn sectiunea in care exista forta tiietoare concentrata trebuie ca in
diagrama de forte taietoare sa avem un salt in acea sectiune, valoarea
absoluta a saltului trebuie sa fie egala cu valoarea absoluta a fortei
tdietoare concentrate . In sectiunea din punctul ( A ), avem un salt al
fortei taietoare egal cu : ‘H A ‘: 8F , saltul fiind dat de forta taietoare

concentrata Ha.

-in sectiunea din punctul (C ), saltul =

“s — g ‘: ‘—8F — (— 9F) ‘: F;in sectiunea din punctul (D ), saltul =
Is—1lg |=[5.6F —(~14F) |=7F;in sectiunea din punctul (E ), saltul
=|lg=1g [=|0-(9F) |=9F;

De asemenea se vede ci momentul Miz(s), se rabate cand trece de la
o bara la alta ( deci innod ) .
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T
Jr VI,
Miz .
T
. |
o000
N
VE
Figura 187

Problema nr.2
Sa se traseze diagramele de eforturi pentru grinda cotita din figura

188:

2. Fx=06ql —HA =0;H A =6ql; >, Fy =0Vp —7q1 =0,V =70l ;
> M, (A)=0;M,(A)-6ql*31 +7ql *2,34] + qI* =0;

M, (A)=0,62q]°.

Regiunea intai:

y1 €(0:61)

2
N(y2)=-7al;T (y1) = ~6al — ayz; Mz (y1)=0,62q1 — 6allyy +—qél ;
——M; =0,62ql“;
Y140 iz(v1) q

WM i2(y1)=-17,38q1°
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lim lim
T(y;)=-6q9l;——5—T(y;)=-6ql — 69l =-12q;
10 (y1)=-69 16l (v1)=-6ql - 6q q
dy;
o 4,661
2q z1=a® 11
S | Ll \
_ ’T < Ra:7qtv - —
T | ——
RI=6gl
7 ATVMiZ<A>;
////A/ HA
Figura 188
dMiz (v1) =60l +qy; =0; y; =61 £(0;61);
dyy
2\
dLé(yl):q>O; convexa .
dy“1
Regiunea a Ill-a
x3 €(0;31);
A0%) _ X o0 )2 2% piy Y2 X xgly )= P () 2 P
o = i) = R0G) = el ) = ST )= S
dT(Xs)__qus.
dx, 71’
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N
R1:6ql ‘ HA
7 / -
R
v
Re=7ql
Figura 189
Regiunea intai
fibra inferioora
Rv1>=q.v1 HA
|
B
= |
Jjos
| R(yD=
| | fibra im?@y%ioiaqf‘cyl
Miz(s)
T(s) /
|
NCs) |

Figura 190
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717)38@8 ‘ x> triunahi
///'\“ ,16/7@8 ) ‘ q(x> triunghi
S -9/7ql |
~17,38¢l IS e —
| B C D
qly? |
— | —>
[
A | 0,62ql
Figura 191
B
‘ D
ol ~7al

Figura 192
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7al S/ /al
1
~1l2gl C D
AL ~6ql
Figura 193
\
I
qix3 33 o} R(x3)=x3.q(x3)/2
m
Y
_—
| /X3
R{x 3! I
[\\'///
Figura 194
2q
ﬁ qQ(x3>
| —
- . x3 -—
Figura 195
lim ~lim 9ql . qxg X3 qx32
———T(X3)=0,——=T(X3)=—-;Mj;(X3)=—2*2=——"2
X3 4 0 () x3 13l L T
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d Mi,(x3) _qx32_d2|v|iz(x3) _ZqX3<0.

1 2 1
lim lim 9ql?
———Mj;(X3)=0,—FMj;(X3)=——F—;
X3~L0 |z( 3) X3T3| |z( 3) 7

Reqgiunea a ll-a

2 2
X2 € (31;71); T(xz):qxz-dT(XZ)zquZ- d“T(xz) 29 4.

71 7 dxs T k3 7l

Figura 196
lim 9gl . lim _ X2 , X, )
— =—; T(x,)=7q;M,,(x,)=——2*"2 _ql? =
x, 4 3l () 7 'x, 17 () =70l M (x,) 713
0X; 2.
= - — I’
21 a

d Miz(XZ):_qxg. dzMiz(XZ):_quZ <0

dx, T dx3 7l

~16q1% . lim
7 xgT7l

M, (xo)=—17,33q1%;
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In sectiunea in care exista moment incovoietor concentrat trebuie ca in
diagrama de momente incovoietore sa avem un salt Tn acea sectiune,
valoarea absoluta a saltului trebuie sa fie egald cu valoarea absoluta a
momentului incovoietor concentrat . In sectiunea din punctul (C),
avem un salt al momentului incovoietor egal cu :

9 o 16 -
—=ql“ -] -=ql
| | (7qj

—ql?.
= v

Problema nr.3

Sa se traseze diagramele de eforturi : N,T,M i pentru bara cotitd din
figura 197:

Aflam fortele de reactiune : Va, Ha, VB din conditiile de echilibru.
2Fx=0HA=0; > F,=0Vpo-ql—ql+Vg=0Vp +Vg =2dl
fiind ecuatia de verificare , se afla fortele de reactiune Va si Vg din
> M, (oarecare)=0;

ZMiZ(A):O;qI*IE+qI*2I ~Vg *31=0;Vg :5?0”;
. I . 7ql,
> M, (B)=0;—ql| 3l - —ql*1+Va*3l=0,Va =

sal + %ql =2ql;29l =2ql , ecuatia de verificare este indeplinita ,

s-au calculat corect fortele de reactiune, apoi se trece la fiecare
regiune n parte.

x €(0;1)
y1€(0;1)

N(x; )= R(x )cos45° —V 5 cos45°;

Regiunea intai figura 201; { ‘R(X1) =0 .X1;
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I 9
1y HVHVV(
/2 ‘ AN I
R=gl N\
ST IR F=ql
u | 7% | D
oo B N T E
// ) > o N
/L | > B
e |=1m . 2l=Pn =2
Figura 197
2 7g1). lim 72
N(Xq)=—| 0% ——|; N(x)=—-—-al;
(%) 2(‘11 6jx1¢0(1) T
lim (X ):_qu
T 12

- _ 742 lim V2
T(Xl)_7(_qxl+T)’x1¢oT(X1)_ o W xlTlT(Xl)_qu’

2 _ 2\
M, (x ):7q|X1_qX1 LdM; (%) 7q|—qx A4 Mz (xq) —q<0:

6 2  dq 6 T gl

concava.

lim lim , 7qlx; ox?
———Mj; (%)= - =0;

x40 () x1¢0( 5 2 )

lim lim , 7qlx, qx/ 4912 2q1° . .

M (x )= — - - - Regiunea a Ill-a

x T (%) xlTI( 6 2 ) 6 gl
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figura 205 X3€—(O'I) :
0;—
yoe(oiy)

N(x3)= (— 5?O'I)sin B:sin 8 =0,447;cos B =0,894;T(x3)=—0,745q|

Figura 199
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Miz(X3)=5qéX3 ;$=26,565°; T(x3)=-Vgcosp ;
lim lim 5qlx3

X3i«0 |z( 3) X3¢O 6

lim lim 5qlxg  5ql2.

———Mj;(X3)= ;
X3 T | IZ( 3) X3 T | 6 6
Regiunea a ll-a figura 206

N(xz):(ql —%qusinﬁ ; N(xp)=0,0745qI ;

T(xz)z(ql—%qucosﬂ . T(x,)=0149q] ;

[ARARAAA

x1/2

VAcos45°

VAsingS

R(x1>cos45/ |
! 74
Mizcs a 45y RxDsir4s°
roarao N

/ R(x1D .

/
VA

Figura 200 Figura 201
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lim lim | 5qix, 2q1° -
LLLLENYY — —qgl(xo 1) [==——11 tul D
X, 12l iz(x2) X, 1 2|[ 5 al(xy —1) ] 3 N punctu

forta taietoare concentrata Tp =ql cosp; To =0,894 gl ; saltul in
aceasta sectiune fiind egal cu :

0,149q1 +0,745q] |=0,894q] .

In punctul D forta axiald concentrata Np =qlsinf; Np =0,447 gl ;
saltul in aceasta sectiune fiind egal cu

0,372q1 +0,0745q1 |=0,447q].

La fel se verifica si in sectiunile din punctele A si B, in sectiunea din
punctul ( A ) saltul pentru forta axiala este egal cu :

|—7Q|\/§ ‘_ 7ql/2
12 12
salt pentru forta taietoare egal cu ‘ —-0,372ql ‘ =0,372ql = NB Sinﬂ‘ ;

tot In sectiunea din (B ) exista salt pentru forta taietoare egal cu
-0,745ql| = 0,745q1 =|Vg cos .

=V 5 c0s45°

; tot Tn sectiunea din (A ) exista

2
Miz(CHr=2al/3

Figura 202
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Figura 204
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VB filbra inferioara
N
o
o L
N ) Miz(s)
N 11
2, N VA N
\\ \
S N VB~
fllora inferioara fg N
15
Vo) \\ B
29
* X3 })_ou
7z
Figura 205

,G9C 92

X
R

\|o
o
O

Figura 206
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Problema nr. 4

Sa se traseze diagramele de eforturi pentru grinda cotita din
figura 207.

Rezolvare:
Rezultantele fortelor distribuite sunt: Ri = %ql =gl; R2=q*4l =4ql;

I I I
R3 = [a(y)My = [2qgsin ”T'ydy =2q(sin ”T'ydy . se face schimbarea de
0 0 0

variabili ”I—y - u;d[ﬂl—'yJ - du;(”l—'y) dy = du;lﬁdy — du:dy =-du
T

noua variabila fiind (u)

0

| Ve n
R, = 2qjsin”—'ydy = 2qj|—sin udu :Z—qIJ.sin udu = —Z—qI(COSUX” :4_ql;
0 I 0 T Ty Vg

T
Re=4al
1 WZ:QF | &
5y C PNl D
Q=HVH(VVAHVHV I
™ . ’ - | (o=2qgsiny|/|
— C X \ | 8 X 3 7 3 v S J
J1 R1=ql R3=1,273ql v
I ™ 7
u N
E - oo
- [QUARNY
> > N
H& ) g |
N T
Figura 207

Se afla punctul de aplicatie al fortei rezultante ( R3 ) cu
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[y.a(y)dy

formula: yg3 = 0 ;se rezolva separat

I I

integralele. [ yq(y)dy =2q | ysin ”T'ydy, se rezolvia cu integrarea prin
0

parti:

| f.gdy=fg —[f 'g.dy;sau;j fdg = f.g —[g.df ; Tn acest caz

fly)=y;fly)=1;

' . TT. - I
ar sin 2 dy = g'(y)dy; [sin > dy = [ g (y)dy;g(y)=—;COSTy
I 7.y |2
[ysin="dy :——(cos—j" j——cos—dy_—
0 I T
| y 2
[ yalyMy = Zqusdey 2q—
0
' 2
[yaly)dy 2% |
YG3 = OI = 47(; = E; se poate pune direct . Aflam fortele de
faly)dy
0
reactiune din conditiile de echilibru:
ZFX =0
2. Fy=0 : 4ql
;din ) Fy=0;HA —ql —gl ———=0;H 5 =3,2730ql ;
> Mj;(s)=0 2Fx AT T A q

2. Fy=0;Va —4ql +Vg =0,V +Vg =4ql; fiind ecuatia de verificare
, se afla fortele de reactiune Va si Ve din
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> M, (oarecare)=0.

zMiz(A)=0;q|*2—|+q|2 +4ql *21 + gl *1 +4_q|*l_VB *4| =0
3 T 2

Vg =2,824ql

M, (B)=0;q1* 2 +qi2 —aqi* 20 +qi*1+ 2L Loy w4 o,
3 T 2

V, =1173ql

Va +Ve =4ql; 1,173ql + 2,824 ql =3,997 gl =4ql;

este indeplinitd ecuatia de verificare, deoarece au rezultat valori
pozitive pentru fortele de reactiune , rezulta ca raman cu sensurile
initiale .

Regiunea intai

Miz=ql® | all
C g \ D¢
cq HEEEEEEEEEEEN -
[ re— —_ —— | qtx=2gsinyl/l
| NE 3l -
— Ri=al ‘
g |1 I € S STEVASIel Y mee _
{ /Bﬁ \AV\"\ | ‘
HA 5 /‘ NI
| /Rl=ql | "1
- %77 ~ —_— — B
R2=4q)| va R3=LE734! v 1
A
Figura 208

y1 € (0; I) ;  folosim relatiile diferentiale dintre sarcini si eforturi

:%ﬁl) =gy (y);unde gn(y1) este forta axiala distribuita pe

aceasta regiune , in cazul acesta particular nu avem forta axiala
distribuita , deci qn(y1)=0 [kN/m]
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Miz=qgl® 1Re=4ql
c q P D
2q EEEEEEEENENEN F
. —— %E ——— |~ Goo=2qsinyl/L
-] -\
\‘
‘ ‘\ /)
HA fif -
Z, . 25 P R3=1,273ql
N 1y Re=4ql
Figura 209
, dN
si vom avea , Mzo :
dy;

dN (Y1) = O-dyl;de (yl) = jO.dyl; N (yl) =Cy . Se afld constanta de
integrare C: din conditiile initiale ale Iui Cauchy si anume ,

“To N(yq)=-Va =-1173ql =Cy ; deci N(y1) =-1,173 gl . Acum
Y1

: : dT
determinam forta tiietoare : d(yl) =—q7(yy); unde gr(y1) este
1

forta tdietoare distribuita pe
aceastd regiune si are expresia urmatoare, qr (y1)=ayi+b
lim lim

=0=a0+b;b=0; — =20=al+b:
cu yliho(yl) a.u+ leIqT(yl) g=al+
cum(b=0)
. 2 2qy; . dT 2
implica a:TquT(y1)= qul; dE/)l/l): T(y1)=——q|y1;

dT (y1 ): —@dyl; se integreaza

) 2
[dT(y1)= I—%yﬂ(yl): —q%+ Cy;

-238-



Rezistenta materialelor volumul 11

: : 2
M sy MDD L) )2 H, =3,27301:C, =3,273q1;

y]_\LO y1¢0 |
ayf ' 20y
T(yl):—|—+3,273q| T (yl):—l—;
T"(yl)z—zl—q<0; concava ;
qly D
Miz(s) ,
Sus m | \Hh‘
T(e)— | |
/“i’f
T@b ‘ ‘
L | R
N7 Ha=3,273ql > A
VA=1,173ql
Figura 210
lim lim , qy? .
M v = — 3,273ql )=3,273ql;
Y40 o) y1¢0( el ) i

. . 2
“—mT(yl): lim (—qi’l +3,273q1 )=2,273q;

yi T Tl
dM
% T(y2)dMiz (y1) =T (y1)dys; | dMiz (y2)=] T(yo)dys;

2 3
- qy
Miz(Yl):I( = +37273q|]dY1;Miz(Y1):_—3|1 +3,273ly, + Dy
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lim lim ~ Qy;
—M; = - +3,273gly; + Dy )=0:Dy =0;
Y 40 |z(Y1) y1¢0( aly; + bg ) 1

3 2
qy -

Miz(yl)=—3—|1+3,273qu1 . M iz(yl)z—q%w,z?sql;

" 2
M iz(yy)=— Rt <0 ;concava;

lim

) 3
lim . Qy; 2
——M; =———(——=+3,273ql =2,94ql“ .
leI |z(Y1) leI( 3] + qly1 ) q

Regiunea a ll-a

Xy € (O; I) ;  folosim relatiile diferentiale dintre sarcini si eforturi
N : e

:w =qN (X2 ); unde gn(X2) este forta axiala distribuita pe

X2

aceasta regiune , in cazul acesta particular nu avem forta axiala

dN (Xz) ~0
dX2

dN (x5 )=0.dx, ;de (xy)= .|.0.dX2; N(x,)=Cs . Se afld constanta de

integrare Cz din conditiile initiale ale lui Cauchy si anume ,

lim N(x5)=3,273gl — gl =2,173gl =C3 ; deci N(x2) =2,173 gl .

X2 \L 0
Acum determindm forta tdietoare : —dL(XZ) =
X2

gr( X2 ) este forta taietoare distribuita pe aceasta regiune si are

dT(xp) .
o, ar (x2)=-1 ;

distribuitd , deciqn(x2)=0 (kN);si vom avea,

~qr (x2); unde

expresia urmdtoare, qr ( X2 ) =g = constant

dT (xz)=—qdxy;
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se integreaza

JdT(x2)=[~adxa; T (x2)=—axz +Cy;

lim lim

—T =—— - Cyq )=1173ql;C4 =11730l;
»LO (XZ) X2»LO( gXz + 4) gLy g

T( 5)=—0xy +1173q] ;

lim M e )= lim (—gx, +1173qgl )=0.173ql;

X2T| X2T|
- 0,173 )
Cc24ab 0,632q!
T SIE
\
? "\ ‘ ‘ 2
2,244l 0,632q
3,613q(,
| £ 6130 |
8
Mizmax=4,62/q

A
oooo
Wz

dMiz(XZ):T( 2 d iz(xz):T( dx2 .[ dMIZ X2 _[ T X2 dXZ;

Miz (%2)= [ (= axp +1173q1 dxp; Mis (X2 ) = q22 1+1173qlx, + Dy;

Im_\(x,)=—m (- q22 +1173qlx, + D, )=2.94q1%;_
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qx2 2
M, (xp )= —72 +1,173qlX, + 2,94q1%;
M iz (x2)=—qxp +1173q1 =T(x2 ) M iz(Xp)=—q <0 ; concavi ;

lim lim

WMiZ(XZ):szI

2
(- q;z 1+1173qlx,+ 2,942 ): 3,613q1°2 .

Regiunea a lll-a,
x3€(0;31];  folosim relatiile diferentiale dintre sarcini si eforturi :

2,273ql

&

~2,824qUy

S

1,17 3¢ |
A B
. e

T

Figura 211
dN(x3)
dX3
regiune , in cazul acesta particular nu avem forta axiala distribuita ,

dN (X3) ~0
dX3 S

=N (X3 ); unde gn(Xx3) este forta axiala distribuita pe aceasta

deci gn(x3) =0 (kN/m) ; si vom avea,
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Figura 213
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dN(x3)= 0.dxz; [dN (x3)= IO.ng; N(x3)=Cs . Se afla constanta de
integrare Cs din conditiile initiale ale lui Cauchy si anume ,

M \(x)= 2,273 = Cs : deci N(x2 ) = 2,273 gl . Acum

X3 \L 0

: : dT(x

determinam forta taietoare : —d( 3)
X3

forta tdietoare distribuitd pe aceasta regiune si are expresia urmatoare,
gt ( X3) = g = constant

dT(x
T8 ()= ; 0T (x5) =~
X3

se integreaza de (x3)= j— qdx3;T(x3)=—qgx3 + Cg;

=—q7(x3); unde gr(xs) este

lim lim
——T(Xq)=————( —gxqa+Cg )=0173ql;Cr =0173ql ;
x3¢0(3) x3¢0( gX3 6) gl;Cg q

T(x3)=—qx3 +0,173ql ;
lim T(xg):%(—qx;;JrO,l?Bql )=-2,827q];;

X3 T3| X3
lim lim , gx?
M. (x.)= ~—2 4+0173qlx, + D, )=4,613ql?;
X; 4 0 (%) xgio( 2 alk; +D; ) |
D, =4,613q1?;

2
M., (x3) = —q% 1 0,173qlx3 + 4,613q12;

M iz(x3)=—0x3 + 0173ql =T (x3)

M iz (x3)=-q<0 ;concavi;

M iz(x3)=—0x3 + 0,173ql = 0; xg = 0,173l
Mi, max = Mi, (0.1731) = 4,627q1°
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Regiunea a Ill-a

) 2
. q [T />M‘:qt | S

T EBEETEEEEEERERE,
— [ —— —
=] |/ L
‘ x3
- — — m=— R1l=ql
e
‘(U
——y— |
HA > A
VA
Figura 214
lim lim qx§ 2 2
——M; = - 0,173al 4,613ql“ |=0,632ql“ .
X3 13 iz(X3) X3T|( > + qiX3+ q ) q

Regiunea a IV-a
Y4 € (O; I) ;  folosim relatiile diferentiale dintre sarcini si eforturi

AN(ya) (Ya);

-~ = UN
dyy

alxy=2qgsiny /|

v

Figura 215
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unde gn(yas) este forta axiala distribuita pe aceasta regiune , in cazul
acesta particular nu avem fortd axiala distribuita , deci qn(ys) =0 (

kN ) ; si vom avea , M:O ,
dys
dN(y,)= 0.dyy; [dN (yq)= [0.dyy;N (y4)=C7 . Se afli constanta de

integrare C7 din conditiile initiale ale Iui Cauchy si anume ,
lim :
N =-2,8249l =C- ; deci
V4l 0 (Va) q 7
N(y1)=-2,824 ql . Acum determinam forta taietoare :

aT{ys) (va) =—q7 (Y4 ); unde gr(ys) este forta taietoare distribuitad pe

dyq
aceasta regiune §i are expresia urmatoare:
qr (ys) = 2qsin”'lﬁ ; implica
dT . T
TUa) - _qr(y4)=—20sin ™34
dyy

dT (y4 ): —2qsin ﬁﬁdyzﬁ se integreaza
de(Y4): _[—ZqSinﬂ'dey4;T(y4)=Z—qlcosﬂ'Ty“+C8;
T

lim lim (2ql .Y, ) 2ql .
—)T = cos +C; )=0,C; =——;
T Beos ™ v, )-0ic, -2

2ql . 2ql : . T “ 2 :
T(y4): 2 Cosﬂ.ly4 - 2 ;T (y4)=—2qsmﬂ|—y4; T (yl):_chosﬂ_y“;

lim T(y,) lim ( 2ql cosﬂ'y“—quj:—d'ql;

y, T1 - y, T 7 I T Vs
2
Miz(y4)=_I 20 s ™Ys 24! dy4;MiZ(y4):—2q|2 sinYe 4
Vg | T V4 |
+ 2q|y4 D4
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lim lim , 291> . zy, 2qly
— M, = — sin—/2% 4+ *+D, |=0;D,=0;
y4 \LO |z(y4) y4 J/O( 72_2 I P 4 4

lim

WMIZ(y4):O,636q|2 ) Miz(y4)

- 2qI22 gin ©Ya , 20y, j

I s
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