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Pre/a(ii 

/(c.'=i.'i/e11ft1111ate1·i(1/el<>r face parte din grupul de discipline tehnice 
genera]e ~i are ca scop proiectarea rationala ~i economici a structurilo~ 
de rezislenta, ele.mentelor de constructie, pieselor, etc.. In cad.rut 
Rezistentei materialelor, spre deosebire de alte discipline inrudite, se ia 
in considerare deformabilitatea elastica ~i ( sau) plastici a corpurilor. 
Conditiile in baza cirora se stabilesc dimensiunile corpurilor ce urtneazi 
a tunctio~a in situatii re~1e sunt cele de rezistenta, rigiditate ~i stabilitate. 

Lucrarea de fafi cuprinde notiunile t"unda1nentale necesare pentru 
' 

proiectarea corpurilor supuse solicitarilor simple. · 
• 

Notiunile introductive din primul capitol pun tn evidenta, atat 
modalitltile posibile de incarcare ~i rezemare a corpurilor cat ~i 
eforturile~ tensiunile, deplasarile ~i defonnatiile respectivelor corpuri, 
care apar ca unnare a solicitirii exterioare. 

Notiunile despre materiale prezintd succint caracteristicile 
mecanice $i elastice ale acestora $i incerc~rile pe baza cirora se 
dete1 mini. Acest capitol trebuie completat pe baza notiunilor dobandite 
in cadrul orelor de laborator. 

Avand in vedere faptul cl, pe parcursul lucririi se pun in evident! 
tensiunile ~i deformatiile la care este supus corpul ca unnare a 
solicitirilor aplicate, capitolul ce cuprinde elemente de teoria elasticitltii 
pune in evidenta tocmai aceste mirimi. 

In cadrul capitole1or care trateaza solicitarile simple, se face un 
calcul al tensiunilor, defonnatiilor $i deplasirilor specifice fiecarei 
solicitari in parte. Se prezinti de asemenea, modalitatile concrete de 
calcul al reactiunilor ~i de trasare a diagramelor de eforturi ce reprezintA 
primul pas in rezolvarea unei probleme de rezistenfi. 

In capitolele ce cuprind S<Jlicitarea axiala ~i cea de rasucire se 
prezinta o modalilate proprie de trasare a diagramei deplasarilor pentru 
barele nerezemate supuse solicitirilor respective. Procedeul descris 1l 
mentlonat ca atare, reprezintii o contrlbupe proprie a autorului tn 
cadrul acestei lucrarl. . . 

Pentru calculul deplasarilor ~i ridicarea nedeterminarii la 
incovoiere, s-au propus patru metode care pot rezolva cu succes 
problemele propuse. 

Aplicatiile prezente in cadrul anumitor capitole sunt propuse 
pentru a fixa mai bine cuno§tintele teoretice dobi.ndite. Evident ca, 
aceste cuno~tinte trebuiesc aprofundate in cadrul orelor de aplicatii ~i pe 
baza lucrarilor ce cuprind, in special, asemenea aplicatii. 



• 

Prin continutul sau teoretic ~i aplicati\l, lucrarea prol1unc o 
abordare riguroas!, fart\° a fi foarte complexa, a notiu11ilor fu11da1nenta1e 
necesare unui ca1cul de rezistenta .. 

Autorul spera ca, parcurgerea acestei lucrari va necesita un efort 
minim ~i va contribui la familiarizarea cu notiunile de bazi folosite in 
Rezistenta materialelor ~i necesare inginerilor din oricare ramur~ de -
acti vi tate. 

( .. <>perta pre=intii, in n1<Jt.f .'i11ge.ttti1', co11tribu(ia autorului /,, 
determinarea deplas·aril<>r reale pentrit .\·ec·fi1l11i/e tran.\·ver:~·a/e tJ/e 
bare/rJ1· nere=emale ,\'ltpt1.\·e la S<Jlicilarea tLtiulci ~-; cea de riJ.\·11l·ire. 

Multumesc referentilor ~tiintifici, prof. dr. ing. Valerian 
PALIHOVICI ~i prof. dr. ing. Paul Doru BARSANESCU, pentru 
indicatiile date in cadrul elaborarii acestei lucriri ~i pentru ajutorul 
acordat pe parcusul intregii mele activitati didactice. 

Autorul 
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NOTIUNI INTRODUCTIVE 

1.1. Obiectul ~i problemele Rezistentei materialelor 
1.2. Clasificarea corpurilor solide in Rezistenta materialelor 
1.3. Modalitati de rezemare a corpurilor 
J .4. Conditii de rezemare 
1.5. Calculul reactiunilor 
1.6. Sarcini exterioare 
1. 7. Eforturi interioare 
1.8 Clasificarea solicitarilor 
1 .9. Relatii intre sarcini ~i eforturi 
1.10.Tensiuni 
l.11 .Relatii· intre eforturi ~i tensiuni 
1.12.Deplasari ~i defo1"1nafii 
1.13.Relatii intre tensiuni ~i defonnatii 
1.14. Contractia transversal& 

' • 

t.t .. Obiectul ti problemele Rezistentei materialelor 

.. 

• 

Rezistenta materialelor este o disciplina tehnic! tare face parte 
din grupul disciplinelor ce studiaza mecanica corpului deformabil: 
Teoria elasticitatii, Teoria plasticitltii, Mecanica ruperii> Mecanica 
contactului, etc. 

. Sub actiunea diferitelor sarcini exterioare corpurile i~i Schimba 
forma geometric& ~i dimensiunile initiate. Daca sarcinile aplicate 
de~esc anumite valori, corpurile solicitate i~i pot pierde stabilitatea sau 

. 1 
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Nutiu11i inlr<)dt1ctiv~ 

pot ajunge la distrugere. Atunci cand un corp solid defor1nabil est~ 

solicitat din exterior, in interiorul acestuia se dezvolta eforturi. In aceste 
conditii , corpul solid se gase~te intr-o stare de solicitare care trebuie 
detenninata pentru a se constata daca acel corp va 1·<!:i!•lt1 solicitdrii 
aplicate. 

A vand in vedere cele expuse se poate spune ca, Rezistenta 
materialelor studiaza co1nportarea corpurilor solide, deformabile, sub 
actiunea diferitelor solicitari. In unna acestui studiu se are itl ':ed~rc 
dimensionarea econotnica a e1ementelor ma~inilor ~i structurilor pe baza 
conditiilor de rezistenta, rigiditate ~i stabilitate. 

0 1nare importanta in ceea ce prive~te concluziile desprinse ca 
unnare a studiului efectuat o au proprietatile mecanice ale materialclor 
utilizate. Cauza principala a rezistentei unui corp consta, pe de o parte, in 
1narimea fortelor de legatura existente intre atomi ~i pe de alt! parte, in 
neomogenitatile fizico-mecanice ale 1n·aterialelor reale ~i in defectel~ . .. 
1nerente care apar 1n structura acestora. 

Rezistenta materialelor rezolva probleme legate de prt1ieclareu $i 
verijicarea elementelor unui ansamblu. 

J>1·(1iectc11·ea consta in stabilirea dimensiunilor $i a materialelor 
din care trebuie sa fie confectionate diferitele elemente care alcltuiesc 
ansamblul respectiv. In cadrul proiectarii se au in vedere doua criterii: 

. economia de material ~i siguranta in exploatare. Cum aplicarea fieclruia 
din ccle dou4 criterii conduce la solutii contradictori"i, se elaboreazA 
metodologii de ca1cul in vederea realizarii unei opti1nizari. Conditiile 

• care se 1mpun sunt: 
• conditii de rezistenta care au in vedere valorile etorturilor 

interioare ale corpului soJicitat de un sistem de sarcini exterior; 
• conditii de rigiditate care se refera la valorile defonnatiilor sau 

( ~i) ale deplasari lor suf erite; 
• conditii de stabilitate impuse in vederea mentinerii formei 

finale cat mai aproape de cea initiala ~i a echilibrului static. 
Prin verificare se stabiJe~te daca un corp solid solicitat 

indepline~te conditiile mentionate mai sus ~i se stabile~te coeficientul de 
siguranta pentru fiecare element ~i pentru intreaga structura in ansarnblul 
sau. 
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Notiuni introductive 
• 

~ .2. Clasificarea corpurilor solide in Rezistenta materialelor 

<1 ~tructura: o ma~inA, o constructie, are in componenta sa maj 
multe elemente, piese, etc .. Geometria acestora este destul de complicata 
astf el incat Rezistenta materialelor le schcmatizeam scotand in evident& 
esentialul ~i neglijand aspectele care, nu influenteazi in mod semnificativ 
comportarea in exploatare a elementului sau structurii respective. Prin 
sche1natii.are ~i folosirea anumitor ipoteze se ajunge la corpuri mai 
simple ca forma. Studiind un corp sche1natizat, conclllZiile generale 
desprins~ pot fi extrapolate asupra intregii clase de corpuri din care 
acesta face parte. Relatiile de calcul ce se stabilesc pentru corpurile 
simple sunt acceptabile sub raportul dificultatii matematice. Prin 
schematizare nu trebuie sa se produci o distantare inacceptabila in raport 
cu cazul real. 

Dael se considerl raport1,/ dintre cele trei dimensiuni lie gabarit, 
sub formi schematiz.at!, putem deosebi: . . 

1 - (.~<>rpuri lungi, la care o dimensiune este mult mai mare in 
raport cu celelalte doul. Ca reprezentare geometric! acest tip de corpuri 
poate lua nqtere prin deplasarea unei figuri plane dupl o anumitl curb! 
generatoare, plana sau spafiala. Curba generatoare C poate fi axa 
geometric! a barei, iar figura plan! S al carui centru de greutate se 
deplaseazA ~i este perpendiculara pe aceast! curb! se nume$1e sec/iune 
lrt11isversa/ii, figura I. la. Forrnele sectiunilor transversale cele mai 
folosite sunt aratate in figura 1.1 b. In functie de fo11na curbei generatoare 
aceste corpuri pot ti: drepte C<>lite sau curbe, figura 1. lc. 
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Notiuni i11troductivc • 
' 

In functie de tle.4ifi11af ie .~; .\·t>fiL.'ila1·t1, l '1,1p11rile l1111gi se pot 
clasifica astfel: 

- ht11·e. C'(1h/z11·i, .fi1·e, I i1·ar1f i - so1 icitate la tractiune: 
- coloane - solicitate la compresiune; 
- grin:i - so1icitate la incovoiere~ 
- arhori - solicitati la incovoiere ~i torsiune. 
2. - (:u1puri .~ubtiri, figura 1.2, care au o dimensiune, (h) mult 

1nai mica in raport cu celela1te doua, (1 1, 1:). In functie de ji11·111u /1>1· 

getJ111elri<.:ii dar .~· i de re/a/ii/e ,\pel'?fil·e de l~all·11/ (.tpliL·ate, aceste corpuri 
pot fi clasiticate dupcl cum ur1neaza: 

- a11i·elope, invelitnri (vase, tuburi, fuselaje, carcase, acoperi~uri): 
- membrane; --
- pluc:i (circulare, eliptice; dreptunghiulare). 
3. - C 'orpuri ma4\·ive, figura 1.3, la care cele trei dimensiuni, (1 h, 12, 

13), au vaJori coinparabile. In aceasta categorie regasim: ha1iu1·i •. /iJ11du/ii. 
h/t)curi, bile, rt,/e, etc ... 

s 

a 

b 

Fig. 1.2. 

I -'l .. ... - -'-

b 

I 

I 

Fig. 1.3 

13 

- -

CaJculele de rezistenta diferA ·de la o grupA la alta. Aceste calcule 
sunt relativ simple in cazul corpurilor lungi $i devin inai complicate in 
cazul corpurilor din a doua ~i a treia categorie. 
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Notiuni introductive 

In aceste conditii, o importanta deosebita trebl1ie acordata 
incadrarii corecte a pieselor sau elementelor de constructie in una sau 
alta dintre ce)e trei grupe sau chiar in interiorul aceleia~i grupe . 

• 

1.3. Modalitati de rezemare a corpur~lor 

f'ixarea unui corp de alte corpttri inconjuratoare se face cu 
ajutorul unor leglturi numite rea=enie. Atunci cand un corp este solicitat 
din exterior cu un sistem de sarcini, in reazeme apar reactiuni (forte sau 
cupluri). Legarea unui corp presupune introducerea de reazeme care sa 
suprime un anumit numAr din gradele de libertate ale acestuia. Legaturile 
sunt tc11a/e atunci cind imobi1izeaza complet corpul ~i critice atunci cand 
permit anumite b1fade de libertate. Echilibrul static al unui corp sau al . 
unui sistem se realizeazd cand acestora le este impiedicata orice 
posibilitate de mi~care cinematic!. 

Astfel, studiul echilibrului unui sistem necesita analiza prealabila 
a moduJui de fixare ~i a corectitudinii legaturilor. 

In cazu1 structurilor plane, axele tuturor elementelor componente, 
.. f ortele exterioare $i forte le de reactiune, se afla in acel~i plan. Un corp 

poate avea in plan trei grade de libertate: translatii dupa axele din plan §i 
rotatie dupi axa perpendicular! pe acel plan. In funcfie de numirul de 
grade de libertate din · plan pe Ca«'. le impiedicl, reazemele se pot 
clasifica astfel: 

• rea=em ~·imp/u, figura 1.4, care impiedica deplasarea corpului 
pe o singura directie (y) pe1mitand astfel translapa pe cealalta direcpe 
(t,.) ~i rotatia dupa axa perpendicularl pe plan (rz). Reprezentlrile 
schematice ale acestui tip de reazem sunt prezentate in figurile l.4a, 
t.4b, 1.4c ~i l.4d. Reazemul simplu introduce o singura fort! de 
reacfi une Ry aflati pe direcfia deplaslrii pe care o impiedica; 

• arli{;-u/a/ia cilindriclJ sau plana, figura 1.5, care impiedici 
deplasArile dupA ambele directii din plan dar permite rotatie dupl axa z 
(rJ. ReprezentArile schematice ale acestui tip de reazem sunt prezentate 
in figurile I .Sa §i 1.5b. Articulatia cilindrica introduce o foqa de 
reactiune R care se poate descompune dupa directiile deplasarilor 
impiedicate in componentele Ry $i Rx; 

• incastrarea plana, figura 1.6, care impiedica translatiile dupl 
cele doul directi! din plan $i rotapa dup! direcpa perpendiculara pe plan. 

5 
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Reprezentarile schematice ale acestui tip de reazem sunt preze11tate in 
figurile 1.6a ~i 1.6b. Incastrarea plana introduce o fort! de reactiune R 
atlat! in planul celor doua directii impiedicate ~i un moment de rcactiune 
Mz dirijat dupa cea de-a treia directie. Descompunerea fort:ei de 
reactiune dupa directiile impiedicate duce la aparitia componentelor Rx 
~i Ry. . 

In spatiu, un corp poate avea ~se grade de libertate: translatii ~i 
rotaiii dupa cele trei axe. Pentru a impiedica anumite grade de libertate 
din .\pa/iu se uti1izeaza urmatoarele tipuri de reazeme: 

• articulatia ~Jerica sau .\paJia/a, tigura I. 7, care impiedica 
dep1asarile pe toate cele trei directii dar perrnite rotatii dupa oricare 
directie care trece prin punctul de articulatie. Reprezentlrile schematice 
ale acestui tip de reazem sunt prezentate in figurile 1.7a ~i l.7b. 
Articulatia sferica introduce o fort! de reactiune R care se poate 
descompune dupa cele trei directii in componente1e Rx, Ry ~i Rz; 

• inca."·trarea spa/iala, figura 1.8, care impiedica atat translatiile 
cat ~i rotatiile dupA oricare directie. Reprezentarile schematice ale 
acestui tip de reazem sunt prezentate in figurile 1.8a ~i 1 .8b. lncastrarea 
spatial! introduce o forta de reactiune R ~i un moment de reactiune M. 
Prin descompunerea acestora dupi cele trei directii se obtin 
componentele fortei: Rx, Ry ~i Rz respectiv componentele momentului: 
Mx, My ~i Mz; · 

• reazem 1ni.xt, figura 1.8, care impiedica orice translatie, 
impiedic! de asemenea rotatia dupa dou! axe dar pennite rotatia dupl 
cea de-a treia axa (rx). ReprezentArile schematice ale acestui tip de 
reazem sunt prezentate in figurile 1. 9a ~i 1.9b. Componentele 
reactiunilor introduse de acest tip de reazem sunt fortele Rx, Ry ~i Rz ~i 
momentele My ~i Mz. 

Evident case pot imagina ~i alte tipuri de reazeme for1nate prin 
combinatii ale celor enumerate mai sus. Reazemele prezentate mai sus au 
defonnatii mult mai mici decat corpurile pe care le fixeazi ~i ca unnare 
pot fi considerate perfec:t rigide. In practic!, pot exista reazeme la care 
deformatiile sunt semnificative: suspensii pe arcuri, cauciucuri, medii 
elastice, etc., reazemele de acest fel nwnindu .. se reazeme ela..~tice sau 
ta.\·abile, dupa caz. 
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1.4. (~onditii de rezema re 

J. -I. I. < 'tJ11dit ii tie re:e111u1·c i11 pla11 

In cazul in care axele tuturor elemente1or componente ale unei 
structuri se af14 in acelqi plan ~i dacl sarcinile care actioneaza produc 
doar deplasiri )imitate in planul respectiv., acea structura poate fi 
consideratl planl. A~a cum s-a aratat, o strt1ctura plan! poate avea trei 
grade de. libertate: translatii dupa cele doua axe din plan $i rotatie dupA 
axa perpendicular! pe plan. Ca urmare, pentru a fixa o structura plana 
sunt necesare trei leglturi simple, figura 1. 1 Oa. Fixarea este complet 
rigidii dacA directiile reactiunilor din reazemele simple se intilnesc doul 
cate doua in trei puncte di.4itincte P1, P2 ~i P.l· Reactiunile R1, R2 ~i R3 se 
detenninl cu ajutorul a trei ecuatii de echilibru. Acestea sunt 
reprezentate, de obicei, prin doui ecuatii de proiectii de forte dupa doui 
directii oarecare din plan ~i o ecuatie de momente dupa o axa 
perpendicular! pe plan ~i fati de oricare punct din plan. Pentru 
corectitudinea determinlrii reactiunilor se poate folosi o noua ecuatie de 
momente scrisl fatl de un alt punct din plan. Se face observapa cA, 
aeeastA din ultimA ecuatie se folose~te doar pentru verificare ~i ea este 
strict dependentA de celelalte trei ecuatii. 

Leglturile devin critice in urm~toarele doul cazuri: 
- atunci cind directiile reactiunilor sunt paralele, figura 1.1 Ob~ 
- atunci clnd directiile celor trei reactiuni sunt concurente in 

acela1i punct P, figura 1.1 Oc. 
In primul caz nu poate fi satistlcut4 ecuatia de proiectii dupi o 

directie A perpendiculara pe directiile reactiunilor iar structura respectiv! 
poate avea dep1aslri dupi aceastl directie. In al doilea caz nu poate ti 
satisf4cutl ecuatia de momente fati de polul P iar structura din plan 
poate avea rotatie fat! de acest pol. 

J.4.2. (~c1ndi/ii de re=emare in spa/iu 

Pentru fixarea unei structuri spatiale sunt necesare eel putin ~se 
leglturi simple tn vederea eliminlrii celor $8Se grade de libertate pe care 
acea structur4 le poate avea, figura 1.11. Pentru calculul celor ~ase 

. . . . - - - -- - - - . 
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reactiuni se folosesc trei ecuatii de forte ~i trei ecuatii de 11101nt!11te 
relative la cele trei directii. In anumite cazuri aceste legaturi pot dc\·eni 
l'1·itice. Pentru ca acest lucru s6 nu se intample trebuie indeplinite 
ur1nAtoarele conditii: 

- directiile tuturor celor ~ase legaturi sa nu poata fi intalnite de o 
aceea~i dreapta A. In caz contrar, fortele de reactiune nu dau momente 
fata de aceasti dreapta ramanand neechilibrat momentul dat de sarcinile 
exterioare. Astfel~ corpul are tendinta de rotire fata de dreapta .!\; 

- proiectia ftecarei forte de reactiune pe aceea~i directie ~ sa nu 
fie zero. In caz contrar ar ramane neechilibrate coinponentele obtinute 
prin proiectia fortelor exterioare pe directia A iar structura respectiva are 
tendinta de trans1atie dupi aceasta directie. 
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1.5. Calculul reacfiunilor 

Reactiunile se determinl din ecuatiile de echilibru independente 
~ scrise pentru sistemul de sarcini aplicat din exterior, in care intra ~i 

respectivele reactiuni. Dael deforn1apile ~i deplasarile diferitelor puncte 
ale corpului sunt mici ~i nu influenteaz! sensibil valoarea reactiunilor, 
ecuatii1e de echi1ibru se scriu pentru starea nedeformata a corpului. 

In figura 1.12a se prezinta o barl initial dreaptl, incastrata la un 
capit, liberi la celilalt §i solicitati cu forta F. Dupi defonnare axa medie 
a barei va clplta o nouA pozitie care afecteaza bratul fortei F fat! de 
incastrare. Cum valoarea deplasarii pe orizontall, u, este mult mai micl 
decit lungimea barei, (u<<l), aceasta se poate neglija iar ecuatiile de 
echilibru se scriu pentru pozitia initiala a barei. 

Sistemul fiind in totalitate plan, tn incastrare apar urmatoarele 
reactiuni: o fortl de reacfiune R, cu orientare oarecare in planul 
respectiv, ce se decompune in componentele V ~i H, ~i momentul M. 
Ecuatiile de echilibru se scriu pentru pozitia barei de dinaintea 
defonnlrii, care este cea din figura l .12b. Valorile reactiunilor se 
detenninl din unnltoarele ecuatii de echilibru static: 

.. suma proiectiilor tuturor fortelor pe orizontala sa fie zero; 

... suma proiectiilor tuturor fortelor pe verticall sl fie zero; 
- suma tuturor momente]or dupA o axl oarecare perpendicular! pe 

plan sA tie zero. Aceste ecuatii se scriu astfel: 
. · ---· -- - - ------- - - - - - - ---

11 



• 

1-

M 
H 

v 

• 

Notiuni introductive • 

L (Fix) = 0 => 
• I 

L (Fjy) = 0 => 
• I 

L (M iZ) = 0 => 
. 
I 

- - --
I 

a) 

b) 

Fig. 1.12 

' 

H 

v 

M 

-

. . 
. . 

F 

F -
u-i 

F 

Verificarea valorilor obtinute pentru reactiunile verticale ~i 

momente se face folosind o ecuatie de momente fata de o dreapta 
perpendiculara pe plan, (z), dar care trece prin alt punct decat eel ales 
initial. 

Pentru un sistem spatial care cuprinde, eventual, ~i o stare 
spatiala de solicit.are, ecuatiile de echilibru static se scriu astfel: 

L (Fix) = 0 
• 
I 

L (Fjy) :::;::: 0 -
F=O • 

I 

L (F;z ) =0 
( 1.1) . . 

I T=O L (Mix ) =0 
• 
I 

L(M jy) =0 -

M=O • 
I 

L<Miz ) =0 
i 

' 
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Notiuni introductive 

-
in care /· reprezinti torsorul fortelor iar M reprezinta torsorul 
1nom~nt~lor. 

• 

. . ·~ . I. I. SA se determine reacfiunile pentru grinda in . consoll 
prezentata in fi gura 1. 13. 

F 

x 

y 

Fig.1.13 

Se observl cl avem o grind! dreapta, cu sectiunea constanta, ale 
carei deplasari, datorate sarcinii exterioare, se produc numai in planul 
XOY. Ca unnare, fiind vorba de un sistem plan, reactiunile din incastrare 
vor fi: o fortl R care are o directie oarecare in plan· ~i momentul M ce are 
directia perpendiculari pe planul mentionat ~i este simbolizat ca in figura 
1.13. Descompunerea fortei R dupa cele doui directii din plan duce la 
aparitia unei forte verticale V §i a unei forte orizontale H. Ecuatiile de 
echilibru static vor fi in acest caz urmitoarele: 

L (F;x) = 0 => H - Fcosa = 0 => H = Fcosa 
• 
I 

L(FiY) = 0 ~ -V + Fsina = 0 => V = Fsina (1 .2) 
• 
I 

L<Mi~i)) = 0 ~M-Fsinal=O=>M=Fl.sina 
• 

J . 
I 

Se observl ca . ecuatia de momente folosita a fost scrisa fata de 
punctul I . Pentru verificarea corectitudinii rezultatelor obtinute se va 
scrie o ecuatie de momente fat! de punctul 2, (de exemplu). Aceasta 
ecuatie de momente se folose§te doar pentru verificare, ea fiind 
dependenta de ultimele doua ecuatii ale sistemului (1.2). 

13 
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' 

L, (M iz(i)) = 0 ~ M - V 1 = 0 => 1: l sina. - Fl sina =O ~ 0 , ... :0 
I 

Ca ur1nare, rezultatele obtinute pentru v·alorile reactiunilor sunt 
corecte. 

A.1.2. Sa se deter rr1ine reactiunile din reaze1nele grinzii 
prezentata in figura 1.14, a~ezata pe un reazem articulat (I) ~i un reazem 
simplu (2) ~i solicitata de o forta concentrata F ~i un moment concentrat 
M = (F 1)/3. 

H1 CD ® x 
ll----------------+---+---+----------Gl 

"/ ~ 

S----_:----- 21I3------t....,___-I I 3---..1v2 

Fig. 1.14 

Reactiunile care apar in reazeme sunt: 
- o forta R1 care apare in reazemul articulat, are directie oarecare 

in plan ~i prin desco1npunere pe cele doua directii din plan duce la 
aparitia foqelorV1 ~i H1; 

- o fortA pe directie verticala, care se introduce in reazemul 
simplu ~i care a fost notata_cu V2• 

• 

Ecuatiile de echilibru static sunt unnatoarele: 
L, (Fix) = 0 => H 1 - Fcosa=O ::::) H 1 = Fcosa 

. 
I 

L, (Fiv) = 0 ::::) -V 1 - V 2 +Fsina.=O ::::) V 1 = !. (sina.-1) 
. 3 

I 

L, (M;z(i)) ~ 0 => V2 1- Fsin a 
21 

- M=O => V2 = .!'.. (2sina+ l) 
J 3 3 

Pentru verificare se utilizeaza ecuatia de momente fatA de punctul . 
(2): ' 

• 
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' 

. I 

V I M F . I =O Fl . l Fl Fl . =O O=O 
1 '1 - sina - - ::::) ( s1na - ) + - sin a -- => · 

3 3 3 3 
c· a unnare11 rezultatele obfinute pentru valorile reacti unilor sunt 

corecte. 
' 

In cazul in care numlrul reactiunilor care apar in reazeme 
depl~~te numarul ecuatiilor care se pot scrie, se spune ci\ avem de-a 
face cu un .'iislen1 .~tulic nederminat. Gradul de nedeterminare n este dat 
de diferenta dintre numarul necunoscutelor ~i numlrul ecuatiilor de 

I 

echiJibru independente: 

In vederea ridiclrii nedeterminarii mai sunt necesare 11 ecuatii 
care se scriu din conditia de deformatie a corpului respectiv. 

· 1.6. Sarcini exterioare 

Piesele, elementele unei constructii, etc. sunt supuse actiunii 
fortelor §i 1nomentelor exterioare. Rezistenta materialelor denume~te 
aceste forte ~i momente ca fiind sarcini. Aplicarea sarcinilor asupra 
corpurilor solide se face prin inter1nediul altor corpuri. Toate corpurile se 
consider! a ti deformabile $i ca urmare se poate deduce cl, transmiterea 
sarcinilor de la un corp la altul se face prin intennediul unor suprafete. 

Daci se ia in considerare miirimea suprafe/ei prin care i$i 
transmit actiunea sau modul de repartizare, sarcinile exterioare se pot 
clasifica astfel: 

- sarcinile se consider! a fi concentrate in cazul in care 
suprafetele prin intermediul clrora i~i exercita acfiunea sunt relativ mici 
in raport cu dimensiunile corpului. Se presupune ca aceste sarcini se 
apl icA intr-un punct care este centru] de greutate al ~pmfetei mici prin 
intermediul clreia actioneazl. Exemple de sarcini concentrate sunt 
prezentate in figura 1.15; 

- sarcini di.fllribuite a c!ror actiune asupra corpului se poate face 
dupl o dreap~ o curb! sau o suprafati, figura 1.16. In funcpe de legea 
de distributie acestea pot fi: 

15 



Notiuni introdL1ctive 
' 

- uniform distribuite, figura 1.17a; 
- liniar distribuite, figura 1.17b; 
- a1te legi de distributie, figura 1. l 7c. 

F3 • 

Fig. 1.15 

q[N/rnrT"1] 

q[N/rnrr1] 

Fig. 1.16 

' 

a) 

b) 
,....-, 

/ ' I . \ 
~~~~.-EAt-~--.:1 

• 

c) 
Fig.1.17 
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NoJiuni introductive 

)\~a cum s-a vlzut, ecuatiile de echiJ1bru se scriu de obicei pentru 
starca n(;defonnati a corpului. In acest caz, actiunea sarcinilor distribuite 
poatc ft inlocu1tA cu actiunea foqelor concentrate. Pentru aceasta 
trebuiese cunoscute inten~·itatea .~arcinii concentrate inlocuitoare, static 
echivalentA cu cea distribuita ~i punctul stl11 de aplica.tie. Fie bara dreapta 
din figura 1.18, supusa actiunii sarcinii distribuite dupa o lege oarecare 
q(x) pentru xe[a,b]. 

~----b-----.-t 

a------i q(x) Q 

1 2 

...... -----~-1--~------11~ 

' 
b) 

Fig.1.18 

Dat fiind faptul cA sarcina distribuita actioneaz! asupra corpului 
prin interrnediuJ unei drepte ea se masoara in [N/mm]. Sarcina 
elementara ce actioneazi pe elementul de lungime dx este data de relatia: 

dQ= q(x) dx 

17 
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' 

Ca urrnare, sarcina totala ce actio11eaza asupra bare1 prin 
intermediuJ sarcinei distribuite este data de relatia: 

b h 

Q = J dQ = J q( x) · dx · ( 1 . 3) 
a a 

Integrala din relatia 1.3 reprezinta aria suprafetei deterrninata de 
distributia respectiva. Se constata astfel ca, i11le11.1i;ituteu sau 111i:t1·i111et1 

unei sarcini concentrate care inlocuie~te o sarcina distribuita este egala 
cu a1·ia ,\·upruje/ei genera/ii de legea de di.t;·Jribu/ie. 

Trebuie remarcat faptuJ ca, momentul sarcinii concentrate 
inlocuitoare fata de un anumit punct, trebuie sa fie ega1 cu suma 
mo1nentelor tuturor sarcinilor distribuite fata de acela~i J)Unct. Daca se 
scrie momentul fata de punctul l vom avea: 

h 

Q· xQ = J q(x)· x· dx • (1.4) 
a 

Integrala din partea dreapta a egalitatii (1 .4) reprezinta momentul static 
S 1 al ariei cuprinse sub legea de distributic, fafa de punctul 1. Ca unnare 
vom avea: 

XQ = s I /Q = s l I A = X(j 

Se constata ca, sarcina concentrata inlocuitoare trece prin c~entrul de 
greutate al suprafetei generate de legea de distributie. Pentru o distributie 
dupa o lege oarecare q(x), distanfa de la centrul de greutate la punctul 
fata de care s-a considerat valabila ~i legea de distributie, este dat de 
relatia: • 

b 

J q(x)·x·dx 

b 

J q(x)· dx 
a 

Daca legea de distributie este si1npla, se poate calcula u~or aria 
suprafetei de distributie ~i deci intensitatea sarcinii concentrate 
inlocuitoare. Pentru acele~i legi de distributie simple se cunosc, de 
obicei, pozitiile centrelor de greutate prin care tree directiiJe sarcinilor 
concentrate inlocuitoare. Cateva exemple in acest sens sunt prezentate in 
figura 1.19. 
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JUI I •-1 ... 

y 

•o=r/214-
x) IO 

____ , __ __, 

q(x)=q Q=ql 
x0 =1/2 

a) 

x 

Nofiuni introdu~.-1 i' c 

Xo 
Q 

)( 

yl------i 

q(x)=qx/I Q=ql/2 
Xg=21/3 

b) 
Fig. 1.19 

.,_.__,_--t 
y 

x 

q(x)=[ qx(2-x/1}]/1 
Q::2ql/3 Xa =51/8. 

c) 

• 

Dael se iau in considerare po=i/iile p11nctelor de ll/'Jlicc1/ie ale 
sarcinilor fat! de corpul asupra ciruia:-aetioneaz~ acestea s.e pot clasifica 
astfel: · J 

.. . .. urcini de .\·uprafa/li sau de contur care sunt L•plicate din 
exteriorul corpului ~i provin din interactiunea cu alte corpuri: 

- fur1e masice care sunt date de greutatea proprie a corpului sau 
provin din inertie. 

In functie de pozif ia itz timp a sarcinilor se clisting: 
- .'lurcini f ue care nu-~i schimbl pozitia fat! de un reper fixat pe 

corpul asupra ciruia actioneaza;_ 
- ~·arcini mobile ale ciror puncte de aplicape se schimba in timp. · 
Dael ne referim la modul de acJiune In limp, sarcinile se pot 

clasifica astf el: 
.. .~arcini statice. a ciror intensitate se aplicl lent crescator in 

timp, de la zero la valoarea maxima dupa care raman constante, figura 
1.20a; 

·- sarcini dinamice care pot fi: 
- sarcini aplicate in mod brusc, cu §oc., figura 1.20b; 
- sarcini variabile periodic a c!ror variatie se produce in 

mod ciclic intre o valoare minima ~i una maxima., figura 1.20c; 
- sarcini variabile aperiodic sau cu varia/ie realli in timp, 

figura l .20d 
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Notiuni introductive • 

Fmax 
(Mmax) 

ti mp 

tr mp 

Fmox 
(Mmox) 

Fmtn 
(Mm in) 

Fig. 1.20 

• 

r 
(M) 

F 
(M) 

In functie de imp<>rfan/a lor, sarcinile pot fi: 

tlmp 

b) 

ttmp 

d) 

- sarcini principale care sunt reprezentate de totalitatea sarcinilor 
pentru care este proiectata piesa respectiva sa reziste; 

- .'iarcini accidentale care actioneazA intennitent ~i neregulat ~i 
care provin de obicei din actiunea factorilor atmosferici; 

- ... arcini extra<1rdinare care de obicei nu pot ft prevazute 
( cutremurele ). 

' 

In Rezistenta materialelor se considera c!: 
- sarcinile nu pot fi considerate vectori alunec!tori ci vectori 

legati de punctul de aplicatie; 
- sarcinile aplicate asupra corpului se consider! a fi cele din 

exterior la care se adauga ~i reactiunile. Acest sistem de sarcini solicitl 
corpu1 ~iii defor1neaza. 
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Notiuni introductive 
C. I ~ $ , A Q , -

l.7. Eforturi interioare 

• 

l?.xistenla unui corp solid, cu fonna $i volum proprii, este 
asigura~ de f ortele de atractie dintre particulele sale. La distrugerea 
(ruperea) corpului se ajunge atunci cind are Ioc destacerea ireversibilA a 
JegAturilor interioare. Nesolicitat, corpul are o anumita structurl de 
echilibru, intre perechile de atomi stabilindu-se o anumitl distant! care 

• 

poarti 1'wnele de parametru/ re1elei cristaline. Solicitind corpul cu un 
sistem qe sarcini exterioare, distantele interatomice se vor modifica ·~i 
vor apare forte suplimentare, de atractie sau respingere. Pentru ruperea 
legiturilor trebuie sA se introducA o energie din exterior. In conditiile in 
care sarcinile exterioare nu depqesc o anumita valoare, corpul se 
defor1ne.azi foarte putin, modificarea distantei interatomice este mica ~i 
la indepartarea solicitirii structura revine in pozitia inifiala. In aceste 
conditii se spune cl defonnarea corpului s-a produs in domeniul elastic. 
Sarcinile suplimentare care apar in timpul solicitirii se numesc eforturi 
iar deter1ninarea lor constituie una dintre problemele principale ale 
Rezistentei materialelor. Cunoa§terea acestor eforturi pennite localizarea 
celor mai solicitate puncte din corpul respectiv. Foqele de atractie 
atomic! ca ~i eforturile suplimentare nu apar in cadrul ecuatiilor de 
echilibru static. Acestea i~i fac echilibru in interior fom1ind un sistem de 
sarcini echivalent cu zero. 

Vom considera un corp solid in repaus, supus actiunii unui sistem 
de sarcini exterioare (inclusiv reactiwri), aflat in echilibru, figura 1.2la. 

Sectionarea corpului solid cu un plan Q, avind o orientare 
oarecare, imparte corpul in doui plrti, I ~i II. In sectiunea initial comun! 
celor doui plqi, sunt puse in evidenf!/or.te/e ~'tuplimentare care apar ca 
unnare· a solicitlrii exterioare, figura 1.2lb. Aceste forte sunt perechi, 
egale ~i de sens contrar pentru fiecare punct, initial comun, al ariei A 

obtinutl prin sectionare. Rezultanta tuturor acestor forte este o fort! R. cu 
directia oarecare ~i care actionea:d intr-un punct P oarecare al sectiunii. 

Fap de centrul de greutate G al sectiunii, rezultarita R. se reduce la o 

fort! F ~i un moment M care au directii oarecare, figura 1.21 c. 
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• 

. . 

F orta F ~i momentul M sunt denu1nite t:fu1·1111·i .\'el'/ itJJ1ul t' sal1 
• 

mai simplu, e,fortz,ri. 

F2 

F1 

M1 

I 

F2 

F1 

I 

F2 

F1 

I 

A 

/ 
1' 

' ( 
I 
\ 

' ' 

,
~ '\ 

\ I 
\ I 
I I 
I I 
I I 

I I 
/ I 

/ ) ,, ,, ... 
_.; , 

11 

a) 

--~- ' - __ _,... \ 

R ' •• ,,.p· \ A._....,.. ... R.., 

A 

b) 

c) 

--+- I ................. I 
~-L I 

- J _ ... "~ 

' \ 
' I I 

I 

'w 

Fig. 1.21 

Fi 

II · 

II 

Practic, eforturile reprezentate pe secti unea uneia din parti 
reprezinta actiunea pArtii indepartate asupra p!rtii ramase. Cum initial, 
sarcinile exterioare care acfioneaza asupra celor doua p4rfi i~i fac · 
echiJibruJ rezulta ca, acela~i echilibru este respectat intre sarcinile 
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-

cxtcrio~rc ale uneia din pArti ~i eforturile care apar in sectiunea ace1eia§i 
pirti. 

Se considerA un sistem ortogonal de axe, avand originea in 
ccntru1 i:ie greutate G al ariei A oblinutA prin sectionare~ figura 1.22. Axa 
x cste perpendiculara pe suprafata respectiva iai: axele y ~i z se afla in 
planul acestei suprafete. 

F1 

M1 

F2 Ty 

y 

Fig.1.22 

Descompunerea eforturilor F $i M dupa cele trei axe duce la aparitia 
u11natoarelor eforturi componente: 

- dupl ax.a x este dirijatl componenta N a fortei F numita efort 
axiul; 

.. dupl axele y ~i z apar componentele Ty ~i Tz ale foqei F 
numite efiJrluri taietoare; 

-
- dupl axa x este dirijatl componenta Mx a momentului M 

numiti moment de f<Jr.r;iune; 
- dupA axe1e y $i z sunt dirijate componentele My §i Mz ale 

momentului M numite momente incovoietoare. 
Pentru deter1ninarea tuturor acestor eforturi in functie de 

incircarea exterioara vom recurge la metoda sec/iunilor. Astfel, wt corp 
supus actiunii unui sistem de sarcini exterioare se va secpona imaginar 
cu un plan. Pentru ca una din pArti s! rlm8nl in echilibru static trebuie 
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ca, in secfiunea rezultata sa se introduca sarcinile corespu11zatoare 
actiunii partii indepartate asupra partii ramase. Aceste sarcini reprezinta 
tocmai eforturile sectionale puse in evidenfa in tigura 1.22. 1\.fc:t<1llt1 
sec/iunilor considera eforturile interioare ca forte ~i momente exterioare 
care i~i fac echilibrul cu sistemu1 de sarcini initial aplicat din exterior 
paqii considerate. Din ecuatiile de echilibru scrise in aceste conditii, vor 
rezulta: 

- efortul axial N, ca fiind egal cu suma algebrica a proiectii1or pe 
axa x ale tuturor fortelor exterioare ce actioneaza asupra partii corpului 
l uate in considerare~ 

- eforturile taietoare Ty ~i Tz, ca tiind egale cu suma algebricA a 
proiecfiilor pe axa y, respectiv z, ale tuturor forfelor exterioare ce 
actioneaza asupra part:ii corpului luate in considerare; 

- efortul moment de torsiune Mx, ca fiind egal cu suma algebrica 
a proiectiilor pe axa x ale tuturor momentelor exterioare ce actioneaza 
asupra partii corpului luate in considerare; 

- eforturile momente incovoietoare My ~i Mz, ca fiind egale cu 
suma algebrica a proiectiilor pe axa y, respectiv z, ale tuturor 
momentelor exterioare ce actioneaza. asupra paqii corpului Iuate in 
considerare. 

Valorile ~i sensurile reale ale tuturor acestor eforturi vor reie~i 
din calcule. Evident ca, pe fateta paqii indepartate eforturile vor avea, 
corespunzator, acelea§i valori ~i, confor1n principiului actiunii §i 
reactiunii, vor ti de sensuri contrarii cu cele deter1ninate pentru fateta 
partii luate in considerare. 

Dat fiind faptul ca, eforturile se regAsesc in fiecare sectiune a 
corpului, de-a lungul corpului respectiv se vor putea trasa diagramele de 
variatie pentru aceste eforturi. In Rezistenta materialelor s-au impus 
anumite regul i care stabilesc semnele eforturi1or sectionale. 

Fie o hara dreapta pe care este fixat sistemul de axe oxyz pentru 
care ax.ax coincide cu axa geometrica a barei, figura 1.23. Se considerl 
pozitive: 

- fortele care pe fateta din partea dreapta a barei sunt orientate in 
sensul pozitiv al axelor: 

- momentele care pe fateta din partea stangA a barei sunt orientate 
in sensul negativ al axelor. 
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, ... 1(lJ1t1r1l l~ }')(l7l1ivc pentru ambe1e fatete in cazul spatial ~i eel plan sunt 
ar4tatc it'.! tigura 1.23, b ~i c. 

1.24a. 

f'Y Ty 

y Ty 
a) 

N 

· Y 
• 

Apl ;,·at ii 

N x N ...... ~ 

c) 

Fig. t.23 

T 

y 

N x 

N x 

Ty 
b} 

.4 I. 3. Sa se calculeze eforturile sectionale pentru bara din figura 

i---x----i 
a) 

b) 

Fig. 1.24 

Pentru a calcula eforturile din sectiunea barei aflata la distanta x, 
trebuie indepirtata (imaginar) poqiunea din hara aflata la stanga sectiunii 
considerate, figura l .24b. A~ cum s-a subliniat anterior, eforturile din 
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sectiunea barei ratnase - cea din dreapta - vor fi detenninate pe baza 
echivalentei acestora cu actiunea partii indepartate asupra partii ramase. 
Astf el vom av ea: · 

N(x) = F cos a 
T(x) = -F sin a 
M(x) = M-(F sina) x 

Acelea~i eforturi, apartinand de aceasta data sectiunii partii din stanga~ se 
vor putea determina daca se indeparteaza partea din dreapta, relativ la 
sectiunea considerata. In acest caz este necesar a se calcula mai intiii 
reactiunile H1, V1 ~i M1 care apar in incastrare. 

t.8. Clasificarea solicita1·ilor 

T oate cele ~ase componente ale ef orturi1or sectionale a par numai 
in cazul general de solicitare exterioara. In cele mai multe cazuri insl, 
solicitarile exterioare produc un numar mai mic de etorturi. In cazul in 
care, oricare ar fi o sectiune a unui corp, aceasta este solicitata doar de 
un efort sectional, solicitarea se nume~te .-.;iniplii. In cazul in care 
sectiunile corpului sunt solicitate de doua sau mai multe eforturi, 
solicitarea se nume~te compusii. Astfel, in functie de componentele 
eforturilor care se introduc intr-o sectiune a unei bare, solicitarile pot fi 
de: 

- lntindere sau compre~·iune, atunci cand in fiecare sectiune apare 
numai un ejiJrt axial (forta axiala) N, pozitiv, respectiv negativ; 

- fi1rfecare, atunci cand in sectiune apare numai unul din 
eforturile Ty sau Tz, denumite '$ifur/e tiiiel<Jure; 

- rii.~ucire .'>au l<Jr,\·iune, atunci cand in sectiune apare numai 
efortul Mx denumit ~i moment de tor . .,iune; 

- incovoiere pura, atunci cand in sectiune apare numai unu1 din 
eforturile My sau Mz denumite ~i momente inc<JV<Jietoare; 

- inCOVOiere .Yimpfii, atunci cand in sectiune apar impreuna forta 
taietoare Ty ~i mo1nentul incovoietor Mz sau ji)rJa tiiietoare Tz ~i 
momentul fncovoietor My; , 

- incov<Jiere <Jb/icii atunci cand in' sectiune apar in acel~i timp 
n1<J1nente/e inoovoietoare My ~i Mz; 

' 
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.. inc.,,,,,'' c! re ·" i 111pl a c·u fi)r/d ax iala atunci cind in sec ti une apar in 
acel~i ~imp fi1rta axialli N, for/a lliietoare Tj1 §i momentul incovoietor 
.\·f= sau .J.r>r/ft a:cit1lli N, fi)r/a tliietoare T= ~·; n1on1e11tul incovoieto1· My; . 

- inccJV<Jiere tJh/ica CU for/a a:ciafl/ atunci Cand in sectiune apar in 
acela~i timp j(,r/a uxiu/11 N. momentul f11co1,oietor Aly ~i m<>mentul 
inc<JVtJiE' f<Jr M=; 

~ in<.'t>l't>iere ... imp/a l'll tor.~·iune atunci cand in sectiune apar in 
acel~i timpf<Jr/a tliieluare Ty, 1nomentul inl'O''''ietor M= ~i n10111entul de 
torsiune Mx. 

l~vident cl sunt ~i a]te posibi1itAti de solicitare in functie de 
eforturile care apar in sectiuni. ModalitAtile de calcul devin specifice 
fieclrui tip de so1icitare in parte. 

1.9. Relatii intre sarcini 'i eforturi 

~e considera o hara dreapta pe care actioneaza o sarcinl 
distribuitl dupl o lege oarecare, figura l.25a. In aceste conditii, bara este 
solicitata ~i in fiecare sectiune a acesteia se introduc eforturi . 

• 

dq(xt) 
q(x) \ d~(x) 

d~x) 
"4---x--~ i---dx 

y a) 

I 
dq(x)\\ 

1
dcy(x) 

1 dqx(x) 

b) 
Fig.1.25 
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Elementului de lungime dx ii revine sarcina dq(x) ::: q(x)dx, figura 1.25li. 
Componentele acestei sarcini dupa directiile ox ~i oy sunt dqx(x) ~i 

dqy(x). 
Pe cele doua feie, 1 ~i 2, ale elementului de lungime dx, se introduc 

eforturile N, ~r ~i M, respectiv N+dN, T·+dT ~i M+dM. Se pot scrie trei 
ecuatii de echilibru pe elementul respectiv·: 

- proiectii de forte pe axa ox: 
-N + dqx( x) dx + N -t dN = 0 

• 
- proiectii de. forte pe axa oy: 

-T -t· dqy(x) dx -t· T -t- dT = 0 
- suma de momente fata de punctul 2 : 

M + T dx - dqy( x) dx dx/2 - M - dM = 0 
Neglijand in ecuatia a treia infinitii mici de ordinul doi, vor rezulta 
rel a ti ile: 

dN 
dx = - q -: (X) 

dT (1 .5) 
- =- q , ( x ) 
dx · 

dM = T 
dx 

denumite reJatiile diferentiale dintre sarcini ~i eforturi . Cunoscand 
intensitafile componentelor sarcinii distribuite, qx(x) ~i Qy(x), se pot 
obtine expresiile etorturilor N, T ~i M in oricare sectiune a barei, pe baza 
integrarii relatiilor (1 .5). In urma integrarii, vor rezulta constante de 
integrare care se determina prin impunerea conditii1or la limita ce 
reprezinta valori cunoscute pentru eforturile N, T ~i M in anumite 
sectiuni. 

1.10. Tensiuni 

Vom considera portiunea I a corpului sectionat din figura 1.21 b. 
A~a cum s-a vazut, eforturile care apar in sectiunea considerata 
reprezinta actiunea partii indepartate asupra partii ramase. Aceste 
eforturi i~i fac echilibrul cu sarcinile exterioare ce actioneaza asupra 
portiunii considerate. Vom presupune ca, materialul corpului considerat 
este continuu, deci are proprietatea de a umple intregul volum delimitat 

• 
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de acel corp. Vom considera pe suprafata sectionata, in jurut unui punct 
M. <l aric elc1nentara dA, figura 1.26a. 

' 

F1 F1 

A A 

I 
dP 

I 

a) b) 

Fig.1.26 

Suma tuturor foqe1or suplimentare (eforturilor) de pe aria dA va 
-

da o rezultanti in punctul M notatA cu d P . In fiecare punct al suprafetei 
elementare dA se pot i~locui foqele suplimentare rezultate cu o foqi 
static echivalentA, unifonn distribuitA pe suprafata dA, a clrei intensitate 
este: 

-.. d p 
Pmod = dA (1.6) 

AceastA marime se nu1ne~te tensiune medie sau efort unitar mediu ~i se 
masoarl in (N/mm2

], tigura 1.26b. Dael se trece la limiti, avand in 
vedere continuitatea menfionatl, va rezulta: 

-
-_ lim dP 
P- dA-+o dA (1.7) 

-
in care p reprezintl tensiunea din punctul M. Trecerea la limit! se poate 
face numai in cazul in care tensiunile au o repartitie continua in jurul 

-
punctului M. Vectorul tensiune p are o directie oarecare fat! de 
elementuJ de arie dA. Dael se consideri no11nala v la aria dA in punctul 

-
M, figura 1.28a, tensiunea p se poate descompune dupa doll! directii, 
normall 1i tangentiall, obtinindu ... se: 
' • tensiunea a norm.ala la suprafata ( orientati dupl directia v ); 

- tensiune~ 't aflatl in planul suprafetei. 
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F1 F1 

A _..t-.._ __ A 

I x 

F2 

a) b) y 
LY 
I • 
I "is 

--1 
J _f-: I ; J-- -

... ~ ;~ 
"i; 

c) ,,... t 

Fig. 1.27 

Tensiunea a este denumita ten.~·iune n(>rma/ii sau efort unitar nonna1 iar 
tensiunea 't este denumita ten.~·iune tangenJialii sau efort unitar tangential. 
Este evident! legatura dintre aceste tensiuni: 

p2 = (!2 + 't2 ( 1. 8) 
Tensiunile p, a ~it se exprima in [N/mm2

]. Marimea tensiunilor dintr-un 
anumit punct reflecta gradul de ,\'(J/icilare al corpului in punctul 
considerat. Tensiunile exprima mult mai bine decat eforturile starea de 
solicitare a corpului in diferitele sale puncte. Eforturile reprezinta 1narimi 
cumulate pe intreaga sectiune in care, putem avea tensiuni diferite in 
diferiteJe puncte ale sectiunii respective. Daca prin actiunea sistemului 
de sarcini exterior, intr-un anumit punct al unui corpse introduc tensiuni 
care depa~esc la un moment dat fortele de legatura interatomici, in acel 

punct incepe distrugerea corpului. Daca tensiunea p se descompune 
dupa un sistem triortogonal de axe in care axa ox este perpendiculara pe 
suprafata iar axele oy ~i oz se afla in planul suprafetei> componentele. 
tensiunii din punctul M vor fi: O'xx7 txy ~i txz, figura l .27b. Semnificatia 
indicilor este urrnatoarea: 

- primul indice este eel al axei perpendiculare pe suprafata; 
- al doilea indice este eel al axei paralela cu tensiunea respectiva. 
E1ementul de suprafata de arie dA poate constitui o fat! a unui 

element de volum, figura l .27c. Sub actiunea sarcinilor exterioare 
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~tpl1c1ttc i:(lrpt1lui, pe fiecare fat! a elementului de volum se vor dezvolta 
tensiuni normale ~j tangentiale raportate la fetele elementului de volum 
rcspccti\; Ansamblul acestor tensiuni determina. starea de tensiune di:r;i 
jurul punctului considerat. Dete1minarea stlrii de tensiune din jurul unui 
punct se va aprllfunda in capitolul 3. 

1.11. Relatii intre eforturi $i tensiuni 

.. 
l 'ensiunea medie pmcd reflecta nivelul solicitarii din fiecare punct 

al corpului. Eforturile N, Ty, Tz, Mx, My ~i Mz au fost puse in evident! 
in centtul de greutate al unei sectiuni ~i reprezinta rezultantele 
tensiunilor care apar in fiecare punct al respectivei sectiuni. Evident cl, 
exist4 relatii de leglt1'rl intre eforturi ~i tensiuni. Pentru stabilirea 
acestora se izoleaz.i o poqiune dintr-un corp, supus actiunii unui sistem 
de sarcini exterioare aflat in echilibru static. In sectiunea rezultata se pun 
in evidentl atit eforturile cit ~i componentele tensiunii intr-un punct 
oarecare Mal sectiunii, figura 1.28. 

F1 

M1 
I 

x 
I • 

F2 • 

• 

A y 

Fig.1.28 
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In cazu1 genera] de solicitare, legatura dintre eforturile sectionale ~i 
tensiunile din fiecare punct al sectiunii se scrie astfel: 

I) N = f O'xdA; 2) Ty= I l"xydA 3) Tz = f T KZdA 
A A A 

4) Mx = J (r ">. ·Z- r xz ·y)dA 5) MY=-J O'x ·zdA (1.9) 
A A 

6) M1.= Jux·ydA 
A 

Aceste re1atii poarti numele de ecuatii de echivalen/ii intre eforturi $i 
tensiuni. 
In cazuri particulare de incarcare numlrul relatiilor de mai sus se reduce. 
Astfel, in cazul barelor supuse numai la solicitare axiala vom avea numai 
ecuatia I. In cazul barelor supuse numai la rasucire vom avea numai 
·ecuatia 4, etc .. 

Cele ~ase ecuatii stabilite anterior sunt independente de 
caracteristicile de material. 

1.12. Deplasiri $i deformatii 

Sub actiunea sarcinilor exterioare, diferitele puncte ate corpurilor 
solide se deplaseaza. Aceste deplasiri pot fl: 

- dep/a.vliri cinema/ice atunci cand corpul, fie se deplaseazi liber, 
fie legaturile permit deplasari mari iar corpul solid i~i schimb! pozitia 
relativi in spatiu; 

- depla.\·ari produ.fie prin deformarea corpului solid atunci cand 
acesta i~i schimba doar forma geometrica ~i dimensiunile initiate. 

DeplaslriJe cinematice sunt studiate de citre Mecanica teoreticl. 
Deplaslrile datorate deformarii corpului solid sub actiunea unui sistem 
de sarcini aplicat din exterior, sunt studiate de citre Rezistenta 
materia~elor. Daca sarcinile aplicate nu dep~esc anumite valori, aceste 
deplasari sunt mici in raport cu dimensiunile corpului solid ~i se numesc 
deforma/ii ela.vtice. In acest caz, odati cu indepartarea sistemului de 
sarcini exterior, corpul revine la fonna ~i dimensiunile initiate. 

Se consider! un corp solid, aflat in echilibru static sub acfiunea 
unui sistem de sarcini exterioare, figura 1.29. 

- - --

32 

! 

I 
t 

i 

I 

• 

• 
I 



• 

us aaa a.a. ;a 

Fi 

, 
.J 

Fn 
... 

a 

y 

Notiuni introdu~tive 

z 

' 
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In aceste conditii corpul se deformeaza iar diferitele sale puncte 
se deplaseazi. Defonnatia corpului, oricat de complexi ar fl, se poate 
descompune in elemente geometrice simple. Trei puncte aflate intr-o 
pozitie oarecare 0, A ~i B, se vor deplasa ~i vor ajunge in n~~le pozipi 
O', A' ~i B'. Pentru a caracteriza starea deformatl a corpului· trebuiesc 
puse in evidenta mai multe mlrimi. · 

• Vectorul A ce are originea in pozitia initiali 0 §i virful in 
pozitia finala O' a acelui~ punct se nume~te deplasare totala a 
punctului respectiv. Proiectiile acestui vector, pe axele unui sistem 
triortogonal de axe, pun tn evidentA componentele deplasirii totale 
notate cu u ... proiectia pe ox, v - proiectia pe oy ~i w - proiectia pe oz. 
Daca se cunosc valorile acestor componente, mirimea deplasarii totale 
va fi dati de relatia: 

A=~u2 +v2 +w2 

Deplasarea totala A este o deplasare liniari §i se masoara in unitati de 
lungime. 

Segmentul OA iti schimbi pozitia unghiulari dupi defonnarea 
corpului, in raport cu un sistem exterior de referintl. Dael luam in 
considerare noua pozitie a segmentului OA, respectiv segmentul O'A', 
observam cl pozitia finali este rotiti fafi de cea· initiali cu ungmul q>. 

-- -···- ·------··---· . . .... ·····-- --·----. -
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• Unghiul cu care se rote~te un seg1nent sau o sectiune dintr-un 
corp solid se nume~te rotire ~i se noteaza cu <p. 

Este posibil ca lungimea segmentului O'A · sa nu mai fie acee~i 
cu lungimea sa initiala OA. 

• Diferenta dintre lungimea finala ~i cea initiala a unui segment 
dat poarta nu1nele alungire sau dejiJr111atie li11iurii abj'<Jluta ~i se noteaza 
cu A1: i11 = [O' A'] - [OA] 

• Se nume~te alungire .\pecifica sau deftJrma/ie li.'liarii .i .. pecific·ii 
limita raportului dintre alungire ~i lungimea initiala, p(:ntru lungimea 
initiala tinzand la zero: 

l
. [O' A' ]-[OA] 

E= tm-----
OA~o [OA] 

Alungirea specifica este adimensiona1a ~i exprima alungi"rea unitatii de 
lungime. Daca [O' A']>[OA] atunci variatia respectiva se nume~te 
lungire iar daca [O'A']<(OA] variatia respectiva poarta numele de 
j'Curtare. 

• In afara de deformafiile liniare, corpul sufera ~i deformafii 
unghiu1are. Unghiul Aa cu care variaza unghiul initial a = L( AOB) se 
nume~te lunecare sau dej()rmaJie ung/1iularii: 

~a= lim [L(A'O'B')-L(AOB)] 
OH~O.OA~O 

• Se nume~te deformafie unghiularii .~pecificii sau lunecare 
.~pecificii, cantitatea cu care se modifica un unghi ce avea 90° in starea 
initiala. Lunecarea specifica se noteaz! cu y. 

Se considera elementul de volum ABCDEFGH din figura 1.30. 

Fig. 1.30 
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I lt1t·i\ Sl~ 11rcsupune ca, pe patru fete ale eleme11tului de volutn apar, ca 
ur111arc a s'>licitarii exterioare, numai tensiunile tangentiale, iar fata 
!\llCI) ~c considera fix!, atunci fata EFGH luneca paralel cu cea fixa. 
IJunccar1!a specific! se pune in evidenta prin unghiul y cu care se 
1n,lditicu unghiul initial drept. Lunecarea specifica se exprimaz in 
radiani, '1eci este tot o mArime adimensionala. Ease poate calcula astfel: 

Ax tgr= 
1 
~r 

1·otalitatea componentelor deforrnatiilor specifice dintr-un anumit 
pun ct definesc .vi area de def ormare din punctul respectiv. 

1.13. Relatii intre tensiuni fi deformatii 

lntre componentele care detennina gradul de solicitare -
te11.'>iunilt!- ~i cele care determina gradul de deformare - deforma/iile 
.~pecijice - existii o legiturA fizici, determinati experimental $i 
exprimabila prin re1atii de calcul. In cazul corpurilor deformabile, in care 
deplasirile tuturor punctelor sunt elastice, s-a constatat ca aceste 
deplaslri sunt proportionate cu sarcinile aplicate: 

A=k· F 
in care A este deplasarea totali a unui punct oarecare produsa de forta 
exterioara F, iar k este un coeficient egal cu deplasarea aceluia~ punct si 
dupA ac~i direcpe cu A, produsa de o foqa exterioara egala cu 
unitatea. Relatia de mai sus poarta denumirea de legea lui Hooke. 

Se consider! o bara solicitata de tensiunile normale a ~i o placl 
soJicit.ata de tensiunile tangentiale t, figura 1.31 a ~i b. 

i----J---i 
• 

a :: : I I : a 

1. I -1 
l+.61 

a) 

Fig. 1.31 
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Legea lui Hooke stabi1e~te legatura ~i intre tensiui1i ~i 
• 

defor1natiile specifice avand, pentru cele doua cazuri, urmatoarea forma: 
~I As 

cr=E· = E·E t=G· =G·y 
1 I 

In aceste relatii, constantele de proportionalitate E si G, dintre tensiuni ~i 
defo11natii, se numesc module de elasticitate, longitudinal respecti\· 
transversal. Valorile acestor constante se pot deter1nina experimental. 
Ele depind de natura materia1ului utilizat in fabricare. Deoarece at.at E cat 
~i y sunt marimi adimensionale rezulta ca, modulele de eJasticitate se 
exprima in aceleasi .unitati de masura ca ~i tensiunile, respectiv [N/mm2

]. 

1.14. Contractia transversall • 

In cazul in care o hara dreapta este supusa la intindere, se 
constata experimental ca se lunge$te ~i ca sectiunea ei transversala se 
mic~oreaza. Fenomenul se produce si invers: la o comprimare a barei are 
loc atat o scurtare a acesteia cat ~i o marire a dimensiunilor sect1unii 
transversale. Referirile fiicandu-se in special pentru solicitarea de 
intindere, aceasta comportare a fost denumita co11trac_tie tran.\·ve1·s·a/li. 
Pentru hara din figura 1.32 se observa ca, fenomenul amintit se stabile~te 
de la o anumita distanta, relativ mica, fata de incastrare. De asemenea, in 
functie de conditiile aplicarii fortei N, contractia transversala poate avea 
Joe ~i la o anumita distant! faµi de zona de aplicare a foqei . 

7 
0 

N )( 

::::::::jV -------lo------_. 

Fig. 1.32 
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Dael se noteaz! cu E1008 lungirea specifica iar cu &mm.i,. contractia 
transversall, se constata experimental ca, intre cele doua marimi exist! 
relatia: 

Etruns\' =-µ•Stung 

in care µ este denumit C(Je_flcient de ,~t>ntrac/ie tran.f;ver~ftalii sau 
£'11e_fi,:ie1

1
1tul /11i l'<1i ...... ,>n. Setnnul ,,_.,., provine din faptul ca, in mod 

conventional, &1ong >0, iar &iransv <O. Pentru bara prismatic! din figura 1.33 
(neglijind neuniformititile de defonnare de la capete ), avem: 
..\I= EIOJl~ ·lo; L\h = Eytrans,.·ho = ·µ·61008 ·ho; ~b = Eztrans,.•b = -µ·S101ig ·ho .. 
Aria sectiunii transversale ~ = bo·ho se mic$oreaza ~i devine: 

A ·= b·h =(ho + L\b )(ho i·Ah) = (bo - µ·&1on8·bo)· (ho .. µ·&long· ho) 
. = bo·ho·(l .. µ·&1008)

2
= A·(l - µ·&ions)2 

Volumul stabilit dupi defo1mare va fi: 
. 2 

V = Vo·(l .. µ·&1ong) ·(1 +·&1oog) (1.10) 
Raportul dintre variatia de volum ~i volumul initial se nume~te 
defonnatie specific! volumica: 

L\V V-V0 (b0 +&b)·{h0 +Ah)·(l0 +Al)-b0h010 Ab Ah L 
&\ = = = = + + -

V V b 0h010 b 0 h0 I 

Se constat4 ca, defonnatia specific! de volum este egaJa cu sum.a 
lungirilor specifice mAsurate pe dlrectia celor trei axe de coordonate: 

&v ~ &x +&y + &z = &x·(l-2µ) = &1ong (1-2µ) 
Dael vom considera un material ideal incompresibil (V=V0) din relatia 
(1.10) se va putea scrie: · 

I = (1 - µ·t100g)2·(l +·£1oog) => I= (l-2µ£1ong·+µ2
·&

2
1008)·{l+e1008) 

Intrucai &1on8<<l ~i µ este subunitar vom avea µ2
&

2
1ong ~ 0. In aceste 

conditii va rezulta: 
. 2 

I ~ 1 - 2µ&1ong + &1ong- 2µ& 1008 
Neglijandu-se ultimul termen se obtine: 

. 2µ&tong '= &ions de unde µ = 1/2. 
Se constatl cl deformatia barei nu conduce la o modificare de 

• 

volum dacA µ = 0,5. Materialele care nu-~i modificA volumul sub 
actiunea sarcinilor exterioare sunt lichidele, in schimb gazele tind spre 
µ=O. 
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CAPIT0LUL2 

NOfllTNI DESPRE MA TERIALE 

2.1. Clasificarea materialelor 
2.2. Notiuni despre incercarea materialelor 
2.3. Epruvete utilizate pentru incercari mecanice 
2.4. Incercarea la tractiune 
2.5. Detenninarea caracteristicilor mecanice conventionale 
2.6. lncercarea la compresiunc 
2.7. Incercarea la forfecare 
2.8. lncercarea la rasucire 
2.9. lncercarea la incovoiere 
2.10.Factori de influenta asupra caracteristicilor mecanice 
2.11.Ipoteze simplificatoare in Rezistenta materialelor 
2.12.Metode de rezolvare a problemelor in Rezistenta materialelor 

2.1. Clasificarea materialelor 

Principalele categorii de materiale utiliz.ate in constructia de 
ma~ini, precum ~i in alte genuri de constructii, sunt: otelul, fonta, aliajele 
din aluminiu, aliajele din cupru, 1naterialele plastice, lemnul, betonul, 
caramida, etc .. Utilizarea intr-un anumit scop a unui material sau altul se 
face in functie de caracteristicile mecanice, de pretul de cost ~i de 
accesibilitate. Tinand seama de comportarea materialelor sub actiunea 

· sarcinilor exterioare, acestea se pot clasitica in functie de mai multe 
criterii, astfel: 

' ~). In functie de comportarea dupli indepartarea sarcini/or 
materialele se clasiflc! in: 
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Tabelul 2.1 
Nominal 

Scbcmade lnccrcarca de Actiunea in timp 
soliciiare solicitiri Denmnirea • 

Tiold Modul Variatia Durata 
r 

I 
Progresivi Scurti Tractiune I 

I Statica Unici Constanta Lungl Fluaj I 
Tractiune Regresivi Lungi Relaxare 

• 
r 

Dinami- Uni ca TractiWJC 
. 

Ci dinamici 
Repetati ObosealiJa 

tractiune 
··~ -------- .. . 

~ . 
I Compresi'\ Slatici Unici Progresivi Scurti Compresjune 

UDC Flambaj 

Statici Unici Progresivi Scurti Incovoiere 
I 

lncovoiere . 

I Dinami- Unicl Progresivii Scurti Inrovoiere • 

ci • pnnfOC 

Repetati Scurti lnoovoiere 

• 
sau prin oboseali 
lun i 

Statici Unicl Pro ivl Scurti Risucire 
-

£-· -·'"j·. 
• 

Rlsucire Dinami- Unici Scurti Risucire prin - oboseali ca sau 
I - -

,; . 
Porfecare Statici Unici Progresivl Scurti Forfecme . • • ••• Or.;: . . .._ . 

::.; .... . . 
~~~~ .... .,,. --~?. ;, .. _.,.,,,,, 

... Progresivi Scurti Strivire ,- ...... , Duritate 
Contact Statici Unici ·constanti Scurti Duritatedc 

-~ .. - • .... , ;S .... m,rati ··~<:SS:p• • sau • . 
lua -

Dinaini- Unici Progresivi Scurti Duritate 
cl dinamici 

. - . . . . - . . . .. - . . - . . . . . -- . 
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Fonna epruvetelor utilizate trebuie sa fie astfel aleasa incat si 
asigure 0 uniforrnitate a tensiunilor in flecare din sectiunile portiunii 
calibrate. In vederea misurarii alungirii, pe poqit1nea calibrata se 
traseaza repere distincte care nu trebuie sa influenteze starea de tensiuni 
din zonele respective. 

Pentru incercarea la compresiune se utilizeaza epruvete scurte 
avand for ma cilindrica, cubici sau de disc, figura 2.1, c, d ~i e. 

Pentru incercarea la rasucire se utilizeaza epruvete cu sectiunea 
centrala circulara iar capetele avand sectiunea patrata pentru prinderea in 
bacuri, tigura 2.1 f. 

• 
Pentru incercarea la incovoiere se utilizeazA epruvete cu 

sectiunea dreptunghiulara, constanta pe intreaga lungime, tigura 2.1 g. 
Pentru materialele fragile colturile sectiunii transversale sunt rotunjite, 
figura 2.1 h. 
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Notiuni despre materiale 
• 

2.4. lncercarea la tractiune 

lncercarea la tractiune constituie incercarea mecanicA de baz! a 
• 

unui· material. Comportarea materialelor la tractiunea monoaxialA 
prezintl interes nu numai pentru solicitarea de tractiune propriu-zisa ci §i 
pentru celelalte stlri de solicitare. 

lncercarea la tractiune este no11nalizata prin standardul SREN 
10002-1195. Ea se executa aplicand unei epruvete o fortA axiala static!, 
figura 2.2. lncercarea la tractiune se efectueazl pe m~ini universale de 
incercat, ajungindu-se pina la ruperea epruvetei. · 

. ~ . 
Fig. 2.2 

Pentru a defini comportarea materialului la orice valoare a foqei 
de incercare trebuie trasati curba caracteristicli conven/ionalli a 
materialului. Aceasta exprimi legltura intre tensiunea a ~i alungirea 
specific! e. Tens.iunea, pentru solicitarea de tractiune, este dat! de relatia 
o- F/S tn care F este forta de incercare iar S este aria secpunii 
transversaJe m4surati in fiecare moment al incercirii. Este dificila 
mlsurarea sectiunii epruvetei pe toatl lungimea §i pe toati durata 
tncerclrii iar alungirea specifica e nu este constant! pe toat! lungimea 
epruvetei. Astfel, curba caracteristicl ·se traseaz! in mod practic in 
coordonate F - 8, in care 8 este dat de cre~rea lungimii intre repere ~i 
po8rta numele de alungire. Fonna curbei caracteristice pentru un otel 
tenace este prezentatl in figura 2.3. Pe aceasti curbl se pot distinge 
citeva puncte §i regiuni caracteristice: 

- 0-1 ... este _o zoniJ liniara in care alungirea epruvetei este liniar 
proportional! cu forta aplicati. In acest interval este valabill legea lui 
Hook~ (a= & ·E); 

.. 0-2 - poartl numele de zona de e/asticitate. Indeplrtarea sarcinii 
in oricare din punctele acestei zone face ca epruveta si-§i recapete fo11na . . 
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~i dimensiunile initiale. Dupa depa~irea punctului 2 materialul incepe sa 
capete deformatii plastice (remanente )~ 

5 
F 

I 

Fig. 2.3 

6 

' \ 
I 

. I 
/ 

Fm ax 
Fu 

- 2-4 - este nu1nita =(>na de curgere sau zona defor1natiilor 
plastice accentuate. In functie de natura materialului aceast! zonl poate 
avea aspecte diferite. Forta corespunziitoare punctului 3 se nume~te fort! 
de c1rrgere ~i se noteaza cu Fe. In aceasta zona 1naterialul se defonnea7A 
pronuntat, de~i forta nu mai cre~te, obtinindu .. se un palier de curgere; 

- 4-5 - este =<Jna de ecrui.,·are (int!rire ). In cadru] acestei zone se 
observl variatii aproximativ uniforme ale alungirii epruvetei in raport cu 
cre~·.:erea fortei. Daca se intrerupe incercarea dupa de~irea limitei de 
elasticitate, (punctul 2), de exemplu in punctul M, se constatA 
experimental ca descarcarea se produce dup! o dreaptl MN paralel! cu 
portiunea initiala 0-1. Daca epruveta este reincarcata, curba caracteristicA 
incepe cu dreapta NM dupa care va parcurge acel8$i traseu pe care ar fl 
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mers dacA incercarea nu s-ar fi intrerupt, respectiv M-5-6. Se constata 
astfeJ cA, printr--0 tncercare la tractiune paf1iall, se poate mA.ri limita de 
elasticitate a materialului - zona N-M fat! de zona 0-2. Deformafia 

• 

inregistratl in timpul incercArii in punctul M se poate scrie astfel: 
()M = OeM +o"M 

in care 8r M este deformatia elastica ce dispare la incetarea aplici.rii fortei 
iar 8P M este deformatia plastica ce rimine §i dupi descArcare. 

In punctul 5 se inregistreazA forta maxima notatA cu Fmax. 
- 5-6 - este zona de cedare. In jurul punctului 5 de pe curba 

caracteristica apare f enomenul de gatuire al epruvetei. Zona in care apare 
gituirea este cea in care epruveta se va rupe. Dup! aparifia gatuirii 
epruveta sufera o deformatie plastica locala putemicA. Secfiunea 
mic§orindu-se, tensiunile devin din ce in ce mai marl ~i vor duce in cele 
din urma la ruperea epruvetei - punctul 6. 

2.5. Determinarea caracteristicilor mecanice conventionale 

Cu ajutorul curbei caracteristice conventionale se pot detennina 
cateva mlrimi ce caracterizeazl comportarea materialului incercat in 
conditii de exploatare. Astfel, panta dreptei 0-1 reprezinta modulul de 
e/asticilate conve111ional al materialului: E = tga. 

Tensiunea corespunmtoare punctului 1 se nume~te limitli de 
prop<>r/ionalitale: crp = F/So in care So este aria sectiunii initiate: 
So=(x·d2 o)/4. 

Tensiunea corespunzAtoare punctului 2 poarti numele de limita 
de elasticitate: ae= Fe/So. 

Tensiunea corespunzltoare punctului 3 se nume$te limitli de 
curgere: ac=FJSo. 

Tensiunea corespunzltoare punctului 5 se nwne§te re=isten/ii la 
rupere prin tractiune: O'r = O'max = FmaJSo. 

Daci se marcheazA pe epruvetl douA repere aflate initial la 
distanta 10, dupl rupere se misoarA distanta lu intre acelea$i repere prin 
allturarea celor doul pirti desprinse, figura 2.4a. Se poate detennina, in 
aceste conditii, alungirea la rupere ca fiind: 

A= I u - lo · I 00 [%] 
lo 
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Daca se 1nasoara diametrul du al eprl1\-·etei i11 zo11a rupcrii, se 
poate determina gatuirea la rupere: 

I/ 

I 

Z = s" - s u • 100 [0 ] ... s d '\ Yo tn care n = (1t· ·u)/4. 
Su 

clldu i---bO---t 

I 
f co 

.----lu----i ....-bu----c 
a) b) 

Fig. 2.4 

• 

Daca epruveta are sectiunea initiala dreptunghiulara1 sectiunea 
final! arata ca in figura 2.4b, aria sectiunii ultime fiind: Su= au bu 

f 01 rna ~i aspectul epru\.·etei dupa rupere reflect! preponderenta 
proprietatii de ductilitate sau de fragilitate a materialului. In cazul unor 
materiale fragile, epruvetele supuse la traciiune se rup brusc, tlrA 
defonnatii piastice semnificative iar suprafata de separatie este normal! 
la axa geometrica a respectivei epruvete, figura 2.5a. Sectiunea de rupere 
are un aspect stralucitor cristalin. Epruvetele confectionate din materiale 
preponderent ductile, capata o gatuire pronuntatA iar in momentu1 ruperii 
sectiunea de rupere poate ajunge Ia valori foarte mici, figura 2.5b. La 

• 

materialele cu ductilitate medie apare gatuirea in zona de tensiune 
maxima care se stabile~te de obicei acolo unde exist! defecte de 
structura initiate. Fisura amorsata de la nivelul defectului critic se 
propaga pe directia tensiunii tangentiale maxime, adica dupi plane aflate 
sub unghiuri de 45° fatA de directia de solicitare, figura 2.5c .. Aspectul 
suprafetei este de tip '4con - cupa''. Gatuirea epruvetei este precedati de 
lunecari semnificative in reteaua cristalina. Astfel, pe suprafata 
materialului apar striction!ri inclinate la 45° fata de directia de solicitare, 
figura 2.5d. 

-l--~-- ------>-<--~-t-
a) b) 

c) d) 

Fig. 2.5. 
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· 2.6. lncercarea la com1>resiune 

J11cercarea de compresiune se reatizeaza a~ezand epruveta intre 
platanele unei ma~ini universale de incercat. La incercarea de 
compresi une nu mai este necesara ingro~area capetelor epruvetei in 
vederea prinderii. In schimb7 apar doua fenomene caracteristice acestei 
incerciri. Este vorba in pritnul rand de fenomenul de flambaj (pierderea 
stabilitltii) care apare la co1npresiunea barelor lungi: 1 >5d in care 1 este 
lungimea barei iar d este dimensiunea sectiunii transversale, figura 2.6a. 
In al doilea ran~ datorita frecarilor dintre capetele epruvetei ~i platanele 
ma$inii de incercat, apare fenomenul de "butoiere''~ figura 2.6b. 

a) 

• 

F 

\ 
I\\ 
I \ \ 
I \ I 

J I 
l I I 
1 / I 

I 

F 
Fig. 2.6 

F 

F 

b) 

Pentru evitarea acestui fenomen platanele se pot lubrifia cu para.fina. 
Pentru epruvetele executate din materiale fragile trebuie luate precautii 
suplimentare in vederea evitirii accidentelor provocate de ruperea brusci 
~i desprinderea qchiilor. Materialele tenace pot suporta defor1natii 
plastice mari firl sl se ajungi la distrugerea acestora. Alura curbei 
caracteristice obtinutl la incercarea de compresiune este analoa~ cu cea 
obtinutA Ja tracpune. Sunt une1e materiale (in special cele preponderent 
fragile) la care diferi atit rezistenfa. la rupere cat ~i modulul de 
elasticitate longitudinal obfinute pe baza incerclrilor de tractiune ~i de 

• compres1une. 
- - - - - - -- - - - - - - - - - --- ------ --- . -
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2. 7. lncerearea la forfecare 

I ncercarea la forfecare se efectueaza pe epruvete de for 1nl 
cilindricA sau plata. Scopul principal al acestei incercari este de a 
dete1111ina re=i.,·ten/a la fi>rfec:ure a materialelor data de relatia genera14: 
R, = FIS in care F este f orta la care se produce ruperea prin forfecare iar 
S este aria sectiunii initiale ce urmeaza a fi supusA forfecarii. Se 
fo)ose~te, pentru incercarea de forfecare, o ma~ina universal! de incercat 
iar solicitarea respectivA este realizata prin intennediul unui dispozitiv 
special conceput in acest sens. Schema de solicitare ~i dispozitivul de 
incercat, pe baza caruia se realizeaza inc!rcarea cu sarcini in vederea 
forfecarii, trebuiesc astfel alese incat sa asigure o solicitare de forfecare 
purA. Se constat! din figura 2. 7 ca ·in sectiunea supusa forfecArii nu se 
introduc momente incovoietoare. 

F" /:'!5 
2F/3 

Cl 

r/ 

M(x) 
T(x) 

-F"/3 
............. L.J.J.. ..... 

F 

I 

a/ 

Fig. 2.7 

2F" /':!$ 

• 

F'/3 

>< 

F' /3 >C 

Sectiunea solicitata la forfecare purl este sllbita prin executarea unei 
crestaturi pe directia solicitarii. Pomind de la curba caracteristicl 
materialului solicitat la forfecare, se poate trasa curba caracteristicl 
conventionali in coordonate t - y. Panta dreptei in origine define~te 
modulul de elasticitate transversal G: tga = G. 
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2.8. lncerearea la risucire 

Jncercarea la rasucire se efectueaz~ asupra epruvetelor de fortn~ 
cilindricl cu · sectiunea plina sau inelara. Capetele epruvetelor s.unt 
ingro~ate ~j de sectiune patrata pentru a avea posibilitatea aplicirii 
momentului de risucire, figura 2.8 . 

... - -- -- -- --
• 

Fig. 2.8 

Incercarea la rasucire se efectueaza, fie pe m~ini universale de 
incercat folosind dispozitive ce realizeazA schema de inc!rcare 
corespunzitoare, fie pe mqini specialii:ate. 

Ca urtnare a solicitarii cu doua momente de rlsucire egale ~i 

avind sensuri contrarii, in sectiunile transversale ale epruvetei se 
introduc tensiuni tangentiale. Acestea au o variatie liniara in raport cu 
distanta fall de centrul de greutate al secfiunii. Rezistenfa la rasucire este 
data de relatia: 

Alura curbei t - y este asemanatoare cu cea obtinuta prin 
incercarea de forfecare. 

Dael epruveta este de forml tubulara ~i executati dintr-un 
material tenace:. existl posibilitatea ca aceasta sa. ... ~i piardi stabilitatea in 
timpul incercarii flra a se ajunge in mod obligatoriu la rupere. La 
tncercarea de rasucire, ruperea materialelor tenace art: loc dupl o 
suprafati perpendiculara pe axa geometric! iar rupere i material el or 
fragile are loc dupi o suprafatA elicoidall, figura 2.9. 
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-- -- - - - ,,1 - - --
Ill) ...... •...ii. 

Fig. 2.9 

2.9. lncercarea la ineovoiere 

Incercarea la incovoiere se realizeaza pe ma~ini universale de 
incercat cu ajutorul unor dispozitive special concepute in vederea 
realizarii schemei de solicitare corespunzatoare. Dispozitivele folosite 
pentru aceasta incercare, figura 2. IOa, trebuie sa contini: 

- doua reazeme cilindrice a~ezate pe una din traversele ma~inii de .. 
incercat; 

.. un dom de incircare tot de forma cilindrici fixat pe cealalti 
traversa a ma~inii. 

F 
/ 

I • 

I 

~ a) 

F' r 

, -; 
1/3 

1/2 1/2 1/3 
x x 

Mi Mi 6 
Fl/4 
b) c) 

Fig. 2.10 
- - ·--· 
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Razele sectiunilor transversaJe ale reazemelor ~i dornului trebuie 
s4 fie relativ mari pentru a nu se introduce concentratori de tensiune. 
Schema de incarcare se poate realiza prin trei sau patru puncte d~ 
solicitare exterioara in care se includ ~i reactiunile din reazeme, figura 
2. J 0, b ~i c . 
Avantajul schemei de incircare din figura 2.1 Oc este acela c~ se 
realizeazA o unifo1111itate a incarcarii intre punctele de aplicatie ale 
fortelor exterioare. Pe inalti1nea sectiunii transversale tensiunea variaza 
liniar avand valoarea zero pe axa geometric! a epruvetei. Rezistenta la 
incovoiere este datA de re1atia: · 

R1 = Mmax.IWz 
in care Mmax este momentul incovoietor maxim, ca efort interior introdus 
in sectiunea epruvetei iar Wz se nume~te modul de rezistenta axial (fall 
de axa z) ce depinde de fonna ~i dimensiunile sectiunii transversale a 
epruvetei. 

Incercarea la incovoiere se aplici\ in special materialelor care au 
un comportament preponderent fragil. Pentru materialele tenace existi 
posibilitatea ca epruveta sA nu se rupa prin solicitarea de tncovoiere in 
timpul clreia fibrele materialului se dispun sub forma unor arce de cerc. 
Dael momentul incovoietor maxim depl§e~te o anumita valoare, 
epruveta capita defo11natii plastice din ce in ce mai accentuate odatA cu 
cre~terea solicitarii exterioare. Acest fenomen poarta numele de 1ndoire 
'i poate reprezenta o incercare tehnologid in vederea stabilirii anumitor .,,,. 
parametri de plasticitate ai materialului, figura 2.11. 

• r 

• • 1ncovo1ere 

indoire 

Fig. 2.11 
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2.10. Factori de influenti asupra proprietitilor mecaniee ~i 
elastice ale materialelor 

• 

Datele experimentale arata cA proprietatile tnecanice ~i elastice 
ale materialelor depind de mai multi factori . Ace~tia pot fl: . 

- factori aparenti: tehnologia de fabricatie, f onna ~i dimensiunile 
probei, viteza de incircare, influenta mediului de incercare; 

- factori reali: temperatura, umiditatea, timpul, etc. 
lnjluen/a vitezei de i11carcare 
Materialele t~nace manifest! opozitie fata de defonnatie. Astfel, 

mArirea vitezei de· 'incarcare conduce, pentru aceste materiale, la o 
cre~tere a limitei de curgere. La materialele fragile se constati o scadere 
a caracteristicilor mecanice cu cre§terea vitezei de incarcare. Pentru a 
avea o unifor1nitate a detenninarilor incerc!rile se efectueaza in conditii 
statice, respecti v pentru: 

dE -00) . - I -= , m1n 
dt 

Aceast! viteza de incercare trebuie mentinuta constanta pe tot parcursu1 
incerclrii. Asupra curbei caracteristice a unui otel tenace, influenta 
vitezei de incircare este prezentatii in figura 2. 12. 

Vllaa m1oa de lno111'11arw 

• 
Fig. 2.12 

Se observa o limita de curgere ~i una de rupere mai marl in cazul 
solicitarii unui material tenace solicitat cu o vitezi de inclrcare mai 
mare. 
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/11fl11e11/tJ lemperutu1·ii. 
--• 

Variatia temperaturii influenteazl in mod sensibil caracteristicile 
mecanice ~i . elastice ale materialelor. In mod obi~nuit, incerc!rile 
mecanice se efectueazA la temperatura mediului ambiant. In scbimb, 
piesele unor subansamble cum ar fi ma~inile termice sau cele frigorifice, 
lucreaza la temperaturi diferite de cele corespum.itoare n1ediului 
ambiant. In flgura 2.13 se prezin~ variatia caracteristicilor mecanice ~i 
elastice cu temperatura, pentru un otel tenace. 
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300 60.0 900 . 1200 
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Fig. 2.13 

Se observl o scadere lentA dar continua a tensiunii de curgere cu 
crqterea temperaturii. Modulul de elasticitate scade continuu cu 
temperatura dar aceasta scldere este mai accentuata la temperaturi mai 
mari. Tensiunea de rupere scade lent cu cre§terea temperaturii pinl la 
valoarea acesteia de 600°C dupl care sclderea este mai accentuati. 

La temperaturi sclzute, cele mai multe materiale tenace se 
fragilizead §i sunt cazuri in care tensiunile de rupere pot cre~te cu 
sclderea temperaturii. 
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lnfluen/a unt)r faclt>ri I e/1n,>lt>gici 
Elaborarea unui material din care se vor confectiona elemente de 

constructii, piese, se poate realiza prin mai multe procedee: tUmare, 
forjare, laminare, etc .. Pentru aceea~i compozitie chimica~ caracteristicile 
mecanice ~i elastice ale unui material depind ~i de prelucrarile ulterioare 
suferite in vederea aducerii la f onna finala. Procedeul tehnologic pri1nar 
de obtinere determina, in primul rand, finetea structurii materialului. 
Astfel, materialele obtinute prin presare sau sinterizare prezintA o 
structura cu multe defecte inglobate. Evident ca, in acest caz, 
probabilitatea de propagare a unei fisuri de la nivelul defectului critic 
este mai mare. Pentru un oteJ tenace, detenninandu·se tensiunea de 
curgere la un numar mare de epruvete provenite din ~arje diferite, s·a 
obtinut curba din figura 2.14. 

frecventa 
[~] 

• 

oC: [MPa] 
200 290 400 

Fig. 2.14 

CurbeJe de distributie, trasate pentru fiecare material, reflect! 
gradul de omogenitate structurala a materialului respectiv. 

Prin laminare materialele devin anizotrope. Epruveta cu axa 
geometric! orientati pe directia laminlrii are rezistenta la rupere mai 
ridicati decat epruveta extras! perpendicular pe directia de Jaminare. 
Orice procedeu tehnologic care produce o deformare plasticl la rece ~ 
ridica limita de curgere a materialului dar mic~oreazl alungirea p4nl. la 
rupere (materialul se fragilizeazA). Prelucr!rile mecanice prin ~chiere 
sau tratamente terrnice au, de asemenea, o influenfi semnificativa asupra 
caracteristicilor mecanice ~i elastice. 
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ln.fluenf u tlimen • .,·iunil<Jr ~·i geomet1·iei e1>rzwetei 
J>entru materialele cu o structuri compactl, bine definita ~i flri 

detecte majore, dimensiunile epruvetci 11u influenteaza in mod 
semnificativ caracteristiciJe mecanice ~i eJastice. Pentru materialele cu 
def ecte de structurl, cu cit dimensiunile epruvetei sunt mai mari cu atit 
numlrul defectelor este mai mare. In acest caz~ cre~te probabilitatea ca o 
fisuri sl se poatl propaga de la nivelul unui astfel de defect, la tensiuni 
mai mici decat in cazul unei epruvete cu dimensiuni mai reduse. 
lnfluenta dimensiunilor dar ~i a fonnei epruvetelor este evidentiati in 
relatia t~nsiunii de rupere pentru un material considerat a avea defecte de 
structuri: 

Kie a = -_,..,,,,,,~ 
. r y·.J118c 

in care: ... Kie reprezinti tenacitatea la fisurare masuratl in MPa·m 112~ 
. - y este un factor geometric care tine seama de geometria ~i 

dimensiunile probei utilizate pentru determinarea Kk; 
-ac este dimensiunea defectului critic. 
Pentru epruvetele la care sunt necesare capete de prindere 

ingro~te, trebuiesc prevAzute raze marl de racordare intre aceste capete 
$i portiunea calibrati. Forma epruvetelor confectiomite din materiale 
fragile poate deveni complicatl datoriti necesititii de a elimina 
posibiJitatea stlrimirii acestora intre bacurile ma~inii de incercat. 

Jnjluen/a timpului · 
Piesele confectionate din anumite materiale prezinta variafii lente 

in timp a defonnapilor sau tensiuniJor . Acest fenomen poarta. denumirea 
dejluaf, respectiv relaxare. Se poate stabili o relatie de forma: 

a= fts,t) 
Acest fenomen este cu atit mai pronuntat cu cit sarcina este mai mare ~i 
cu cit temperatura. este mai ridicatl. Incercirile efectuate pentru punerea 
in evident! a acestui fenomen privesc doul aspecte: 

- defor1natia in timp sub sarcini constantl (fluaj) : s = flt). In 
acest caz, de'i sarcina de inclrcare ~i temperatura sunt constante, apar 
defonnatii in sensul sarcinii de inclrcare, figura 2.15a. 

- relaxarea, in cadrul cireia se mentin constante deformafia §i 
temperatura 'i are loco variatie in timp a tensiunii~ figura 2.15b. 

. . . --- - . --- -····- - - - . . --· . 
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Fig. 2.15 

' 

l~fluen/a concentra1<Jril<Jr de ten.\·iune 

. 
• t 

Piesele, componente ale structurilor, prezinta in multe cazuri 
variatii bru~te ale sectiunii transversale. In regiunile de trecere se produc 
salturi ale tensiunilor. Jn cazul unei platbande ce are practicatA o 1:,>auri 
are Joe variatia de tensiune prezentati in figura 2.16. 

~ Sect 1-1 • 

I 
, ' ~ 

• 

N ~ om ax N .. - - -- 1-- - - - - • ~ - -.. , 

7' 
• • 

I t 
--4-1 

• 

Fig. 2.16 

Pentru sectiuni aflate la o anumita distanta de gauri tensiunea (nominal!) 
introdusa este: 

N N 
CJ = = . 

nom A b·h 
, 

Tensiunea maxima ce apare in imediata vecinatate a gaurii artr valoarea: 
O'max ~ 3·0'nom ' 
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Asemenea salturi ale tensiunii se produc la orice variatie brusci a 
sectiunii transversale. Mlrimea care ne aratl importanta acestor salturi se 
nume~te coeficient de concentrare a tensiunii ~i este dat de relatia: .. 

a _ Gmux 
le -

a l\om 

Valoarea acestui coeficient depinde de configuratia ~i dimen&iunile 
concentratorului. Prezenta acestor concentratori are o important! 
deosebitl in cazul solicitlrilor variabile. De obicei, in cazul acestor 
solicitlri, ruperea se produce datoritA propagarii microfisurilor de la 
nivelu1 acestor concentratori. 

2.11. lpoteze simplificatoare in Rezistenta materialelor 

Scopul Rezistentei materiulelor este acela de a determina 
tensiunile $i defonnatiile produse intr-un corp solid ca urmare a 
solicit4rii la care este supus din exterior §i, pe aceasta ham, sa se poatl 
dimensiona, calcula sarcina capabili sau verifica respectivul corp. Daca 
s-ar considera condifiile reale de incircare ~i de material, relatiile de 
calcul rezultate ar deveni complicate. Ca urmare, pentru ~urinta 
calculului ingineresc, se recurge la unele ipoteze simplificatoare care 
privesc, in special, continuitatea, omogenitatea ~i izotropia materialului. 
Din experienti se constatA ci, simplificarile introduse pe baz.a 
consideririi acestor ipoteze aproximeaz.i destul de bine conditjile reale 
iar erorile de calcul sunt relativ mici. 

Cele mai importante ipoteze simplificatoare folosite in Rezistenta 
materialelor sunt descrise in cele ce urmeazi. 

1. lpoteza mediului continuu. Pe baza acestei ipoteze se considera 
cl mediul studiat este continuu la scara macroscopic! ~i ocupa intreg 
spatiul delimitat de volumul sau. Adoptarea acestei ipoteze pennite 
utilizarea calculului infinitezimal al functiilor continue. Acest calcul este 
mai u§Or de efectuat fati de eel in cadrul clruia s-ar considera structura 
reall, discontinuA. 

2. lpoteza omogenitli/ii. In cadrul acestei ipoteze se considera ca 
mediul studiat are acel~i proprietati fizico-chimice in oricare din 
punctele sale. 
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3. fJJ<>fL'-::u i:<,/1·tJpic·i. Sc ad1nitc ca materialul are acele'1~i 

posibil itati de def om1are elastica ~i acelea~i caracteristici mecanice pe 
orice directie din jttru1 oricarui punct al sau. 

4. lp(.tf('~c1 i<l<-'Jltil'-"i/ii pr(J111·iel£i(i/01·. Pe baza acestei ipoteze se 
considera ca c1ementul infinit mic are acc1ea~i proprietati mecanice ctt 

cele al~ corpului considerat ca intreg. Considerand aceasta ipoteza se 
poate stud1a elementul infinit mic iar relatiile de calcul regasite se pot 
extrapola corpul ui in 1ntreguJ sau. 

5. lpt)fe=a ela.1i·til·itiitii per,feL·te. Se considera ca, daca tensiunile 
intr(>duse de solicitarea cxterioara nu depa$esc anumite valori, la 
indepartarca sarcinilt1r exterioare corpul i~i recap~t~ fo11na ~i 

din1cnsiuniJe initiale. 
' 

6. f1J1.1l(-'::t1 tll:fi11·111lt/ii/,,,. 111ic.:i. In majoritatea cazurilor de 
solicitare, def(>rmatiile elastice produse sunt relativ mici in comparatie 
cu dimensiunile corpului. ( .. onsiderand aceasta ipoteza, relatiile de calcul 
se stabi1esc ~onsiderand fonna ~i dirnensiunile corputui de dinaintea 
deformarii datoratc solicitarii exterioare. 

7. f]J(Jfe:::l1 An1·(JptJ1·f ifJllltli1iitii f1111·e ten.siuni .yi defiJr111a/ii. Atunci 
cand solicitarea se pastreaza in limitele in care sa produca numai o 
defor1nare clastica sc considera ca, tensiunea introdusa intr-un punct este 
legata de defor1,r1atia specifica din acela~i punct prin relatia a = &·E care 
cxpritrla lcgea Jui 1-Jooke. 0 consecinta importanta a acestei ipoteze este 
faptul ca se poate aplica principiul suprapunerii efectelor pentru 
rezolvarea i1nu1nitor proble1ne. 

8. /)J'if1Cipiul /11i .~·(Jilli - i ren(lnl. Acest principiu presupune ca, la 
distar1te rclati\/ 1nari de locul de aplicare a sarciniJor exterioare, valoarea 
~i distribL1tia tcnsiunilor ~i a deformatiilor nu depinde de modul efectiv 
de a~e7..are a sarcinilcr pe locul respectiv. In imediata vecinatate a 
punctullti de ap1icatie a sarcinii exista o stare locala de tensiune ~i 

defonnatie foarte greu de deter1ninat . La o anumita distant! insa, starea 
de '.lo1icitare ~i deformatie depinde doar de m4rimea solicit4rii ~i a 
distantei respective. 

9. IJJ<Jte::;u .~· t llrii J1atz11·a/e. Se considera ca, in corpurile solide nu 
exista tensiuni In lipsa sarcinilor. In realitate, exista atat tensiuni cat ~i 
deformaiii in corpul nesolicitat deter r11inate de anumite cauze. Aceste 
tensiuni ~i deto1matii se numcsc remanente ~i sunt, de obicei, relativ mici 
in raport cu ceJe inlroduse ca ltnnare a solicitArii. 
=====·~==z~=-2=r==-==========o.=.-~=====-==-===--==-===--=======---===-=........, 
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I 0. /ptJte=u Jui Bern1Ju/li. AceastA ipotezl considera ca, ·o sectiune 
planA ~· perpendicular! pe axa geometric! a unei bare nesolicitate, 
rlmine planA ~i perpendicular! pe axa $i dupl solicitare. 

2.12. Metocle de rezolvare a problemelor in Rezistenta 
materialelor 

Calculele de rezistentA se efectueaza in vederea asigurlrii 
sigurantei in exploatare a elementelor de constructii, pieselor, etc. 
Problemele care apar in derularea acestor calcule sunt legate, fie de 
proiectarea componentelor,fie de verificarea acestora. Existi doul 
metode de rezolvare a acestor probleme: 

- metoda rezistentelor admisibile; 
- metoda coeficientilor de sigurantA. 

Met1Jda rezisten/e/or admisihile se bazeu.4 pe ideea ca, tensiunile 
care se stabilesc intr-o piesl nu trebuie sA de~ascA tensiunea 
admisibila detenninata pentru materialul respectiv: Gmax ~a •. 
Tensiunea admisibill se define~te ca fiind tensiunea maxima acceptati a 
fi preluatl de cltre un material. Majoritatea pieselor, elementelor de 
constructie, etc., lucreazl in domeniul elastic, deci, odata cu indepirtarea 
sarcinii, revin la for1na ~i dimensiunile initiale. Avind in vedere acest 
lucru, se constati cl, tensiunea admisibili nu poate depqi limita de 
curgere a materialului respect~v. Pe de altA parte, pot aplrea unele erori 
de calcul sau de modelare a cazului real reflectate prin: posibila de~ire 
a sarciniJor de luc~ simplificarea schemei de lucru, proprietlti 
mecanice supraevaluate, etc .. In aceste conditii, fatl de limita de curgere 
se introduce un coeficient de siguranfi ~i astfel va rezulta: 

CJ c 
CJ.- • 

c 

sau in functie de tensiunea de rupere: CJ a CJ r pentru care avem, evident, 
c 

• c > c. 
Valoarea coeficientului de sigurantA se alege in functie de mai multi 
factori : 

- natura materialu1ui - ductil sau fragil; 
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- i1nportanta piesei respective in ansamblul din care face pa11e; 
- daca distrugerea piesei proiectate poate duce la accidente grave~ 

- posibilitati de uzura in ti1np sub actiunea sarciniJor sau a 
mediului; 

- precizia modelarii. 
In functie de natura materialului, vaJorile pentru coeficientul de siguranta 
pot fi : 

- 2 + 3 pentru 1nateriale tenace~ 
- 3 + 5 pentru materiale preponderent fragile~ 
- 4 + IO pentru 1nateriale cu fragilitate mare. 

Metoda C<)eficien/il<JI• de .~igu1·an/a presupune calculul a cate unui 
astfel ·le coeficient pentru fiecare din factorii care ii influenteaza. 
Coeficientul de siguranta global se obtine ca urmare a aplicarii relatiei: 

Cs == C 1 ·C2· • • • ·Cn 

Fiecare din coeficientii ci poate reprezenta intluenta unui singur factor 
sau a unui grup de factori. In final trebuie sa fie satisracuta relatia ell < c 
in care c este coeficientul de siguranta impus. 

In afara de conditiile de ·rezistenta stabilite mai sus~ se mai pot 
• 1mpune: 

- conditii de rigiditate ce limiteaza deplasari1e maxime efective 
(Omax) la anumite valori admisibile (oa): Bmax < Oa. Valorile admisibiJe ale 
deplasarilor se stabi1esc in vederea asigurarii bunei functionalitati a 

• • p1ese1; 
- conditii de stabilitate prin care valorile sarcinilor exterioare 

(Fmax) se limiteaza la valori admisibi1e sau critice (Fer) pentru care forma 
deformata a piesei reprezinta inca, o pozitie de echilibru stabil: 
Fmax<f 3 <f".jcs in care Cs reprezinta coeficientul de siguranta la stabilitate; 

- conditii tehnico-economice care impun ca dimensiunile ~i forrna 
constructiva adoptate sa conduca 1a un consum minim de material in 
conditii de sigurant! in exploatare. 
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CAPITOLUL3 

ELEMENTE DE TEORIA ELASTICIT A TII 

3. 1. Introducere 
3.2. Starea planl de tensiuni 
3.3. Fonna matricealA pentru calculul tensiunilor ~i directiilor principale 

in starea plana de tensiuni 
3.4. Cercul lui Mohr pentru variatia tensiunilor in starea plana 
3. 5. Starea spatiali de tensi uni 
3.6. Deformatii ~i deplasari 
3.7. Legea generalizata a lui Hooke 
3.8. Calculul energiei de deformatie 
3.9. Relatia iritre modulele de elasticitate E ~i G 
3. 10.Teorii privind stArile limit! ale materialelor 

3.1. lntroducere 

A§a cum s-a arltat in capitolele anterioare, intr·un corp solid 
deformabiJ, so1icitat din exterior, apar tensiuni. Starea de tensiuni intr-un 
punct al unui corp este perfect deterrninat! dacl se cunosc tensiunile pe 
trei elemente de suprafata reciproc perpendiculare ~i care tree prin acest 
punct, figura 3.1. Modul de notare a indicilor este urmAtorul: 

.. tensiunile normale pe planele respective au indicele axei cu care 
acestea sunt paralele; 

- primuJ indice al unei tensiuni tangenpale este eel al axei 
perpendiculare pe elementul de suprafati pe care actioneazi respectiva 
tensiune tangential!~ 

. - - . - -- . -- -- -
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- al doi1ea indice al tensittnii tangentiale este eel al axei cu care 
acesta tensiune este paralela. 

x 

y 

Fig. 3.1 

3.2. Starea plana de tensiuni 

fn cazul in care, toate tensiunile din interiorul unui corp sunt 
paralele cu un plan avem o stare plana de tensiuni. 

Se considera o placa subtire, de grosime constanta, so1icitata in 
planul sau median de un sistem de fort:e coplanare, figura 3.2a . 

• 

F1 

0 A x 

0 A x 7"xy 
<rx 

B 
y 

Fk B 

a) 
y 

b) n 

Fig. 3.2 

Daca placa nu este sprij inita pe supraf ete1e laterale, se creeaza o 
stare plana de tensiuni. Daca acele suprafete laterale ar fi mentinute intre 
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doi pereti rigizi, placa nu s-ar putea defor1na pe grosin1ea ei ~i atunci ar 
ap!rea o .••lure plunt1 de defi1r111a( ie. 

fJin jurul unui punct oarecare se izoleaza un element de fo11n~ 
unei prisme cu baza un triunghi dreptungbic OAB ~i inaltimea egala cu 
grosimea plAcii, figura 3.2h. Fata AB a elementului este inclinata cu 
unghiul a f atA de axa oy. aria acestei fete fiind ds. In cazul general al 
starii plane de tensiuni, pe fiecare fatA a elementului existi tensiuni 
nonnale ~i tangentiale. P1aca fiind in repaus, fortele de pe fetele 
elementului i$i fac echilibrul. Se pot scrie, in acest caz, trei ecuatii de 
echilibru: swna foqelor dupa directiile tensiunilor aa ~i ta sa fie zero ~i 
suma momentelor fata de punctul C sa fie zero. Aceste ecuatii sunt 
prezentate in sistemul (3.1 ). 

G. ·dA-a ·di\ocsam;a-a ·dAsinasina-r. ·dA<Dasina-r ·dAsinaasa=O 
U A y ~ '.\X 

r ·dA-o: ·dAa:tictsina+o: ·dAsinacma+r ·dA<maro;a- r ·dAsinasina=O (3.1) 
f.J X y ~ } X 

.... AB . dA. AB _,,_I\ 
T . "Ul"aBIX· ·sma-r: · sma· 'LUK.C--v 
~ 2 ).'t 2 

Din ultima ecuatie va rezulta: 'txy = tyx, relatie ce exprima legea dualitiitii 
ten ... iunil<1r tangen/iule ~i care se enunta astfel: tensiunile tangentiale, 
situate pe doua plane perpendiculare intre ele, sunt egale ~i dispuse 
simetric faJi de muchi~ comuna celor doua plane ~i perpendiculare pe 
aceastl muchie. Astfel, dacl solicitlrile exterioare introduc intr-un plan 
al unui corp o tensiune tangentialA, intr-un plan perpendicular actioneaza 
o tensiune tangentiall de aceea~i valoare, orientata simetric cu prima ~i 
perpendiculara pe linia de intersectie a celor doua plane. Presupun!nd 
cunoscute tensiunile orientate paralel cu axele sistemului de referintl, se 
determina, dupA unele transformari simple, tensiunile Oa ~i ta prezentate 
in sistemul de ecuatii (3.2): 

(3.2) 
a - a 

tm = " ., 1 sin 2a - t icy cos2a .. 
Din aceste relatii rezulta cl tensiunile depind ~i de inclinarea fetei 

pe care actioneaz!. DupA anumite directii, tensiunile nonnale ~i 
tangentiale au valori maxime sau minime. Tensiunile normale care ating 
valorile maxime sau minime se numesc tensiuni principa/e iar directiile 
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dupa care actioneaza se nu1nesc tlirel:f ii pri1iL·ipule. Pentru detern1i11area 
directiilor principale se deriveaza, functie de (2a), cele doua ecuatii din 
sistemul (3.2): 

~i va rezulta: 

d CJ' (J x - O" ,. . --=- · ·s1n2a+t cos2a:e 0 
d(2a) 2 X \ 

dt (J x - (J \" 
--= · ·cos2a + txy sin2u = 0 
d(2a) 2 · 

cr""-crx 
tg2a 14 =-·- -

. . 2 t X\' 

(3.3) 

(3.4) 

Pentru a.e [0,27t], prima relatie din (3.4) are doua solutii: 2Ua ~i 

2ao+7t. In consecinta, exista doua directii principale pentru tensiunile 
normale, perpendiculare intre ele ~i care fac cu axa ox unghiurile <Xu- ~i 

a0 +7t/2. Inlocuind aceste valori ale unghiului a in prima relatie a 
sistemului (3.2) se vor determina tensiunile norrnale maxime ~i mini1ne. 
Tinandu-se seama de relatiile: 

(3.5) 

va rezulta: 
a x + cr Y 1 I - 2 - 2 (.3 6) 

CJ I.'.! = 2 ± 2 '\/ (CJ )I. - <J y ) + 4T x~· . • 

Semnului (+) ii corespunde tensiunea maximA a 1 iar semnului (-) ii 
corespunde tensiunea minima a2. 

A doua relatie din (3.4) prezinta, de asemenea, doua solutii pentru 
directiilc dupa care avem tensiuni tangentiale maxime ~i minime: a. ~i 
ai+m'2. Directiile tensiunilor tangentiale maxime se numesc linii de 
alunecare. Cu ajutorul unor relatii asemanatoare cu (3.5) provenite din a 
doua relatie (3.4), inlocuite in (3.2), se obtin tensiunile tangentiale 
extreme: 
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-+..!.I _ )2 2 • 37) 
't i,2 - - 2 '\/(ax a Y + t'!Cy ( . 

Se constatl cl, tensiunile tangentiale inaxime ~i minime au aceea~i 
valoare aflandu-se in plane perpendiculare. A~adar, este respectata legea 
dualitlti~ tensiunilor tangen~ale . 

Din a doua relatie a sistemului (3.2) §i prima relatie din (3.3) se 
constatl cl d a = _ '" . De aici se desprinde concl11zia ca, in planele in 

d(2a) 

care tensiunea au este maxima sau minima, tensiunile tangentiale sunt 
egale cu zero. Aceste plane se numesc plane principale de tensiune. · 
Din relatiile ( 3. 4) se observa ca tg2a 1•2 • tg2a. 3,4 + 1 = O de unde rezulta: 

2a 3,4 = 2a 1,2 + 90° sau a 3•4 = a 1•2 + 45° 

In consecinta, tensiunile tangentiale iau valori maxime sau minime, pe 
directii inclinate cu 45<• fafi de directiile principale. 

Din relat]a (3.6) rezulta ca a 1+a 2 = ax+ay ceea ce aratl ca suma 
tensiunilor normale aflate pe dou! plane ortogonale este un invariant deci 
nu depinde de unghiul a. Din relatiile (3.6) $i (3.7) rezult! cA: 

a1 -cr2 
ti= t = max 2 

deci, tensiunea tangenfiall maximl este egali cu semidiferenta 
tensiunilor normale principale. 

3.3 Forma matriceali pentru calculul tensiunilor ,i direcfiilor 
principale 

Se considerl c~ fata inclinat4 AB a elementului infinitezimal, 
extras dintr--0 placl subtire de grosime constant!, este un plan principal, 
tigura 3.3. 

0 

B 
y 

L 
P=a 

Fig. 3.3 
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Ecuatiile de echilibru de forte dupa axele x ~i y vor ft: 

a cosa. 0dA- a xdA cosa. 0 - t X\ dA sina. 0 = 0 

a sina. 0dA-a ,.dA sina. 0 - 't x,dA cosa. 0 = 0 
• 

de unde rezult!: 
(a ,. - a ) cos a. 0 + t x,· sin a. 0 = 0 

• 

t "'. cos a;, + (a\' - a) sin a 0 = 0 
• 

sau: 
a x- a t~-y cosa. 0 =0 • 

't X\' (J \ ' - CJ stn a. 0 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 

care poate fi privita ca un sistem de ecuatii omogen in necunoscutele 
cosa.o ~i sin<l{J. Tinand seama de faptul ca sin2Cl(J+cos2a.c,= l ~ sistemul are 
solutii atunci cand: 

a -a x 
=0 

a,. -a 
• 

de unde rezulta: 

a 2 -(a" +ay)·a+axay -t~Y = 0 . 

Solutiile acestei ecuatii sunt: 
ax+O'y 1 

CJ 1.2 = 2 ±2 
--·-----
(a,. - a Y )

2 + 4t !Y 

(3.11) . 

ce reprezinta tocmai tensiunile nor111ale principale. Jn aceste conditii, 
matricea tensiunilor pentru starea plana de tensiuni se scrie astfel: 

-T = t'T 

Matricea tensiunilor principale va fi: 

f = a, o 
<'Ti .z 0 O' 2 
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3.4. c;ercul lui l\lohr pentru variatia tensiunilor in starea 
plani 

Daca se cunosc tensiunile <rx, csy ~i txy se pot determina, cu 
ajutoruJ relatiilor (3.2), tensiunile ce apar pe o sectiune oarecare, 
;nclinatA cu unghiuJ a. fata de directia y, de exemplu. Acel~i lucru se 
poate face cu ajutorul unei constructii grafice numita cercu/ lui Mohr 
pentru variatia tensiunilor. Pentru obtinerea respectivului cerc, se eliminl 
unghiul a din relatiile (3.2) $i se obtine: 

(3.1'2) 

Intr-un sistem de axe o<r*t* ale carui directii coincid cu cele ale 
tensi unilor <ru ~i 'ta, relatia 3 .12 reprezinta un cerc cu centrul pe ax.a a* la 

CJX +CJy 
distanta de originea sistemului de axe ~i avind raza 

2 
2 

r= + t !Y . Acest cerc poarta numele de cercul lui Mohr, 

figura 3.4. 
Constructia acestui cerc se realizeazi in felul urmltor: 
- se reprezinta pe axa oo* segmentele OA=aic , OB=ay ~i 

OC=(ax+csy)/2, in sensul pozitiv daca ax>O ~i cry>O. Punctul C va 
reprezenta centrul cercului; 

- se reprezint! segmentul AA1=txy in sensul pozitiv al axei ot• 
dacA. -rxy>O. Distanta CA1 reprezintl raza cercului Jui Mohr: 

2 

2 
+txy 

Astfel, se poate trasa un cerc cu centrul in C, de raza CA1, care taie axa 
()q* in punctele D ~i E, ale ciror abscise reprezinta tensiunile nonnale 

• 

principale a2 ~i 01: 

alt+uy 
u 2 = OD = OC - DC = -

2 

ux. +u1, 

u 1 =OE= OC+CE = + 
2 

'· 
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2t X\ 
In figura 3.4 se observa ca: tgL(ECA 1 ) = · = tg(2a 1 ) 

a ... -CJY 

Deoarece tg(2a.1) are semnul lui txy, rezulta c4 directia DA1 (cu 
LEDA1=a1) este directia tensiunii principale a 1• Perpendicular pe 
aceasta, din punctu) D se regase~te directia lui a:!. Valorile tensiunilor 
tangentiaJe maxime sunt date de punctele C 1 ~i C2, fiind egale cu raza 
cercului: 

2 

t 1.2 = ± 
2 

DacA se face o rotatie a directiilor tensiunilor principale cr1 ~i a 2 astfel 
incat al sa coincida cu DE, atunci tensiunile pe directia DC,, care face 
un unghi de 45° cu DE, sunt tensiunile t 1 ~i t 2 aflate pe un plan bisector 
al directiilor principale. 

-
II 

Ux+<J 
2 y 

I 
I a• 

0 D :---rB--r----.-TC-=-~A:..__....._,:;;E:.___· -"""T--1 

I 

c, f' 

Fig. 3.4 

Cercul lui Mohr se poate construi ~i dac! se cunosc valorile 
tensiunilor principale 01 ~i a 2. 

• 
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• 

Starea plana de tensiu11e are 1nai multe cazuri particulare $i 
anume: 

- .~1a1·e li11iara de tensiune. Aceasta se produce atunci cind 
a, ..:yx, =O ~i are Joe in barele drepte solicitate la intindere sau 

• • 

L't1111pres·1u11e uniaxia)a §i in cazul incovoierii pure, tigura 3.5a; 

/,,,_=O 

N -t----+N....._ 

T 
T 

ly 

N T N I 
T 

c1) era 

N, 
.,. C2) 

a. >O / 
CW>o 
T'111>0 N. a• 

I 
Tr 

• N, IV '111 
d1) ti .,. d2) 

Fig. 3.S 

• 
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- .-,·fare de .f<J1:fec1.1re pu1·ti care se produce atun~i ~and cr"--cr~ ·-0 ~i 
se realizeaza in cazul .\.<>licitiirii cle _j(J1:fel'are .yi i11 l·a=ul /1Jr.,·i11nii, figura 
3.5b; 

- ,\'/area de ten.\·i11ne l'U Di· fJ care se realizcaza in cazul ,,·r,f il·itt11·ii 
de inc<Jvoiere .i.;au in ca=ul 11n<Jr .~<>licitiiri C'<Jn1pz1.~e, figura 3.5c; 

- .\·/area de ten~·iz1ne cu t:'n· fJ, figura 3.5d. In acest caz tensiunilc 
• 

O"x ~i cr~ sunt dirijate dupa directiile principale de solicitare. Aceasta stare 
de tensiuni se realizeaza in cazul 1racfi1Jnii hia~-ciale. 

3.5. Starea spatiala de tensiune 

3.5.1. ~·ariu/ia ten.~i11ni/rJr injurul un11i pitnl'I 

Se considera un punct oarecare M) situat in i11teriorul unui corp 
deformabil aflat sub actiunea unui sistem de sarcini exterioare in 
echilibru. In jurul acestui punct se considera un element de volum. In 
cazuJ general de solicitare, pe fetele acestui element de volum se vor 
regasi toate componentele starii de tensiuni: O'x, O'v, Oz, txy, t,-,. ~i tn, - - . 
figura 3.6. 

• 

M 

Fig. 3.6 
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Prin punctul considerat pot fi duse o infinitate de plane orientate 
oarecum fall de sistemu) de coordonate ales. Pe un astfel de plan 

• 
regasim' tensiunea totala 1> corespunzatoare planului respectiv. Marimea 
~i direciia tensiunii totale p se poate dete11nina pe baza celor 9 
componente ale tensiunii din jurul punctului considerat. In cazul stlrii 
spatiale de tensiune se poate scrie matricea tensiunilor ca fiind: 

CJ x t xy t xz 

-Ta - f }'X CJ y T yz -
t Z'K t zy CJ z 

Avind i~ vedere dua1itatea tensiunilor tangentiale: tX}'~'X' ~12=tzy, t 2 x-t xz, 
rezu1ti ca matricea tensiunilor devine simetrica fatl de prima diagonal!. 

Vom considera cl, prin punctul M in care vrem sa determinam 
tensiunea totali p, trece un plan inclinat care, la intersectia cu axele de 
coordonate genereaza punctele A, B ~i C, figura 3. 7. Orientarea acestui 
plan este data de cosin~ii directori I, m ~i n, ai nonnalei v la planul ABC 
fata de axele de coordonate. Tensiunea totala p are o directie oarecare 
dar poate fl descompusi. in componentele: 

- av orientatl dupa no11nala v la planul ABC; 
- 'tv situati in planul considerat. 

Marimea tensiunii totale p, in functie de marimea componentelor sale va 

fi : p=~a:·+-c~ 

' ' ' 
Fig. 3.7 
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\ 

Daca se au in vedere componentele tensiunii totale p dupa axcle d~ 
coordonate: (Px, ~· , p.L), vom avea: · 

• .., .., , 
p= p~ +p~ +p; 

• 

Din ecuatiile de echilibru ale proiectiilor tbrtelor pe cele trei axe de 
coordonate ~i tinand cont c! aria(OAB)=ndA, aria(OAC)=mdA ~i 
aria(OBC)=ldA, va rezulta: 

PxdA-a xldA- t~.mdA - T )QndA = 0 

p'"dA- t ,..,JdA - a ,.md.A - t y1. ndA = 0 . .. . . 

p z dA - t £X ldA - t z..- mdA - a z ndA = 0 
• 

Dupa simplificari se obtine: 
p x = ax I + t "-Y m + t xz n 

p" = 't xv I +a,. m + t , z n .. . .. . 

p z = t zx I + t .1.v m + a~ n 

care sub fonna matriceali se poate scrie astfel: 

Px ax txv 
• 

t xz 

Pv - 't \ 'X (J v 't \7. -
• • • 

Pz 'tzx tzy O' z 

sau scris condensat: - -p =Tes· v 

I 

m 

n 

• 

(3.13) 

in care v este vectorul coloani format din cosinu~ii directori ai norrnalei 
la planul ABC: 

v= {I,m,n} 

Din relatia (3.13) se poate observa ca, valoarea tensiunii totale p 
depinde de inclinarea suprafetei ABC. 
Componenta O'v avand directia normalei v, se dete1mina proiectind 
coinponentele fJx, Jl), ,~i Pz pe directia respectivei nor1nale: 
O'v = lpx +mpy +npz = l2ax +m2a y +n2az +2lmtxy +21ntZl( +2mmyz(3.14) 

In re1atia (3. 14) s-a tinut seama ~i de dualitatea tensiunilor tangentiale. 
Cunoscind valoarea lui av se poate deter1nina ~i tv cu ajutorul relatiei: 

t: ,. = ~P! - a~ 
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Si in cadrul starii spatiale de tensiu11e exista directii dupa care 
tensiunea normal! ~i tangentiala au valori extreme. Se consider! un plan 
principal avand nonnala v0 (10, m0 , n0 ) in care tensiunea totala pv0=p'- Q 
~i t='O. Componentele tensiunii totale dupa axele de coordonate sunt: · 

Px' ::.-=crl,,, 'P)·~=a1no, Pz'=ano (3.15) 
Considerand relatiile (3.15) ~i relatiile (3.13) in care cosinu~ii directori 
de\ in It,, lli(J ~j n,1, vom avea: 

- l0 (crx - ·cr)+m0 txy +n0txz = 0 

l0t }x + 1n0 {CJ' y -O')+n0t }z = 0 

'0 't .lX + mQ t zy + fio (CJ l - O') = 0 

care sub forn1a anatriceala devine: 
a - a x t 'ltY t xz lo 

"t yx a - a y 't yz mo 

t zx t zv o -a z Do 
• 

sau scris condensat: (T
0 

- a· l)v = 0 

(3.16) 

=0 (3. t 7) 

Tinand cont de relatia fundamentala intre cosinu~ii directori: 
10 

2+m0 
2+no 2=1 sistemul omogen (3.17) nu poate admite solutia banala §i 

ca unnare trebuie indeplinita conditia: 
cr - a x 

'tzx t zy CJz -a 

ce reprezintl o ecuafie de gradul 3 cu necunoscuta a ~i care devine: 
a 3 

- 11·0'
2 -12 ·O' - l3 =O (3.18) 

Rldicinile acestei ecuatii reprezinta valorile tensiunilor principale cr1, 0'2 

$i a 1. Indicii tensiunilor principale se stabilesc astfel incat sa satisfac4 
relatiile: 

CJt > CJ'2 > 03 

Tensoru1 tensiunilor principale are forma: 
0'1 0 0 

.• 
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Intrucat tensiunile principale nu depind de sistemul de axe folosit, 
coeficientii ecuatiei sunt invarianti. Ace~tia au expresiile: 

I 1 =cr '.'\ +a, +cr L 
. ., ., ' 

12 = CJxO'v + O xO'z + cr,.cr,. -t~-y- -t,.z- -tzx. - - ~ ~ 

cr" "t '!. , . t 'IZ 

--I 1 - Tr! - t ~x O' \ t \ 'I. - -
• 

t Z'\ 't /.\ 
• 

er i' 

In functie de tensiunile principale ace~ti invarianti au expresiile: 
I 1 = cr1 + cr2 -t a 3 

12 = CJ1a2 + cr2a3 + 0'30'1 

f 3 = C1 I CJ20'3 

Pentru a calcula cosinu~ii directori 10, m0 ~i no care dau direc·tia tensiunii 
principale a 1, se inlocuie~te in sistemul de ecuatii (3.16) radicina a 1 ~i se 
obtine: 

10 (er x - CJ 1 ) + m0 t "-Y + n0 t xz = 0 

1 0 t ~" +m0(aY -cr1)+n0t Y-.l =0 

I 0 t zx + m0 t ~· + n 0 (er z - er 1 ) = 0 

Se considera primele dou4 din cele trei ecuatii care se impart prin "<>· 
Facand notatiile: a=lolno $i b=mofno se obtine: . 

(ax - <r1)a + txyb + txz = 0 

'tyxa + (O'y - a 1)b + t yz = 0 
din care rezulta: 

-t xz t >..} crx - crl -tzx 

-T \'Z a,. -a 1 • 
b= 

't y.1. - t)-Z 

a= Sl 
ax -a, txy ax - al txy 

t vx a,. - (j I . -· t "-Y O'y-(JI 

Tinand seama de faptul ca: 10
2 + 1n0

2 + no 2 
= 1, se obtine: a2 + b2 + I = ., 

l/(ll(, .. ) de unde va rezulta: 

no=± 
a2 +b2 + 1 

l 

CeiJalti cosinu~i directori ai tensiunii principale a 1 sunt dati de relatiile: 
lo= a·no $i mo = b·no. 
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• Notiuni. despre materiale 
·--- -
~ 

- · materiale e/u.tttil'e, care au capacitatea de a reveni la for1na §i 
dimensiunile initiale dupi indeplrtarea sarcinilor exterioare~ · 

- materiale pla.vtice sau cu detbnnare permanenta, care i~.i 
plstreaza defonnatia capltata in timpul solicitarii; 

- materiale elu ... t<J - pla.'ilice, la care numai o parte din deformafie 
dispare iar cealaltl este permanent!. 

b). ln functie de milriniea dejor11iaJiilor produse pinl in 
momentul ruperii, distingem: 

... materiale la care ruperea este precedata de o deformare plastic! 
(remanentl) considerabila. Aceste 1nateriale se numesc ductile sau 

' 
tenace~ 

- materiale care se defo11neazl foarte pupn inainte de rupere 
numite materiale fragile. 

c) Jn functie de omogenitatea structural ii materialele pot fi 
clasi ficate asttet: 

· .. materiale tJmogene care au aceea~i structurl ~i compozitje 
chimicl in oricare punct al volumului lor; 

- materiale neomogene la care structura sau (§i) compozitia 
chimicA diferA in diverse puncte. 

d) In functie de va/oarea constantelor elastice ~i a 
curu,:lerislicilor mecanice masurate pe directii diferite, avem: 

- materiale i::otrope care au acelea§i proprietlti elastice ~i 
aceleqi proprietiti mecanice pe oricare directie din jurul oricirui pwict~ 

- materiale anizotrope care prezintA stratificatii, fibre sau inele ~i 
• 

au proprietlti elastice ~i mecanice diferite dupA aceste directii. 
In Rezistenta materialelor calculele se fac, de obicei, pentru 

materiale solicitate in domeniul elastic, care sunt omogene ~i izotrope. 

2.2. Notiuni despre incercarea materialelor 

· Pentru a rezolva problemele de rezistentA a materialelor este 
necesar sl cunoqtem modul de comportare a acestora, utilizate pentru 
dtferite solicitlri la care vor fi supuse in exploatare. Acest mod de 
comportare poate fl detenninat _pe baza unor constante de · material 
numite caracteristici mecanice §i elastice. Aceste caracteristici se 
detenninl supunand probe/e (epruvetele) prelevate din semifabricate Ia 
diferite solicitiri. lncercarile mecanice de rezisten/a, ·pe bu.a cirora 
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epruvetele sunt solicitate in diferite moduri, se clasific! in functie de 111ai 

multe criterii. In functie de vite=a de inciirl'llre avem incercari .'tlali<.:e ~i 
di11an1ice. lncercarile sunt statice atunci cand valoarea fortei cre~te lent 
in timp, de la zero la valoarea maxima, de obicei dupa 0 lege 
liniara,figura 1.20a. Incercarile sunt dinamice atunci cand forta se aplica 
fie cu viteza mare ~i avem solicitare cu ~·oc, figura I .20b, fie variazA 
ciclic in timp ~i avem solicitare prin ob,Jseulii, figura 1.20c. Incercarile 
statice ~i dinatnice se realizeaza cu ajutorul 1na~inilor de incercat 
universale sau specializate. 

/11ce1·carile telinologice se efectueaza in vederea deter1ninarii 
caracteristicilor de prelucrabilitate prin diferite tehnologii. 

Metodele de incercare pot fi di ... tructive ~i nedi.fi/ructive. In cadrul 
incercarilor distructive are toe incercarea pana la distrugerea (ruperea ) 
probei ce este supusa incercarii. Se urmare~te comportamentul probei pe 
tot parcursul incercarii. Pentru unele incercAri., se urm4re~te ~i se 
inregistreazd modul. .de comportare a materiaJului in timp, obtinandu-se 
curba caracteri.-;ticii materialuJui respectiv. Incerc!rile mecanice de 
rezistenta sunt prezentate schematic in tabelul 2.1. 

2.3 Epruvete utilizate pentru incerciri mecanice 

Incercarile mecanice de rezistenta se efectuoozi pe piese avand 
for rne $i dimensiuni bine deterrninate. Aceste piese se numesc epruvete. 
Din materialul care urmeazi a fi supus tncerclrilor se vor preleva probe. 
Din probe se pot obtine mai multe epruvete sau pot constitui e1e insele 
epruvetele respective. Locul din material de unde se preleveazl proba sau 
locul din proba de unde se preleveaz.l epruveta trebuie ales astfel incat 
caracteristiciJe mecanice ce se vor obtine sa fie reprezentative ca valori 
medii ~i sa nu exprime particularitatile unei anumite zone in ceea ce 
prive~te caracteristicile mecanice ~i elastice. Fonna ~i dimensiunile 
epruvetelor utilizate in cadrul incercarilor mecanice de rezistentA, sunt in 
general standardizate. 

Pentru incercarea de tractiune se folosesc epruvete cu sectiune 
ciculara plina ( cilindrice ), sau dreptunghiulari (plate) atunci cind sunt 
pre1evate din table, figura 2. t, a ~i b. 

Sectiunea centrala a epruvetelor este calibratA iar capete1e au 
sectiunea marita in vederea prinderii in bacurile m~inii de incercat. 
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f)1rectiil~ tensiunilor principale a 2 ~i a 3 se detennina in mod analog. 
Pentru studiul variatiei tcnsiun.ilor tangentiale in jurul unui punct 

se considera a fi cunoscute tensiunile principale a 1, cr2 ~i cr3 in acel 
punct. Tensiunea totala pe suprafata ABC, a carei norrnala are cosinu~ii 
directori I, m ~i n, va fi data de: 

(3.19) 

Prin descompunerea tensiunii tota1e in componentele sale dupa directia 
nor1nal! ~i tangentiala la planu1 ABC, va rezulta tensiunea no11nala ca 
fiind: 

(3.20) 

iar cea tangential!: 

1 1 2_ 12m2( )1 12, 1 12 2)( )2 + 2 2( )2 ,3_21 ) -r =p -a - a 1 - a 2 - , - - m cr 1 - cr 3 m n a 2 - a 3 , 

Pentru deteraninarea tensiunilor tangentiale extreme trebuie ca 
derivata paqiala a expresiei (3.21) in raport cu l ~i m sa fie nula. In 
conditiile starii generale de tensiune, dupa unele transforrnari se obtin 
ecuatiile: 

<11-0"2 2 2 --- (er - er ) · I - (er - a ) · m ·I = 0 
2 I 3 2 3 

(3.22) 
CJ2-CJ3 2 2 
----(a -a )·l -(a -a )·m ·m=O 2 1 3 2 3 

Solutia 1-rn=O ~i n= J se eliminl deoarece corespunde direcfiei oz. Daca I 
* 0 ~i m * 0, simplificand ecuatiile de mai sus prin I, respectiv m ~i 
scazand una din alta se ob~ne CJ1 = <12 ce co11travine conditiilor impuse 
de a avea o stare generala de tensiuni. Solutiile viabile ale acestui sistem 
sunt: 

-1#:0 ~i m = 0. In acest caz din prima relape (3.22) rezulta: 

.Ji .J2 
1=± ; m=O;n=±-

2 2 
- 1 = 0 ~i m ¢ 0. In acest caz din a doua relatie (3. 22) rezulta: 

J2 F2 
1=0; m=± ; n=±-

. 2 2 
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Prin derivarea relatiei (3.21) in raport cu n, in 1nod asemlnator se obtine: 
J2 . J2 . 

I=± : m=± : n=O 2 . 2 
Se constata a~adar ca, valorile extretne ale tensiunilor tangentiale apar in 
plane ale caror nor1nale fac unghiuri egale (7t/4) cu cate doul din 
directiile principale ~i sunt paralele cu cea de-a treia, figura 3.8. 

' ' -71 - - ; - - )1 
.... • 

/ I / / 

/"' as I / 
/ 

I / ""'· - ---•• 0, .1 
J I • :s I -- -.) - .) 

I I / / / 
I y / I / 

I/ 
/ I / 

/ / IL _ __ dz 

I 2 1 

o) b) c) 

Fig. 3.8 

lnJocuind valorile cosinu~ilor directori in relatia (3.21) se obtin valorile 
extreme ale tensiunilor tangentiale: 

• 

• 

Tensiunea tangential! maximi corespunde semidiferentei celei mai mari 
dintre tensiunile principale. Dael a 1>a2>a3 atunci: 

a. -a2 
t =ti 3 = max • 2 

3.5.2. Cercu/ lui MtJhr in cazul Lvtdrii .~pa/ia/e de tenftiune 
Ca ~i in cazul st!rii plane de tensiune, ~i in starea spatiall 

tensiunile pot fi reprezentate pe cale grafici prin trei cercuri trasate intr .. 
un sistem de axe a*t*. Modul de constructie a acestor cercuri se prezintl 
in cele ce urmeazA, figura 3.9. 

• 
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a 

D2 
I 
I 

I 
D2 

a 
. - . . 

Fig. 3.9 
-

• 

A 

Pe axa oa* se detecrnina punctele A $i B la distantele a 1 respectiv 
a 2 de originea axelor. Se trase87.i un cerc cu centrul 0 1 pe axa oa* ~i 
care trece prin punctele A $i B. Raza acestui cerc este, evident, R1=( a 1 -

a2}12. Se determini, tot pe axa Oo*, pWlctul C aflat la distanta a 3 de 
originea axelor. Se traseazi un nou cerc care taie axa Oa* in punctele B 
'i C, ce are centrul in 0 2 aflat ~ot pe axa Oa* 'i raz:a R2 = ( a2-u3)/2. Se 
trasem apoi un cerc care taie axa Oa* in punctele A $i C determinate 
anterior, ce are central in 0 3 aflat pe axa Oa* ~i raza R3 = (a1 · 0'3)/2. 
Punctele de pe cercul cu centrul in 0 1 reprezinti stiri de tensi une pe 
plane care contin axa principali 3 sau sunt paralele cu aceasta, figura 

3.8a. Pe planele care au n = 0 ~i l = m = ± .J2 actioneazi tensiunile 
2 

tangentiale corespunz.ltoare punctelor Di §i Dt ', resr>ectiv: 

i 1•2 = 01 
; 

0 
l.. Punctele de pe cercul cu centrul in Oi reprezinti s1iri de 

. . ' ·--·· ---- ~ -- --·· -~ .. --· ... ----- -~ ---·-- ·····-~-- ---·-·· ---
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te11siun~ pe pla11e ce co11ti11 axa tJri11cipala 1 ~au su11t paralele cu aceasta, 
figura 3.8c. Pe planele care att I .;:_O ~i m=n~:± ...ff actioneaza tensiunilc , -
tangentia]e corespunzatoare punctelor 0 2 ~i D.:', rcspecti,·: 

t.,, = O' 2 - a.'.\ . Punctele de pe cercul ctr centn1I in 0 1 reprezinta stari de ....... 2 

tensiune pe plane ce contin axa principa1a 2 sau sunt paralele cu aceasta1 

tigura 3.8b. Pe planele care au 111 = 0 ~i 1 = n = ± ~ actioneaza ., -
tensiunile tangentiale corespunzatoare punctelor 03 ~i 01', respecti\·: 
t 

1 
~ = cr; - <:s .; • Orice punct cuprins pe suprafata dintre cele trei cercuri, 

. ') .. 
(suprafata ha~urata din figura 3.9), reprezinta o stare spatiala de tensiune. 
Tensiunile de pe o suprafata inclinata ABC, avand normala v inclinata 
fata de sistemul de coordonate cu unghiurile a, p, y, pot fi detenninate pe 
baza constructiei grafice din figura 3.9. Astfel, din punctul A se duce o 
dreapta inclinata cu unghiul a fata de verticala. Aceasta dreapta 
intersecteaza cercul cu centrul in 0 1 in punctul Et iar cercul cu centrul in 
0 3 in punctul E 1 '. Se construie~te un arc de cerc cu centrul in 0 2 avand 
raza 0 2E1=02E1 '.Din punctul C seduce o dreapta care face cu verticala 
unghiu1 (3 ~i care va intersecta in punctele E2 ~i E2' cercurile cu centrele 
in 0 2 ~i 0 3• Se construie~te un arc de cerc cu central in 0 1 avand raza 
0 1 E2-=C)1E2 •• La intersectia celor doua arce de cerc se regase~te punctul F 
de coordonate O" ~it care sunt tocmai tensiunile de pe fata inclinata ABC. 
Pentru veriticare se face o constructie asemanatoare pomind din punctul 
B cu unghiul y. Intersectia arce1or trebuie sa se produca tot in punctul F . 

• 

3.5.3. 1'en.~iu1ii fJctaedrice 

In plane ega1 inclinate fata de cele trei directii principale de 

se dezvolta a~a-numitele 

tensiuni octaedrice: CJ0c1 ~i 'toc1, figura 3.10. 
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0 

• 
y 

JI 

Fig. 3.10 

Normala v la planul ABC poarta numele de trisectoare. Introducind in 
relatia (3.19) valorile cosin~ilor directori aritate anterior, se obtine: 

1 I 2 2 2 
Poet= J3"01 +02 +cr3 

- iar din re1atia (3.20) se deduce: 
1 

er net =-(a, +<r2 +0'3) 
3 

Tensiunea tangentialii octaedricl va fi data de relatia: 

~ oct = ~P~ct - u~ct 
DupA inlocuire rezulti: 

1 I 2 2 . 2 
'toe1 =3"(0 1 -02) +(cr1 -01) +(0'2 -03) 

sau in functie de tensiunile tangenfiale: 
2 . 

toct = 3~t 1,2 + t 2.3 + 't 1,3 

In functie de invariantii stirii de tensiuni vom avea: 

't ... = ..fj J1~ + 31~ 
2 

AceastA din urml expresie prezintl avantaju1 cA poate fi calculatl Bra 
detenninarea tensiunilor principale deoarece, invariantii 11 §i 12 se 
dete11ninl in raport de tensorul tensiunilor fati de un sistem oarecare de 
axe. 

- - - . - -- ---- -- --------- --~~- --- - - ---- --- -·- · ---- ---- - - --
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3.5.4. l:"/ipscJillt1! ten.\i11nil<J1· 
Tensiunea totala ce apare pe un plan ABC inclinat fati de sistemul de 
coordonate ales ~i avand cosinu~ii directori ai normalei notati cu I, 1n ~i 
n, se poate descotnpune in componentele: 

Considerand ~i relatia 12 
-t- 1n2 

-+ n1 =I vo1n deter1nina relatia: 

Px 
., ., , - .. -

Pv + - + ·Pz 
O' I O' 2 O'.~ 

=l 

Aceasta expresie reprezinta ecuatia unui elipsoid numit elipsoidul Jui 
Laine ~i reprezintii locul geometric al vartului tensorului p cand 
elementul de suprafata se rote~te injurut punctului 0, figura 3.11. 

1 

I 

2 

Fig. 3.11 

In cazul starii plane de tensiune, cand 0"3=0, se obtine elipsa tensiunilor. 
Pentru o stare liniara de tensiune (a2=a3=0) elipsa se transforma intr-o 
dreapta. 
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3.6. Def ormatii 'i de1>lasiri 

Se considera un corp defonnabil solicitat din exterior cu UJ.l 
sistem de sarcini aflat in echilibru, figura 3.12a. Tensiunile introduse 
datoritA solicitarii, au valori inferioare 1imitei de elasticitate. 

u 
x 

.,,...,.--· ... - ·---... 4·- ---.... 
.,, 

r 

• 
\ 
\ H 

v 
a) 

M 
b) 

Fig. 3.12· ·· · · 

Defi>rniu/iile clpitate de elementul de volum ca unnare a 
solicitlrii exterioare vor ti reversibile. Diferitelele puncte ale elementului 
de volum se vor dep/af;a ~i se vor g!si in alte pozitii. Componentele 
deplaslrilor pe directiile ox, oy ~i oz se noteazl cu u, v, respectiv w. Se 
considerA cA aceste deplaslri variaza in mod continuu in interiorul 
corpului, deci sunt funcfii continue de x, y ~i z, figura 3.12b. Noua 
pozitie ocupatl de elementul de vol~ datoriti deplasarii ~i defo1 r11Arii 
eJementului ABCDHEFG, va fi A1B1C1D1H1 E1F1G1. Prin proiectia fetei 
A1B1F1 E1 pe planul xoy rezulta patrulaterul A2B2F2 E2, figura 3 13. 
Se consider! cl punctul A se deplaseazi pe directie oriz<,ntala cu 
cantitatea u ~i ca unnare, punctul B se va deplasa pe acee~i directie cu 
cantitatea u la care se adauga proiectia pe axa x a deplasarii proclus! prin 
defonnatia segmentului AB=dx ~i anume: ou d x . Deplasarea pe directie 

ox 
orizontala a punctului F este data de deplasarea pe ace~i di:.·ectie a 
punctului B la care se adaugl proiectia pe axa ox a deplaslrii 1>rodusa 
prin defonnatia segmentului BF = dy ~i anume: ou dy . l:.1 mod 

oy 
asemlnltor · se pot detertnina deplaslrile celorlalte puncte, ttit pe 
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orizontala cat ~i pe \'erticala. Aceste dcplasari sunt reprezentate i11 tlgura 
3.13. 

i..--~~~-u~~~~~ 

dx 8 x Ar--~---~..--~~~,----+-~~~-~~~~~~~~ 

dy 

E 

1U du 
~dx 

.,__-dx-• 
3fdy 

F 

B 3f dx 

y ~dy 
Fig. 3.13 

Inainte de deformare lungimea diagonalei AF era 

ds = J dx 2 + dy . Proiectia acestei diagonale pe planul xoy, dupa 

deformare este A2F2=ds+l\ds ~i ca u1mare va ti: 
(ds+Ads)2 = (dx+du)2 +(dy+dv)2 = 

= (dx+ OU dx+ OU dy)2 + (dy+ av dx+ iJv dy)2 
ax ay ax ay 

Dupa etectuarea calculelor ~i neglijand infinitii mici de ordinul 2, se 
obtine~ dupa impartirea cu ds2

: 

8 
=Ads= Ou dx

2 + iJv dy
2 + (ou + 0v) dxdy 

r.t ds ox ds2 Oy ds2 oy ox ds2 

• 

OU av dx . dy . 
Tinand cont ca: =Ex, = &v, = cosa., st = s1na, va ox . oy . ds ds 

rezulta: 2 . 2 • 
&,.L =&"COS <l+Sy SID a+y xy SIDQ.COS<l (3.23) 
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in care s-a notat cu ~/xy su1na unghiurilor: Y. = r,- si "f" = cu . Din relatia 
Bx l'}' 

· ( 3.23) se obtine ~xpresia alungirii specifice a diagonalei sub for1na: 
• 

Ex + &y C x - E y y ~-y • 
Ea = + cosa + stn2a (3.24) 

2 2 2 
Relalia (3.24) este de aceea~i for1na cu prima relatie (3.2) care di 
tensiunea normala pe o suprafata inclinata. Corespondenta intre cele 
dou4 rela&ii este urmltoarea: O"x::)&x~ ay=>Sy ~i txy=>yX)J2. Pe baza acestei 
corespondente, toate rezultatele obtinute pentru variatia tensiunilor in 
jurul unui punct pot fi aplicate ~i la variatia defonnatiilor. Astfel: . 

- directiile alungirilor specifice principale se pot detennina cu 

relatia: 

- valorile alungirilor specifice principale sunt date de relapa: 
E x - 6 y 1 I . 2 -·2 

E 1.2 = 
2 

± 2 V ( 6 x - E y ) + Y xy (3. 25) 

... valoarea lunecirii maxime: Ymax = 61 - 62 

Dael lunecarea specific! este dificil de mlsurat, se pot detennina 
alungirile specifice dupi o a treia directie. Astfel; in afar! de Ex $i ~ se 
poate m4sura ~i &45°. Pe aceasta bazA se determinl Yxy din relatia (3.24), 
se inlocuie~te in relatia (3.25) §i se obtine: 

.6 x - e " .J2. I 2 i 
6 1,2 = l ± 

2 
'V ( E 450 - E" ) + ( 6 450 - E y ) 

2s ,,n - E x - 6 Y 

tga1.2 =-----
2(sx -e 1 ) 

Relatiile dintre deplasiri ~i defor1natii se pot extinde §i la starea spatiala 
de deformatie. In functie de deplaslrile u, v ~i w luate pe direcfiile axelor 
de coordonate, alungirile specifice vor ti: 

ou iJv . ow 
S I\ = , E 'I = SI E z = · ax oy az 

iar luneclrile specifice vor ti de for111a: 
ou ov iJv iJw iJw cu 

"I - + 'Y - + ..., - +-
1!.Y - oy OX , yz - iJz iJy , I zx - ox oz 

Tensorul deformatiilor specifice pentru starea spatial! de 
deformatii este: 

83 



Elemente de teoria elasticitatii 

e .., r .~\· r l\7. 

2 2 
Y yx 

2 
c \' 

r )':t 

2 
T = & 

r r 7.\ . . 1.X 

c ~ _J 2 2 

In cadrul acestui tensor avem ur111atoarele egalitati: Yxy = Y~-x, Yyz = y,)., ~i 
y"'-" = Yxz . Ca urmare, daca se cunosc cele ~ase componente ale tensorului 
• 

defo11natiilor, se pot deter111ina valorile a)ungirilor specifice principale ~i 
directiile acestora. Cele trei alungiri specifice principale sunt valorile 
proprii ale tensorului Tc ~i se dete11nina din ecuatia: &~ - J 1E

2 
- J2s - J'.\ = 0 

in care J1, J2 ~i 13 sunt invariantii starii de detbrmatie, asemanatori cu 11, 

12 ~i l3 - invariantii st!rii de tensiune. Pentru determinarea directiilor 
principale din cadrul starii de defor1natie, se procedeaza at;talog ca pentru 

' starea de tensiune. In fapt, directiile deformatiilor principale coincid cu 
directiile tensiunilor principale. Se poate demonstra ca, lunecarile 
specifice au valori extreme in plane inclinate cu 45° fata de directiile 
alungirilor specifice principale ~i sunt egale cu: 

'Y1 .2 = ± (E1 - &2); 'Y2.3 = ± (t2 - £3) ~i YJ, l = ± (E3 - E1) 
Lunecarile specifice se obtin in radiani iar atunci cand semnul rezulta 
pozitiv reprezinta o mic~orare a unghiului drept. . 

Pentru deter1ninarea deformatiilor dupa o directie oarecare data, 
de cosinu~i directori I, m ~i n relativi la axele de coordonate ox, oy ~i oz, 
se f o1ose~te re1atia: 

3.7. Legea generalizatl a lui Hooke 

Comportarea elastica a unui material presupune o corespondenta 
biunivoca intre tensorul tensiunilor ~i eel al deformatiilor, de forrna: 

Tf: = f(Ta) 

In cazul in care functia f este liniara, aceasta legatura poarta numele de 
legea generali=atii a Jui HtJfJke. Pentru stabilirea relatiilor dintre 
tensiunile ~i defonnatiile specifice in cazul starii spatiale de tensiune, se 
considera un element de volum solicitat sub limita de proportionalitate a 
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- . - - '"' = :..........,.........,_,,,,.._,....,.,, ---------=---=-----=----="'"" 
rn~••l~ria l ufui~ figuru 3.14a. Materialul corpuJui se considera a fi omogen 
')i i1AJtrop. 

a) 

I 
I 

Fig. 3.14 

----1___. 

b) 

Elementul de volum se directioneaza cu laturile in a~a fel incat, 
pe fetele Jui sl actioneze tensiunile principale a 1, a2 $i cr3. Intrucat ne 
atllm ln domeniul linear-elastic, se poate utiliza metoda suprapunerii 
efectelor. Astfel, tractiunea independenta a tensiunii principale a 1 I 

produce o intindere pe directia solicitlrii ~i contractii pe celelalte doua 
directii, figura 3.14b. Astfel, vom avea: 

(J 
EI = I . 

I E , 

Ca ur1nare a actiunii independente a tensiunilor a 2 ~i cr3 se obtin 
aluni,>lrile specifice sub fo101a: 

O' 
£2 - 2. 

2 - E .. ' 

3 3 3 0'3 
EI = E 2 = -µ£ 3 = -µ 

E 

Suprapunind efectele celor trei solicitari date de cr1, cr2 ~i CJ3 se 
obtin alungirile specifice: 
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• 

& = &I + &2 + &'J = :!_!_ _ µ 0-, - µ (]' "1 
3 3 3 3 E E E 

(3 .26) 
1 

sau & 1 = E[u1 -µ(o-2 +u3 )]; 

' 

&2 = i[a2 - µ(a1 +a,)] si 
1 

& -:. = E [ a.l - µ(a' + a 2 ) ] 

Aceste relatii sunt cunoscute sub numele de legeu gen.~1·t1li=ltlii u /11i 
Hooke ~i exprima legatura dintre tensiunile normale principa1e ~i 
alungirile specifice principale. Legea generaliz.ata a lui Hooke pastreaza 
acee~i fo11r•a in orice sistem de axe ortogonale. Prin 1nultiplicarea 
relatiilor (3.26), in ordine, cu 12

, m2 ~i n2 ~i adunarea acestora se obfine: 

1: 11
2 + i: 2 m2 + i: .• n2 =~[(I+ µ)(cr 11

2 +cr 2 m2 + cr .1n2 
)- µ(cr 1 +cr 2 + cr _. >] 

in care s-a ti nut cont ~i ca 12+m2+n2
= 1. . 

Stiind ca: 
Ev = E 112 + &21n

2 + &3n
2 

' 2 2 O'v = cr11- + 0'2m + 0'30 

cr1 + a 2 + 0'1 =- cr,. + O\ .. + cr,, . 
• 

~i alegand I, m ~in in mod succesiv drept cosinu~i directori ai axelor x, y 
respecti v z, va rezul ta: 

E, = ~ [ (1 + µ )cr, - µ( cr, + cr, + cr , ) ] 

E Y = ~ [(I + µ )cr, - µ( cr, + cr, + cr 2 ) ] 

E , = Ir(I + µ)cr , - µ( cr, +cry +cr, )] 
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. I &£¢ 4 ~ :S::C _,,,..,,_~ .......... ........ .....,,,........_ __ ..,_.,,,,,......, ____ -===----"""""°'==----

c;a11 

&, = i[er, -µ(+a,. +er, l] 

&, =i[cr, - µ(+cr, +crz1] 

&z = i(er, -µ(+er Y +erx >] 
fJaca pc tetele elementului actioneaza ~i tensiwiile tangentiale, 

1unecarile spccitice rezultate sunt date de relatiile: 
txy t ,, · v xz. 

, xr ==- G , , xz = G , 
tzy ,, - . 

I ZV - ' . G -
3.8. Calculul energiei de deformatie 

. 

So1icitarea cori}ului solid deformabil, cu un sistem de sarcini 
exterioare, produce in interiorul acestuia eforturi. In starea deformata $i 
solicitata~ in corpul solid se inmagazineazi o cantitate de energie 
potential! numiti energie de deforma/ie. Aceasta este energia ce readuce 
corpul la f orma ~i dimensiunile inipale atunci cand solicitarea a avut loc 
sub li1nita de elasticitate. 

Se consideri un element de volum cu latura egala cu unitatea pe 
care se aplica in mod progresiv cele ~ase componente distincte ale stirii 
de tensiuni: O'x, O'y, O'z, Yx-y, Yrz ~i Y-zx. Se consider! de asemenea c! 
defo11natiile produse se pastream· ·tn domeniul elastic. Lucrul mecanic 
produs de forta care actionead numai pe directia x este: 

dL= O'x ·l·l·&x ·1 = O'x&x =dU 
2 2 

ce reP,rezinta lucrul mecanic aferent unitatii de volum sau lucrul mecanic 
specific sau energia specific! de deformatie. Dael se iau in calcul ~i 
efectele produse de celelalte tensiuni, vom avea: 

dL = l/2(0'x6x + O'y&y + CSz&z. + txyYxy + 'tyzYyz + 'tzxYzx.) 
In cazul unui material omogen ~i izotrop~ daca se tine seama de legea 
generalizatl a lui Hooke se obfine: 

1 2 2 2 µ 1 2 2 2 ) 
dL= (ax +ay +crz )-- (axO'y +O'yO'z +O'zO'x)+ (txv +t~ +tzx) (3.27 

2E E 20 · 
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sau in functie de tensiunile principale: . 

dL = 2~ (CJ: +CJ~ +CJ~)- ~(CJ 1CJ 2 +CJ 2 CJ ·'+a _1CJ 1 ) 

Energia totala acumulata ca ur1nare a solicitarii intr-un corp 
omogen ~i elastic va fl: 

, 

Sub actiunea unei solicitari exterioare, un element de volu1n din 
interiorul acestui corp i~i modifica atat volumul cat ~i forma. Se 
presupune ca o parte din energia elastic! acumulata in elementul de 
volum produce modificarea formei iar cealalta parte produce modificarea 
volumului. Partea din energia elastica acumulati in elementul de volum 
care produce modificarea formei poarti numele de energie .ttpecijicii 
111odificatoare de for111a. Partea din energia elastica acumulatli in 
elementul de volum car~ produce modificarea volumului poarti numele 
de energie .. ttpecificii n1<Jdfficat <>are de V<Jlum. 

Atunci cand pe fetele elementului actioneam nuinai tensiuni 

normale egale cu cea octaedrica -CJ.,.. = ~ (CJ 1 +CJ 2 +CJ 3 ) - elementul de 

volum se deformeaza unifo11n dupa toate directiile, tensiunile tangentiale 
fiind nule. In acest caz, energia specific! modificatoare de volu1n este: 

(1-2µ). 2 

d.L" = 6E (a' +a 2 +a 3) 

care s-a obtinut prin inlocuirea in relatia (3.27) a valorilor tensiunilor 
date de: 

CJx =ay =a.,, =aoct 

t xv = '[ '\"/, = L 7.X = 0 
• • 

Atunci cand pe fetele elementului de volum actioneazl numai 
diferenta de tensiuni, acestea produc numai modificarea for1nei 
elementului. Ca urmare, energia specifici modificatoare de tbrmi este: 

1+µ 2 2 2 
dLr = JE (a 1 +a2 +0'3 -CJ10'2 -G2G3 -a Ja 1) 
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~I. 9. Relatia dintre modulele de elasticitate E ti G 

~;c cclns1dcra o placa cu laturile egale cu unitatea, de grosim~ 
con~tanla ~i C(>nfcctionatA dintr-un material omogen ~i izotrop, figura 
3.15. 

1+tx 

Fig. 3.15 

Sub actiunea tensiunii monoaxiale a, placa se deformeazA elastic, 
atit dupa directia de solicitare cat ~i perpendicular pe aceasta. Liniile 
diagonale care fon11au initial unghiul 1t/4 cu directia de solicitare, 
formeazii dupl defortnare unghiul x/4-y/2, in care y reprezinta lunecarea 
specifica produsa de tensiunile tangentiale maxime dispuse sub unghiul 
1Cl4 fati de directia de solicitare care este ~i una din directiile principale. 
Din triunghiul A1B1C1 se obtine: 

tg( ~ _ l) = _I-_µs_x 
4 2 l+&x 

sau 
1-tg!2 
---= 

1-µ&ll: 

l+tgl l+&x 
2 

Dac4 se ia in considerare ipotem defotmatiilor mici se poate scrie ca 

tg !. ~ !. . Efectuind calculele ~i neglijind infmitii mici de ordinul doi va 
2 2 

rezulta: 
y = Ex (1 +µ) (3.28) 

Materialul fiind solicitat sub limita de propoqionalitate este valabila 
legea lui Hooke: 

Sx = a/E ~i y =-r/G 
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Inlocuind expresiile pentru &x ~i y date de ultimele re1atii in egalitatea 

(3.28) ~i aviind in vedere faptul cii "t = ~, va rezulta: 

E 
G=--

2(1 + µ) 
(3.29) 

Expresia (3.29) reprezintA legatura dintre modu1ul de elasticitate 
longitudinal E, modulul de. elasticitate trasversal G ~i coeficientul Jui 
Poissonµ, care sunt caracteristici ce depind de material. 

3.10. Teorii privind stirile limiti ale materialelor 

Jn interiorul unui corp solicitat cu un sistem de sarcini, SI;! 

introduce o stare de tensiuni ~i deforinatii oarecare, daca solicitarea ~i 
(sau) configuratia corpului sunt oarecare. Aceast6 stare trebuie 
comparata cu .4itarea limitii de rezi.,·tenJii .'tau defurma/ie a materialului 
respectiv. Prin stare limita a unui material se intelege atingerea valorilor 
limita ale caracteristicilor mecanice de la care materialul i~i pierde 
capacitatea de rezistenta sau de~e~te anumite li1nite ale deformatiilor. 
Ca urmare, se pune problema gasirii unui criteriu prin care sa se poata 
compara starea de tensiune sau defor111atie oarecare cu starea limita de 
rezistenta sau def ormatie, deter 111inate experimental pentru materialul 
respectiv. Starea limita se poate considera ca fiind starea de curgere (ac, 
Ee) sau starea de rupere ( O'r, &r). 

Teorii)e de rezistenta sau ipotezele de rupere sunt determinate de 
faptul ca, un anumit factor se considera a fi determinant in atingerea 
stArii 1imita si ca valoarea li1nitA a acestuia este cea de la solicitarea de 
intindere monoaxiala. In aceste conditii, oricare ar fi o stare de tensiuni 
sau deformatii, pe baza factorului presupus a fi detertninant, se stabile~te 
o stare echivalenta de intindere monoaxiala care se compara cu starea 
Jimita, figura 3.16. 

0'2 

---1~0:,.ch. 

Fig. 3.16 
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Deoarece sc pl>ate stabili tl relatie de tipul O'ooh = f (a1, cr2, 03), 
re:tultA cl starea limit! se poate exprima printr-o functie de fortna: 
s( a 1 ,a~,o3 ) . ..:. 0 care in sistemul triortogonal de axe oo1a 2a 3 reprezint! o 
supraf at.a. Dae a starea de tensi uni oarecare define~te un punct ale carui 
coordonate ii plaseaza ·in interiorul suprafetei, atunci nu este atinsa starea 
l1mita de intindere rnonoaxiala. 

Teoriile de rezistentd au la baz! un anutnit factor sa\1 criteriu 
considerat ca fiind preponderent in atingerea stirii limita. In functie de 
acest crileriu se cunosc mai tnuJte teorii de rezistenta care se vor enunta 
in cele ce unneazA. Trebuie precizat cl, nici una dintre aceste teorii nu 
ofera o siguranta t(ltali. De cele mai multe ori aceste teorii trebuiesc 
verificate experimental pentru a avea certitudinea corectitudinii valorilor 
obtinute. 

3.9. 1 1'e,Jria 1e1i.\·iunii n<Jrmale niaxime precizeaza ca, se atinge 
starea periculoasa intr ... un anumit punct din corpul solicitat dacA, in acel 
punct, tensiunea normalA maxima devine. egali cu tensiunea normala din 
cadrul stArii limit! a 1un. A~a cwn se ~tie, orice stare de tensiuni este 
perfect detenninata daca se cunosc tensiunile principale o 1, a 2 ~i a 3. 

Intrucat se presupune case fac notatiile tensiunilor principale astfel incat 
cr1>a2>a3, rezulti cA, relatia de verificare a acestei ipoteze este: 

O' ech = 1° 1 l ~ CJ Jim = a a 

in care O'a este tensiunea admisibila obtinuti prin incercarea de tractiune 
cu I uarea in consideratie a unui coeficient de siguranta. Limitele acestei 
teorii sunt urmitoarele: 

- la solicitarea de compresiune triaxial! se constata experi1nental 
cl, ruperea are loc la tensiuni mult mai mari decat cele admisibile 
stabilite prin incercarea de tractiune (intindere sau compresiune) 
monoaxiaJi; 

- la solicitarea de forfecare pura amax = o 1 = tlim = alim. 

Experienta arata insl cl, ruperea are loc pentru tensiuni 't Jim = 
0 

lim ; 
2 

- nu se tine cont de rezistenta la rupere a materialelor, diferiti la 
solicitarea de intindere fatl de solicitarea de compresiune. 

Aceasta teorie poate fi folosita cu rezultate bune pentru stari cu 
tensiuni de intindere la care ruperea se produce prin smulgere. 
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3.9.2. Teoriu alurzgirii spe<:ific:e 1ncJ.Xi111e considera ca intr-u11 
punct din corpul solicitat se atinge starea periculoasa atunci cind in ace1 
punct alungirea specifica maxi1na atinge alungirea corespunzatoare starii 
limita. Astfel: 

Ecch =IE ana.xl 5 Elinl =Ea . 

in care Ea este a1ungirea specifica ad1nisibila corespunzAtoare tensiunii 
adrnisibile. Pentru starea spatiala de tensiuni ~i defor1natie, tinand seatna 
de legea lui Hooke generalizata, se obtine: 

I [ ] a. 
En1ax = E CJ, -µ(02 +03) ~Ea= E sau 

0 ech =CJ I - µ(CJ 2 +CJ 3 )] 5 CJ a 

Limitele acestei teorii sunt urtnatoarele: 
- pentru materialele care au un modul de elasticitate ridicat este 

destuJ de dificil de stabilit o alungire specifica admisibila; 
- materialele ce contin inca din procesu1 de fabricatie o anurnit! 

porozitate au posibilitati de defonnare diferite la soJicitarea de tractiune 
fata de solicitarea de compresiune. 

3.9.3. Teoria tensiunii tangen/iale 1na.xime. Aceastl teorie 
presupune ca, se atinge starea periculoasa atunci cand tensiunea 
tangentiala. maxima., ce se atinge intr-un anumit punct al corpului 
solicitat, devine egala cu vaJoarea tensiunii tangentiale limita stabilitl 
pentru o epruvetii incercata la solicitarea de tractiune monoaxiala. Pentru 
starea spatiala de tensiuni avem: 

(J,-0'2 02-0'1 0'_1-Cf1. 
t - I ' t - • • 't ----

1,2 - 2 , 2.3 - 2 ., 3.1 - 2 ' 

~i atunci: 't max = max{lt 1.21, It 2.31, It 3,l·I> ~ ta. De aici rezulta: 

max(ICJ l - CJ 2 I, ICJ 2 - CJ 3 j, 1° 1 - 0 1 I) ~ 0 a 

Aceasta teorie nu precizeaza o stare limit! pentru planele in care 
tmax = 0 deci in zona compresiunilor unifonne triaxiale (01 = <J2 = 03 = -

CJ0) sau in zona tractiunilor unifor1ne triaxiale (CJ 1 = 0'2 = a3 = oo). Se 
presupune ca distrugerea corpurilor nu poate avea Joe pe baza stlrilor de 
tensiuni de acest fel. Acest lucru este partial adevlrat pentru 
compresiune dar total fals pentru tractiune. In afari de aceste doua cazuri 
insa, teoria tensiunilor tangentiale m8Xime dl rezultate destul de 
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l-.J~111c11le de 1e,>ria ela~ticitatii 
? k;a:;; 7'' P'S:& _, _ -

apropiate de cele experitncntale. () corectie asupra acestei ipoteze a fost 
flcutA cu ajutorul interpretarii grafice a conditiilor limita data de Mohr, 
prin intermediuJ te<Jriei le11.\·i1111ilt1r limitii. AceastA teorie admite d~ 
asemenea ca starea pericu1oasA se atinge in planele de alunecare. Pentru 
o stare spatiala de tensiune~ in care cr1 > a 2 > a 3, pe o fateta. oarecare 
tensiunea tangentiall este dependenta de tensiunea nor111ala: 't = f(a}. 
lntr-un sistem de axe de coordonate oat, se pot trasa cercurile lui Mohr 
pentru diferite stari limita ale tensiunii tangentiale maxime: 

la I - CJ .l I 
t lll:IX = 2 

• 

• 

Inla~uratoarea curbelor rezultate poarta numele de curbi intrinseca, 
figura 3.17. 

a 

• 

• 

Fig. 3.17 

Cercul mare al lui Mohr are raza 'tmax· Pentru a nu se de~i starea 
limit! trebuie ca acest cerc, pentru oricare din solicitirile posibile, s! nu 
intersecteze curba intrinseca. Se pot ivi trei situatii: 

- stare de tensiuni posibila, in cazul in care cercul se gase~te in 
interiorul supraf etei delimitate de acesta; 

93 



. . 

Elemente de teoria elasticitatii 

- stare 1i1nita, atunci cand cercul este tangent la curba intri11secl; 
- stare imposibili, daca cercul taie curba intrinseca. 
In zona in care se produc intinderi, raza cercurilor se mic$oreaza 

iar punctul A corespunde intinderii triaxiale unifor1ne in caret= 0. Aici 
ruperea nu se poate produce prin alunecare dar se produce prin smulgere. 
Curba intrinseci este foarte deschisa pentru materialele fragile a caror 
rezistenfi la intindere este mult mai mica decat rezistenta 1a 
compresiune, figura 3.18a. Daca materialul rezista la fel la coanpresiune 
ca la tractiune, cercurile C1 ~i C2 au diametre egale, ftgura 3.18b. 

,, " 

•) b) 

Fig. 3.l8 

Aplicarea teoriei lui Mohr intimpini dificultiti datoriti 
necuno~terii curbelor intrinseci pentru materialele utilizate. Astfel, in 
cazul materialelor cu comportare diferita la intinder.e fata de tractiune, 
curba intrinseca se rezuma la doua drepte tangente fiecare la cercurile 
limitA, figura 3.19. 

E 
r 

T 

(~/2 

Fig. 3.19 
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J~lc111cntt dt: t~llria elasticitafii 
• 

Pentru ccrcul cu centrul i11 C situatia li111ita rezulta din 
exprimarea segmentului en (raza cercu1ui) in functie de rezistentele 
adinisibile la tracfiunc ~ a .. , ~i la comprcsiu11e acr,1 in care a > 1. Astfel: . 

P 
C2E C2D 2 -ED2 ('I) = (~I [)I + ('(:I tg/J iar tg = = --------c, c 2 oc2 + oc1 

(l(J II O' 11 .. . - ·- · . 

deci: 
er, - CJ1 CJ a CJ a 0'1 +0'3 2 2 - + --

2 ,, 2 2 ClO' a O' a - .. -· + -· ·--
• 2 2 

1 
O' l!\!h = O' u = O' l - - CJ 3 

Cl 
de unde rezulta: 

I 

relatie 
' 

valabili pentru st~ri de solicitare cuprinse intre intinderea ~i 

compresiunea monoaxiale. Intr-un sistem de coordonate cr1, a 3, aceasta 
relatie reprezinta dreapta AB din figura 3.20. 

C B 

0 0 A 

F 

"3 

Fig. 3.20 

Pentru a 3 > 0 §i a 1 < 0, reprezentarea este data de dreapta D.E. In acest 
fel se intrege~te poligonul care constitue reprezentarea curbei limit! a 
teoriei Jui Mohr pentru starile de tensiune plana. Aceasta teorie 

· neglijeazA importanta tensiunii no11nale inter1nediare, o-2, care poate avea 
efect asupra conditiei de plasticitate a materialelor. 

3. 9. 4. Teoria energiei specijice de deforma/ie presupune ca, se 
atinge starea periculoasi atunci cind intr-un punct al corpului energia 
specific! de defonnatie dL atinge valoarea . energiei specifice limit! 
l'?~'zltru incercarea de tracpune monoaxiali. ,In acest caz: 
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'\ 

dL < dLu = cr; 
2E 

in care d.L8 este energia specificA de defor1natie corespunutoare tensiunii 
limita detenninate pentru incercarea de tractiune 1nonoaxiala. Astfe1 va 
rezulta: 

3. 9.5. 1e<)1·ia e11erJ!.iei ,\pecijit.:e 111<Jd!/iL:al,>a1·e Je .fi>r111a. Confor1n 
acestei teorii, trebuie considerata drept principala cauza a distrugerii 
numai energia specifica modificatoare de forma. Pentru o stare de 
tensiuni oarecare, energia specific! modificatoare de forrna se determina 

• 
cu expres1a: 

1+µ[ 2 2 2 ] dL m = 3 E CJ I + CJ 2 + CJ ·' - ( CJ I CJ 2 + CJ 2 CJ .l + CJ.la I ) 

iar valoarea limita pentru solicitarea de tractiune monoaxiall este: 

dL = l+v i 
II CID 

3E 
Astfel, starea li1nita se exprimi prin relatia: 

(Jeth= ~crf +cr; +a; -(a,·~2 +cr2crJ +o_,o,) s cra 

Pentru ca la a 1 = cr2 = cr3 = O'c> se obtine O = cru rezulta. ca, atat pentru 
tractiune cat ~i pentru compresiune uniforma triaxiala, starea limita nu se 
atinge. Afim1atia este valabila doar pentru compresiunea uniform! 
triaxiala. 
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CAPITOLUL 4. · 

4. I . lntroducere . 
• 

SOLICIT AREA AXIALA 

4.2. Cal<;ulul reactiunilor ~i trasarea diagramelor de eforturi 
4.3. Calculul tensiunilor ~i al deformafiiJor 
4.4. Relatii de dimensionare ~i verificare 

• 

4.5. Calculul energiei totale de defor1natie 
4.6. Calc.ulul deplaslrilor sectiunilor transversale 

ale barelor drepte nerezemate 
4. 7. Solicitarea sub actiunea greutatii proprii 
4.8. Ba~ de egali rezistentA 
4.9.Sisteme static nedeterrninate 
4.1 O.Sisteme de bare 
4.11.Bare supuse variatiilor de temperatura 
4.12.CalcuJul flrelor ~i cablurilor 

4.1. lntroducere 

• 

Ohara dreaptl este supusl la solicitare axiali (tractiune simpla) 
atunci cand, sub actiunea unui anumit sistem de sarcini exterioare, in 
orice sectiune transversala a barei se dezvolta numai eforturi dirijate 
dupi axa geometrica a barei respective. In lungul barei efortul axial 
poate fi constant sau variabil. Intr..o secpune transversala a barei efortul 
axial este dat de suma proiectiilor dupa axa barei a tuturor tensiunilor 
care se dezvolta. in acea sectiune. In acest capitol nu se va studia 
fenomenul de flambaj care reprezinti pierderea stabilitltii barelor lungi 
sub actiunea eforturilor axiale de compresiune. 

------ ·-~--- -- ---~· - - - ·---~---- --- -· - -- --~--- ·-· - - -- -· · 
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Solicitarea axiala 

In practica exista putine cazuri in care sa avem solicitare axiala 
pura fie ~i numai pentru faptu) ca, eforturile introduse nu sunt dirijate 
intotdeauna chiar dupa axa geo1netrica a barei. Se poate considera totu~i 
ca, o bara este solicitata numai la intindere sau compresiune daca. in 
afara de efortul axial celelalte eforturi, introduse in oricare sectiune 
transversa1a a barei, sunt neg1ijabile. 

4.2. Calculul reactiunilor 'i trasarea diagramelor de eforturi 

Se considera o hara dreapta, incastrata la un capat ~i libera la 
celalalt, solicitata ta capatul liber de o foqa concentrata a carei directie 
coincide cu directia axei geometrice a barei, figura 4.1 a. 

)( dx 

H 
/, 

IF :;.~ =F ., )( 

~ --
I II a) 

I .o.I 
I y 

N(x) 

~ )( 
h) 

Fig. 4.1 

Calculul reactiunilor din incastrare se face pe baza conditiilor de 
echilibru static al barei. In cazul unei solicitari exterioare oarecare, in 
incastrare ar aparea mai multe reactiuni. In acest caz in care solicitarea 
se produce doar pe directie axiala, in incastrare va aparea o singuri 
reactiune dirijata de asemenea pe directia axei barei. Considerandu-se 
valabila ipoteza defonnatiilor mici, ecuatii1e de echilibru se scriu pentru 
hara aflata in stare nedeformata de sarcinile la care este supusa. Din 
singura ecuatie de echilibru static care se poate scrie in acest caz ~i 
anume, ca suma fortelor dupa axa x (axa geometrica a barei) sa fie egale 
cu zero, va rezulta: 

H=F 
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1:-1e scctiunea I~ normala pe axa barei aflati la distanta x de 

incastra ·c. ("a lJnnare a solicitarii exterioare, in aceasta. sectiune se 
1r1tr,>ducc u11 cfbrt ce are directia tot dupa axa barei. Efortul a..\:ial di'f! 
.\(·<.·f 11111c~1 t'''''·"lderutii e.'tle egal cu sum1.1 proiecJiilor pe ti.ta harei a 

1u11,rt1r .Ji1r1elt1r .ttituate la .ftdnga .~au la dreapta acelei sectiuni. Pentru 
determi11area milrimii efortului axial din sectiunea I se procedeam in 
felul un(litor: 

- se indeplrteazi (imaginar) partea de barl din stanga sectiunii I 
(de exer.flplu); 

' 
.. se inlocuie~te in sectiunea rezultata a partii din dreapta, actiunea 

initiali ~ pirtii indeplrtate asupra pirtii ramase; 
- aceasti actiune reprezinti tocmai efortul axial N(x) in secfiunea 

considerati ~i ca urmare se poate scrie ca fiind: 

N(x)= H= F =ct . 

• 
Pentru detenninarea semnului efortului axial N(x) se considera 

(prin conventie) unnitoarele: forta axiala ce intra in componenta 
efortului axial este p<>::itivli daci, prin deplasarea ei in sectiunea barei 
rimase produce intinderea acesteia ~i negativd daca produce 
C<Jmpresiunea barei rimase. In cazul nostru, forta exterioara H = F 
produce intinderea partii din dreapta (rlmase) barei ~i ca urmare este 
pozitiva.. Intrucat nu existl vreo altl fortl axiall de-a lungul barei, 
diagrama de variatie a efortului axial arati ca in figura 4 .1 b. .. 

4.3. Calculul tensiunilor •i al deformatiilor 

• 
Se consideri o bari dreapti confectionata. dintr-un material 

omogen ~i izotrop. Bara are lungimea 1, sectiunea constant!, incastratl la 
un caplt ~i liberi la celalalt unde este solicitati cu o forti concentrati F, 
figura 4. la. Se considerl valabili ipotez.a lui Bernoulli confo1m careia, o 
sectiune plani ~i perpendiculari pe axa barei inainte de solicitare ramane 
plani ~i perpendicularl pe axa barei ~i in timpul solicitarii. Aceasti 
ipote7.i nu este pe deplin verificati in zonele din imediata vecinltate a 
incastririi 'i a punctului de aplicape al fortei, figura 1.32. Dael efortul 
axial, respectiv tensiunile, se calculeazl la o anumiti distanta de zonele 
mentionate se consider! valabil principiul lui Saint-Venant dupa care 

.. - . . - -· .. . - ·--·-------- --- .. - -----
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starea de tensiuni la o anumita distanta de aceste zone nu este influentata 
de modul efectiv de aplicare a sarcinilor. 

Sub actiunea fortei F hara se defonneaza: pe directia axei barei se 
produce o alungire a acesteia, iar sectiunile transversale i~i 1nic~oreaza 
aria. Pentru ca secfiunea I sa ramani plana ~i perpendiculara pe axa barei 
(Ipoteza Jui Bernoulli) trebuie ca toate punctele acesteia sa se deplaseze 
in timpul solicitarii cu acee~i cantitate Ax=ct. Efortul axial N(x) este dat 
de rezultanta tuturor tensiunilor normale care se dezvolta in sectiunea 
considerata, tigura 4.2. 

x 

F I 
~·-+1-

) F 
-

x 
• 

N(x 

L __ -

Fig. 4.2 

. 

Daca deplasarile fiecarui punct al sectiunii I sunt acelea$i rezulti ca ~i 
tensiunile din punctele respective sunt acele~i. Ca urmare vom avea: 
a(x) = exE=const .. Din prima relatie de echivalenta (1.9) intre eforturile 
sectionale §i tensiuni rezulta ca: 

N(x) = J cr(x)dA = cr(x)J dA = a(x)··A(x) 
A /\ 

de unde se obtine expresia care da tensiunea nonnali introdusa in 
sectiunea transversala a unei bare drepte solicitate la intindere sau 

. -(x)-- N(x) compres1une: v 

A(x) 

relatia: 

• 

Alungirea specifica sau alungirea unitatii de lungime este data de 
Ax 

e(x)=-
x 

sau tinand seama de Jegea lui Hooke: e(x) = a(x) = N(x) 
E EA(x) 

Alungirea totali a barei va fi: Al= J e(x)dx = J N(x) dx 
1 1 EA(x) 

In cazul concret din figura 4.1 in care N(x) =ct. ~i A(x) =ct., vom avea: 
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Al= 1•N(x) dx = Nt 
0 EA EA 

Sc C(lns1ata ca alungirea Al este cu atit mai mica cu cat produsul dintre 
modulul de elasticitate longitudinal ~i aria sectiunii transversale este mai 
mare. A ~est produs poarti numele de modu/ de rigiditate la intindere
compresi une al sectiunii transversale. 

4.4. Rel•lii de dimensionare 'i verificare 

• 

Relatiaa(x) = N(x) se poate utiliza pentru calculul 
A(x) 

componentelor ce lucreazi sub actiunea eforturilor axiale. Variantele in 
care poate aplrea aceastl relatie sunt descrise mai jos. 

/. ('a/culul de dimensionare 
Cunoscind variatia eforturilor axiale introduse in hara ca urmare 

a solicitarii exterioare $i rezistenta admisibila a materialului, se poate 
detenniita ~·ec1iunea minima necesara pe care trebuie si o aibe hara. 
Dimensionarea se poate face din doul conditii: 

- din conditia de rezistenti cind se impune ca tensiunea efectiva 
maximl introdusl in hara ca unnare a solicitarii exterioare sit nu 
dep8$easci tensiunea admisibili a materialului din care este 
confectionatl hara. Relatia utiliz.ata in acest scop este: 

< N < O'ef max - O'a sau - a a 
A max 

relatie din care va rezulta aria minima necesara; 
- din conditia de rigiditate cind se impune ca deformatia efectiva 

maxima si nu de~easca o anumitl defo11natie impusA $i considemta ca 

limiti, &a: Eefmax s &a sau N ~&a 
EA max 

relatie din care va rezulta aria miniml necesari. 

2. (~alculul de verificare se face pentru piesele la care se cunosc: 
dimensiunile sectiunilor transversale, eforturile la care sunt supuse 
acestea 'i materialul din care sunt confectionate. In aceste conditii se 

- - ·- - ·-- . ·-·--- -·--- · -

101 

• 



• 

• 

• 

Solicitarea axiala 

verifica daca se depa~e~te sau nu tensiunea admisibila, stabilita pentru 
materialul respectiv, de catre tensiunea maxima introdusa in hara: 

O'cf max < O'u 

Daca inegalitatea se verifica, piesa proiectatii., confectionata din 
materialul cu tensiunea admisibila respectiva, rezista la sarcinile 
propuse. 

3. (,'a/culul sarcinii capabi/e. Cunoscand tensiunea admisibila cra 
~i sectiunea barei A, se calculeaza sarcina capabila de a fi preluata de 
hara supusa la solicitarea axiala astfel incat tensiunea maxima introdusa 
in hara sa nu depa~easca tensiunea admisibila: 

Neap ~ Acra 
Relatiile de calcul prezentate in cele trei cazuri sunt valabile atat 

pentru intindere cat ~i pentru compresiune. Trebuie avute in vedere totu~i 
" . . . cateva precaut11 ~I anume: 

- pentru solicitarea la compresiune a harelor 1ungi trebuie sa se 
• 

tina seama de posibilitatea aparitiei fenomenului de flambaj~ 
• - sunt materiale care au o comportare diferita la intindere fata de 

compresiune ~i ca urrnare au ~i tensiuni admisibile diferite notate de 
obicei cu O'at ~i O'ac· 

4.5. Calculul energiei to tale de def ormatie 

Expresia generala data de relatia (3.27) pentru energia potential! 
specifica de deforrnatie se particularizeaza pentru solicitarea axiali. 
Astfel, vom avea: 

2 

dL = dU= crx 
2E 

Energia potentiala totala acumulata in hara ca urmare a solicitarii 
exterioare va fi: 

L= utot = J dL= f o2(x) dV = Lf~ N2~xi) A(xi)dxi = Lf~ N2(xi) dxi 
v ,. 2E i 2EA (xi) i 2EA(xi) 

Daca pe fiecare regiune in parte, atat efortul axial cat ~i aria sectiunii 
transversale sunt consta.nte, energia total! de defonnatie se poate calcula 

Utot 
--~ N2 (xi )Ii . 

cu relatia: ~ ( 4.1) 
• i 2EA(xi) 
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:1Jin accasta relatie se constati ca, indiferent daca unele din 
rcgiunile barci sunt supuse la tractiune ~i altele la compresiune, energiile 
sc cu111t~leaza astfel incit, energia totala dezvoltat! in hara va reprezenta 
tot timpul o vaJoare pozitiva. 

~.6.Calculul deplasirilor sectiunilor transvenale 
ale barelor drepte nerezemate 

~?ectiunile transversale ale barelor drepte solicitate axial se 
deplase~ fat! de pozitia initial! de dinaintea solicitarii. Pentru o hara 
rezemata, pozitiile finale ale sectiunilor transversale, atunci cand hara 
ramane ~olicitati, se pot determina daci se considera ca reper o secpune 
aflatl in unul din reazemele respective pentru care se cunoa~te faptul cl 
deplasarea este null. 

In mod curent, pentru barele nerezemate solicitate axial, se 
considerl unul din capetele barei ca fiind fix ~i se traseam o diagrama 
conventionali a deplasarilor ce are rolul de a stabili deplaslrile relative 
intre diferitele sectiuni ale barei. 

Fie o bara dreaptii, nerezemati, aflata in echilibru static sub 
actiunea unui sistem de exterior de sarcini axiale, figura 4.4a. 

Se traseazi doua diagrame conventionale (notate cu 1 ~i n) 
• • 

considerind, succesiv, punctul 1, respectiv punctul n ca fiind fixe (S1=0 
~i 32=0), figura 4.4.b. Pentru trasarea acestor diagrame se folose~te 
relatia: 

0. I =0· + l+ I 

• .. in care: 
• 

- Si ~i~oi+l reprezinta deplasarile sectiunilor din dreptul punctelor 
i, respectiv i+ 1; 

- N(Xt) ~i A(xi) reprezinti expresiile variatiei efortului axial 
respectiv a ariei sectiunii transversale pe regiunea i - i+ 1; 

- E reprezinti modulul de elasticitate longitudinal. 
Se precizeaza faptul ca, relativ la capitul unei regiuni, semnul 

deplasirii unei secpuni de pe acea regiune corespunde cu semnul 
efortului axial corespun7.ltor, figura 4.4d. Pentru diagrama convenponala 
trasati fati de punctul 1 de exemplu, semnul "+" arati o dep!rtare a 

103 



· Solicitarea axiala 

sectiunilor respective fata de punctul 1 in sensul efortului N(x) iar 
semnul "-" arata o departare a sectiunilor respective fata de punctul I . 

• 

CD (2) " ro Ir <.6:-D ri+u ~ 
F F 

- - - - . 
• 

a} 
-i- • 

t5(x) 
91 

- ,,, 
b} ~" 

~ 
, ~ 

1 ~ 
\ 

• 
l!Jw .. ~ -...... • .. 

L . -- ~- + -'( " ~~ 
2 

~ rf' • I 

c5(x) c 

J. 
,, 

~ -•. ~"" 

+ J • .. ~ 
... 2 11 ~ ! • • I I • 

/. 
H~ N(xl x d) 

~ • 
, 

• • 

Fig. 4.4 

Se poate constata cu u~urinta ca, diagramele conventionale I ~i n 
din ·figura 4.4b se vor intersecta in eel putin un punct. Aceasta afirrnatie 
este adevarata deoarece: 

- pentru fiecare din cele doua diagrame se pome~te din zero (luat 
in capatul din stanga respectiv capatul din dreapta al barei); 

- alungirea totala a barei sau deplasarea relativa a capetelor 
acesteia rezulta in orice conditii cu acee~i valoare ~i acel~i semn: 

M:ot = AI:X; 
- orice traseu ar urma cele doua diagrame conventionale, intre 0 

~i Al :ot respectiv intre 0 ~i ~~. va exista eel putin un punct de 

intersectie. 
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Solicitarea axiala 
• 

Presupunem cl punctul de intersectie al celor doua diagrame 
conventi.anale se glse~te in regiunea i ... i+ 1 a barei. Deplasarea sectiunii 
X1 coresj>unz.!toare punctului respectiv, in cazul in care se considerl 
punctuJ ~ ca fiind fix, este data de relatia: 

I r· N(x.) ~ (xi)= O+L\112+ .. · · · .+M1·-1 i + dx1 
. . F.A(x.) 

In cazul in care se considera punctul n ca fiind fix, deplasarea 
aceleia~i sectiuni va ft: 

n 1-Xi N(Xi) 
() (xi)= O+ ~n.n-1 + ...... + dx2 

· 1 EA(x2 ) 

Dael, ~ cum s-a presupus, cele doua diagrame conventionale se 
intersectem in punctul din dreptul sectiunii xi, va rezulta: 

81(xi)=8n(xi) => 

r 
N(x1) ·-xi N(x2 ) 

A112 + ...... +~i-1 i + dx.1 = ~n,n-1 + ...... + dx2 (4.2) 
· · FA(x1) FACXi) 

In cazul real in care hara nu este rezemata, capetele acesteia se 
vor deplasa cu 81 respectiv 8n. Expresia deplaslrii aceleiqi sectiuni xi in 
cazul real se va putea scrie astfel: 

RJ::AI. . 1 ix' N (X1) -a (xi)= 81 - A I"+ .•.... +Ali-1 i + dxl -
,4 , o EA(x1) 

(4.3) 

II; - xi N (X2 ) 

= <>o - Aln n-1 +. · · · · .+ dX2 
• 0 EA(x 2 ) 

Deplasarea 5 REAL ( x j ) a fost calculati incepind din capAtul din 

stinga (prima egalitate) ~i din capatul din dreapta (a doua egalitate). 
Din relatia (4.2) se observa cl termenii care apar in parantezele 

din relatia (4.3) sunt egali ~i ca unnare va rezulta: 
81 =an 

Se constatl qadar ci, deplasirile capetelor barei nerezemate 
supusl solicitlrii axiale sunt egale. 

In orice conditii avem satisflcuti relatia: a1+5n=Altot §i ca urmare 
vom avea: 
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Solicitarea axiala 

Deplasarea reala a sectiunii xi, acolo unde se intersectcaza 
diagramele convent~onale, va fi: 

RrA .. tjtrt f 1\(XI ) _ 
B (~)= - ~12+ ...... Mli-1•+Jo dx, -

2 · · FA(x
1) 

• 

(4.4) 

Este evidenta egalitatea: 

J'l N(x1 ) f 1,-x1 N(x2 ) 
~~-dx1=J1 dxi 

x, EA(x1 ) 0 EA(x2 ) 

intrucat exprima alungirea aceleia~i portiuni de bara cuprinsa intre 
sectiunile Xi ~i Ii figura 4.4b. 

In aceste conditii, tinand seama ~i de relatia (4.2), din relatia {4.4) 
se deduce: 

• 

B RF.Al. (xi ) =0 

Se consata a~adar ca, in dreptul punctului de intersectie al celor 
doua diagrame conventionale, sectiunea barei nu se deplaseaza in raport 
cu pozitia sa iniiiala. 

Din relatiile (4.2) ~i (4.3), va rezulta ca: 
81=B1(xi)=B0 =0n(xi)=Altotl2 

Din aceste relatii se desprind urmatoareJe concluzii: 
- deplasarile reale ale capetelor barei nerezemate solicitate axial, 

sunt egale intre ele ~i egale cu deplasarea sectiunii xi calculati din 
diagramele conventionale la intersectia acestora; 

- deplasarile reale ale capetelor barei nerezemate sunt egale cu 
jumatatea alungirii totale a barei. 

In aceste conditii, pentru trasarea diagramei reale a deplaslrilor 
sectiunilor transversale ale barei nerezemate, se procedeaza in felul 
unnator: 
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Solicitarea axiala 

- se traseazi o singuri diagrami conventionali considerind, de 
exemplt .. punctul J ca fiind fix; 

I 

- se va duce o noua abscisa la distanta Al10t/2 ~i in sensul alungitji 
totale, figura I b; 

~ punctul (punctele) de intersectie al noii abscise cu diagrama 
convent~onali respectiva va reprezenta sectiunea ( sectiunile) care nu se 
depl~zi in raport cu pozitia lor initial!. Din constructia graficl 
respecti\'i vor rezulta in mod automat egalitatile: 

! S1=Sn=3 (xi)=Al,,,1/2 
I 

~emnele rezultate pentru noua diagrama reprezinta departarea (+) 
sau aprQpierea (-) fata de punctul l considerat ca referinta. Pentru o 
reprezenJare a diagramei deplasarilor care sa reprezinte departarea ( +) 
sau apropierea (-) fati de una din sectiunile reie~ite ca fiind fixe in mod 
real, se procedeazl in felul unnitor: 

- 'se marcheaza sensul de parcurgere al diagramei conventionale 
plecind de la punctul considerat ca reper (punctul 1 ); 

- 'se marcheazi ~i sensul de parcurgere al acelei~i diagrame 
conventionale plecand de la punctul considerat ~i determinat ca fiind fix 
in realitate; 

- pe poqiunea pe care cele doua sensuri nu coincid, semnul 
diagramei se schimba ~i evident ci aceasta va trece automat in cealaltii 
parte a adevaratei abscise, tigura 4. 4c. 

A§adar, in urma trasirii unei singure diagrame convenponale, a 
reprezentirii unei noi abscise la Altot/2 ~i a schimbarii semnului 
diagramei ~i deci a rabatArii acesteia in partea corespunzitoare noului 
semn, se obtine diagrama reall a deplasarilor secpunilor transversale. 
Aceastl diagrama semnifica o raportare a deplasarilor tuturor sectiunilor 
transversale atat fatl de pozitia lor statica initiali cit ~i fata de una din 
sectiunile care nu se deplaseaza fall de pozitia sa initiala. 

Un exemplu de trasare a diagramei deplasirilor reale in cazul 
barelor drepte, nerezemate ~i solicitate axial, va fi prezentat in aplica/ia 
A.4.2. 

Aplica/ii 
A 4.1. Pentru bara din figura 4.5a ce cere: 
.. si se traseze diagrama de eforturi axiale; 
- si se trase~ diagr~a d: 1en~iun!;. ~=. 
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Solicitarea axiali 

. - sa se traseze diagrama deplasarilor; 
- sa se dimensioneze, sa se calculeze al ungirea total a ~i energia 

total a de def onnatie daca: 
F= l OOkN, cra = 150N/mm2 ~i E = 21 I 04 Nimm2

. 

Pentru rezolvarea problemei este necesara parcurgerea 1nai 
multor etape ce sunt descrise in cele ce urmeaza. 

I. /111piirfirea in regiuni .~i .vecti<Jna1·ea harei 
0 regiune a unei bare se caracterizeaza prin aceea ca are o 

aceea~i lege de variatie a incarcarii exterioare $i o aceea~i lege de 
variatie a sectiunii transversale. Avand in vedere aceste observatii, hara 
figurata are patru regiuni deoarece: 

- in cadrul portiunii 1-2 nu se schimba nici incarcarea, nici 
sectiunea transversala; 

- punctul 2 face trecerea la o noua regiune deoarece aici se 
schimba amt secfiunea transversala cat ~i incarcarea; 

- punctul 3 face trecerea la 0 noua regiune pentru ca, de~i nu se 
schimba incarcarea, sectiunea se modifica; 

- punctul 4 face de asemenea trecerea la o noua regi une pentru cl 
aici este introdusa o forta exterioara deci se schimba incarcarea. 

Pentru determinarea eforturi1or sectionale, pe fiecare regiune 
delimitata a barei se face cate o sectiune. Originea fiecArei sectiuni in 
parte se poate lua oriunde pe axa barei cu conditia ca·punctul respectiv si 
fie fixat $i cunoscut. 

2. /~"'igurarea §i calcu/ul reac/iuni/or 
Reactiunile care apar in reazeme pot ft forte sau momente. 

Acestea se figureaza avand directia dupa axele de coordonate alese. 
Sensul figurat al acestor reactiuni este unul oarecare. Dae! semnul 
reactiunii rezultl pozitiv din calcule inseamna ci, sensul figurat initial a 
fost bine ales. In caz contrar, in realitate, reactiunea are sens invers celui 
figurat. In calculele ulterioare insa, se va considera sensul reactiunii 

. figurat initial ~i semnul reie$it din calcule. Deoarece hara este solicitatl 
numai de forte axiale, in incastrare va apirea o singura reactiune H 
dirijata de asemenea dupa axa barei. Daca se figureazl totu~i ~i celelalte 
reactiuni posibil sa apara, din ecuatiile de echilibru se constatl ca acestea 
sunt identic nule. Ca u11nare, pe viitor acestea nu se vor mai figura in 
cadrul solicitarii axiale. 
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Ecuatiile de echilibru static pentru bara figurata se scriu in felul unnator: 
LF" = 0 => H+2F-4F+F=O => H=F 

LF}. =0 => V=O 

L M z = 0 => Mi = 0 

Se constati c4 semnul reactiunii H este pozitiv, ca urmare, sensul ales 
pentru aceasta coincide cu sensul real. 

3. Trasarea diagramei de eforturi N(x) 
Pentru determinarea efortului'- axial din regiunea 1-2, se 

indeplrteaza portiunea x1 a barei ~i se inlocuie~te in secfiunea barei 
ramase actiunea plrtii indepirtate. Astfel: 

N( x I) = -H= -F=ct. 
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Semnul "-" provine din faptul ca reactiunea H comprima bara ramasa 
(din dreapta). Pentru regiunea 2 .. 3 se indeparteaza t<Jata porfiunea de 
bara din stanga sectiunii x2• Astfel : N(x2)= -H-2F= -3F 
Pentru regiunea 34: N(x3)= .. H-2F= .. Jf 
Pentru regiunea 4 .. 5 se indeparteaza portiunea din bara aflata in dreaptu 
sectiunii x4. Va rezulta: N(x4)=F. 

Diagrama de eforturi axiale este trasata in figura 4.5b. 
-I. Verificarea diagramei de e.fiJrturi 
Pentru verificarea diagramei de etorturi axiale se aplica 

ur1natoarea regula: acolo unde pe bara exista o tbrta axiala concentrata, 
in diagrama de eforturi axiale trebuie sa existe un salt, egal in valoare 
absoluta cu valoarea fortei concentrate respective. De exemplu: 

- in punctul 1, pe bara se afla f orta concentrata H=F iar in 
diagrama, in dreptul aceluia~i punct, exista saltul F-O=F~ 

- in punctul 2, pe hara se afla f orta concentrata 2F iar in diagram a 
exist! saltul 3F-F=F; 

- etc. 
5. 7ra.ftarea diagramei de tenfiiuni, a(x) 

Trasarea diagramei de tensiuni se bazeaza pe re1atia: a(x) = N (x) 
A(x) 

Astfel, pe fiecare regiune in parte vom avea relatiile: 
• 

- regiunea 1-2: a(x ) = N(x.) = _ F = _ 4F 
I A ( x I ) 1td 2 1td 2 

- regiunea 2 .. 3: 

- regiunea 3-4: 

-----·-
4 

N(x 2 ) 3F JF 
a(x :z) = A(x2) = - x(2d)2 - - 7td i 

. - . . . . 

4 

o(x3)=N(x3)=- 3F = 
A(x 3 ) 7td 2 

.-... --.. ·· .. 
4 

12F 
'Jtd 2 

- regiunea 4-5: a(x
4

) = N(x.) = F = 4F 
A(x 4 ) xd 2 ttd 2 

- ......... -
4 

Diagrama de tensi uni este trasatl, pe baza acestor relatii, in figura 
4.5c. Se constata ca, de~i in sectiunea 3 nu exista salt in diagrama de 
eforturi, in diagrama de tensiuni existii un salt semnificativ. Trecerea de 
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la <l vc: lllare a tcnsiunii la alta, in acest caz, se datoreaz! numai 
modific,trii sectiunii. Aceste modificari bru~te ale sectiunii transversale 
C<l11duc ~a salturi de tensiune ~i se numesc (.:uncentratori de tensiune. 

t.. JJi1nen ... i<>narea barei. 
F•entru dimcnsionare se pune conditia ca tensiunea efectiva 

maxim! introdusl in hara ca urmare a solicitarii exterioare sit fie mai 
mica, eel mult egali cu tensiunea admisibila deterrninata experimental 
pentru n1ateriaJul din care este confectionatli hara: O'er max. ~ cra. De aici 

rezulta cl: 12F/(1td2
) ~ Ga sau d ~ 12F = 

12 · lOO · l0
3 

= 50 46mm. 
1tCJ a 7t • 15 0 ' 

Valoare~ diametrului d se rotunje~te la valoarea intreaga imediat 
superioara: d = 51 mm. 

7: (;alculul a/ungirii totale a barei 
S.e constati ca., sectiunea din incastrare nu se deplaseazA. In 

aceste conditii punctul I aflat in incastrare se va considera ca punct de 
reper in vederea calculului alungirii totale. 

PJecind din punctul I, alungirea totala a barei se calculeaza cu 
relatia: 

Al tot = L All<i = L J, N(x;) dx; in care: 
· · · i, E. A. 

I I I l 

- Alk; reprezitl alungirea regiunii i aflatA intre punctele k ~i j; 
- N(xi) reprezinta expresia efortului axial in regiunea i in care a 

fost fllcutl sectiunea xi; 
.. Ei reprezinti modulul de elasticitate longitudinal al materialului 

de pe regiunea i; 
- A(xi) reprezinti expresia variatiei ariei sectiunii transversale a . ... . . 

reg1un11 1. 
lntegrarea se face pe fiecare regiune de lungime Ii iar sumarea se face 
pentru toate regiunile. 

In cazul nostru, pe fiecare regiune in parte, sunt constante efortul 
axial ~i aria sectiunii transversale iar modulul de elasticitate longitudinal 
este acelqi pentru toat! bara. In aceste conditii, alungirea totala a barei 

va fi data de expresia: Al toi :; L N (xi ) 
1 
i ~i va fl: 

i EA(xi) 
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~I === _ F · 400 _ JF · 500 _ 3 F · 200 + F · 800 === _ 2300F = _ 2300· 1 00· 10 
3 

== _ 0 13 mm 
xd:? x(2d) :? xd 2 xd 2 End :? 21 ·1o"'·1t · 51 2 

' 
E ··- ·· E - -- · - -- E · .. E 

4 4 4 4 
Semnul "-It . semnifica apropierea cap!tului liber de punctul fix 1, 
considerat ca reper. Ca ur111are, capatul liber se deplaseaza spre stinga 
adica spre punctul 1. 

8. Trasarea diagramei depla.~iiril<>r. 
Deplasarea relativa a dou4 sectiuni considerate pe bani, aflate pe 

aceea~i regiune la distanta I una de alta este data de relatia: 

0 = J' N (x) dx . Daca efortul axial este constant ~i aria sectiunii 
0 EA (x·) 

1 .. . NI D .. . ·1 "d transversa e este constanta atunc1: o = . aca sect1un1 e cons1 erate 
EA 

se atla chiar la capetele regiunii, o reprezinta tocmai alungirea 
respectivei regiuni. Daca un capat al regiunii este fix~ o reprezinta 
deplasarea absoluta a capA.tului opus al regiunii respective. Deplasarea 
unei sectiuni oarecare, atlata la o distanta oarecare x de un capat 

considerat ca referinta, este data de relatia: o = Nx . Se constat! ca 
' EA 

deplasari le sunt functi i I iniare de distanta x atunci cand N( x )=const. ~i 
A(x)=const. Ca urmare, se va considera pentru fiecai:e regiune in parte o 
origine (un punct de referinta) ~i se vor calcula deplasarile fata de aceasta 
numai in sectiunile de capat ale regiunilor. 

Oh . .,·erva1ie. Pentru <> .c;ec:/iune fiicutii pe o anumita regiune, 
dep/a/)·area re.f)pectivei .\·ecJiuni in raport cu unul din capetele regiunii 
e.~te in sensul efi>rtului axial din secJiunea re.')pectivd. Astfel, dacl efortul 
axial este pozitiv, sectiunea considerati se va departa fat& de capitol 
regiunii considerat ca referint!. 

Pentru inceput se alege punctul 1 , din incastrare, drept punct de 
referinta pentru deplasarea sectiunii 2. 0 expresie general! pentru 
deplasarea secti unii 2 este: o 2 = o 1 + Al 12 de unde rezulta: · 

0 = O+ N(x 1 ) = _ F400 = _ 1600 F 
2 EA(x 1 ) xd 2 Exd 2 

E ...... --
4 

Se marcheaza rezultatul printr-un punct pe diagrama din figura 4.5d ~i se 
une~te printr-o dreapta ·cu punctul zero din origine reprezentand 
~ee!asar~~ punctul"!t ,1 . = , .. = ,,.. , . 
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Solicitarea axiali 
AW ·------------==--------=""'""""'==-----------"""""""-===a---

l)eplasarea punctului 3 va fi egala cu deplasare punctului 2 la 
care sc 11daugi alungirea regiunii 2-3. Ca ur1nare vom avea: 

a .:.: 5 + 6 I ==- F400 _ 3F500 = -JlOO F 
' 

2 32 d , E d ., E d ., x- x - x -
E - . 

4 

Trasare~ diagramei se face in mod asemanator ca pentru regiunea 
precede1;1ti. In contin11are vom avea: 

a =a +Al == - 3100F - 3F200 = - SSOOF 
• .l 

34 Exd 2 xd 2 Exd 2 

E ---··-
4 

a =B +Al ___ 5500F + F800 = _ 2300F 
s 4 4s E1td2 7td2 E1td2 

E --------
4 

Se observl cl, deplasarea punctului 5, 85, coincide cu alungirea totali a 
barei, ceea ce este evident de altfel. Semnele din diagram! sunt 
conventionale ~i avind in vedere faptul cl drept referinta s-a considerat 

I 

sectiunea 1, aceste semne exprimA: 
- semnul ''+'' arata o depirtare a secfiunilor respective fat! de 

secti unea de referint!; 
• semnu1 ''-'' arata o apropiere a secfiunilor respective fat! de 

sectiunea de referinta. 
9. Calculul energiei totale de deformafie 
Energia totali de defonnape se calculeaza cu ajutorul relatiei: 

In cazul nostru va rezulta: 

Utot = ~ N
2
(x, )I, . 

i 2EA(xi) 

U = f 2 400 + 9F
2 

SOO + 9F 
2 
200 + F

2 
800 = 1.6500 F

2 
:::: 48077 N . mm 

1ol 'ltd2 2E1td2 'Jtd2 'Jtd2 2Erul2 
2E ·--···- 2E 2E -

4 4 4 

A.4.2. Pentru hara din figura 4.6 se cere: - sa se traseze diagrama 
de eforturi; .. sl se traseze diagrama de tensiuni; - sa se dimensioneze; -
sa se traseze diagrama deplasArilor. Se cunosc: F = 20 kN, aa = 140 MPa, 
I = 1 ,2 m, E = 21 104 MPa. 

113 



f' -
J .II 

• 

Solicitarea axiala . 

l..x4 ...... 

2F 2F 
@ I '®I 

a) 

4J' ~ a) 
~ 

.......--1-...... -1-..... -1-...... --1-.... -l--t y 

N(x). 
2F L1 2F +)I -F~~+....a..L.L.l.l.lfl]J..LU..L~~u..u..J~--___,~~;~·~.Lf-.1..Lu..a..a.i~..u+-~~ b) 

CY(x) 
I 4F/A 

+)I 2F I A ............, ...... [j_ ............ P"T"f 2F I A lrT"rnr"'l"'l"llTTTTTn1 

F/A + E..u..u.~~u.u..i..u.r-~~~~fL.1..1..U.LUf-u..&.J..Ju..L.L.1.LU..Lr--~x c) 
, ' 

BFl/EA _2 ~ Fl/EA 
, • 6~ /EA/ _... 31/ 4 1 ... 9f"l/EA 

O ' ( x) ......___._ _L..-;+-1 
1

_ _ _ - - • II x 
rr--r- ........ • -

m ~~ 

x' 
IJ...L..ld:d~·~·~~IUW~JLµJ·-LJ.UJ.llWL!J..Ql.llWUUlrllUJ~~W!Jw.u:·~-~d) 

01 ( X) Fl/EA 3FlfE \(!) 4Ft/EA -
9Fl/2EA 

...rw 

~fl/2EA 31/ 4 ~ / x ) 
............................. 

111
. lfllilj[[Iq~~~~ .J-.:~rl1'1 I hi 8 9Fl/2£A l Ill I I I I • :p:oo 

-......... - ... · • - s Fl/2EA 
lh:'J e 3Fl/2EA 

0 (x) -

__.. 31/ 4 ........,. ~ 9Fl/2EA 
9Fl/2EA ••- -. + 

'-'-'..L.L....._...L,1............... I I llllllJllllllJ,UJWllJllil]Jl lll:J:;._!.,td. _,,,, ~- 11 X f) ...-- ~ I I I 111 •• ~ ... 

3Fl/2EA Fi/2EA -7f'l/2EA 

IFl./b 

IFl/2EA 

3F1/L\ 

a 

a 
• 
• 

Fig. 4.6 
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Solicitarea a~j~:.!a 
~~~-=--------------==-------_..-=----==-------=------~ 

1:taJJClc de rczolvare sunt descrise in cele ce urmeazA. 
11,1J1Artirea barei in regiuni. Se observa ca hara poate fi 

itt1pirt1ta in cinci regiuni delimitate de existenta fortelor axial~. 
~cc(iunt:a harci flind constant! nu produce regiuni in plus. 

:~ . l~cuatia de echilibru. Singura ecuatie de echilibru care se poate 
scr1c c~te 21:~ · Odin care rezulti: 

4F - 2F - 2F + 2F - F - F = 0 => O=O 
A~adar, sub actiunea sistemului de sarcini exterior, bara se afll in 
echilibna static. 

3. Trasarea diagramei de eforturi. Pe fiecare regiune in parte 'se 
face cite o sectiune, ca in reprezentarea din figura 4.6a, de exemplu. 
Eforturiie in fiecare din sectiunile respective vor fi: 

N(x1) = F 
N(x2) = F + F = 2F 
N(x3) = F+ F-2F=O 
N('4) = 4F - 2F = 2F 
N(x5)=4F 

Cu aj utorul acestor ex pres ii se reprezintl grafic variatia ef orturilor axiale 
pe toad. lungimea barei, figura 4.6b. Se constatl ca sunt respectate 
salturile corespunzAtoare in diagrama relative la fortele concentrate de pe 
bari. 

4.Trasarea diagramei de tensiuni se bazeazl pe relatia: 
a(x) = N(x)/A(x) 

Pe fiecare regiune in parte vom avea: 
N(x ) F 2F · 2F 4F 

O'(x 1)= A(x:) =A; u(x 2 )= A; u(x 3 )=0; u(x 4 )= A; u(x~)= A 

5. Dimensionare. Tensiunea maxima reie~ita din diagram! se 
4F 

obtine pe regiunea 5...t> ~i este: a( x s ) = -
A 

Din conditia de rezistenta rezultl: 
4F A 4F 4·20 · 10 3 

333 3 
2 

1 < u ::::> ~ = = mm 
A 8 

(J' 
8 

120 ' 

6. Trasarea diagrarnei deplaslrilor. Deplasarea relativa a 
carielor unei regiuni aflate la distanta I este ~ti de relatia: 

I o = 1• N(x) dx 
0EA(x) 
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Solicitarea axiali 

in care N(x) ~i A(x) reprezinta efortul, respectiv aria sectiunii 
transversale pe regiunea considerata. Daca pe acea regiune, efortul este 
constant ~i de asemenea aria sectiunii transversale este constanta~ vom 

NI 
avea: o = . 

EA 
Pentru hara considerata in figura 4. 6a nu se poate observa de Ja 

inceput o sectiune fixa care sa poata fi luatA ca referintl in vederea 
trasarii diagramei deplasarilor. Se are in vedere trasarea unei diagrame 
din care sa rezulte: 

- sectiunea (seciiunile) care nu se deplaseaza tata de pozitia . 
initiala a barei nedeformate; 

- deplasarea sectiunilor fata de pozitia lor initiala; 
- depirtarea sau apropierea ( exprimata valoric ~i prin semne) a 

sectiunilor fata de sectiunea (sau una din sectiunile) care nu se 
deplaseazA relativ la pozitia initiala. In acest scop se apeleaza la n1etoda 
inter.~ec/iei diagramelor conven.tionale prezentata in paragraful 4.7. 

Pentru inceput vom considera sectiunea I ca fiind fixa (31 = 0) ~i 
vom trasa o diagrama a deplas!rilor relative la aceasta sectiune. In aceste 
condifii vom avea: 

O' 2 ;:; 8' I +A1' 12 = 0 + Fl ; 
EA 

S = 8 +Al' = Fl + 2F1 = 3FI 
3 2 23 EA EA EA 

• 

O' _ t5' Af' _ 3Fl O _ 3FI . O' _ O' Al' _ 3FI 2F1 __ 5F_l 
4 - 3+ 34 -EA + -EA ' s- 4 + 45 -EA +EA -EA 

8 = O' +Al' = 5Fl + 4Fl = 9Fl 
6 5 56 EAEAEA 

A~ cum s-a aratat, intre punctele determinate anterior, deplasarile au o 
variatie Iiniara iar diagrama este trasati in figura 4.6d fat! de o abscisa 
conventionala x' ~i este notata cu 1. 

Daca se considera sectiunea 6 ca fiind fixa (06 = 0), diagrama 
deplasarilor se va trasa prin punctele deten11inate in felul u11nator: 

o" - o" Al" - 0 4Fl - 4FI . o" - o" ~]" - 4Fl 2FJ - 6FI 
s - 6 + 65 - + EA - EA ' 4 - s + 54 - EA + EA - EA 

8.. ·_ ~" Al" _ 6FI 0 _ 6FI . s:" _ ~" .l1., _ 6FI 2F1 _ sFt 
3 - u 4 + 34 - EA + - EA , u 2 - u 3 +u 32 - + -· EA EA EA 
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Solicitarea axiali 

8.. _ 8,. Al" _ 8Fl Fl _ 9FI 
,- 2 + 21 -EA+EA-EA 

Diagrama deplaslrilor in acest caz este notata in figura 4.6d cu 2. . 
~a intersectia celor doua diagrame se va gasi secpunea care nu se 

va deplasa relativ la pozitia de dinaintea solicitarii ~i deci a deformarii 
I 

barei. In figura 4.6g este aratata diagrama deplasirilor in cele doui 
cazuri: Sf.Ctiunea 1 fixi ~i sectiunea 6 fixl, luati numai intre sectiunile 4 
1i 5 intre care are toe intersectia celor doua diagrame. Din aceasti figuri 
rezulti: 

3FI 
• 

2FI 2 31 tga = = ... -·w:::) a= -
I a 4 

Ca unnare, axa x trebuie dusi prin punctul de intersectie a celor doui 
diagramt· care se afli la distanta a=31/4 fata de secpunea 4. Sectiunea din 
dreptul intersectiei diagramelor conventionale, care nu se deplaseam fati 
de pozitia initiall, a fost .notatl cu 7. De altfel, se observi ca, axa x se 
afli la Altot.12 de axa conventionali x'. In aceste conditii, diagrama 
deplasirilor este cea prezentati in figura 4.6e, cu observatia ci sensul 
deplasirii exprimat prin semne trebuie raportat la punctul l considerat 
fix pentru aceasti diagraml. Semnul "-" din aceasta diagrama aratl o 
apropiere fatl de punctul 1 iar semnul "+" arata o dep!rtare fat! de 
punctul 1. Daca. se dore~te o raportare a deplaslrilor, exprimati prin 
semne, relativi la secfiunea ftxi in mod real (7), semnul diagramei 
trebuie schimbat astfel: · 

- daci sensul de parcurgere al diagramei cu punctul fix initial (1) 
este acelafi cu sensul de parcurgere al diagramei cu punctul fix real (7) 
semnul rlmine nescbimbat; 

- daci sensul de parcurgere al diagramei cu puncul fix initial este 
invers cu sensul de parcurgere al diagramei cu punctul fix real semnul se 
schimbi. Aplicand aceastl reguli, oricare din ~le doui diagramc ar fi 
considerate, l sau 2, diagrama finali va arita identic cu cea prezentata 
in figura 4.6f. Deplasirile fiind pozitive rezulti ca, toate sectiunile se 
deplrteaza de sectiunea fixa 7 cu cantititile rei~ite din diagrama. 

In cazul in care sunt mai multe puncte de intersectie a celor doua 
diagrame, deci sunt mai multe sectiuni fixe in mod real, calculele sunt 
corecte daca printre aceste puncte trece o singu.ri abscisi x. In acest din 
. . -. - . - . - - ·-. - ... --- - . - -- ···--·- - -----. ------ --- ----· - . --------~ . -
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unna caz, trebuie considerat un t>tingur punc:I fata de care se considera 
parcurgerea diagramei, din care rezulta semnul, deci apropierea sau 
departarea celorlalte sectiuni fata de sectiunea fixa in realitate ~i stabilita 
ca punct de reper. 

Deplasarea maxima fata de pozitia initiala (hara nedefor1nata) 
este realizata de capetele barei: 

0 = 0 = 0 = ~ltot. = 9Fl = 9·20· 10
3

·120 =()IS mm. 
max 

1 6 2 2 EA 21 · 10 4 
• 3 33 3 , , 

A~a cum s-a vazut anterior, intersectia ce]or doua diagrame (I) ~i 
(2) se produce la o. valoare a deplasarii egala cu L\l10t/2 in care L\ltot este 
determinata pentru una din diagramele conventionale trasate luand in 
considerare un capat al barei ca fiind fix. Avand in vedere aceasta 
observatie., se poate trasa diagrama deplasarilor fat! de pozitia initiala .. 
doar cu ajutorul unei singure diagrame conven/ionale (I, de exemplu) 
iar abscisa x seduce la L\lt01/2. Punctul {punctele) in care aceasta abscisa 
intersecteaza diagrama respectiva sunt ceJe corespunzatoare sectiunilor 
care sunt fixe fata de pozitia initiala. Semnele se vor schimba in mod 
corespunzii.tor daci se dore~te o raportare in functie de punctul ( unul din 
punctele) fix in mod real. 

A.5.3. Sa se dimensioneze hara din figura 4.7a ~i sl se traseze 
diagrama de variatie a deplasiriJor. Se cunosc: F = 10 kN, I = 1 m, E = 
21 104 N/mm2

, cra = 150 N/mm2
• 

Etapa 1. ImpiJ1irea barei in regiuni. 
Bara are doua regiuni delimitate atat de trecerea la o noui 

sectiune in punctul 2 cat ~i de schimbarea solicitirii in ace13$i punct. 

Etapa 2. Figurarea ~i calculul reactiunilor 
In incastrare apare o singuri reactiune avand directia axei barei. 

Din ecuatia de echilibru de forte dupi axa barei va rezulta: 
L Fx = 0 ::) - H - qi+ 2F = 0 => H = F 

Etapa 3. Trasarea diagramei de eforturi 
Pe fiecare din cele doui regiuni se considera cate o sectiune, x1 

respectiv x2• Astfel, vom avea: 
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Solicitarea axiala 

X2 = 0 =>N(O) =·F 

x 2 = l ~ N(l) = 2F 

Diagrama de variatie a eforturi1or este prezentatl iti figura 4. 7b 

litapa 4. Verificarea diagramei de eforturi 

• 

Pe bar4 existl doui forte concentrate: in punctul 1 forta H=F ~i in 
punctul 3 forta 2F. Se constat! ca in diagrama de eforturi axiale exist! 
salturile corespunzAtoare. 

H=f f . 

~///~/~~ f N(x) · ~ cr(x) h.(x) 
1 .. -... 
id ---

>:'( ---
x' l - • • 

I 
... 

l .... ... + -
dJ1 

.... -- .. 
:; 

--- 2f'I la -I -
•• +- E 1r-;. 2 ~ ~ 

' • • 

• x2 

lq=F /I X~2 

El + '-

" 
d,., • -

"" +-: + 
' -

3' • 

2F sr 8Fl 

2f x + x + ·-:mr-
x + Errd2 

a) b) c) d) 
• 

Fig. 4.7 

Etapa 5. Trasarea diagramel de tensiuni 
Pentru fiecare din regiunile 3 ... 2 ~i 2-1 vom avea unnatoarele 

expresii pentru tensiuni: \ 

119 



Solicitarea axiali 
==-==---====-=====-----------==---=---=====-=----------===· 

" ... 1ntrucat 

N(x1) 4Fl 2 

cr(x,)= A(x
1

) = ttd2 (2l-x) 2 

F 
a(O) = 

2 1td 

a(I)= 4F 
7td2 

Diagrama de variatie a tensiunilor a fost trasata~ pe baza acestor 
ecuatii, in figura 4. 7c. 

Etapa 6. Dimensionarea barei . 
Pentru aflarea dimensiunilor barei se folose~te conditia: aermaxSaa 

de unde rezulta: 

_ 8F < d > amax - 2 _aa => -
1td 

SF 8·104 
. 

=> d ~ 21,7mm => d = 22mm 
7t • 150 

--= 
1t(J a 

Etapa 7. Trasarea diagramei deplasarilor 
Se observa ca punctul 1 este fix, ca urmare 81 = 0. Deplasarea 

punctului 2 se poate calcula cu relat_ia:S2 = S1 + Al12• De aici va rezulta 
• 

ca: 
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& x· ) = 0 + l" .' .. N( X2) dx = 2FI + rx2 
2 2 f) f'A(Xi) 2 &d2 Jo 

F4(1 +X2) 
---

Exd21 
-2-

. S(O) = 2FI 
2FI . 2FX2(21 + x2) E7fd2 

:: ·~ . 
Em12 i Eml21 , S( I) = 8FJ 

E7td2 

' 

Diagrama de variape a deplasarilor este prezentati in figura 4.7.d. 
Alungirea totalA a barei este ega)l, de fapt, cu deplasarea punctului 3 ~i 

8FI 
anume: Altot = 2 • 

. End 

• 
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4. 7. Solieitarea sub aetiunea greutiitii proprii 

In 1nod obi~nuit, sarcinile exterioare ce actioneaza asupra 
corpurilor au un aport mult mai mare asupra tensiunilor din bare decat 
greutatea proprie a acestora. Sunt insi cazuri in care greutatea proprie nu 
mai poate fi neglijata. 

Bara din figura 4.8a, cu sectiunea transversala de arie A, 
constanti, este solicitata in punctul 2 de forta F. Greutatea specifici a 
materialului din care este confectionata bara este y a carei unitate de 
masura este [N/mm3

]. 

I 

H=f +/'Al 

/"///,/.; '~~.h.IC.ttll,/.h~~"'-'~ -........-i 

1 
r+/'AI N(x) f +/'I a(x) .l\(x) 

F 

I x 

I dx 

I 
-+--- ..._ 

' ' .L----L--_____; -- _ ...... 

I 
I 
2 

F 

)( ' 
a) x + b) 

+ 

F -
x t A 

c) 

Fig. 4.8 

~ 

' • 
• 

• 

~(F+i'~) 
x f A 

d) 

Reactiunea H care apare in incastrare se dete11nina din ecuatia de 
echilibru: 

-H + F + 'Y Al =O => H = F + yAI 
Efortul axial din sectiunea x este: 
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Solicitarea axiali . 

N(x) _;: H - G(x) = F + yAI .. y Vol(x) = F + yA(J-x) 
N(O) = F + yAI~ N(l) = F 

Variatia ·eforturilor este pre:zentati in figura 4.8b. 
• 

Variatia tensiunii a(x) va fi: 
• 

F 
a(O) =A +y I 

F 
<r(l) =A 

N(x) F 
a(x)= = +y(l-x) 

A(x) A 

'i este prezentatl in figura 4. 8c. . 
Dimensionarea se va face din conditia ca tensiunea maxim! si nu 

o depqeascl pe cea admisibili: 
F F 

1 (J max = + Y 1 ~ (J a "=> Anoo. ~ -y 1 
. A a. 
I 

Deplasarea sectiunii x1 a barei in raport cu punctul 1 va fi: 
fx' N(x) 1 rx, F 1 F yx2 

8(x1) = J~ dx = - Ji +y(l-x) dx = - x1 +y lx1 -
1 

0 EA(x) E o A E A 2 

de unde rezultl: 
I 

3(0) = O; 8(1) = -
F.A 

F+yAl 
2 

F = 0 => X1 = y A +16![0,l]; 6"(X1) < 0 

Reprezentarea graficl a variatiei 
prezentatl in figura 4 .8d. 

lungirii este una parabolicl ~i este 
• 

Ohserva/ie. Atunci cind hara este solicitati numai de greutatea 
proprie, nu se mai poate face un caJcul al ariei minime necesare pentru 
sectiunea transversal! a barei. In acest caz vom avea: 

<Jmax = Y IS O'a => ltwe S a.ly 
in care lnec este lungimea maximl pe care 0 poate avea hara astfel incat in 
aceasta s4 nu se depqeascl tensiun~ admisibill sub greutate proprie. 
Dael se ia in calcul tensiunea de rupere in locul celei _admisibile se 
obtine: Ir S a/y 
in care I, reprezintl lungimea de rupere a barei sub. greutatea proprie ~i 
constituie o caracteristici de material. 
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4.8. Bara de egali rezisteoti 

La proble1na precedenta se constata ca, aria mi11i1na necesara 
pentru sectiunea transversala este rationala doar pentru cea din incastrare 
unde se inregistreaza tensiunea maxima. Celelalte sectiuni sunt 
supradirnensionate intrucat tensiunile sunt mai tnici decat cele din 
" 1ncastrare. 

Bara cu sectiune variabila, pentru care tensiunea ef~ctiv introdusa 
in hara, ca unnare a actiunii brreutatii proprii, este egala cu cr11 in toate 
sectiunile transversale, este denumita barii de egt1lii re=i.\·te11tii sau solid 
de egala rezistenta pentru solicitarea de traciiune, figura 4.9.a 

H 
. Fa~ 

:I'////,; ~///~ N(x) 'Ii cr(x) ~{x) 

1 

I x ~ 

---
-I + I- -

\. cbc ...... 

I • 

A{x) 
~era I I ~+L 

' -
I\. 

d1 \' I 
I 

• 

H >-+ 

I ~ 
G=')'A{x)dx 

2 
F' ~ 

f' x t )( t x t E 

b) c) d) 

Fig. 4.9 

In dreptul punctului de aplicatie al fortei aria sectiunii 
transversale trebuie sa fie: A1 = Flaa. La o distanta x de incastrare se 
deta~eaza un element de volum avand lungirnea dx. Din conditia de 
echilibru al foqelor ce acfioneazA pe unitatea de vo1um respectiva vom 
avea: 
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(J .A( x)- (J II r A(x) + dA(x)l-- A( A(x)dx = 0 

in care greutatea ele1nentu1ui de volum s-a aJ)roxi1nat cu: dG = ydV 
~yA(x)dx. Din relatia precedenti rezultl: 

dA(x) = - 'Y dx (4.5) 
A(x) a

0 

Integnind aceastl relafie se va obpne: 

lnA(x) = - Y x+ C (4.6) 
O'D 

Constanta de integrare C se obtine din conditia ca aria sectiunii 2 (x=l) sl 
fie A 2 = A 1• Astf el va rezulta: 

In A 1 = - y I+ C => C = In A 1 + 'Y 1 ( 4. 7) 
aa (JQ 

lnlocuind relatia (4.7) in relatia (4.6) se obtine: 
"( "( 
- (1-x) F · · ·(1-x) 

·A(x)= A 1 ·e
0

• = e 0
• (4.8) 

O' a 

relatie ce constituie expresia variatiei ariei sectiunii transversa1e pentru 
bara de egall rezistenta. 

Volumul ~i deci, greutatea barei de egall rezistentl sunt minime. 
I 1!_ 

G = y Vol= yJ dV = y f
0
A(x)dx => G = a.A 1 (e 0

• -1) 
v 

Reacpunea H din incastrare va fi: 
yl --

H = F+G= F·e~· 
·iar efortul axial N(x): 

.!..ct-x> 
N(x) = H-G(x) = F·e"• 

Diagrama eforturilor este prezentatl in figura 4. 9b . 
Pentru verificare se observl ca: 

N(x) F 
a(x)= = =a 

A(x) A1 • 

Diagrama tensiunilor este prezentatl in figura 4. 9c. 
Alungirea totalA £\lcot. a barei va rezulta: 
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Al = r N ( x) dx = cr , I 
OEA(x) E 

Alungirea barei de egala rezistenta este 1naxima in comparatie cu oricare 
alta bara de 1ungime I, incarcat~ cu forta F ~i gi·eutatea proprie. Dia!:,rra1na 
de variatie a deplasarilor este prezentata in figura 4.9d. 

Reali=area pral'licil a harei de egulii 1·e=i.*'iter1/i1 
Intrucat realizarea barei cu variatia sectiunii transversale dupa o 

lege data de ecuatia (4.8) se face cu dificultate, in special pentru barele 
lungi, se adopta o tronsonare a acesteia. Realizarea barei din tronsoane 
este o solutie inte.nnediara intre bara de egala rezistenta ~i bara de 
sectiune constanta. In figura 4.10 se prezinta cateva posibilitati de 
realizare practica a tronsonarii. Se observa ca, pentru fiecare caz in parte, 
bara de egala rezistenta ramane in interiorul fo11nei rezu1tate in unna 
tronsonarii. De asemenea se observa ca, cu cat numarul de tronsoane este 
mai mare, cu atat se face o economie de material mai substantiala. In 
mod practic, tinand seruna ~i de tehnologia de fabricatie, se reco1nan(ja o 
confectionare din patru tronsoane. 

I 
I 
I 
I 

I 
I 

F 

a) x + 

H H 

~ 

\ I I --\ I 
\ I I 
\ I I 
\ I I 
\ I 
I I I 
I I l 

F 

b) 

--

= 

Fig. 4.10 

\ 
\ 

\ 
\ 

' I 
F 

c) 

H 

I I 
I I 

I I 
I I 

I 
J 

I 

\ 
• 

\ 
\ 
\ 
l 

f' 

d) 

H 

I 

I 
I 
I 

I I 
I 

I r 

Se considera hara formati din tronsoane din figura 4. 11 a. 

I --

--

--
--

Efortul axial in sectiunea x1 va fi: N(x,)=F+yA1x1 iar 

tensiunea: a(x1 ) = F + y x1 • 

AI 
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Pe acest tronson, tensiunea maxima se va inregistra i11 partea Jui 
superioara~ la x 1 :-=- J 1• Astf el, va trebui ca: 

de unde rezultl: 

F' a.2 a 

F 
0 maxl = +y 11 ~ cr:t 

A1 
F 

Al.nee~--
O"a -y (I 

F o:3 
a 

H Pa-'>''t)(a.-'Y~) 
YA··~ a N(x) aa (x) 

• 

I 

I 1C5 
_aa-i''3 ' 

2 
aa 

t:tt: 2 I =2 
aa-">''2 

~ 

rJ "' Faa O'a 

1 I Pa-i'~) 

.. 1 

F 
I 

~ ... 

-

F xt ~ 
aa-711 

.~ 
a) x t b) c) 

Fig.4.11 

d) 

'x) 

I 

:t::: 
._, 

~= 

43 

c54 =c53 

. 
Efortul axial tn secpunea x2 va ti: N(x2) = F + yA1l1 +yA212 iar 

tensiunea: • 

F 'Y Ai 
CJ(X2 ) = + 11 +y X2 

A2 Ai 
Tensiunea maximi de pe acest tronson trebuie, de asemenea, si satisfaca 
unnitoarea conditie: 

de pde rezulta: 
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> F+y A 111 -A aa 

A 2.ncc; - - I sau 
a a -Yl2 aa - Yl2 

F aa 
A2.nec ~ ----- -

0' a -y J, a a -Y1 2 
Daca hara este for rnata din n tronsoane, pentru tronsonul n vom avea: 

F n- 1 

A n.nec. ~ er a ( 4.9) 
(a 

0 
- y 11 )(a 

0 
- y l 2 ) •••• (a a - y J n ) 

Daca cele n tronsoane au lungimi egale: 11 = 12 = ...... =In= l/n va rezulta: 

A ~ F O' :-1 = F (] - )' 1 )-n 

n.nec. ( I ) n a. na 
0 

. 

(Ja-y -
n 

Prin particularizlri ale relatiilor precedente se pot trasa diagramele de 
eforturi, figura 4.11 b ~i de tensiuni, figura 4.11 c. 

Pentru trasarea diagramei deplasarilor se pome~te din incastrare 
unde 01=0. 

f1 l N(x 3 ) 13 y 13 8 2 = 8 1 +Al 12 = 0 +Ji dx 1 = (a 0 - ) 

o EA( x .1 ) · E 2 

12 'Y 12 o = o + Al = o + -··- (a - ) 1 2 23 2 E a 2 • 

I, y 11 
Al tot. = B 4 = 8 .l +Al .14 = o 2 + E (a a - 2 ) 

Diagrama deplasirilor este prezentata in figura 4.1 ld. 
Adoptarea, pentru aria sectiunii transversale, a expresiilor date de 

relatia (4.9), face ca la partea superioarA a fiecirui tronso~ tensiunea 
efectiva sa fie egali cu cea admisibila. Astfel, aceastl solutie este mult 
mai economica decit cea la care bara este de sectiune constant! $i mult 
mai u~or de realizat decat bara de egalA rezistenfA. 

4.9. Sisteme static nedeterminate 

Un sistem se consideri a ft static nedeterminat atunci cand 
eforturile nu pot fi determinate in mod unic numai cu ajutorul ecuafiilor 
de echilibru. Diferenta dintre numarul necunoscutelor (reactiuni sau - $i -

I 
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Solicitarea axiala 

cf orturi) ~1 11u1nlrul ecuatiilor de echilibru, posibil a fi scrise pentru 
respecti\ ul sistem, reprezinti gradul de nedete11ninare al problemei. 

Pt!ntru rezolvarea unui sistem static nedetenninat, in afara de 
• 

ecuatiile de echilibru, trebuie introduse re1atiile de compatibilitate 
geometric! a deplasarilor. Numarul acestora trebuie sa fie egat cu gradul 
de nedete11ninare statica. Rezolvarea problemelor static nedete11ninate · 
necesita cunoa~terea dimensiunilor ~i a rigidititilor tuturor 
componentelor sistemului. Trebuie remarcat faptul ca, atat ecuatiile de 
echilibru cat ~i fonna ecuatiilor de compatibilitate in deplasari depind de 
sistemul care se analizeaza. In continuare se vor da cateva exemple care 
cuprind modalitatile de rezolvare pentru cateva categorii de prollleme. 

~4p/ il'Ut ii 

.4 . ../ . ../. Pentru bara din figura 4. I 2a se cere sa se ca1culeze 
reactiuni) !,. sa se traseze diagramele de eforturi~ de tensiuni ~i diagrama 
deplasari1or ~i sa se dimensioneze. Se cunosc: F=lOO kN, 1=0~2 m, 
0'8=140 N/mm2

, E = 21 104 N/mm2
. 

Xj 
:I.: 

' c 
Ht ~1 4~ 2d :? 3 d H,. - 2r ~ ~ 

' ~ a) 

x 

y 
21 I 21 

N( 
IF/7 .. x I • . 

&f'/7 
,... 

Cf(x~ · ..... b) 
32F /(77li:12

) 
8F/77td2 

• .. x • s: •• 11 1 111 1111111 ,... 
2M/{ 1-

~ 

48 F/ll• ZE) c) 
~ -" 1 IF /(mt2E) ,,"" " r-o 

"" A(x~ ~~-
~,,., .. ... 

d) ""'~ 
... ,.... 

r-.. 
I ' ~ r... -

"" ~ x I 
. 

I I I ' . 

Fig. 4.12 
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· Solicitarea axiala 

Bara este solicitata de forta axiala 2F ~i de reactiunile din 
reazeme. Nefiind precizata greutatea proprie a barei se consider! aceasta 
ca fiind neglijabil! in raport cu sarcina de incArcare. Ca unnare, a,a cum 
s-a precizat, in incastrari vor aparea ca reactiuni numai cAte o fortl, H 1 ~i 
H2, directionate dupa axa barei. Ecuatia de echilibru de forte dupi axa x 
va fl: 

LFx =0 => 2F+H'1 - H-t =0 => H-' -H 1 =2F (4.10) 

Avem o singura ecuatie de echilibru cu doua. necunoscute. Ca ur1nare, 
problema este simplu static nedeterminat!. Pentru ridicarea 
nedeterrninarii trebuie observat modul in care se defor1neazi bara ca 

• 

u11nare a solicitarii exterioare. Bara fiind incastrata la ambele capete 
rezulta ca, alungirea totala a acesteia este egala cu zero. Pe de altA parte, 
expresia alungirii totale se poate scrie ca fiind: 

Alto, = L ~1 .. j = Af ,2 + ~12.J + Af .w = o 
• 
I 

in care Alkj reprezinta alungiri1e fiecArei regiuni in parte. 
Eforturile, pentru fiecare regiune, au expresiile: 
N(x1) = .. H1~ N(x2) = -H1; N(x3) = -H4 (4.11) 
A vand in vedere faptul ca toate aceste eforturi sunt constante ~i 

ca. aria sectiunii transversale este de asemenea constant! pe fiecare 
regiune in parte, expresia aJungirii unei regiuni se po~te scrie astfel: 

Ca urmare vom avea: 

Al . = N(xi )Ii 
'-l EA(xi) 

H 1 21 H 11 H 4 21 
- - - =0 ::::) 

Exd2 xd2 xd2 

E --·- E -- ·--
4 4 

4 
H =--H 

I J 4 

S-a obtinut astfel> a doua ecuatie necesara in vederea dete1 rninlrii 
reacfiunilor. Folosind aceasta din urrna ecuatie $i cu ajutorul ecuatiei 
(4.10) se obtine: H1 = (-8/7)F ~i H4 = (6n)F; Inlocuind aceste valori in 
ecuatiile date de (4.11) se obtine pentru eforturile sectionale: 

• 
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Solicitarea axiala 

C~u aj utorul aces tor expresi i se traseaza diagrama de ef orturi, 
figura 4.12b. Se constatl cl, salturile din diagramA sunt corespunzatoare 
fortelor concentrate de pe hara. Diagrama de tensiuni, flgura 4.12c, ~ 
traseazl avind in vederere relatii1e: 

Se observA ca tensiunea maxima o regasi1n in regiunea 2 ·3. Pentru 
dimensionare se impune condipa ca aermax :s; aa de unde rezulti: 

32F = 32· 100· 10
3 

= 32 23 mm 
11ta a 7x · 140 , 

Valoarea ~~asiti se rotunje~te la d=33 mm 
Pt rltru trasarea diagram.ei deplasirilor se pome~te din incastrarea 

1 pentru care avem 81 = 0. 
DeplasareSJ. sec.tiunii 2 va fi datA de relafia: 

8 
-- F · 21 
7 16 Fl 

B2 = B1 +A.112 = O+ E1td2 = 7 Exd2 

Deplasarea scctiunii 3 va ti: 
48 Fl 

83 =82 +A.123 = 2 
7 End 

Pentru verificare se calculeaz! deplasarea sectiunii 4 care trebuie sl fie 
egala cu zero: 

48 Fl ~F·2I 
84 = 83 + A.134 = 2 - 7 = 0 

7 E1td 1td2 

E-
4 
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Solicitarea axiala 

A vind in vedere faptul ca, punctul 1 a f ost considerat ca reper ~ 
semnul "+" din diagrama arata cl toate sectiuniile se departeaza de acest 
punct $i deci se apropie de punctul 4. De altfel, dacA s-ar ti trasat 
diagrama considerind punctul 4 ca reper, semnul din diagra1na ar fi ie$it 
"-" ceea ce ar fi reprezentat, de asemeni, o apropiere a sectiunilor fata de 
punctuJ 4. 

A . .J.5. Pentru hara din figura 4. I 3a se cere sa se calculeze 
reactiunile, sA se traseze diagramele de eforturi ~i tensiuni, sa se 
dimensioneze ~i sa se traseze diagrama deplasarilor. Se cunosc: F=60kN, 
I= 0,15 m, O'a = 140 N/mm2

, E=21 104 N/mm2 
. 

. 

H1 H;=2F • 
H1=~ 

~ W/h ~ wa WL& w 10F/17 N(x -40r/(177rd2) a(x) A(x) 
-

l ; x1 

I ' I I - \ 
• ~ ... " 't'T '1~ 2r 2f \' 

2 -24F/17 -
I I I ~2.tr/(177td2) 

~d X2 I I I I . -. <r• 

I 

I _ '-
..... - ~ 

W.#m~ ~~/fi ~ '/ ~ ~ 
~ , 

~ ~ 2 
i 1 ~ !3 j ~ I _ 

..... I 

' I ~ 
'-J 

~ 1~ 

~~ 1...u LJ_ - ~..LI -HF /S17t d2) 
x x x 

H .. c) d) e) f) 
x )( 

)( 

Fig. 4.13 

Ca urmare a solicit!rii exterioare, in incastnlri apar reactiunile H1 

~i H2. Din ecuatia de echiJibru va rezu]ta: 
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Solicitarea axiala 

A vem o singurl ecuatie ~i doua necunoscute, deci problema este simplu 
. static nedetenninatA. Avind in vedere faptul ca se lucreaza in ipoteza 
defor1natiilor mici care nu tree de domeniul elastic, pentru ridicare~ 
nedeterrl1inlrii vo1n folosi metoda .'iiprapunerii efectelor. Pentru aceasta, 
se indeparteazl (imaginar) incastrarea din punctul 4 (de exemplu). In 
aceste conditii bara se poate defonna liber $i se poate calcula alungirea 
totala care s-ar produce. Singura reactiune ce apare in acest caz este cea 
din incastrarea I: H' 1 = 2F. Eforturile de pe cele trei regiu11i ale barei 
fiind: N'(x1) = H' 1 = 2F, N'(x2) = H' 1 - F = 0, N'(x3) = 0 alungirea totali 
a barei va fi: · 

li'4 =Al'12+Al'21+Al'34 = 8f12 +O+O 
EmJ 

Totu~i, faptul ca hara nu depi§e~te punctul 4 se datoreaza reactiunii ~. 
Astfel, ltmgirea 31

4 se egaleaz! cu def or 1natia care ar fi produsa de . 
reactiunea Hi dacA aceasta ar actiona singura asupra barei: 

H _!_ 
~II - A111 A111 A111 - - H4l - H4l - 4 

2 
u 4-l.11 l?+l.11 ?J+l.11 34-

.. - - 7td2 E1td2 002 

E ·---- E(1td2 
- - - ··- ) 

4 4 

Din lo'4 f = fo" 4 j va rezulta Hi = (24/17)F. Din ecuapa de echilibtu se 

obfine H 1 = ( 10/17)F. 
Diagrama de eforturi se va trasa avand in vedere relatiile: 

10 24 24 
N(x 1 ) = F; N(x2 ) = - F; N(x3 ) = - F; 

17 17 17 

Se constata c4 sunt verificate, in diagrama din flgura 4.13d, salturile <lin 
dreptul foqelor concentrate de pe hara. Diagrama de tensiuni se traseam 
cu ajutorul re1apilor: 

40 F 24 F 96 F 
a( x ) - · a(x ) - - · a(x ) - - - --

- I - ) 7 ttd 2 ' 
2 

- 17 1td 2 ' 
3 

- 51 1td 2 

133 



Solicitarea axiala 

Diagrama tensiunilor este trasata in figura 4.13e. 
Pentru dimensionare se pune conditia ca: 

de unde rezult!:d ~ _4_0_F_ == 40·60· 10
3 

=l7 9 , mm. 
17xa a 

obtinuti se rotunje~te la d = 18 mm. 

17x · 140 
Valoarea 

Pentru trasarea diagramei deplasarilor se pom~te din incastrarea 
1. Deplasarea sectiunii 2 va fi : 

Deplasarea sectiunii 3 va fi: 

40 Fl 24 Fl 16 F1 
c5 3 = 8 i + 11123 = 1 2 - 7 i = 17 E1td 2 - 7 End 1 E'1td 

Pentru verificare se calculeazi deplasarea sectiunii 4 care trebuie sa fie 
egall cu zero: 

24 f.J_ 
8 = 8 + Af = 16 Fl - 17 2 = 0 

4 3 34 17 E1td2 3002 
£ . ..... . . 

4 

Diagrama deplasarilor este trasata in figura 4.13( Semnul "+" din 
diagrama arati o departare a sectiui:iilor barei fata de punctul l considerat 
ca reper ~i ca urmare o a pro pi ere fat! de punctul 4. DacA s-ar considera 
punctul 4 ca reper, semnul din diagrama ar fi "-" ceea ce ar reprezenta, de 
asemeni, o apropiere a sectiunilor barei fata de punctul 4. 
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Solicitarea axiala 

·.I. IO. Sisteme de bare 
I 

• 

. 4.-1.6. Se considera hara dreapta, rigid!, ABC in pozitie 
orizontali, figura 4.14. Bara este sustinuta de trei tije verticale articulate 
cilindri~ la ambele capete. Modulele de rigiditate la solicitarea axiala ale 
tijelor sunt A1E1, A2E2 ~i A:lE3. Bara orizontala este inc!rcata cu forta F. 
Se cere sa sA determine valoarea celor trei eforturi N1, N2 ~i N3 din tije ~i 
sa se calculeze deplasarea punctului de aplicatie al fortei. 

v 

Deoarece articulatiile cilindrice nu pot prelua momente in planul 
xoy in care se incadreazl ~i sistemul de bare, tijele vor fi supuse doar la 

• 

solicit!ri axiale. Consideri.ndu-se valabila ipoteza deformafii/or mici ~i 
ca u11nare a deplasarilor mici, ecuatiile de echilibru se vor scrie pentru 
pozitia initial! a sistemului. Ecuatiile de echilibru se scriu pentru bara 
orizontall. Sustinerea datorata tijelor este inlocuim de fortele cu care 
aceste tije actioneaza asupra barei orizontale ~i care sunt de altfel chiar 
eforturile ce apar in tijele respective. Ca u11nare vom avea: 
-~ -- · 
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Solicitarea axiala 

L F" = 0 => O= 0 

L F~ = 0 => F - N I - N 2 - N -' = 0 (4.12) 
' L M,\ = 0 ::) N 3 (a+ b) - F(a+ b-c)+ N 2 a = 0 

Se constata ca avem doua ecuatii cu trei nccunoscute deci problema este 
simplu static nedeterminata. Pentru ridicarea nedeter1ninarii se va 
considera poziiia defonnata a siste1nului. lntrucat s-a presupus ca bara 
orizontala este rigida, rezulta ca, ea va ramane dreapta ~i · dupa 
defor1narea celorlalte bare din sistem. Tijele verticale se lungesc sau se 
scurteaza astf el ca s-a imaginat o noua posibila pozifie a barei orizontale 
A ,B'C'. Pozitia finala exacta va reie~i din calculele ulterioare. 
Deplasarile punctelor de articulatie a barei aflata initial in pozitie 
orizontala, se noteaza cu 8A, 813 ~i Sc. Tinandu-se cont de asemanarile: 
MA'D-ACC'D ~i AAA'0---.1BB'D, intre deplasarile mentionate se pot 
scrie relatiile: 

SA x SA -=---· -= 
' 3c a+b-x S0 

x 

a-x 
(4.13) 

Eliminand pe x din cele doua relatii se obtine 
BA, 5B ~i <5c: de forma:: 

o relatie intre deplasiri le 

(4.14) 

Se observa ca, deplasari1e oA, o1J ~i Ot: corespund tocmai cu lungirile sau 
scurtarile tijelor. Ca ur1r1are: 

N 111 N212 N~1 3 SA =All= ; o,l =Al2 = ; Oc =~13 = (4.15) 
E1A1 E2A2 E3A3 

• 

lnlocuind relatii1e (4.15) in relatia (4.14) se obtine o re1atie intre 
eforturile din tije, N 1, N2 ~i N3 : 

N212 = N3l3 a- N1l1 b I 
E 2 A 2 E 3 A 3 E 1A 1 a+b 

care impreuna cu relatiile ( 4.12) fonneaza un sistem de trei ecuatii cu 
trei necuno~~cute: N1, N2 ~i N3. Rezolvand sistemul se vor deter1nina 
eforturile din tije. Valorile eforturilor astfel obtinute se introduc in 
relatiile (4.15) ~i se detennina deplasarile puncte1or A, B ~i C, respectiv 
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Solicitarea axiali 

6A, 81! ~! Oi·. folosind, de exemplu, a doua re1atie (4.13) se va detennina 
expresia lui x ca fiind data de; 

. 8Aa 
X=--- • 

8A +8n 
In functie de valoarea obtinutl pentru x. se poate trasa cu exactitate 
pozitia deplasatl a barei ABC. 

Deplasarea punctului de aplicape al fortei se poate determina din 
asemlnarea AK 'KD-AAA 'D. Va rezulta: 

1 
<>x =-oA(a+b-c-x) 

x 

A.-1. 7. Se considera sistemul format din trei tije articulate ~i 
prinse ca in figura. 4.15. 

, 
1f2~ I 

~ I l3~A3 
11Et Ai ai rlJ I I I 

\ J I I 
\ I . I 

I I N I A d 

A 
I x I \ a 

~\I I 
-

F \\ \ I 
\ I \ I 

I 

y 
u---lA' 

u 
a} b) c) 

Fig. 4.15 

Pentru pozitia nedefonnatl a barelor se pot scrie doar doua ecuatii de 
echilibru ale punctului A: 

. . - . . - - - . -· - - -
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Solicitarea axiala 
==========--=-==-----......... -==-=-= .......... ========:=-====-========-====-====: . 

L FY= 0 => F- N1 cosa 1 - N2 cosa 2 - N.l sina 3 = 0 
(4.16) 

Se constata ca ave1n o problema si1nplu static nedeter1ninata. Ca unnare, 
vom considera pozitia deformata a siste1nului. Punctul A \ta ajunge in A., 
~i va suteri deplasarea totala: 

o=.Ju2 +v2 (4.17) 
CapatuJ fiecarei tije va parcurge acela~i drum AA'. In tigura 4. l 5b se 
prezinta 1nodul de deformare ~i deplasarea barei I. Intre lungitnea t.\1 1 a 
acestei bare ~i deplasarile u ~iv ale punctului Ase poate scrie relatia: 

& 1 =a+b=vcosa1 +usina 1 (4.18) 

Din figura 4.15c rezulta ca: 

Al.,= c - d = vcosa., - usina., - - - (4.19) 

In 1nod ase1nanator pentru tija 3: 
~3 = vcosa3 -usina 3 (4.20) 

Realtiile de mai SUS s-au determinat racandu-se unnatoarele consideratii: 
- deformatiile barelor sunt mici si ca urmare deplasarea punctului 

A este ~i ea mica in raport cu lungimile barelor. In consecinta, unghiul 
flicut de tije cu verticala inainte de deformare, difera foarte pufin cu eel 

• 

de dupa defor1nare iar aici s-a considerat a avea aceea~i va]oare; 
- alungirea unei bare se determina ducand din punctul A (initial). 

o perpendiculara pe bara deformata ~i masurand fata de punctul A' 
(fina1). 

Din relatiile ( 4.18), ( 4.19) ~i ( 4.20) se elimina marimile u ~i v ~i 
va rezulta o relatie intre Ali, Al2 ~i L\13. Evident ca, aceste alungiri sunt de 
forma celor date de relatiile (4.15). In aceste conditii va rezulta o relatie 
intre eforturile N1, N2 ~i N3 care alaturi de relatiile (4.16) vor forma un 
sistem de trei ecuatii cu trei necunoscute ce va pennite determinarea 
eforturilor din tije. 

Deplasarea punctului de aplicatie al fortei se detennina cu 
ajutorul re1atiei ( 4.17) in care u ~i v se dete11nina cu ajutorul relatiilor 
(4.18) ~i (4. 19) de exemplu. 
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SQJicitarea axiali 

.4 . ../.8. Se considerl sistemul de bare din figura 4. 16. Se constatl 
ci Jungimea barei 2 este mai micl cu a << 1 decit lungimea necesari 
montajUJui in punctul A 1• Se cere sl se determine eforturile din b~ 
dupi efectuarea forptA a montajului ~i sA se precizeze noua pozipe a 
punctului de montaj A. 

E,A 

., 
a) I 

b) 

Fig. 4.16 

Dupi efectuarea fortatl a montajului capetele tuturor barelor 
ajung in punctul A. Pentru a se putea realim montajul in acest punct, 
barele 1 ~i 3 vor trebui supuse la compresiune iar hara 2 la intindere. Ca 
unnare a acestor solicitlri in bare vor apirea eforturile N1, N2 $i N3. 
Ecuatiile de echilibru pentru punctul A vor fi: 

r,Fx=O ~N1 sina=N3 sina 
r,Fy =0 =>N1 cosa+N3 cosa+N 2 =0 

(4.21) 

Se constati cl avem doar do.ul ecuatii ~i trei necunoscute7 deci, problema 
este simplu static nedeterminati. Pentru ridicarea nedeterminlrii se 
considerl pozitia defonnatl a sistemului ca urmare a montajului foqat. 
Intre deplaslrile punctelor A1 'i A2 ~i abaterea de montaj se stabile$te 
urmltoarea relatie: 

a=81 + ~ (4.23) 
81 reprczintl tocmai lungirea barei 2~ deci vom avea: 
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Solicitarea axiala 

8, ;~= L\I, - -
Din fibrura 4. l 6b se obse~a ca: 

~ _ f\} I 
01-

cosa 

( 4.23) 

(4.24) 

cu Li1 1 inasurandu-se in acela~i 1nod ca ta problema precedenta. Ct1 

ajutorul relatiilor ( 4.22), ( 4.23) ~i ( 4.24) ~i t1nand seama de faptul ca 
Al1={N 111)/(EA) rezulta: 

Din re1atiile ( 4.21) .rezulta: 
N1 = N.1 
N ~ = -2 N 1 cosa . 

Ca unnare vom avea: 

N
_a.EA 1 N aEA 1 

i - 1 I = NJ ; 2 = 2 cos a I 1 
-2 cos a+ · · 2 cos a. - · 

cos2 a cos2 a 
ce reprezinta eforturile din barele supuse montajului foqat. Noua pozitie 
a punctului de montaj se afla fafa de A1 la distanfa: 

N ., l J 0
1 
~ - = a~~~~ 

EA I I - _.... .. . ... 
2 cos ) (;(. • 

4.11. Bare supuse variatiilor de temperaturi 

Se consider! bara de lunb>ime I ~i sectiune constanta din figura 
4.17a. 

Sub actiunea unei variafii uniforrne Lit a temperaturii, hara, care 
se poate dilata liber, va capata alungirea: A1 = a.IL\t in care a reprezinta 
coeficientul de dilatare termica liniara ~i este o constanta ce depinde de 
anaterial. Este important de subliniat faptul ca, atat timp cat dilatarea nu 
este impiedicata in bara nu apar tensiuni, figura 4.17b. In cazul in care 
dilatarea nu se poate produce liber, in hara apar tensiuni determinate de 
solicitarea exterioara constituita din reactiunile ce apar in reazemele care 
impiedica respectiva dilatare figura 4. l 7c. Aceste tensiuni produse de 
so1icitarea termica se suprapun peste cele introduse de solicitarea 
mecanica propriu-zisa care poate actiona pe bara . 

• 
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. &[°CJ-

N 
At('C) 

a) 

b) 

c) 

Fig. 4.17 

• 

N 

Pentru determinarea etortului axial care apare in hara se aplica 
metoda suprapunerii efectelor. Astfel, avem aceleqi efecte daca: · 

- hara aftati intre reazeme fixe se incilze$te cu At [°C] ~i este 
solicitati cu reactiunea N ce apare in reazeme; 

- hara, liheri la un caplt, se incllze~te cu At [°C] $i se comprimi 
cu aceea$i sarcini N care apare ca reactiune in primul caz. 

Evident ca, sarcina N trehuie si fie atit de mare incat si 
comprime hara pe distanta Al, acee~i care apare in cazul in care bara s
ar dilata liber. In aceste conditii se poate scrie egalitatea: 

de unde rezulti: 

NI 
Al=alAt=

EA 

N=aAEAt 
sau: a = aEAt 

• 

Pentru calculul efortwilor din bare aflate in diferite configuratii §i 
supuse variatiilor de temperaturi se recomandi: 

- . si se elimine restrictiile care ar impiedica dilatarea termica 
liberi a sistemului; 

- sl se considere o anumiti pozipe a sistemului liber deformat sub 
actiunea variatiei de tempetatura; 

···- - -·----- . 

141 

• 



• 

• 

Solicitarea axiala 
~---=-_,,..,,=====================-==-==-=--====---==============<== ' 

- sa se aduca sistemul liber deformat 111 pozitia finala reala (cu 
restrictii) cu ajutorul unor forte ce constituie chiar reactiunile din 
legaturi ~ 

- sa se scrie relatii intre deplasarile datorate dilatarii termice 
libere ~i cele datorate aplicarii fortelor in vederea aducerii sistemu1ui 
defonnat in pozitia reala. Aceste relat1i vor pennite determinarea 
reactiunilor ~i ca unnare a eforturilor din bare. 

Aplic:a/ii 
A -1.8. Pentru barele din figura 4.18 se cere sa se determine tensiunile 
aparute ca urmare a incalzirii acestora cu ~t [°C j. Se mentioneaza ca 
variatia de tetnperatura este 1nai mare decat cea care poate produce 
inchiderea rostului o. Se cunosc: a.1, E1, A1, 11 , a 2, E2, A2, 12, ~t ~i o. 

c5 

N 

Pentru rezolvarea acestei probleme se apJica metoda eliminarii 
restrictiilor ~i a suprapunerii efectelor. Daca nu ar exista restrictii la 
dilatare, bara 1 s-ar dilata tiber cu Al 1

1 
= a 111At iar hara 2 cu L\12

1 = a212At. 
Considerandu-se pozitia finala., reala a sistemului, cea notata cu //, se 
aduc barele in aceasta pozitie din pozitia in care au fost liber defor111ate 
terrnic. Acest lucru se poate face cu forte avand aceea~i valoare N, ~i 

pentru bara 1 ~i pentru bara 2, deoarece, in cazul real, farA restrictii, 
reactiunile care apar la contactul dintre cele doua bare, sunt egaJe. 
Co1nprimarea celor doua bare cu foqele N se face pe distantele: 
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Solicitarea axiali 

AlN - NI. . "'IN - Nl:? 
u 1 - Stu 2 ---

E1A1 E1A2 
Se observe cl intre deplasarile termice libere ~i cele datorate tortelor N 
existA relatia: 

L\) ~ - Al~ + Af ~ - Al~ = 8 
Jnlocu1nd accstc dcplasari cu expresiile formulate anterior se ol,tine in 

f mal: N = At( a I I , + a :? I:? ) - a 
t, l 2 + - --

E ,A, E2 A2 

Este e\·ident faptul cl, forte1e de reactiune N care apar la contactul dintre 
cete doua bare se regasesc ~i in incastrlri. Tensiunile din cele doua bare 
vor fi : 

A.-1. JO. Se consider! ansamblul ~urb-piulitl din tigura 4.19. Sa se 
calcu1eze tensiunile din cele doua piese in condipile in care intregul 
anSa.mblu suferl o variatie de temperatura L\t [°C]. Piulita este din cupru 
iar $urubul este din otel. Se cunosc: <lcu, Beu' Acu, 11, <Xot, Eo1,, AoL, 12, ~i 
L\t. 

-

11-___ .,.__ __ ,2 __ _, 
tcuAcu<Xcu EoLAoL<XoL 

- - - - -

-1-1 
-~-, 

-f- --t4 --+-- - -I 
ical--+--'--..&.-__.__ - - - _J 

~t 

Fig. 4.19 
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Solicitarea axiala 

Presupunem ca pozitia ansamblului dupa incalzire este cea figurata cu //. 
Restrictia la dilatare exista numai pe portiunea 11 ~i este reprezentata de 
filet. Daca acesta nu ar exista., piulita din cupru s-ar dilata cu cantitatea 
L\lcut = Clcul 1L\t iar poqiunea din ~urub in contact cu piulita s-ar dilata cu 
cantitatea L\ll1I.l = ac1111L\t. Pentru aducerea in pozitia considerata ca ti11ala 
a eel or doua piese, se actioneaza cu forte le N care sunt de altf el ~i 
reactiunile care apar in filet. Cele doua deplasari vor fi : 

N NI I • N NI I 
t'.\lcu = SI L\JOL = ---

E cu A cu E ()LA ()L 

lntre aceste deplasari ~i cele datorate solicitarii termice se poate stabili 
urmatoarea reJaiie: 

Lil ~u - L\l ~1 = L\l ~)I , + L\l ~I. 
Facandu-se inlocuirile ~i cateva calcule simple se obtine: 

N = L\t{Cl.cu -0.01.} 

I I -· . . . - . + . . - -
E cu A \)U E ( >L A ()I, 

Tensiunile din cele doua piese (care se stabilesc doar pe poqiunea 
filetata) sunt date de ralatiile: 

N At( a. cu - a. 01. ) • 
O' cu = = SI 

Acu ) Acu .. . + . . . . 

N At( a.cu - a.<JL) . 
CJ 01. = = 

AOL . ] A()L -+ -.. . . . ... .. 
Ecu EoLAOI. EoL EcuAcu 

Dilatarea totala a piulitei este: 
L\1 = L\l t _ L\) N = 11 L\t{a.cu EcuA cu + Cl.01, Eo1.AoL) 

cu cu cu 
ECUA cu+ E<)LAOL 

iar dilatarea totala a ~urubului este: 
~OL = Alcu + Af~;~r = Afcu +Clor.1 2At 

4.12. Calculul firelor ,i cablurilor 

Firele ~i cablurile se deosebesc de bare intrucit nu prezinti 
rigiditate Ja incovoiere, torsiune ~i compresiune. Ele pot prelua numai 
eforturi de intindere ~i sunt considerate~ de regulA, perfect tlexibile. 
Pentru calculul eforturilor din fire trebuie sa se determine mai intai 
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pozitia Je ech1Jibru a acestora. Atunci cand sarcinile sunt distribuite, 
pozitia 4le echilibru se nume§te curbA f uniculara. 

4.20a . 
• ,.... .. . 

:~e consider! un fir incArcat cu o sarcina distribuita ca i11 figura 

h 

a) 

Fig. 4.20 

v 
~-"11...-------.--r·- . ·--

'{J I H+dH y 
.... ~-· 

V+dV r w+ N 
-dx -! 

b) 

Firul este sustinut in punctele 1 ~i 2 de dona reazeme articulate. Ca 
ur1nare a solicitarii exterioare, elementul de lungime ds este solicitat de 
sarciniJe prezentate in figura 4.20b. Sarcinile axia1e din cele doua 
sectiuni ale elementului de lungime ds se pot descompune pe directiile x 
~i y. Din ecuatiile de echilibru va rezulta: 

dH=O 

dV+qdx= 0 
(4.25) 

Din prima ecuatie se deduce c! H = constant, deci ca, proiectia pe 
orizontala a etbrtului axial are aceea~i valoare in cazul incarcarii 
verticale~ indiferent de sectiunea transversal!. Se ~tie ca: 

d
2
y = d dy = d (t )= d v 

dx2 dx dx gq> dx H 

Cum H = const. ~i dV=-qdx, ·va rezulta: 

d 2 y = - qdx = - q deci d 2y = - q 
dx2 Hdx H dx2 H 

(4.26) 

(4.27) 

Relatia (4.27) reprezint! ecuatia diferentiala a for1nei defo11nate a firu1ui . 
Pentru detenninarea componentei verticale V se integreaza a doua 
ecuatie din relatiile ( 4.25): 

V=-J qdx+C 
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in care C este o constanta de integrare care se determina in functie de 
valorile reactiunilor din punctele 1 (x=O) ~i 2 (x=I). 

Se considera un fir incarcat cu o forta v·erticala unitor1n 
' 

distribuita a carei intensitate este q,-figura 4.21 . 
i--~~~~~~~1~~~~~~~-----i 

q 

h/2 

f 

y 

-· Fig. 4.21 

In aceasta figura, I reprezinta deschiderea, h diferenta de nivel iar f 
sageata firului masurata fata de linia punctelor de suspensie. 

For1na de echilibru a firului este o parabola a carei ecuatie se 
deduce prin integrarea expresiei data de ( 4.27). Va rezu1ta: 

qx2 
y= - +C 1x+C2 

2H 
in care C 1 ~i C2 sunt constante de integrare ce se determina din conditiile 
la limita. In situatia din figura 4.21, aceste condilii sunt: 

-pentru x = 0, y = o~ 
- pentru x = I, y = h. 

Astfel pozitia de echilibru a firului devine: 
qi h qx 2 

y = +- x- (4.28) 
2H 1 2H 

Se ~tie ca lungimea elementului ds este data de relatia: 

ds = ~dx2 +dy 2 
= cixJI + y12 

Prin integrarea acestei ecuatii ~i dezvottand radicalul in serii, din care se 
pastreaza doar primii doi terrneni, se obtine lunbrimea totala a firului sub 
fonna: 
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• 
(4.29) 

La mijlocul deschiderii (x=l/2) avem y = h/2 +f. lnlocuind in (4.28) va 
rc=zuJta: 

ql2 
f=-

8H 

12 
sau H =-q-

8f 
(4.30) 

Tinand cont de relatiile (4.29) ~i (4.30) va rezulta, pentru lungimea totali 
a firului, urmltoarea relatie de calcul: 

h 2 8f2 

L=I+ + (4.31) 
21 31 

Daca p4nctele de suspensie s-ar afla la acel~i nivel (h=O ), lungimea 
' 

firului ar ti: 

L =I+ 8f2 
31 

Pozitia cea mai de jos a firului se obtin~ pentru y' = 0: 

y' = qi + ~ _ qx = 0 
2H 1 H 

de unde rezulta coordonata pe orizontall a acestui punct: 
1 hH 

x=a=-+-
2 qi 

sau: 
I hi 

x=-+-
2 Sf 

respectiv coordonata aceluia~i punct pe verticala: 
h ql 2 llh2 h h2 

Y =-+ + sau y =-+f +-
max: 2 8H 2ql max 2 16f 

(4.32) 

(4.33) 

In functie de modul de a~ezare §i intindere a firului, pentru sarcina H 
putem avea urmiitoarele situatii: 

a). Daca tirul este intins astfel incat pozitia cea mai de jos a 
acestuia s4 se afle intre reazeme (a< 1), figura 4.22a, din relatia (4.32) va 
rezulta: 

I hH 
l>-+-

2 qi 
de unde 
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b ). Daca pozitia cea mai de jos a firului se afla chiar in re~zemul 
2 (a ;-:: I)~ figura 4.22b, ~i reprezinta un punct de maxim (axa y cste 

.., 
qlw 

indreptata injos), se obtine: H = -
2H 

c ). Daca pozitia de 1naxi1n nu sc obtine intre reaze111e (a -··· I), 

figura 4.22c, atunci: 

I 

-

") 

ql'-
H > -

2H 

Fig. 4.22 

I I 

:If-

Dupa determinarea lui H se poate obfine efortul axial in orice 
sectiune a firului din relatia: 

N = H =·HJi+y'2 

coscp 

Dupa efectuarea calculelor se obtine: 

(4.34) 

• 

q2l2 h2 q2x2 qh q2lx . qhx 
N=H 1+ + + + - --

8H2 21 2 2H 2 2H 2H 2 lH 
(4.35) . 

Pentru x =-- 0 se obtine: 
• N=H 

q212 h2 qh 
]+ 2+ 2+ 

8H 21 2H 

12 h2 
N=H 1+ +f + 

h 
+-

8f 16f 2 
sau in functie de sageata f: 

In punctul de maxim {x = a) efortul axial este N = H iar pentru x =I se 
q212 h2 qh 

obtine: N = H I+ + - -
8H 2 21 2 2H 

sau In functie de s4geata f: 
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)
2 h2 h 

N=H 1+ +f+ --
Sf 16f 2 

Conditi~ de rezistenta a ftrului poate ti exprimatA astfel: 
H ql 2 

. a= = sail 
A 8fA 

Lungirea totala a firului aflat sub acpunea unei forte unifonn distribuite 
este data de relatia: 

Al = r Nds = H r•(t + ,2 )dx 
J1 EA EA Jo y 

Atunci cand slgeata f este mica in raport cu deschiderea (f/1 <1/20), se 
poate neglija termenul y'2 tn raport cu 1· ~i atunci vom avea: 

Al= HI 
EA 

In cazul firelor care sunt supuse unor variatii de temperatura., lungimea 
totali a ftrului va trebui sa cuprindi ~i lungirea data de respectivele 
variatii care este: Al1 =a1 (t-to) 
in care: 

.. a este coeficientul de dilatare termicA liniara a materialului din 
care este confecponat firul: 

- to este temperatura la montaj; 
- t este temperatura de lucru. 

In aceste conditii, lungimea totali a firului va fi data de relatia: 
Hl h2 8f2 

L = L0 +EA +al(t-t0 ) = l+ 
21 

+ Jl 

Notind 8=Lo - I 'i inlocuind pe H in functie de f, relatia anterioari 
devine: 

f l 31 !.? I( ) _h2 f- 3 ql2 -- 0 -- u+<X t-t -
8 ° 21 64 EA 

Cu aceasti relatie se poate determina. slgeata in condipi de 
exploatare a firului care tine seama ~i de variatiile de temperaturi. 

149 
• 



r ale Ll I u I cu 1 l ve11tio11al I a f(.)rfi.~ca r I.! • - -• . ... --A·---.:.r--

CAPITOLUL5 

·CAI"'C(_TI"'lrL CONVENTIONAi~ l.1A FORFECARE 

5 .1. I ntroducere 
5.2. Modul de realizare a solicitarii la tbrtecare 
5.3. Relatii de calcul ~i \'erificare 
5.4. Calculul conventional al imbinarilor 

5.1.Introd ucere 

Sectiunea transv·ersala a unui corp este solicitata lajiJrjecure pi11·ii 
atunci cand aici apar numai tensiuni tangentiale dezvoltate de forte 
taietoare, paralele cu sectiunea respectiva. In realitate, este destul de 
dificil de realizat o astfel de solicitare. De obicei, in sectiunea 
transversala respectiva apar ~i tensiuni datorate incovoierii. De 
asemenea, in zona din imediata vecinatate a punctului de aplicatie al 
sarcinilor, apar tensiuni datorate solicitarii de contact realizata in vederea 
aplicarii respectivelor sarcini. In cele ce urmeaza se vor neglija aspectele 
secu11dare ale solicitarii Ja forfecare. 

5.2. Modul de realizare a solicitirii la forfecare 

Putem spune ca, o bara este solicitata la .for_fecare purii atunci 
cand asupra acesteia actioneaza doua forte egale, de sens contrar ~i avind 
directia nonnala pe axa barei respective, figura 5._1 a. Aceste forte poarta 
numele dejiJr/e tiiieloare. 

In mod practic, cele doua forte se pot aplica prin intennediul 
ralcilor unei tbarfeci sau a unei ghilotine. Ca urmare, conditia ca cele 
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doua forte sa fie perfect coltniare este mai greu de realizat. Astfcl, chiar 
' . 

de la inceput intre aceste doua forte exisul o anumita distanta a care duce 
la aparitia unui moment incovoietor, figura 5.1 b. Aceasta distanta s~ 
1nare~te pe masurA ce tetele taietoare patrund in material intrucat 
solicitarea se transmite prin intennediul fortelor, distribuite acwn, pe 
tai~ul fiiJcilor, figura 5.1 c. Bratul acestor forte este insa destul de mic 
astfel incat tensiunile produse prin incovoiere pot fi neglijatc . 

• -

r 

' 
I - - - -
I 

"' 
F 

--
a) 

- - I I --------
a_IL 

F 

b) 

Fig. 5.1 

• 

' I 
'\ 

I I - - - - -
__J ,Lb 

I 

I -. ~ 
c) 

Solicitarea la care, pe langa tensiunile tangentiale datorate 
fortelor taietoare apar ~i tensiuni nonnale de valoare mica, poarta numele 
de forfecare tehnica. Acest tip de forfecare se intalne~te in majoritatea 
covar~itoare a cazurilor intalnite in practica. In figura 5.2 se prezinta 
astfel de situatii. 

I I 

F 
F 

I 

f 
a) b) c) 

Fig. 5.2 
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5.3. Relatii de calcul ~i verificare 

Se considera bara dreapta din figura 5.Ja. Pe supratata acesteia se 
traseazA o retea de ochiuri patrate. Sub actiunea fortelor taietoare, 
volumul de material cuprins intre aceste foqe se deformeaza iar reteaua 
de patrate va fi acum o retea de romburi, figura 5.3b . 

.../' 

'\. 

F r-b 
'\. ..... -

b 
a ,... -

• 
- ...... 
J (I - • --
~ • -

...... ~ 

~ 
J ,... ,, 

' 

dJ\F v 

v v 

a) b) c) . 

Fig. 5.3 

Modificarea unghiului de 90° al retelei arata ca solicitarea a 
produs lunecari ale suprafetelor puse in evidenta de unghiul y, figura 
5.3c. Ca ur111are, in sectiuni1e transversa1e se dezvoltA tensiuni 
tangentiale t, figura 5.4. 

Calculul conveniional la forfecare, ap1icat in special barelor cu 
sectiune mica, presupune ca: 

- tensiunile tangentiale sunt paralele cu sarcina exterioara care le
a produs~ 

- tens1unile tangentiale sunt uniform reparti7.ate pe suprafata 
sectiunii transversale a barei. 

In aceste conditii, folosind a doua ecuatie de echivalentA (1.9), se 
obtine: 

T = J tdA = tA sau t = T ( 5.1) 
A A 

Relatia obtinuta este una aproximativd dar are avantajul 
simplitatii ~i al abaterilor mici introduse in raport cu realitatea. 
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'.,n figura 5.4 se constati ca, sub actiunea tensiunilor tangentiale, 
elementul de volum capAta defo1111atii unghiulare (tinand seama ~i de 
dua1itatea tensiunilor tangentiale ). 

Considerand 

considera ca: 

-

y 

l 

..... _ ----

Fig. 5.4 

)( 

I 

valabila ipoteza deformatiilor 
A . 

tgy= Y ~r 
I 

• 

• 

• • se poate m1c1 , 

Folosind legea lui Hooke de pr~poqionalitate intre tensiuni ~i deformatii 
t Tl 

(t = G y), va rezu1ta: Ay = I sau Ay = -
G GA 

Dep1asarea relativ! v, a unei sectiuni fata de alta aflate la distanta b, 

figura 5.3b, este data de relafia: v = Tb 
GA 

in care produsul GA se nume~te modu/ de rigiditate la forfecare al 
sectiunii transversale de arie A. 

Cu ajutorul relatiei ( 5. "1 ), folositA in cazul pieselor cu sectiune 
micl solicitate la forfecare, pot ti rezolvate unnatoar:ele probleme: 

- pr<Jb/eme de dimensionare, prin care se calculeazA aria necesara 
sectiunii transversale a unei piese solicitata la forfecare de foqele F ~i 
confectionatl dintr-un material care are rezistenta admisibila la forfecare 
ta: 

> F Ance --
'ta 
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Tensiunea admisibila ta se poate detennina cu ajutorul uneia din relatiile: 

tr tc 
t :::;: sau t = -a a c c, 

in care c ~i c1 sunt coeficienti de sigutanta iar tr ~i tc reprezinti rezistenta 
la rupere, respectiv limita de curgere la solicitarea de forfecare pura. 

Determinarea rezistentei la rupere sau a limitei de curgere pe 
baza solicitarii de forfecare pura este destu1 de dificil de rea1izat, in 
special pentru materialele neotnogene sau anizotrope. De foarte 1nulte 
ori, pentru tensiunea tangential! admisibila se folose~te relatia: 

. · t 11 = (0,5 + 0,8)cru 
in care cra este tensiunea admisibila obtinuta pe baza incercarii de 
tractiune; 

.. probleme de verificare pe baza carora se detennina tensiunea 
efectiv introdusa in sectiune ca urmare a solicitarii exterioare de 
forfecare. In cadrul acestor probleme se verificA daca aceasti tensiune 
depqe~te sau nu tensiunea tangentiala admisibila: 

F 
tcfmax = A ~ta 

max 

- prohleme de ca/cul al for/ei tlJietoare capabile de a fi preluatl 
de 0 sectiune transversala supusa la forfecare sau al fortei necesare 
forfec!rii unei anumite sectiuni transversale: 

sau T rm. ~ A tr 

5.4. Calculul conventional al imbinlrilor 

lmbinarea elementelor componente in cadrul unei .structuri se 
face cu ajutoru) unor piese de Jeg!turl. lmbinirile dintre elementele 
componente sunt de doul feluri: 

... imbinari demontabile cum sunt imbinArile cu ~uruburi, bu1oane, 
pene, etc.; 

- imbinari nedemontabile cum sunt cele realizate prin nituire, 
sudurA, adezivi, contact tennic, contact mecanic, etc .. 
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.5.-1. I. /111binc1ri cu hul<Jane ,\·au c:u tzilt1ri, figura 5.5. 

F 
F • 

/ I I Re I Ri I Re ;1 
c 12 

, 
--' _.I 

I - ~ 
F c F ~ -

I 
~ I ~ 

I • I • -

e/2 e 

Fig.5.5 

.Calculul conventional al acestor imbinari are la baza unnatoarele 
ipoteze: 

\. Diametrul tijei bulonului (nitului - dupa realizarea nituirii) este 
ega) cu eel al gaurii in care sunt introduse pentru realizarea imbinarii; 

2. Sarcina ce actioneaza asupra imbinlrii se imparte in mod egal 
asupra celor z buloane (nituri). In realitate, buloanele (niturile) aflate pe 
randurile exterioare Re (spre punctul de aplicatie al sarcinii), sunt mult 
mai solicitate; 

3. Se neglijeazA frecarea dintre table; 
4. Se consideri cl tija bulonului (nitului) este solicitati numai la 

tbrfecare ~i presiune de contact; 
5. Incarcarea este staticl neglijandu-se efectul concentrarii 

tensiunilor. 
In continuare se vor prezenta clteva aplicatii pentru calculul de 

rezistentl a imbinlrilor cu buloane sau nituri. 

A.5.1. Sa se dimensioneze imbinarea cu bulon solicitat la 
forfecare, figura 5.6. Se cunosc: forta de lucru F, grosimea t ~i t 1 a 
tablelor, tensiunea admisibill la forfecare a materialului din care este 
confectionat buionul t.b, tensiunea admisibila la forfecare a materialului 
din care sunt confectionate tablele t 8t, tensiunea admisibila la tractiune 
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Calculul conven•ional la forfecare 
----=-==================== ......... ===-·=-===--==:a-==-........ ------------· 
pentru materialul din care sunt confectionate tabJe~e O'u 

admisibili la strivire intre bulon ~i table Oastr.· 

• 

Fig. 5.6 

~i tensiunea 

Sarcina de tractiune F se transmite de la tabla I la tablele 2 prin 
intermediul bulonului. Astfel, acesta devine solicitat la forfecare in 
sectiunile planelor de separatie dintre table ~i la strivire care are loc pe 
suprafetele de contact intre bulon ~i table. Tablele sunt solicitate la 
tracti11ne ~i forfecare. Pentru u~urinta observarii solicitirilor se poate 
constata ca: 

- o suprafata solicitata ~i care este paraleli cu forta va fi supusl la 
forfecare; 

- o suprafafi solicitati care este perpendiculari pe directia fortei 
este supusa la tractiune; 

.. (a contactul suprafetelor supuse actiunii fortelor exterioare apare 
fenomenul de strivire. 
Ca urmare, bulonul rezisti la forfecare daci: 

F F b 
'tcfl = = 2 ~'ta 

A,1 nd . 
. ·- - l 
4 

in ·~are i este numlrul total al sectiunilor de forfecare (i=2) care se 
regasesc in planele de separatie dintre table iar tab este tensiunea 
tangentiala admisibil! pentru materialul din care este confectionat 

• 

bulonul. Din relatia precedenti se deduce diametrul d necesar al 
buJonului astfel incat acesta sa reziste la forfecare. 
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(' al~ulul co11ve11lional la fortecare 

J11trc tija bull>nului ~i table apar tensiuni datorate contactului. 
Dael ,~aloarea acestor tensiuni depA~e~te 1imita de curgere la 
compre~1une atunci exist~ posibilitatea aparitiei de deformatij 
permanente care apar in corpul cu o rezistenta la contact mai micl. In 
ac~ste conditii, pot apArea jocuri in i1nbinare iar la o noua incarcare forta 

: se poate transmite cu ~ocuri. Presiunea care se exercita la nivelul 
supratetelor de contact este distribuita dupa o anumita lege, figura 5.7. 

a) 

Fig. 5.7 

I 
I 
I 
I 

da 

b) 

Se considera pentru distributia presiunilor de contact urmatoarea 
lege: Pa= Pmax cosa 

Forta total! care actioneaza asupra tablei din mijloc este F §i 

trebuie sa se regaseasca din relatia: 
,Jf.2 Iw,; 

F = 2J
0 

p·r·da ·t 1 = 2r·t 1 0 
Pmax cosa da 

sau F = p max • t I • d 

Se poate considera cl aria de strivire si fie una conventional! ~i anume 
Asis. = t1 d, in figura 5.7a este suprafata h~uratl, iar Pmax = O'str. sa fie o 
valoare Jimita. In aceste conditii vom avea: 

F 
(J' = --

sir. A 
•tr 

Aceasta tensiune va fi comparati cu tensiunea admisibilA la strivire data 
pentru contactul intre materialele din care sunt confectionate bulonul, 
respectiv tablele: O'str. ~ O'~ str. 

Dael nu sunt indicatii precise privind valoarea pentru tensiunea 
admisibill la strivire, aceasta se va determina din relatia: 

O'a, str. = (2 + 2,5)0'a 
In cazul nostru, nu va. apirea strivire daci: 
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Calculul conventional la lorfecare 
====--===-=-===="""""""-===--====-=====-----==;;====-===---========~-==· 

F F 
cr =--= <cr 

str. A dt - II 
str . t 

F 
sau a,... = ~an 

"U • 2dt 

Din aceste relatii va rezulta grosimea minir11a necesara pentru table. 
Lati1nea b a tablelor se determina din conditia de rezistenta a 

acestora la tractiune. Evident ca, sectiunea ce se va lua in consideratie va 
fi cea transversala, slabita cu gaura pentru bulon, figura 5.8a . 

.., T 
t I 

j_ J_ I 
I I 

I 
--~ I 

I 
I \I I 

I I 

" 
t I 

Af2 c~ 
d 

a) b) 

Fig. 5.8 

Relatiile de calcul sunt: 
F F F F 

crcfJ = = scra ~i (Jcf2 = 
A ll 2(bl - d)t AL2 

----~(Ju 
(b2 -d)t. 

Din aceasta relatie se deduce J!timea b= max(b 1 ,b2) a tablelor astfel incat 
acestea sa reziste la tractiune. 

Distrugerea tablelor se poate produce ~i dacA acestea se vor 
forfeca pe directie longitudinal4, figura 5.8b. Conditia ca acest 1ucru sa 
nu se intample este: 

F F F F 
t - < t t . = ~tat 

cf = Ar2 - 2· 2e, ·t - a ~I Af3 2e2 ·t1 

Din aceaste relatii va rezulta distanta e =max (e1,e2) de la mijlocul gaurii 
la marginea tablei. 

In acest fel s-a dimensionat imbinarea cu hulon din figura 5.6 
astfel incat aceasta sa reziste la forta de incarcare F. 
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Caiculul conven~onal la forfecare 

.. 4.5.2. /Jimen."i<Jnareu unei imbinari cu nituri 
• 

Oaci imbinirile cu buloane sunt folosite pentru structurile de 
rezistentA~ imbinlrile cu nituri pot avea un rol de etan~are ~i rezistenta i~ 
acel~i timp sau numai rol de rezistent1. Atunci cand imbinarea cu nituri 
are rol ?e rezistenti, dimensionarea se face ca la imbinarea cu buloane. 
CiJKI se folosesc mai multe nituri problema principall care se pune este 
de a determina numlru) necesar de nituri. Gaura prevazuta pentru nit se 
alege avind diametrul cu aproximativ l mm mai mare decat diametrul 
tijei nitului. In vederea realizarii imbinarii capatul tijei nitului se bate, 
aceasta crescand in diametru pana cand umple golul respectiv. 

In figura 5.9 este prezentat! o imbinare cu nituri a doua table. 
i--<Pd 

F 
F 

-
- I __, I-- I F 

-ED I $--
F 

b 
I ~ 

• • 
~ I 

I -~ 
Fig. 5.9 

Diametru d al tijei nitului se alege in functie de grosimea t a 
tablelor cu ajutorul relatiei empirice: · 

d = ~5tmin -a 
.. 
1n care: 

- lnun este grosimea tablei celei mai subtiri din imbinare; 
... a este un parametru care poate ti: 

- 20 ·mm pentru imbinlri de rezistenta; 

• 

- 40 mm pentru imbinArile de rezistenfA ~i etan~re 
real izate prin suprapunere; 

- 60 mm pentru imbinarile de rezistentA ~i etan~are 
realizate cu eclise. 

lmbinarile nituite se calculeaza la forfecarea tijei ~i la strivire. 
Schematizarea celor trei probleme de rezistenta este prezentata in 

tabelul 5. 1. in care s-au notat: 
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Calculul conventional la torfecare 
' 

d
, . 

. 1[ -

- Ar = 1 - sectiunea total! de forfecare pentru un singur nit 
4 

care strange ( i+ 1) piese din pachet ~i care lucreaza alternant in cele doua 
directii~ 

- A:-.ir. = dLtj - aria conventior.ala la strivire in care r ti 

reprezinta suma minim! a grosimilor tablelor care lucreazA in aceea~i 
directie; 

- F este forta totala la care este supusa imbinarea; 
- Fnit, f, F nit, str. este forta ce revine din sarcina totala pentru un 

singur nit pentru forfecare, respectiv strivire~ 
- n este numarul de nituri necesar imbinarii. 

Tabelul 5.1 

Nr. Problems Forfecare Strivire Observatii 
crt. 

la CalculuJ fortei -
capabile F n1t.r < Ar t11 F nilstr. ~ Aw. Oa sit. 

oentru un nit 
lb Dimensionare F F VaJoarea obtinuta se 

- numarul de n= n= rotunje~e la o valoare 
Fnit.r F nit, sir . • • 

intreaga superioari n1tun necesar 
2 F F • 

Verificare 'tef = s; 'ta a = < aa s -
nAr 

slr. nA. 
str. 

3 Calculul fortei Se ia valoarea cea mai 
capabile F cari r = nF nic.r F str = nF ·1 cap, . RI !ltr. mici dint re F cap r ~i 
pentru F cap.11tr. 

imbinare 

A.5.3. (.'alculu/ C<Jnvenfi<1nal al imbinarilor s·udate 
Imbinmile realizate prin sudura prezinta, in raport cu cele nituite, o serie 
de avantaje: economie de material, pret de cost redus, u~urinta executiei, 
etc .. In schimb, sunt ~i unele dezavantaje: aparitia de tensiuni remanente 
atat in cordonul de sudura cat ~i in materiaJul de ba7.i, controlul calitatii 
sudurii se efectueaza la sfar~ituJ operatiei, emanatia de gaze toxice, 
posibilitatea defonnarii structurii datorita campului tennic, etc .. 
I1nbinarile sudate pot fi realizate ih diferite variante. Acestea sunt functie 
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(·atculul l:onve11tio11al la t1)rtecare 
==---···-==,,,,,_=-=="""""'"'====------=======---=~=------========--=--' 

d~ gro:-;i1nca piesell>r de asa1nblat ~i de posibilitatea de pozitionare a 
ace-~1ora 

.!n general, cordl>a11ele de sudur! sunt supuse la solicitare~ · 
(;01npusa d~ fortecarc cu tractiune, figura 5.10. 

F 

f 

a) b) 

Fig. 5.10 

In 1nod conventional, cordonul de sudura se calculeazi numai la 
forfecare asociindu-i-se insa acestei solicitari intreaga fort! F/2 ce revine 
cordonului. 

Calculul imbinarilor sudate tine seama ~i de unnatoarele 
considerente: 

- tensiunile admisibi1e ale cordonului de sudur! se dete1n1ina cu 
relatiile: O'ai1 = 0,8 O'a pentiu tractiune ~i O'as = 0,65 O'a pentru 
compresiune, in care O'a este tensiunea admisibill pentru materialul din 
care sunt confectionate tablele din imbinare. Aceste relatii au la baza 
observatii experimentale avand in vedere faptul ca materialul 
e1ecirodului de suduri se alege in functie de materialul pieselor ce 
urmeaz4 a ti sudate; 

.. chiar daci sudura dep!~e~te marginile tablei, nu se va ~ne 
seama de surplusul de material~ 

- se admite cl tensiunile se repartizeaza in mod unifortn pe toati 
lungi mea cordonul ui de sudurl; 

- se considera cl, la capetele cordonului de sudura nu se poate 
obtine o legare a tablelor dupa o aceea~i geometrie a cordonului de 
sudura pe care acesta o are in rest. Ca urmare, pentru lungimea 

• 
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CaJcuJul co11ventional la tortecare • 

cordonului de sudura se folose~te relatia conventionala Is = I - 2a in care 
a este inaltimea sectiunii transversale a cordonului, figura 5.11 b. 

Daca grosimea tablelor este t atunci~ 1nari1nea a este data de 

relatia a= JI"' 0.71. Din figura 5. IOb se observa ca aria de forfecare 

este: 
Ar= a ls = 0,7t(1-1,4t) 

Conditia de rezistenta se scrie in felul uranator: 
F 
... 
':) F 

t = .... = < t = 0 65cr 
s A . I 4t(I- 1 4t) - as ' u 

J ' ' ' 

Din aceast:a relafie se detennina lungimea necesara pentru cordonu) de 
sudura ca fi ind: 

F 
I= +1,4t 

1,4t · 0,65cr a 

f.~a calculul lungimii cordonuJui de sudura nus-au avut in vedere 
eventualele defecte apirute ca urmare a procesului tehnologic de sudare. 

I • 
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Rasucirea barelor de sectiune ciculari 

CAPITOLUL6 

RASliCJREA BARELOR DE SECTIUNE CIRCULARA 

6.1. lntroducere 
6.2. Calculul detbrmatiilor ~i al tensiunilor 
6.3. Modalitati de calcul 
6.4. Relatii de calcul pentru momentul de rasucire 
6.5. Calculul energiei totale de deformatie 

6.1. Introducere 

0 hara dreapti este solicitata la risucire atunci cind torsorul 
eforturilor, in orice sectiune a barei, se reduce la un moment dirijat dupa 
axa barei, figura 6.1. 

--.... 

• 

y z y r 
a) b) 

Fig. 6.1 
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Rasucirea barelor de sectiu11e ciculara 

Se poate constata experimenta] ca~ pentru barl!lc care alt 

sectiunea transversala circulara plina, este verificata ipoteza lui Bernoulli 
deci, sectiunile transversale ra1nan plane ~i perpendiculare pe axa l">arei ~i 
dup4 deformarea cauzata de solicitarea exterioara. La barele care au 
altfel de sectiuni decat cea mentionata. se produc deplanari ale acestor 
sectiuni. Pot aparea, de asemenea, deformatii chiar in planul sectiunii 
transversaJe. Defonnatiile respective se produc pentru diferite 
configuratii ale sectiunilor transversale ~i pentru diferite materiale. 

Relatiile de calcul in aceste cazuri sunt mai complicate ~i nu vor 
tace obiectul acestui capitol. 

6.2. Calculul deformatiilor $i al tensiunilor 

Se considera o hara dreapta, de sectiune circulara plina. Pe 
suprafata acesteia se traseaza o retea de generatoare ~i cercuri, fiecare la 
distante egale, figura 6.2a. 

y Z I y Z I 

a) b) 

Fig. 6.2 

Prin aplicarea unui moment de rasucire se constati ca, cercurile, 
dupi defor1narea datorita solicitirii exterioare, ramin tot cercuri care se 
afla Ia acee~i distant! fata de pozitia initiala ceea ce dovede~te ca, 
secti unea transversali ramane plana. In schimb, generatoarele, initial 
drepte, iau o fo1ma elicoidala. Astfel, unghiurile elementullti de retea 
ABCD, care initial sunt de 90',., se JilOdifica cu y, figura 6.3. 
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Risucirea barelor de seqiune ciculari 

1 

a) b) 
Fig. 6.3 

Deplasarea secfiunii transversale ce contine latura AD a 
ele1nentului de suprafatA in raport cu sectiunea transversala ce contine 
latura ac a elementului de suprafatl, dovede~te prezenta tensiunilor 
tangentiale t pe cele doui suprafete, figura 6.3b. Astfel, orice element de 
retea este supus unei st!ri de lunecare purl cu valoarea y. Se constat! de 
asemenea ci lungimea I a barei nu se modific!. 

· Fie hara dreapti, de sectiune circulara plina din figura 6. 4a, 
supusi la risucire de momentul Mt. 

dx N' 

I 

r 
• 

-R R 

a) • b) 

Fig. 6.4 

Ca lJfllUlre a solicitarii exterioare cu momentul de r!sucire Mt, in 
orice sectiune transversal! a barei se introduce efortul: Mt(x) =Mt = ct. 
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Rasucirea barelor de sectiLLne ciculara 

Se admit urmatoarele ipoteze: 
- sectiunile transversale raman plane ~i perpendiculare pe axa 

barei ~i dupi1 defonnare: 
- nu se produc deformaiii ale sectiunilor transversale in planul 

lor: .· 
- deformatiile produse ca urmare a solicitarii sunt 1nici ~i se 

pastreaza in domeniul elastic; 
- materialul este omogen, izotrop ~i satisface legea Jui Hooke. 
Datorita solicitarii, generatoarea MN de pe hara considerata, se 

rote~te cu unghiu1 Y~xt.' figura 6.4a. 0 dreapa AB, din interiorul barei:o 
aflata la distanta r de axa 1ongitudina1a, se va roti cu unghiul y. Din hara 
se deta~eaza o portiune de Jungime elementara dx. Rotirea sectiunilor 
transversale de pe cele doua fete ale elementului dx in raport cu 
sectiunea din incastrare care este flxa, se realizeaza cu unghiuri diferite 
<Pi ~i q>2, figura 6.4b. Astfel, va apare o diferenta de rotire intre cele doua 
sectiuni notata cu dcp. In aceste conditii vo1n avea pentru lungimea 
arcu1ui QA'': 

arc(QA'') = r dq> 
iar pentru lunecarea specifica y: 

. 

arc(QA") 
tgy=---

dx 
In cazul detonnatiilor elastice mici se poate considera ca tg y ~ y ~i 
tinand seama de relatia anterioara va rezulta: 

y = rdcp ( 6. 1 ) 
dx 

Raportul dcp poarta numele de rotire specifici, se noteaza cu 0 ~i se 
dx 

masoara in [ rad/m]: 
0= dcp 

dx 
(6.2) 

Din (6.1) ~i (6.2) rezulta cay = r0. Evident ca la suprafata barei vom 
avea: Ycic;t. = R 0. 

Lunecarii specifice y ii corespunde o tensiune tangentiala data de 
legea lui Hooke: 

t = Gy = G0r (6.3) 
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RAsucirea barelL>r de secfiune cicltlara 

in care G este 1nodulul de elasticitate transversal al materialului din care 
cste confectionata bara. Se observa ca · tensiunea tangentiala este o 
tunctie Jiniari de r ~i are va1oarea maxim! la suprafata barei: 

t1nax. = G 8 R (6.4) 
l .. egea de variatie a tensiunii tangentiale pe sectiunea transversala 

este prezentati in figura 6.5a. Se observl cl, tensiunea tangentiall este 
tot timpuJ perpendiculara pe raza ~i tangent! la conturul exterior. Daca 
nu ar fi a~a, pri11 desco1npunere s-ar obtine o component! radiala 'tr, 

figura 6.5b. Conform dualitltii tensiunilor tangentiale ar trebui si existe 
de asemenea ~i o tensiune tangentiall de aceeqi ml.rime cu tr pe 
suprafata exterioarl a barei. Cum suprafata cilindrica nu este incW"cata 
cu forte care sA fie paralele cu axa barei rezulta ca tr= 0 §i ca unnare 
t=t •. 

Mt 

x 

I 

Y a) y b) c) 

' Fig. 6.5 

Intre momentul de rlsucire aplicat ~i tensiunile tangentiale aflate 
pe secpunea transversali a barei se poate scrie, pe baz.a celei de-a patra 

ecuatii de echivalentA ( 1.9): Mt = J t · r · dA ( 6.5) 
A 

Tinand seama ~i de relatia (6.3) va rezulta: 

Mt= JA G·0·r2 dA = G·0fAr2 dA (6.6) 

in care expresia: Ip= J12 dA poarta numele de moment de inertie polar 

al sectiunii transversale. Din expresia (6.6) va rezulta relatia: 

9 = Mt (6.7) 
Gip 
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Rasucirea barelor de sectiune ciculara 
------=-===========================;~;====================-=-· . 
cu ajutorul careia se poate determina rotirea specifica 0 intre doui 
suprafete aflate la o distanta ega]a cu unitatea. 

Se observa ca defor1natia la rasucire este cu atat mai mica cu cat 
produsul Gip este mai mare. Acest produs poarta numele de 1111>tlul cle 
rigiditate la rasucire. Unghiul cp, cu care capatuJ liber al barei supusa la 
rasucire se rote~te in raport cu sectiunea din incastrare, consideratA fixA, 
se determina cu ajutorul relatiei: 

i1 i' !'Mtdx cp = dq> = 0dx = 
II (I 0 Gip 

Daca pe lungimea I, atat momentu1 de rasucire Mt cit ~i 1nodulul 

d .. d. I Mt· l e r1g1 1tate sunt constante, va rezu ta: q> = --
G ·Ip 

Prin inlocuirea relatiei (6.7) in relatia (6.3) se obtine: 

( ) 
Mt·r 

i: r =--
Ip 

(6.8) 

ce reprezinta expresia tensiunii tangentiale la distanta r de centrul 
sectiunii unei bare supusa la rasucire in care efortul este reprezentat de 
momentul de rasucire Mt iar sectiunea respectiva are momentul de 
inertie polar Ip. 

• 

6.3. Modalitati de calcul 

Avand in vedere relatia (6.8), tensiunea tangentiali maxima va fi 
Mt·R Mt 

data de relatia: tmax = sau 't max = (6.9) 
Ip Wp 

.. Wp= Ip 1n care 
R 

poarta numele de modul de rezistenta polar. Pentru 

sectiunea circulara plina cu diametrul D = 2r~ relatiile de calcul pentru 
momentul de inertie polar ~i modulul de rezistenti polar sunt: 

1tD4 1tD3 
Ip= · Wp=-

32 , 16 

Pentru sectiunea inelara cu diametrul exterior D ~i diametrul interior d, 
acelea~i marimi sunt date de relatiile: 
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Risucirea barelor de sectiune cicularl 

Mt 
Wp max 

Mt 
sau 0 er.n1ax. = GI ~ 0 a 

P max 

- probleme de calcul al sarcinii capabile: 
Mt"P· ~ Wp·t. 

sau Mtcap ~ Glp·0a 

In cazul unor piese cu sudura longitudinali sau in cazul lemnului 
trebuie sl se ia in considerare ~i un calcul la desprindere longitudinali 
datoritl tensiunilor t 1, figura 6.6, care au de asemenea o distributie 
liniara. 

Pe suprafata barei, un element de suprafati este supus numai la 
eforturi tangentiale (forfecare purl), figura 6.7. Tensiunile principale la 
suprafatl vor fi: cr1 = -cr2 = t iar directiile principale vor fi date de relatia: 

t . 
tga 0 = - = I de unde rezulti ci a.=45°. Ca urmare se constati ca 

a 
directiile principale fac unghiuri de 45° cu axa x. 
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Risucirea barelor de sectiune ciculara 

I 

Fig. 6.6 

Mt Mt Mt 

I x r - -·~ 

y 
b) 

Mt Mt Mt 

z \. 

y 
d) 

Fig. 6.7 

Daca prin solicitarea de rlsucire rezulta ruperea barei, in functie 
de natura materialului modu1 de rupere poate fi unnatorul: 

- o hara confectionata dintr-un mterial fragil (fonta, ceramice) se 
va rupe dupa o suprafata care face un unghi de 45° cu axa x a barei deci 
va ceda ca urrnare a tensiunilor norrnale ce actioneaza asupra suprafetei 
respective. Ruperea se produce prin .~mulgerea celor doua suprafete., 
initiaJ infinit vecine, figura 6. 7b; 

- o hara confectionata dintr-un otel tenace se va rupe dupi o 
suprafata perpendiculara pe axa barei deci va ceda la actiunea tensiunilor 
tangentiale aflate in planul sectiunii respective. Ruperea se produce prin 
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Risucirea barelor de secJiune cicularl 

t1/1111et:uP"t!U treptata a celor doui sectiuni, initial infinit vecine, figura 
6.7c: , 

., ruperea unei bare din lemn se poate produce pe directia fibrelor 
Jongitudinale ~i va ceda sub actiunea tensiunilor tangentiale longitudinale 
t 1. Ruperea se produce prin desprinderea suprafetelor in lungul axei 
bareit figura 6.7d. 

6.4. Relatii de calcul pentru momentul de risucire 

La solicitarea de rasucire sunt supu~i in special arborii care au 
rolul de a sustine piese in mi~care de rotatie ~idea transmite cupluri de 
la organe]e de antrenare la cele antrenate. Daca momentul se transmite 
ca un cuplu de forte, expresia acestuia va fi: 

Mt=Fd 
in cared este distanta dintre directiile celor doui forte. 

In cazul in care se transmite o putere P[W], la o anumiti turatie 
n(rot/sec], expresia momentului de rlsucire va ti: 

p 
Mt= [Nm] 

2xn 
Atunci cind turatia se expriml in [rot./ min] vom avea: 

.Mt= 30P [Nm] 
1tll 

iar daca puterea se di in kW fata de ultima relatie se obtine: 
lp 

Mt= 9,55· lO· - [Nm]. 
n 

In cazul in care turatia este in [rot/min] iar puterea in [CP] vom avea: 
l p 

Mt= 7 ,02 · l 0 - [Nm] 
n 

6.5. Caleulul eoergiei totale de deformatie 

Expresia generali data de relatia (3.27) pentru energia potentiala 
specifica de defonnatie se particularizeaza pentru solicitarea axiali. 

t2 
Astfel, vom avea: dL = dU = xy 

2G 
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Rasl1i.:1ri.::a barclur de :-;cctil1t'e ci..::L1lara 
..,=- -

Energia potentiala tlJtala acun1ulata in l'>ara ca unnarc a s'llicitarii 
exterioare \ '8 fi : · 

, , ~ 

L = lJ . = f dL = J '~.' (x) dV = J ~t-(x 1 >· r~d . .t\.dx = 
I• ·I ") G '! , G I 2 

, . \· - _;. J p ( .'\(.I ) 

Daca pe fiecare regiune in parte> atat 1no1nentul de rasucirc cat ~i 

momentul de inertie polar su11t constante, energia totala de defor1natic st! 
., 

Poate calcula cu reJatia: U - '~t .. ( x~~ 
101 

- ~ 2G(p( X
1 

) 

Din aceasta relatie se constata ca inditerent daca diteritele regiuni 
ale barei sunt supuse la rasucire intr-un sens sau in celalalt, energiilc se 
cumuleaza astfe1 incat energia totala acu1nulata in hara va reprez~nta tot 
timpul o valoare poziti\'a. 

. ..Jpl ic:ati i 

.46. J. Se considera hara de sectiune circu1ara din figura 6.8a, 
tormata din doua tronsoane ~i solicitata de momentele de rasucire 
figurate. Se cere: 

- sa se traseze diagrama de eforturi; 
- sa St! traseze diagratna de tensiuni; 
-sa se dimensioneze aria sectiunii transversale~ 
- sa se traseze diagra1na rotirilor sectiunilor transversale. 

~ ~ I ~ Se cunosc: M<, = 2 kNm, I= 0,3 m~ t .. = 80 N/mm .. , G;.;;; 8 10 N mm-. 
Pentru rezol varea problemei propuse este necesara parcurgerea 

mai multor etape ce vor fi descrise in c.e1e ce urrneaz!. 
/. ln1piirf irea harei in regiuni. Daca se au in vedere incarciirile 

exterioare ~i variatiile de sectiune se constata ca hara se imparte in trei 
regiuni . Pentru deterrninarea eforturilor pe fiecare din ce1e trei regiuni, se 
face cate 0 sectiune care sa aiba originea intr-un punct bine deterlrlinat. 

2. 1~·cuu/ia de echilihru. Momentele de rasucire aplicate pe hara 
i~i fac echilibrul static. Directia acestor momente coincide cu directia 
axei l}arei ~i ca urmare vom avea: 

L:M , = 0 ~ -3~1+·M-2Mo = O~M = 5~1 
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Risucirea barelor de sec~une ciculara 
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Fig. 6.8 

x. 

3. Trasarea diagramei de e,forturi. Intrucit solicitarea exterioara 
este numai cu momente de rasucire, in fiecare sectiune transversal! a 
barei, ca eforturi interioare se vor introduce numai momente de rasucire: 

Mx(X1) = 3Mo, Mx(X2) = 3Mo, Mx(X3) = -2Mo. 
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Rasucirea barelor de sectiune ciculara . 
---===============-==~==---=:s:-=-====~===================== 

Semnul 11

-" de la momentul M x(xJ) s-a stabilit in concordanta cu 
sensul momentului 3~ care s-a considerat ca fiind pozitiv. Daca se 
prive$te bara dinspre originea Jui x1, tnomentul 3Mo are sensul 
trigonometric iar daca. se prive~te hara dinspre originea lui x3, rno1nentul 
2Mo are sens orar deci semnul este "-i'. 

Conform relatiilor de mai sus se traseaza diagrama de eforturi, figura 
6.8b. Se observa ca sunt satislacute salturile corespunzatoare 
momentelor de rasucire concentrate aplicate pe hara . 

../. Tras·area diag1·a1nei de 1e11.~·iuni. Tensiunile introduse de 
solicitarea de rasucire sunt cele tangentiale. Trasarea diagiamei de 
tensiuni se bazeaza· pe relatia: 

( ) 
_ Mt(x) rmax 

't IUILX x -
Ip 

• 

Ca urmare, pe fiecare regiune in parte vom avea: 

. 1 2 t(x } - 3Mod - 6 Mo - regtunea - : 1 - n(2d)4 - 7t d ·~ 

32 

- regi unea 2 - 3: 

• 

-regiunea3-4: t(x , ) = -2M0d I 2 = _32 M0 

nd 4 nd3 

. . 

32 
In sectiunea 2, de~i nu exista pe bara un moment de rasucire, in diagrama 
exista un salt sernnificativ al tensiunii tangentiale datorat variatiei de 
sectiune. Diagrama de tensiuni este trasata in figura 6.8c. 

5. J)imen.~ionare. Pentru dimensionarea din conditia de rezistenta 
a barei, trebuie ca tensiunea efectiva maxima introdusa in bara ca ur1nare 
a solicitarii exterioare sa tie mai mica decat cea admisibila. Ca urmare 
vom avea: 

r of max = 48~o ~ r a => d ~ J 48Mo = 3 48· 2·106 = 72,55rnm 
1r d · tr "( 

3 
/l • 80 

Valoarea obtinuta se rotunje~te lad = 73 mm . 
• 
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Risucirea barelor de secfiune ciculara 

6. l'ru.,·ureu diugrumei rtJlirilor. Rotirea relativa intre doua 
sectiuni aflate la distanta I pe acee~i regiune a unei bare supuse la 

rasucire este data de relatia: £n = riMt(x) dx 
.,, Jo Olp 

Daca efortul este constant 

~i rotire va fi: 

~i sec ti unea transversala este constanta, 
Mt· I 

<p=--
Glp 

Se constata ca bara din figura 6.8a nu are o sectiune fixa prin 
rezema.re pentru care sa se poate observa de la inceput faptul ca nu se 
rote~te §i in raport cu care sa deter1ninam rotirile celorlalte sectiuni. In 
aceste conditii se procedeaza ca la aplicatia A.4.2. Observatiile Beute in 
cadrul paragrafului 4. 7 sunt -valabile $i in acest caz. Astfel, se vor trasa 
doua diagrame ClJnven/i<Jnale considenind pe rand capetele I ~i 4 ale 
· barei ca fiind fixe (cp1=0 ~i cp4=0). La intersectia acestora se va gasi 
sectiune·a care nu se va roti in raport cu pozitia initiala a barei. Se poate 
gasi aceea~i intersectie daca se urilizeazA numai o singura diagrama 
C<Jnven_tionulii. In acest caz trebuie dusa o abscisa la L\cptot/2 fata de 
abscisa diagramei conventionale iar intersectia acestora duce, de 
asemenea, la sectiunea care nu se rote~te. Totu~i, rezolvarea in acest caz 
va ti tlcuti prin intersectia celor doua diagrame conventionale pentru o 
mai hunA evaluare a modalitatii de rezolvare prezentate. 

. 

Se considefl pentru inceput, sectiunea 1 ca fiind de referinta, 
deci vom presupune ca <p'1 = 0. Astfel, rotirea sectiunii 2 va fi data de 
relatia: 

, , , 
0 

Mt(x1 )·1 3M0 ·1 
6 

M0 ·1 
m - Fn +L\m - + - -
.,, 2 - .,, 1 .,, 12 - Olp( x

1
) - n (2d)4 - Gn d 4 

G ---- -· 
32 

In mod aseminator se dete11nina rotirile secpunilor 3 ~i 4 cu specificatia 
ca, in cadrul relatiilor care determina aceste rotiri trebuie sa se tina 
seama de rotirea secfiunii anterioare . 

' - ' +A ' - 6 Mol + 3Mol -102 Mol 
<p 1- <pi <fl 23- G:n:d4 G ~d~ - G:n:d4 

32 

. . ··~----
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Rasucirea barelor de scctiunc ciculara 

1 1 " 1 102 
M0 l _ 2M 0 21 ___ 

26 
MflJ 

c.p ..J = (p J +L..1.<p 34 = -w d • Gx d4 
,.. .. Gx d4 

G 
32 

Se presupune acu1n ca sectiunea 4 este fixa (nu se rote~te), deci \'0111 

a\1ea cp"4=0. Rotirile sectiunilor 3, 2 ~i 1 vor fi in acest caz: 

'"
1 = """ + ~ 'n" = 0 - 12 8 M 0 I - = -12 8 M "I 

..,, .1 ..,, -t ..,, -t.l G 11' d I G Jl' d .. 

MI 3M 1 MI 
rn"., = tn" +~rn" ., = -128 o + o = -32 o 
..,, ~ ..,, -~ ..,, J... GK d.. G Jl" d.. GK d .t 

32 

r1>" - rtJ" +L\rh" - -32 Mo) + _3_M_.,l_= -26 Mui -
..,, 1 - ..,, 2 ..,, 21 - Gad.i ~ a(2d).. G7!d.i 

()b.f;ervatie i1np<Jrtantli. Semnele din aceste diagrame sunt date de 
sensurile de rotire pe care le produc momentele de rasucire ca eforturi 
interioare. Astfel, in figura 6.9a se observa ca, sensul de rotire al sectiunii 
x1 relativ la sectiunea 1, considerata fixa, este dat de sensul momentului 
Mx(x1 ). Ca urmare, semnul "+" din diagrama I corespunde sensului de 
rotire dat de momentul pozitiv Mx( x 1 ). Semnul "-" din diagrama 2 
(sectiunea 4 considerata fixa) corespunde sensului de rotire dat de 
momentu1 negativ Mx(x~). 

3Mo 

4 -

a) b) 

Fig.6.9 
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Ri~ucirea barelor de sectiune ciculari 

Diagra1n~le rotirilor astfel obtinute sunt trasate in figura 6.8d ~i 
sunt notate cu I respectiv 2. lntersectia celor doui diagrame are loc la 
distania x tatl de sectiunea 3 ~i rezulta din relatia: 

128 115 
-=-
2-1 x 

care! ~xpri1na aseminarea triungl1iurilor ABC ~i DEB. Din relatia de mai 
sus rczuJti x --:~ 1.,79 I. Ca urrnare, sectiunea respectivl, notati cu 5, nu se 
va roti~ abscisa x trebuind si treaca prin punctul de intersectie al celor 
doui diagrame. Dael se dore~te o raportare a sensului de rotire pentru 
sectiun~le barei in functie de sectiunea fixa 5, semnele diagramelor 

• 

obtinute trebuiesc schimbate in mod corespunzator. 
/Jiagrama rfJliri/,,r reale, relative la sectiunea fixa 5 dar ~i la 

pozitia initiali a barei nesolicitate, este cea prezentatl in figura 6.8e 
rezultati prin transformarea uneia din diagramele 1sau2 din figura 6.8d. 
Transformarea se refera la schimbarea de semne, astfel: atunci cind 
sensul de parcurgere al diagramei trasate initial (punctul 1 fix), nu 
coincide cu sensul de parcurgere al aceleqi diagrame raportat la punctul 
fix real ( S ), semnul se schimbi. Se constati ca oricare din cele doua 
diagrame din figura 6.8d este transfonnati confonn celor enuntate 
anterior, diagramele rezultate sunt identice. 

Semnele din diagrama prezentati in figura 6.8e arata sensul de 
rotire al sectiunilor barei relativ la secpunea fixA 5. Astfel, privind 
dinspre sectiunea fixl 5 spre stinga, semnul fiind negativ ~i sensul de 
parcurgere aseminltor celui din figura 6.9b, rotirea sectiunilor respective 
este in sensul momentului Mx(x3) care coincide cu sensul momentului M 
din punctul 3. Privind dinspre sectiunea fixi 5 spre dreapta, semnul fiind 
negativ ~i sensul de parcurgere aseminitor celui din tigura 6.9a, rotirea 
sectiunilor respective este tn sensul invers momentului Mx(x1) deci in 
sensul momentului 2Mc). 

Rotirea maximi se produce in dreptul momentului de risucire 
exterior M ~i este: 

= =115 Mol =lt5 2·l0
6

•
300=966·10-3 rad. 

'P JDIJX rp 3 G 1td4 8· 104 • 734 ' 

_Afa cum s-a subliniat, se poate observa ca, daci se duce o abscisi 
la Acpto/2 fati de abscisa diagramei conventionale, intersectia cu aceasta 
conduce, de asemenea, la sectiunea care nu se rote$te. 
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Rasucirea barelor de sectiune ciculara 

A.6.2. Se considera hara de sectiune circu1ara din figura 6.10., 
solicitati de momentele de rasucire ftgurate. Se cere sa se traseze 
diagrama de eforturi., diagrama de tensiuni. sa se di1nensioneze ~i sa se 
traseze diagrama rotirilor. Se cunosc: Mo = 3 kN m, I :.:...-: 0,2 1n, 
ta=100N/mm2 ~i G = 8 10 4 N/1nm1

. 

a) 

. 
xw-----1 

Mt(x) 

J, 114 MO I I 11 .,.. .. ., 11 I 
x 

0.886Mo b) -~ 

!p(x) 

.. 

I I I • 
x d) 

I 

Fig. 6.9 

Etapele de rezolvare a cerintelor acestei probleme sunt descrise in 
cele ce urmeaza. 

I. /i'igurarea reactiuni/<Jr ~·i impar_tirea barei In regiuni. Avand in 
vedere faptul ca pe bara actioneza ca sarcini exterioare doar momente de 
rasucire, in incastrlri, ca reacfi uni, vor aparea doar momentele de -rasucire Mt1 $i Mt2• Sensu1 acestora se alege in mod arbitrar. Daca din 
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calcule semnul rea,tiunilt>r va rezulta pozitiv inseamna cl sensul ales 
coincide cu eel real. 

A~a cum se obs\!rva, hara este compusa din trei regiuni, 
detcr1ni11ate~ in acest caz, de variatiile de sectiune intrucat momentul de 
ra~utire sc atlA la trecerea de la un troson de hara la altul . 

2. /)etern1i11aret..1 1·eal'{iz1t1i/t,r. Momentul de rasucire Mc, aplicat 
din e.xterior pe bani i~i face echi11brul cu reactiuni1e din reazeme: 

LMt, ~ 0 ~ Mt1 - Mo t-Mt1 _;: 0 => Mt1 + Mt2 = Mn (6.10) 
Se constatA ca, numai cu ~jutorul ecuatiei de echilibru, nu se pot 
deter1n1na reactiunile. Avem o singura ecuatie si dowl necunoscute, ca 
urmare, problema este simplu static nedeterminata. Pentru ridicarea 
nedcte11ninarii vom folosi conditia de defor1natie. Se observa cl 
sectiunile 1 ~i 4 nu se rotesc ~i ca urmare: 

A<p14 = L.\q>12 + L1Q>23 + Acp:l4 =O (6.11) 
Expresia pentru rotirea relativi a doua sectiuni aflate pe acee~i regiune 

I d. I A - r' Mt(x) d 
a 1stania 'este: u<pij - Joo1p(x) x 

Pentru detenninarea rotirilor relative ~<l>ij avem nevoie de momentele de 
r4sucire, ca eforturi, pe fiecare regiune in parte: 

Mt(x1) = Mt1 
Mt(x2) = Mts -Mo 
Mt(x3) = -Mt2 

Ca urrnare, relatia (6.11) va deveni: 
Mt · I (Mt - M ) · 1 __ I-'!""" + I 0 _ 

'Jt d 4 
'Jt (2d)4 

G · · · G -·-· - -· · 

Mt2 ·1 = O 
1t((2d)4 -d4

] 
G ···---· -·- -· ... -. - ---·--

32 32 32 

(6.12) 

(6.13) 

Din relatiile ( 6. 10 ) ~i ( 6.13) vor rezulta reactiunile din incastrari ca fiind: 
Mt1=O,l14Mo ~i Mt2 = 0,886Mo 

3. 1'rasarea diagramei de eforturi se face pe baza relatiilor (6.12) 
tinand seama de reactiunile dete11ninate anterior. Astfel vom avea: 

Mt(x1) = 0,114Mo 
Mt(x2) = -0,886Mo 
Mt(x3) = -0,886Mo 

Diagrama eforturilor este trasati in figura 6. lOb. 
- ·-·--··· -- -- . - - - -- -·. - . . . .. - . - - ... - ·-· . . ·- - --- - - -- --·- . - - - - . -- ----- -- - -
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• Rasucirea barelor de sectiune ciculara 

../. /Jia~1·a111a cle 1e11si1111i, i:( x ). sc poate trasa pe baza relatici : 
Mt(x) . 

r( x) = ~· va rezuJta: 
Wp(x) 

t x ) = 0,114M0 = 182 ··M11 • i: x = _ 0,886M 11 = - l 77 M11 

( I d :\ ' d' ' ( 2 ) ( 2d) 1 , d l x · re · n · 1t . 

16 16 

t x = _ 0.,886M 0 = _189 M,, 
( 1 ) 1t 15d 4 .. 1t d .l 

32d 
Diagrama de tensiuni este trasati\ in figura 6.1 Oc. 

5. Di111en.\·iona1·ea se va face din conditia de rezistenta. Pentru 

di1nensionare se impune conditia: 1 r cf max s :r a de unde rezulta: 

1 89 
M 0 d 1,89M0 1,89·3· IO'' .,

62 ' < i a => ~ .1 = 3 = ... , mm 
Kd 3 

ll'iu K·lOO 

Valoarea obtinuta se rotunje~te la d=27 mm. 
6. 1'ra.~area diagramei r<)firi/<)r. Se observa ca nici unul din 

capetele barei nu se rote~te . Vo1n considera ca reper, de exemplu, 
sectiunea 1, pentru care avem q> 1 =O. Rotirile celorlalte sectiuni vor fi: 

O,J14M 0 ·I ~ M 11.·I 
<p ~ =tp,+i\.tp, z =O+ 4 =..>,65 "' 

0 x _~ . Gxd 
32 

Mn ·I _ 0,886M 0 ·I= I SS M 0 . J 
'P 3 = 'P 2 + fl. 'P 2'?< :::: 3 '6 5 G - d 4 4 ' "' ,,, G n-(2 d) . G 1r d 

32 
iar pentru verificare: . 

= +~ = 188 M 0 ·1_0,886M0 ·l =O 
q>~ <i> .l q> 34 ' G7td4 xl5d4 

G - .. 
32 

Diagrama rotirilor este reprezentata in figura 6.1 Od. Pentru a 
stabili sensul de rotire al sectiunilor barei, se au in vedere, fit,1llfa 6.9a ~i 
observatiile reteritoare la semnele din diagrama ~i sensul de rotire al 
sectiunilor. Astfel, semnul "+" din diagrama rotiriJor arata ca sectiunile 
barei se rotesc in sensul efortuluf pozitiv Mt(xi) care coincide cu sensul 
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Risucirea barelor de sectiune ciculara 

mt>men1ului exteri,>r M.,.. Daca s-ar trasa diagrama rotirilor plecand din 
punctul 4 semnul ar rezulta negativ. Momentul Mt(x3) este de asemenea 
nc;:gati\ ~i ca ur1nare scctiunile se rotesc in sensul acestui 1noment car~ 
coincide, de asemendl, cu sensul momentului ~1• 

Rotirea maxima s~ obtine in dreptul sectiunii 2 §i este: 

365 M,,·l =365 3·106·200 =0016rad. 
"'

2 ='Pina' = ' GHd~ ' 8· 10" ·H·21~ ' 

A.5.3. Se propune a se inlocui o bara se sectiune circulara plinl 
avand diametrul d, cu o bara de sectiune inelara avand raportul 
diametrelor di/De =0,8 fiind solicitate la rasucire de acel~i moment de 

• rasucire Mt, figura 6.11. Inlocuirea se va face in doua cazuri: avind in 
vedere conditia de rezistenta ~i conditia de rigiditate. 

Mt Mt 

Fig. 6.11 

,__--<ndf--i 

.,__-<!De-----c 

I . Din conditia de rezistentl va rezulta: 
d De 

Mt· r1 max Mt · r 2 max 2 . 2· . 
r 1 =-r2 ~ = =>--=-----

lp1 

lnlocuind in aceasti relatie ~ = 0,8 D0 va rezulta De=l,19d ~i ca 
ur1nare di= 0,95d. Volumul celor doua bare este: 

V = H d 
2 

I· V = !!... (02 
- d ~ )t 

I 4 ' 2 4 e 1 
• 

-- · -·~-----~~~-·· ·- - -- ·------~ ---·- - --- --------- -~ ··---~---- ·· ---··-~ ·· -- --- . -- -----·- --
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Rasucirea barelor de sectiune ciculara • 

iar raportuJ volumelor este: V2/V1 = 0.,52 de unde rezulta ca sc face <l 

economie de material de 48% in cazu) in care se folose~te bara de 
sectiune inelara, in conditiile in care aceasta rezista la tel de bine cu cea 
care are sectiunea circulara plina. 

2. Din conditia ca ce1e doua bare sa aibe o aceea~i rotire specifica 
va rezulta: 

Mt Mt 
0 1 =02 => = => lp1 =Ip2 :::) d '1 =D;(l-0,8~) => 

Glp1 Glp 2 

=>De = 1,14d sidi = 0,91d 
RaportuJ volumelor va fi: V2N 1=0,47 de unde rezulta ca, din conditia de 
rigiditate la rasucire, in cazul inlocuirii unei bare cu sectiunea circulara 
plina c11 o bara cu sectiunea inelara, se face o economie de material de 
53%. 

• 
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Solicilarea de i11covoiere a barelor drepte 

CAPITOLUL 7 

SOl .. ICIT AREA DE INCOVOIERE 
A BARELOR DREPTE 

7.1. Definirea solicitarii 
7.2. Studiul defor1natiilor barelor drepte solicitate la incovoiere purl 
7.3. Calculul deformatiilor ~i tensiunilor 
7. 4. Secti uni rafionale la incovoiere 
7. 5. I ncovoierea barelor cu secti uni nesimetrice 
7.6. Calculul tensiunilor tangentiale la incovoierea simpla 
1.1. Trasarea diagramelor de eforturi 
7.8. Tensiuni principale la grinzile drepte solicitate la incovoiere 
7.9. Deplanarea sectiunii transversale sub actiunea fortei tiietoare 
7.1 O.Calculul grinzilor compuse 

7 .1. Definirea solicitirii de incovoiere 

Se consideri o hara dreapta de sectiune constanta care se 
raporteaiA la un sistem de axe centrale oxyz astfel incat axa x sa aibe 
directia axei geometrice a barei iar axele y ~i z sa fie axele centrale 
principale de inertie ale sectiunii transversale, figura 7. la . 

Se poate spune cl, o barii este sup'USli la inco11oiere daca sarcinile 
exterioare actioneazl astfel incAt introduc in fiecare secfiune transversall 
a barei un moment care are directia perpendicular! pe axa barei. 
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Solicitarea de incovoiere a barelor drepte 

a) b) 

Fig. 7.1 

• 

Planul 
momentelar 

In junc:tie de nu11,ra .tttJ/iciliJ.rii exlerit,are, incovoierea poate fi : 
- inc<,V<)iere plu11ii atunci cand mo1nentul, ca efort, este 

determinat de forte care actioneaza. toate intr-un singur plan directionat 
dupa una din axele centrale principale de inertie (y) ~i eventual de 
momente ale ciror directii se aflA intr-un plan directionat dupa cealaltA 
axa principala de inertie (z). Pentru o asemenea solicitare~ momentul 
incovoietor, ca efort, este directionat dupa axa principala de inertie 
aflat! in planul perpendicular actiunii fortelor exterioare, figura 7. 1 b. 

Se constatA cA, tn sectiunea transversali a barei, pe langi 
momentul incovoietor Mz se introduce ~i o forti tiietoare Ty; 

.. inc·<Jvoiere ob/i,:a atunci cand momentul din sectiunea 
transversala a barei nu este orientat dupi nici una din axele principale de 
inertie iar fortele exterioare se afli intr-un plan care de asemenea nu 
contine nici una din axele centrale principale de inertie, figura 7.1 a~ 

- incov<>iere .\·tramhil cand fortele exterioare actioneaza dupl 
directii diferite producandu-se o defor1nare spatiala a axei geometricr. a 
barei. 

lnfunc/ie de numarul eforturilor care apar intr-o sectiune a unei 
bare drepte, inc<1voierea pland poate fi: 

- inc<JV<Jie1·e purii cind in sectiunea transversal! apare numai un 
moment incovoietor dirijat dupl una din axele centrale principale de 
inertie~ -

-==--~--------------=-----..,.,..,.,...._~~~·::a::- . r 
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a i11, ·r1\'111t1ft! .\111lp/'1 ca11d in SCCtiunea tranS\'CfSilla ex1sta si111ultan 
• 

~j forti taictoarc ~i Ol<)Jnent inC()VOictor~ ficcare dirijate dupa cate una din 
axcle centraJe principale de i11er1ie, figura 7.1 b. 

7.2. Studiul defc)rmatiilor barelor drepte la incovoierea purl 

Se considera o hara dreapta, cu sectiunea transversala constan~ 
pe ~uprafata clreia s-a trdSat o retea de ochiuri patrate, figura 7.2a. In 

' 

\cdrca ~tudiului detormatiilor la incovoiere se tac u1n1atoarele ipoteze: 
- incovoierea reprezinta solicitarea ce are loc in domeniul elastic 

al defonnatiilor mici. Trecerea spre defonnarea plastica sub actiunea 
momentelor incovoietoare poate ti denumitl ind<>ire care este un proces 
tehnologic ~i care nu face obiectul studiului nostru; 

- materialul din care este confectionata hara este omogen ~i 
izotrop: 

- se consideri valabi1a ipoteza lui Bernoulli . 

i---11---1 

• 
Fig. 7.2 
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Dupa aplicare~ solicitarii cu doua motnente incovoietoare 11e 
capetele barei, fibrura 7.2b, se constata ca generatoarele din reteaua 
trasata iau fonna unor arce de cerc iar sectiunile transversale se rotesc 
dar r!man plane ~i perpendicu~are pe axa barei. Se observa de asemenea 
ca, la exteriorul curburii fibrele i~i maresc lungimea (11 > 111) iar la 
interioru1 curburii fibrele i~i mic~oreaza lungimea (12 < 1c1). Fibre1e aflate 
in planul median al barei iau de asemenea forma unor arce de cerc dar 
Jungimea lor nu se moditica. 

7.3. Calculul deformatiilor 'i tensiunilor 

Se considera o hara de sectiune constanta solicitata la capete de 
doua momente incovoietoare M, figura 7.3. 

M -- -
~ , 

' x mt n1 ·- - - .... 
m .. 

' 
• l.I 6 1 Y-' 

I 
y 

M j~ 
M (x) a) 

Axa >--neutra /z \ 
M ~ M -- ./ 

/ 
n; 

...- . y c) n 

b) 

Fig. 7.3 

In sectiunile transversale ale barei apar numai momente 
. incovoietoate M(x) = M = canst. orientate dupi axa z, ca urmare, 

• 
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s0Jicita1\!a cste de incovoiere purl. Ipotezele mentionate anterior ramin 
valabile ~i in cadrul acestlli calcul. 

Se va studia deformarea produsa asupra elementului de lungim~ 
dx situat la distanta x de unu1 din capetele barei. Pe acest element se 
considera fibra mn situata la distanta y de axa geometrica a barei. Dupl 

' 

deformare sectiunile transversale se rotesc. Astfel, doua sectiuni aflate 
initial la distanta dx se vor roti cu unghiul dt:p care poarti numele de 
1·<Jli1·e c:le111e11tura, figura 7.3b. Se observa ca fibrele din partea de SUS a 
eJementului sunt comprimate iar cele din partea de jos sunt intinse. 

Tinand seama de omogenitatea ~i continuitatea materialului 
rezulta cl, exist! un plan care confine toate fibrele ce ramin cu ace~i 
tungime, ~i care nu sunt supuse nici Ia intindere nici la comprimare. 
Acest plan se nume~te plan neutru, fibrele respective se numesc fibre 
n1edii tle_fiJrmale iar raza de curbul'f a acestora este notatl cu p. 
lntersectia planu1ui neutru cu planul sectiunii transversale determini axa 
neutra care coincide aici cu axa oz, figura 7.3c. Aceeqi axa neutra se 

• 
poate obtine prin intersectia planului secpunii transversale inainte de 
defonnare §i acelqi plan dupl defonnare . 

Fibra mn aflata la distanta y de axa neutra are initial lungimea dx 
iar in final lungimea (p+y)dcp. Fibrele din planul neutru rlmi.n, ~i dupl 
defonnare, cu lung1mea dx ce se poate calcula ca fiind: dx = pd<p. 
Alungirea specific! a fibrei mn va fi: 

£ = arc(m'n')-(mn) = (p+y)dcp-dx = (p+y)d<p-pdcp =! . (7.l) 
x (mn) dx pd<p p 

Relatia obtinuta arati cl alungirea specifica variazi liniar cu distanta la 
axa neutra (pentru p=const.). Alungirii specifice ii corespunde, conform 
legii Jui Hooke, o tensiune: 

y 
a =E·e =E-x x p (7.2) 

Se observl cl tensiunea este egali cu zero pe axa neurl ~i are valorile 
cele mai mari in fibrele cele mai indepirtate de axa neutrl, figura 7.4a . 

. - ·- . .. - - - --·- - - --
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Se considera o hara dreapta~ cu sectiunea constanta .. simetrica fata 
de axa oy, figura 7.4b, in care este introdus momentuJ incovoietor Mz ca 
efort interior, dirijat dupa axa oz. Avand in vedere tensiunile ax care apar 
in sectiunea transversala, putem considera urrnatoarele ecuatii de 
echivalenta ( 1. 9): 

Nx = f a dA = 0 A x • 

My= J cr .zdA = 0 A x 
(7.3) 

Mz= JAaxydA=Mi 

Din figura 7.4b se observa ca intr-adevar, fo~a axia1a Nx ~i momentul 
My rezulta egale cu zero. Din prima ecuatie (7.3) rezulta: 

J a xdA=f EldA =~J ydA=~Sz=O ~ Sz=O 
/\ A p pA p 

Momentu1 static Sz este nul doar daci axa oz {axa neutri) trece prin 
ce111rul de greutale al sectiunii transversale. Ca urmare, originea 
sistemu1ui de referinta coincide cu centrul de greutate al sectiunii 
transversa1e. 

Din a doua ecuatie (7 .3) rezuJta: 
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Solicitarea de incovoiere a barelor drepte 

I a zdA=~J yzdA=~l =0 =>I =0 
A x A \ 'Z \'Z p p . . 

Momentul de inertie centrifugal este nul daca una dintre axe le oz sau oy 
este ax4 de simetrie pentru secfiunea transversala. Cum originea 
sistemul~i coincide cu centru1 de greutate al sectiunii rezulti cl axele oz 
§i oy sunt axe centrale principale de ineqie, supozifie flcutA chiar de la 

• 

inceputul capitolului. 
Din a treia ecuatie (7.3) rezulti: 

M. E f, 2dA EI 1=- y =-
p A p 7. 

(7.4) 

in care 1.1. = JA y2dA este momentul de inertial axial calculat fatA de axa 

oz dupl care este dirijat ~i momentul incovoietor, ca efort, din sectiunea 
considerati. 

Din ecuatia (7.2) rezultl cl: _!_ = ax care, tnlocuitA in (7.4) va da: 
.. P Ey 

( ) 
Mi·y 

a y =--
x. Iz 

(7.S) 

ce constitue relatia lul Navler ~i care aratl cl, tensiunea intr .. o fibrl 
aflatl pe secfiunea transversal! este o functie liniarl de distant& mlsuratl 
de la axa neutri la fibra respectivl (y ). 

De obicei, valorile tensiunii ax care intereseazl sunt cea maximl 
~i minimi. Acestea se glsesc in fibrele extreme ale sectiunii transversale, 
figura 7.5. 

- - a min 

I I 

L 
Axa 
neutra z Y, I 
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Fig. 7.! 
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In cazul In care axa ncutra~ dupa care 
incovoietor Mi, este axa de simetrie, vom avca: 

este di rijat 1no1nentul 

Mi. y lllUX Mi 
cr l'J\3"C = - (j 1nin ;:= - -

I I WI 
(7.6) 

.. 
1n care : W = Iz 

I 
(7.7) 

Y 111a~ 
este o caracteristica geometrica ce depinde de forma ~i dimensiunllt! 
sectiunii transversale ~i se 11ume~·1e 1n<Jdul cle 1·e~i.\·fenfii llXial. 

Pentru dimensionare, din conditia de rezistenta, se va impltne ca: 
O"nutx ~ O"a (7.8) 

Daca axa neutra nu este axa de simetrie pentru sectiunea 
transversala, figura 7.5b, trebuie calculata atat tensiunea 1naxima cat ~i 

Mi·y Mi·}' 
cea minima: ()" ••• , = I , I ; ()" m;n = I , 

2 

Daca materialul din care este confectionata hara rezista la fe) de 
• 

bine la tracfiune ~i la compresiune ( a 01 = O'uc = a .. ) atunci pentru 
dimensionare vom avea: 

max(amax, I O'min f) ~ O"a (7.9) 
Daca tensiunile admisibile pentru tractiune ~i compresiune sunt 

diferite, se va impune: . 
I O'min I ~ O'ac ~j O'mux ~ O'ul (7.10) 

Ob.Jtervat ii: 
1. ModuJul de rezistenta Wz al sectiunilor compose nu se 

sumeaza. Pentru calculul acestuia se detennina mai intai 12 pentru 
sectiunea co1npusa respectiva dupa care se folose~te relatia (7. 7); 

2. De~i relatia Jui Navier a fost dedusa pentru solicitarea de 
incovoiere pura, ea poate fi aplicata ~i in cazul incovoierii simple cu 

conditia ca ~ < ! in care b este inaltimea sectiunii transversale iar I este 
l 4 

lungimea barei. In aceste conditii, tensiunile tangentiale introduse ca 
urmare a actiunii fortelor taietoare au o influenta neglijabila. 

3. La incovoierea simpla a barelor de sectiune constanta, in care 
momentul variaza de obicei pe lungimea barei, calculul de rezistenµi se 
conduce pentru sectiunea periculoasa a barei pentru care momentul 
incovoietor are cea mai mare valoare: 

)90 
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Mz nw." • Y max er =----max.nuuc Iz 

4. In cazul in care, in sectiunea transversal! exist! un 
concentrator de tensi une, din relatia lui Na vier rezulta doar valoarea 
nominall a tensiunii. Tensiunea 1naxima in aceast! sectiune se obtine cu 

relalia: a.,.. = al a. = at ~: in care Uk este coeficientul teoretic de 

concentrare al tensiunilor. 

7 .4. Sectiuni rationale la incovoiere 

Marimea care ne poate da o masura a rationaliz!rii secfiunii la 
solicitarea de incovoiere este modulul de rezistentl axial Wz. Din relatia 
(7.6) se observa ca, la o anumit4 valoare a momentului incovoietor, 
tensi unea introdusl este cu atit mai micl cu cat Wz este mai mare. Se 
impune tot~i a avea un Wz mare dar cu un consum minim de material. 
In aceste conditii, vom avea o ~ationalitate cu atit mai bunl cu cat 
raportul Wz/(Ah) este mai mare, in care A este aria sectiunii transversale, 
iar h este iniltimea acesteia. 

Materialul unei sectiuni supuse la incovoiere este solicitat la 
limita de rezistenta numai in fibrele extreme. Toate celelalte fibre sunt 
solicitate la tensiuni inferioare rezistentei admisibile. Ca unnare, se 
impune eliminarea unei pirti din material aflatl tn vecinitatea axei 
neutre. In tigura 7.6 se prezinti valorile raportului Wz/(Ah) pentru citeva 
secti uni uzuale. 

Wz 
Ah 

0,125 0.167 

Fig. 7.6 
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Sc observa ca, sectiunile de tipul profilului I sunt aproxi111ati, .. d~ 
doua ori mai economice decat ce1e dreptunghiulare. In toate cazurile 
prezentate in tigura 7.6, momentul incovoietor trcbuie ~a aibe directia 
axei oz. In caz contrar, bara cu sect]unea respectiva va rezista foarte pr<.>st 
la incovoiere. Prin urn1are, aceste profile se \1or a~eza astfel incat axa 0)1 

sa fie cuprinsa in planul fortelor iar axa oz in ceJ al momentelor. 
Sectiunea circulara are avantajul aceleia~i rezistente la incov<.1iere 

fata de orice directie. Acest lucru este exploatat in cazul incovoierii 
rotative a arborilor. -

7.S. lncovoierea barelor cu sectiuni nesimetrice 

Atunci cand s-a demonstrat relatia lui Navier, s-a presupus ca una 
din axele siste1nului, respectiv oy, este axa de si1netrie pentru sectiunea 

' trans\1ersala. Astfel, s-a ajuns la concluzia ca axa neutra (oz) trece prin 
centrul de greutate iar momentuJ incovoietor este dirijat dupa aceasta 
axa. Presupunem ca avem o sectiune oarecare, cu axele oy ~i oz axe 
centra)e principale de inertie tara ca una dintre ele sa fie axa de simetrie, 
figura 7. 7. 

• 

' z - or, 
I ' 
I ' ' An 
I 

'-Mutra 

' 
't 

Fig. 7.7 

Pe baza ipotezei sectiunilor plane ~i a legii Jui Hooke s-a aratat ca 

distributia tensiunilor este data de relatia: a x = ~ y 1 
. p 
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in care~ 1 reprezintA distanta de la punctul de pe sectiune, in care vrem sa 
calcullm tensiunea, la axa neutra. Dael unghiul pe care ii face axa oz cu 
axa neutra este '1 atunci vom avea: y1 = ycosa+zsina 
Din a doua relatie (7.3) va rezulta: 

My= f ui.z.dA == r .!: (yzcosa+z2 sina)dA = ( ~(I~. cosa+I,. sina)dA =0 A JAp ~p · 

Cum avem: .!.: * 0, I,~. = 0 ~i deoarece axele oz ~i oy sunt axe principale 
p 

de inertie rezulti ca sina = 0 deci a= 0 ceea ce inseamnA ca axa neutri 
coincide cu axa vectorului moment. 

Ca unnare, dac4 vectorul moment incovoietor actioneazi dupl 
una din axele centrale principale de ineqie atunci axa neutra coincide cu 
axa respectiva iar distributia de tensiuni se poate detennina cu ajutorul 
relatiei lui Navier. 
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7.6. Calculul tensiunilo1· tangentiale la inco\·oierea sintpla 

In sectiunile tran~\·ersale ale barel&)r supuse la incovoiert! si1npla, 
ca eforturi apar, atat momente inco\·oietoare cat ~i forte taietoare. 
Momentele incO\'Oietoare sunt datorate lcnsiur1ill)f nor111alc 't car()f 
\ariafie este data de relatia lui Na,.-ier. 1:-ortele taietoare prcst1pun 
existenta tensiunilor tangential~ care se \:or detcr1ni11a in cele ct! 
urmeaza. 

Se considera o hara dreapta. a\iand secfiu11ea trans\:ersala 
simetrica fata de axa )', so1icitata 1,. incovoiere simpla, 1nomentele 
incovoietoare fiind dirijate dupii axa z, figura 7.8a. 

Din aceasta hara se izoleaza un element de lungime dx. In 
sectiu11ea I a respectivului element este introdus ca efort, 1no1nentul 
i11co\:oietor Miz(x) iar in sec~unea II momentul Miz(x)-i-dM, figura 7.8b. 
Tcnsit1ni1e nonnale din cele doua sectiuni sunt repartizate liniar ~i pot fi 
calculate cu relatia lui Na\lier ca ti ind o(y) ~i respectiv o(y) + da, figura 
7.8c: 

. Miz(x)· y 
a(;·) = . : 

lz 

[Miz(x)+dM]·Y 
a(y) + da = -=------=-

Iz 

Forta taietoare T se dezvolta ca urmare a tensiunilor tangenliale t 
repartizate pe suprafata sectiunii transversale. Ecuatiile de echivalenta 
dintre tensiunile tangentiale ~i tortele taietoare sunt: 

T)1 =Jr xydA~ Tz =Jr xzdA = 0 (7.11) 
A A 

Tensiunile tangentiale de pe conturul sectiunii transversale sunt 
tangente la acest contur. Daca nu ar fi a~a ar trebui sa existe doua 
componente ale tensiunii pe contur, txy ~i txz, figura 7.8b ~i conform 
principiului dualitatii tensiunilor tangentiale ~i pe suprafata exterioara 
trebuie sa existe o tensiune tangentiala tzx. lntrucat hara nu prezinta 
incarcari exterioare dispuse longitudinal pe suprafata exterioara, rezulta 
Ca- t = t =O I'\ \/ . 

Ca urmare a acestei precizari ~i tinand seama cl axa y este axa de 
si111etrie, tensiunile tangenfiale de pe dreapta nn' se intalnesc intr-un 
punct J de pe axa y, figura 7.8d. -
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I?entru tensiunile 1 aOate pe dreapta nn1 paralelA cu axa z, 
Juravski admite faptul ca tensiunile tangentiale 'txv aflate pe dreapta nn1 

. . 
au aceea~i valoare. A doua ecuatie ( 7 .11) este satisfacuti intrucat, pentru 
doua puncte si1netrlce fata de axa oy tensiuni1e t xz sunt egale ~i de 

• sensur1 opuse . 

F 
x Mi+dMi 

t I I 

_r~ - x 
• - - - -

m 

dx--.t i.--- x-• 
y _______ , _____ ....,. 

a) 

II y ~"'lb 
y b) J 

- - - -

2/(2tg ) 

........ --dx--... 

d) 
c) z .. 

bz 

Fig. 7.8 

Vom determina in continuare variatia tensiunilor tangentiale pe 
sec ti unea transversal a a unei bare in care apar ca ef orturi, o f orta 
t.aietoare T ~i un moment incovoietor M, figura 7. 8c. Pe tronsonul de 
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bara de lungime dx se tace o sectiune Jongitudinala dupa un plan cc 
contine dreapta nn1 de lungime b~ figura 7. 9. 

x 

' L------b--,----; 

- --

• 

Fig 7.9 

T,x 

I 
YI 

y 

Din cele aratate anterior, se poate admite ca tensiunile tx,· sunt 
• 

egale. Pe baza principiului dualitatii tensiunilor tangentiale se constata c! 
~i pe suprafata mnn'm' trebuie sa existe tensiuni tangentiale tyx = txy· 

Asupra secpunilor transversale aflate la distanta dx actioneaz! ~i 

tensiunile a, respectiv a+da. Aria suprafetei nn1n1'n' este egala cu aria 
suprafetei mm 1m1'm' deoarece bara este de sectiune constanta. Pentru 
elementul de volum din figura 7.9, echilibrul de forte dup! axa· x se poate 
scrie astfel: 

L Fx = 0 => f (er+ da)dA - J odA - r yx bdx = 0 
A A 

de unde rezultA: 

J dcr dA = 1" yx bdx 
.\ 

in care dcr se poate calcula cu relaiia: 
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da = _d_M_iz_·_y 
lz 

f dMiz·y dA = t,xbdx 
lz · · 

A 

• 

$1 ca urmare • 

1 J dMiz 
'tY" = •y•dA 

bJz A dx 
sau 

·1·1nand cont de relatia diferentiala dintre forta tAietoare $i momentul 

.. . 1" dM iz I T J d I I din 1ncovo1etor: = va rezu ta: r ,x = y · A . ntegra a 
· dx · b·IzA 

aceastA relatie reprezint! momentul static Sz(y)~ fata de axa neutra oz, al 
suprafetei de arie A care se gclse~te sub dreapta nn', adicl al plqii din 
sectiunea transversal! care tinde sa lunece sub actiunea tensiunilor 

tangentiale tyx: Sz{y) = J y · dA . In consecinta va rezulta: 
A 

r (x ) = T(x)·Sz(y) 
y.c 'y b(y)· Iz 

(7.12) 

in care b(y) reprezintl lltimea secfiunii la distanta y fat! de axa neutrA 
iar lz este momentul de inertie axial, fatA de axa z, al intregii sectiuni. 
Expresia (7.12) poartil numele de rela(ia lui Juravski. Din aceastcl relatie 
se observl ca, intr-o secfiune transversali fixati valoarea tensiunii 
tangentiale depinde de mlrimea raportului Sz/b deci de ordonata y. 
Pentru cele mai multe forrne ale sectiunilor transversale, acest raport are 
valoare maxima pe axa neutra unde se inregistreazA tensiunile 
tangentiale cele mai mari ~i deci pericolul distrugerilor prin alunecare 
longitudinal! este mai mare. 

In lungul grinzii, tensiunea tangentiala depinde de valoarea fortei 
tAietoare din sectiunea respectiv~ T(x) $i de lz. 

Dupi determinarea tensiunii tyx cu ajutorul relatiei lui Juravski, 
se pot determina componentele txz ~i tensiunea totala t dintr .. un punct 
oarecare N, aflat pe dreapta nn' la distania b(z) de axa oy, figura 7.8d. 

b(z) 
Astfel, pentru txz vom avea: r xz = r yx 2tga (7.13) 

b(y) 

in care a este unghiu1 tlcut de tangenta la suprafata exterioari cu 
verticala~ figura 7.8d. 

- -- - - -

197 



• 

Solicitarea de incovoiere a barelor drepte 

In continuare se vor prezenta exemple in vcderea deter111inarii 
variatiei tensiunilor tangentiale pentru cateva sectiuni. 

~<.,'ec/i11ne Jrepli1ng/1iularii, figura 7.10. 
i-----b--...i 
• 

....... 
... 

"\. ... 
• 
• 

T • 

' 5 

d v.· 
• 
~ 

• 
• 

~ 

.J ·-y A dA 

'I a) b) 

Fig. 7.11 

• 
' 

• 
• 
• 
• 
• 
• 
• • 

~ z . 

~ 
1 max=1 15I • 

• 

A • 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
• 

' 

... 

c) 

La distanta y de axa neutri oz, se considera o paraJela nn' la axa 
neutra care delimitew in partea inferioara aria A, c·e tinde sa lunece sub 
actiunea tensiunilor tangentiale aflate in planul longitudinal superior 
acestei arii. Momentul static al acestei suprafete fata de axa neutri este: 

I Jh/2 b h2 
2 

Sz(y) = y'·dA = y'·b·dy' = - - y 
A Y 2 4 

sau 

h 
---y 

Sz(y) = A·y0 = ~-y y+-2-
2 2 

b h2 

=- -y2 
2 4 

T . ... d I bh
3 

. . od ,.. d . Sz( ) . lz A 1nan seama ca z = $1 tntr ucan expres1a pentru y $1 1n 
12 

relatia Jui Juravski, se obtine: 
-

198 

-



• 

--

Solicitarea de inc(lvoiere a barelor drepte 

T
b hl . l 

-· }' 
2 4 3 T 

r yx(y) = -----bh-~--- = 2-A 
b 

12 

y2 
1 - 4 ..;;,.___ 

h2 

in care A =bh este aria sectiunii transversale. Se obseiva ca t'"x este o 
functie parabolic& de ord<>nata y ~i are valoarea maxitna lay= 6 deci pe 

3 '"(' . 
axa neutra: r 111ox = 2 A. Se constati ca tyx=const. pe orice dreapta 

paralela cu axa neutri. Rezuitatul obtinut arata ca tensiunea tangenpala 
maxima obtinuti prin aplicarea relatiei lui Juravski este de 1,5 ori mai 
mare decat cea obtinuta cu re1atia de la forfecare. 

Abscisele din figura 7. lOb reprezinta valorile tensiunilor tyx 

dirijate pe sectiunea longitudinala respectiva sau reprezinti valorile 
tensiunilor tic\~ ca directie fiind rabitute cu 90° fata de directia reala a 

• 

acestora care este directia fortei tlietoare T. Din relatia (7.13) se observi 
ca txz=O intrucat a=O. 

In figura 7. 1 Oc s-a reprezentat variatia tensiunilor normale pe 
inAlti1nea sectiunii transversale. Se constata ca pe axa neutri avem o 
stare de forfecare puri intrucat ax=O. Pe fibrele exterioare (y-1 b/2)~ 
avem o stare de tntindere, respectiv de compresiune purl. Oricare alte 
fibre suporti o solicitare compusi - forfecare + solicitare axiata . 

• ~ec/iune circularii,figura 7.1 la. 

a) 

T,cv ---

• 

b) 

7i -~ max-3.A 

Fig. 7.11 

c) d) 

. - ---~-. ---·-·-...--·· --·---· - . ~-~---~ ---·---·--· ·--_,, _____ ·- ·--·--- -· - -- - . --........ ~ -------- ... 
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Paralela nn' la axa neutra oz deli1niteaza in pa11ea i11feri<lara a 
sectiunii transversale, aria ha~urata A. Momentul static al acestei arii fatli 
de axa neutrA este: 

Sz( y) = J A y 1 dA in care dA = b( y 1 )dy 1 = 2JR 1 
- y ~ dy 1 

Astfel, vom avea: 

Sz( y) = J )R 2y 1 ~R 2 
- y ~ dy 1 = ~ ( R 2 

- y 2 
)' 

Intrucat b(y) = 2~R 2 -y 2 

rezulta: 

Jr R.i 
si Iz = aplicand relatia lui .Juravski va 

4 

' ·: 1 

T. 2J( R 2 - y 2) . . 4 4 T 

r ," = 3· 2J(R i -y2 )" R"' = 3A 
in care A=1CR2 este aria sectiunii transversale. 

y2 
1-

R2 

Se observa ca tvx este o functie parabolica de ordonata y ~i are 
• 

valoarea maxima la y=O, deci pe axa neutrii: r ...._, = i~. Rezultatul 

obtinut arata cA tensiunea tangentiala maxima deterrninata cu ajutorul 
relatiei Jui Juravski este cu 33% mai mare decat cea determinatii cu 

• 

relatia de 1a solicitarea de forfecare. Pentru deter111inarea tensiunii tu se 

folose~te relatia (7.13) in care: tga = Y , figura 7.1 ta. Astfe1, va 
~R2 -y2 . 

rezulta: 
i- ( ) = ~ T b( z) · y 
v.Y 3A R2 

Valori1e tensiunilor txz sunt mai mici decat cele ale tensiunilor t'"x 
• 

~i nu prezinti interes deosebit pentru calcul. Tensiunile tia sunt nule pe 
cele doua axe: oz (y=O) ~i oy (b(z)=O). Valoarea lor maxima. se 

... . b( ) R .J2 . 2 T inregtstreazi pentru z = y = ~1 este: t' xz = - , 
2 3A 

iar reprezentarea este data in figura 7.1 ld. 
~ 
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J>rt~fil I, figura 7.12a 

'xv 

1--
'T max= 0, 13} 

z 
1 

t , ...... 
3 

Al dA1 y 
a) b) 

y 
a) 

Fig. 7.12 

Momentul de ineJtie axial, fata de axa oz se calculeazi astfel: 

lz = 2 4t<2t)
3 

+8t2 (4t)2 + t(6t)
2 

= 279 33t4 

12 12 ' 

Se va considera, pentru inceput, o paralell la axa neutra, aflatl in 
regiunea 1-2 a sectiunii. Aceasta delimiteaz.i in partea inferioarl aria Ai, 
figura 7.12a, al clrei moment static fata de axa neutra este: 

t 

Sz<Y1 )= YidA=. Yi ·4t·dy1• =2t(25t2 -yi) 
I 

Introducind lz ~i S7.(y1) in relatia lui Juravski, va rezulta: 

2 

( ) __ T_ 25_ Yt 
tyx y 1 = 558 66t2 t 2 

in care y 1 e [3t,5i]; t( St) = 0 $i 

' 

T 
t(3t) = 0,028 2 

t 
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Se va considera o a doua paralela la axa neutra.," aflatl in regiunea 
2-3 a secfiunii transversaJe. Aria A1 delimitata este cea ha~urata in figura 
7. I 2b. Motnentul static al acestei arii fata de axa neutra este: 

31 73t .l t . v ~ 
Sz(y 2 ) = J y 2 dA = J y 2 · t · dy i + ( 4 t · 2t )4 t = ---

2
J 

2 

A " · ') . .;. -
iar tensiunea tangential a 'tvx va fi : 

• 

., 
73_ y; 

t 2 ,. 

... 
tn care 

Variatia tensiunii tangentiale este prezentata in figura 7. t 2c. 
Pentru deterrninarea tensiunilor tangentia1e txz se reface echilibrul 

de forte pentru portiunea exterioara atlata la distanta z de oxa oy, figura 
7. t 3. 

z 

y a) 

N 
b) 

Fig. 7.13 
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F1)rtele N 'i N+dN reprezentate in figura 7.13b sunt determinate 
de tensiunile a 'i a+da ce actioneazA pe fetele respective aflate la 
distanta Qx. Ecuatia de echilibru de forte dupl axa ox va fi: 

I adA+t'<72t·dx-f (a+dcr)dA=O => t 2t·dx=J dM·y dA => 
A A X7. A I ~ ~ .r. z 

t ~ I f dM· y·dA = TSz 
v. 2·dz A,, dx 2tlz 

in care Sz = St 1 
( 4t - z) ~i ca urmare: 

T z 
r · ( z) = ( 4 - -) 

xz 69 8t2 t 
' 

ce reprezinti o variatie liniarA functie de z, unde: 

z e(0,4tt • .. (4t) = O si • .. (0) = 0,057 ~ 
Sensul acestor tensiuni este eel indicat in figura 7.13a in care 

semnul "+" s-a adoptat atunci cand sensul tensiunilor coincide cu sensul . 
pozitiv al axei oz. Pe grosimea .inimii nu apar tensiwtile txz. Daci acest 
lucru s-ar intimpla, ar trebui sl aparl tensiuni egale pe suprafata 
exterioarA a inimii, figura 7.13c. Cum aceastl suprafata nu este inclrcatl 
cu sarcini longitudinale rezulti cl txz =O pe grosimea inimii. 

7. 7. Trasarea diagramelor de eforturi 

Pentru a face calculul de rezistentl la barele supuse solicit!rii de 
incovoiere trebuie si se cunoasci momentul incovoietor maxim. 
detenninat pe baza relafiei Iui Navier, ~i foqa taietoare maximl 
detenninatl cu ajutoruJ relafiei Iui Juravski. Aceste eforturi se determinl 
din diagramele de variatie a momentului incovoietor ~i a fortei tlietoare 
pentru hara supusl la incovoiere simpll. Etapele de lucru necesare in 
acest sens sunt descrise in cele ce urmeam. 

1. Figurarea ~i calcu/ul reac/iunilor. Numlrul reactiunilor care 
apar in reueme depinde de tipul reazemelor care sustin hara. In cazul 
incovoierii plane, toate fortele actioneaz.A intr-un plan ce contine una din 
axete. centrale principale de inertie iar momentele actioneaz.A intr-un plan 
perpendicular pe primul ce contffie, evident, cealaltl axl principall de 
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inerpe. In aceste conditii se vor putea scrie doar trei ecuatii de echilibru 
• 

§I anume: 
L Fx = 0 

L Fy::: 0 

L Mz= 0 

: Pentru a avea o problem! static detenninata trebuie ca numarul 
reactiunilor introduse sA. nu fie mai mare de trei. In cele ce u11neazA se va 
studia doar acest caz. Problemele static nedeter1ninate la care numArul 
necunoscutelor este mai mare decat numArul ecuatiilor se vor studia in 
capitolul 9. · 

2. Implir/irea harei in regiuni ~·i figurarea reac/iuni/or. 0 regiune 
a unei bare supuse la incovoiere se caracterizeaza prin aceea ca, prezinta 
o aceea~i lege de variatie pentru sarcina de incarcare ~i o aceea~i 1ege de 
variatie pentru aria sectiunii transversale. Ca urmare, itnpartirea barei in 
regiuni va tine seama de considerente]e exprimate mai sus. 

Pe fiecare regiune in parte se face cite o sectiune care se coteaza 
cu xi fata de un punct a carei pozitie este strict deter1ninata. Este de 
preferat ca acel punct sa fie considerat chiar ta una din marginile regiunii 
respective. In acest fel, pentru variabila xi vom avea: xie(O, Ii], in care 11 
reprezintl lungimea regiunii respective. 

3. Jiforturi/e din fiecare sectiune in parte se· detennina pe baza 
metodei sectiunilor: 

- for/a taietoare fntr-o sec/iune a unei bare. e.~te egala cu suma 
a/gebrica a tuturor for/elor tiiietoare incepand din caplitul din .vtanga 
.~au din capi1tul din dreapta al harei pana in .~ec/iunea consideratii; 

- momentul incovoietor intr-o .vec/iune a unei bare, este egal cu 
sumo algebricli a tuturor momentelor incovoietoare incepdnd din 
capiitul din stanga .Yau din caplitul din dreapta al barei pond in secJiunea 
considerata. 

Relativ la o sectiune a unei bare, in mod conventional, eforturile 
tiietoare ~i ·a celor incovoietoare sunt considerate pozitive in cazul in 
care au sensul din figura 7. 14. 

Pe baza expresiilor obtinute pentru fortele t!ietoare ~i momentele 
incovoietoare secponale, se traseazA diagramele de eforturi respective pe 
fiecare regiune in parte. Tot in mod convenfional, la solicitarea de 
incovoiere diagrama momentului incovoietor se traseazA cu partea 
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pozitivi in sensul axei y pozitive care este 1uata in jos. Explicatia acestui 
mod de trasare const4 in faptul c!, alum diagramei de momente astfel 
trasati~ sugereazA modul in care se defor1neazl hara ~i poate deveni un 
criteriu de verificare empiric! a acestei diagrame. · · 

stanga • sectiune • dreapta 

MJ Ix 
I ± ' 

I 

tv y 

Fig. 7.14 

4. Verijicarea diagramelor de eforturi 
Pentru verificarea corectitudinii trasArii diagramelor de forte 

tlietoare ~ momente incovoietoare trebuie sl se tinA seama de 
unnAtoarele aspecte: 

a)- daci gradul funqiei polinomiale ce exprimii incarcarea q(x) a 
barei este n, atunci gradul functiei polinomiale pentru forta tlietoare este 
( n+ 1) iar pentru momentul incovoietor (n+ 2 ). Pe o regiune neincarcatl a 
unei bare, forta t!ietoare ca efort este constanta iar momentul incovoietor 
ca efort are variatie liniara; 

b )- acolo unde pe barl exista. o forta tmetoare concentratl, in 
diagrama eforturilor t!ietoare trebuie sl existe un salt, egal in valoare 
absolutl cu valoarea fortei concentrate respective; 

c )- acolo unde pe bari exista un moment incovoietor concentrat~ 
in diagrama eforturilor incovoietore trebuie sl existe un salt, egal in 
valoare absolutl cu valoarea momentului incovoietor respectiv; 

A vind in vedere punctele b) ~i c )~ trebuie si se verifice in cele 
doul diagrame, sl nu existe salturi dacA pe barl nu existi sarcinile 
exterioare concentrate respective; 

d)- dacl se parcurge hara de la stinga la dreapta, trebuie s! fie 
indeplinite conditiile: 

- T(x)>O => M(x) strict crescator; 
-T(x)<O => M(x) strict descrescAtor; 

e )- atunci cand diagrama fortei t!ietoare trece prin zero, 
momentul tncovoietor prezintl un punct de extrem. 

• 

. - . . ----- -- - --- - - ------- - - -- --- --- -- . -- ----- . - --- -
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Aplica/ii 

A. 7.1. SA se traseze diagramele de eforturi ~i sa se ditnensioneze 
sectiunea transversala pentru bara din figura 7.15. Se cunosc: F = 10 kN, 
I = 0,4m, 0 8 = 150 N/mm2

. 
.,._ ___ ., ___ ..,. r .,__ ___ ...... 

• a) 

-------21/J----.....--l/J-----40I Sect. 1-1 

z 

T(x) 

F'/ + 
IJ.illl.l..IJjWilillJJ.Jl:d.WilllllJUJ.llWJJ.llh,~"'""""1r'l"ITT ............. b) 

- -2.f/3 

x c) 

2Fl/9 
M(x) 

Fig. 7.15 
• 

• 

Etapele de rezolvare a problemei propuse sunt descrise in cele ce .. urmeaz.a. 
I . Bara este ~ezatl pe doua reazeme: reazemul I este articulat ~i 

ca ur1nare introduce doua forte de reactiune iar reazemul 2 este simplu ~i 
introduce o singura fort! de reactiune, figura 7.15. EcuatiiJe de echilibru 
static sunt: 

LFx=O HI= 0 
HI= 0 

F 
LFy=O F-V -V =0 (7.14) ::::) => v. = -l 2 3 

Fl LMz(2) = 0 V _2F V ·I- = 0 
1 3 2 -

3 
Se observa ca axa z s-a ales sa treaca prin punctul 2. Se 

recomandi s! fie figurati cu un simbol, de fonna celui din punctul 2, 
rotirea produsa de primul moment luat in considerare(V11) ca fiind 
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pozitiv. t\stfel, semnele tuturor momentelor urrnltoare din suma de 
momente respectiv~ vor fi date de rotirea pe care o vor produce barei 
fat4 de p1~nctul 2. 

P~ntru verificarea corectitudinii determinirii reactiunilor se 
utiliz~ relatia: 

2Fl 2F r Mz(I) = o::) v2 ·I- = o => v2 = _ 
3 3 

Se atrage atentia cA aceastl din urmA relatie se scrie doar pentru 
verificare. Evident cl aceastA relape poate inlocui oricare din relatiile a 
doua sau treia din sistemul (7.14) unnind ca relatia inlocuita si fie 
folositi pentru verificare. 

2. ~ cum se observl, hara este forrnatl din doui regiuni 
delimitate de actiunea foqei F. Pe fiecare din cele doua regiuni s-au 
considerat sectiunile x1 ~i x2. Se recomandl ca atunci cand o regiune este 
mai aproape de unul din capetele barei, sectiunea de pe acea regiune si 
se raporteze la punctele apropiate acelui caplt iar daca este ultima 
regiune, sa se raporteze chiar la acel capit Aceast! raporta.re va conduce 
la relatii de calcul mai simple, rezultatele ramanand aceleqi. 

3. Avind in vedere metoda sectiunilor pentru determinarea 
eforturilor, enuntatl anterior, §i regula de semne stabilitl, pe fiecare din 
cele douA regiuni vom avea: 

• 

0 21 
, 3 

o! , 3 

F 
T(x1 )= V1 =-

3 
x1 = 0 => M(x 1 ) = 0 

M(x1 ) = V1x 1 21 2Fl 
X1 = 3 =>M(x1)= 9 

2F 
T(x1)=-V1 =--

3 

x 2 = 0 => M(x 2 ) = 0 

l 2Fl 
X21 = -=> M(x2) =-

3 9 

OiagrameJe de eforturi sunt ttasate pe baza acestor expresii in figura 
7. 15, b ~i c. 

4. Se constati cl sunt verificate salturile corespum.ltoare fortelor 
tAietoare concentrate ce acfioneazl pe barl: 

- - ... - - - ·-·-- - - - --- - - - - -
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- in punctul I saltuJ este de F/3.(=V1); 

- in punctul 3 saltul este de F ( =F); 
- in punctul 2 saltul este de 2F/3 (=V2) . 

De asemenea, nu exista nici un alt salt in diagrama de forte t!ietoare. 
Diagrama de momente incovoietoare nu prezinta salturi intrucat 

nu avem momente concentrate pe hara. Se mai constata unnatoarele: 
- pe regiunea 1-3, T>O ~i M este strict crescator; 
- pe regiunea 3-2 T<O ~i M este strict descrescator. 
5. Dimensionarea se face din conditia de rezistenta utilizind 

re1atia Jui Navier: 
2Fld 

- = MmaxY max = _8_2_< d > 64FJ - 39 22 
u max lz 4 - CT a => - .l - ' mm 

mi 9HG a 

64 
Se va adopta valoarea intreaga imediat superioara, adica: d=40 mm. 

A. 7.2. Sa se traseze diagramele de eforturi ~i sa se dimensioneze 
sectiunea transversal! pentru bara din figura 7.16a. Se cunosc: 
q=20N/mm, l=O, 12 m ~i O'a = 140 N/mm2

. 

1. In punctul I fiind o incastrare, se introduc trei reactiuni ca 
urmare a solicitarii exterioare. Echilibrul sarcinilor e~terioare, in care se 
includ ~i reactiuni1e, se scrie astfel: 

LFx=O H1 =0 

L Fy = 0 => v. - q. 21 = 0 
~ . 2 
LJ Mz(l) = o v1 · 31 - q · 21. 21- M 1 - q ·I = o 

Pentru verificare se va utiliza, de exemplu, relatia: 

H I = 0 

=> v, = 2ql 

LMz(l) =0=> ql
2

~q·21·l+M1 =O=>M1 =ql 2 

A~ cum s-a aratat in capitolul 1, sarcina distribuita se poate in1ocui cu o 
sarcina concentratii (in anumite conditii), astfel: 

- valoarea sarcinii concentrate Q este egala cu aria figurii 
geometrice determinata de legea de distributie respectivA. Pentru sarcina 
unifonn distribuita din figura 7 .16a: Q= q21; 

- sarcina concentrata lnlocuitoare Q trece prin centrul de greutate 
a1 figurii geometrice resl>ective. 
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------··-----------------.............. =-=--------=-------..;....------- ·· 

• 

• 

x 

H1 

Vt 

' T(x) 

-.P -

M(ic) 

IQ 

l- I 11 
21 -----+----l---11ty 

• 

Fig. 7.16 

a) 

x 
b) 

x c) 

Sect. 1-1 

.-. .. -911 

3b-

,, 

2. Se constatl cA avem doul rebriuni delimitate de. variatia 
inclrcirii exterioare. Pe fiecare din cele doua regiuni s-a flcut cite o 
sectiune, x1 ~i x2. 

3. Expresiile eforturilor tlietoare ~i a celor incovoietoare, in 
sectiunile respective, sunt: 

X1 E [0,21] 

x 1 = 0 => T(x1 ) = 2ql 
T(x,)= V1 -qx1=2ql-qx1 X1=21=> T(x.) = 0 

. 

x 1 2 x 1 = 0 => M(x1 ) = -ql~ 
M(x )= V x -qx -qi 

. ) I I I 2 - 21 M( ) - 12 
X1 - => X1 - q 

M'(x 1 ) = 2ql -qx 1 = 0=> x 1 = 21 e (0,21]; M(21) =qi 2 

·1 

M" ( x 1 ) = -q < 0 => ca punctul 
x 1 =21 

2 este punct de max m 
M(21) = ql .. . 

T(x 2 ) = 0 
x2 e(0,1) 

2 M(X:z) =qi 
DiagrameJe de eforturi sunt trasate pe baza expresiilor an~erioare 

in figura 7.16 b $i c. 
• 
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4. Se constati ca avem un salt in diagrama de forte taietoare in 
dreptul punctului t . Valoarea saltului · respectiv este egala cu valoarea 
fortei V1 ce actioneaza in ace) punct. In diagrama de momente sunt doua 
salturi corespunzltoare momentelor concentrate M1 ~i ql2 aflate pe bari. 
In cele doui diagrame nu existi nici un alt salt in afari de cele prezentate 
§i care sunt corespunzatoare eforturilor concentrate exterioare. Se mai 
constatl urmatoarele: 

- pe regiunea 1-2, T>O, momentul este strict crescator~ 
- pe regiunea 2-3, T<O, momentul este strict descresc!tor; 
- in punctu1 2, T=O, M prezint4 punct de extrem. 
5. Valoarea inomentului incovoietor maxim de pe diagrama de 

momente este: Mmax=ql2 ~i ca urmare vom avea: 
2 3b 

M 12ql .. .. 16ql i 
u = maxY max = ___ 23_ ~ u - => b::::: 3 -- = 22~22 mm 

ma:o1 lz .. 3 
b ~. a, 

2 • 

Valoarea obtinuta se rotunje~te la: b=23 mm. 

A. 7.3. Se cere sa se dimensioneze bara din figura 7.17a, tinand 
cont atat de tensiunile nor1nale date de relatia Jui Navier cat ~i de 
tensiunile tangentiale date de relatia lui Juravski. Se cunosc: q=18N/mm, 
l=0,2 m, aa=150 N/mm2 ~i t 8 =40 N/mm2

. . 

Etapele de rezolvare sunt descrise in cele ce urmeaza. 
l . Reactiunile introduse de reazeme sunt V 1, V 2 ~i H2, care se 

detennina din ecuatiile de echilibru: 

H 1 = 0 

V V - 2q31 - 0 => .+ 2 -
2 

2q .J) 2 v . 51 - • 31 - q . ) = 0 
J 2 

Pentru verificare se va utiliza, de exemplu, relatia: 
~ 2 2q31 
L.J Mz<•> = 0 => V 2 SI+ qi -

2 
21 = 0 => V 2 = qi 

2. Avem trei regiuni pe hara delimitate de variatia sarcinilor 
exterioare. SectiuniJe de pe cele trei regiuni sunt x1, x2 ~i x3 • 

• 
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·--·· -· 

2qJ 

b) 
- qi 

x c) 

M(x) .sq12 

Fig. 7.17 

3. Expresiile eforturilor in cele trei sectiuni sunt date in continuare. 
Pentru x1e[0,31] vom avea: 

· q(x1)· x, qx~ . . . . x1 = 0 =>T(x1) = 2ql 
T( x ) = V - == 2ql - 1 var 1auepolmom1ala 1 1 

2 31 x1 = 31=> T(x1) == - qi 

unde q(x,)sededucedinasemanarea:Al22'- L\lxx': q(xi) = ~ => q(x1) = Zq ·Xi 
2q 31 31 

2qx 
T(x,) == -

31
1 = O => x, = O; 

T'(x1 ) = - 2q < 0 deci punctul 
3l 

x = 0 1 

1 
estepunct demaxim 

T(O) = 2q 

• 

M(x
1

) = V
1
x

1 
- q(xi) ·Xi~= 2qlx

1 
- qx~ var iatiepolinomiala 

x1 = 0 :::)M(x1) = 0 

2 3 91 
x1 = 31=> M(x1) = 

= 6ql2 
- 3ql2 = 3ql2 

qx2 
M'(x1) = 2ql - 1 = 0=> x1 = ±JJ6; x1 = JJ6 e (0,31]; M(l.J6) = 3,26ql2 

31 

X1=l.J6 . 
17 

estepunct de max 1m 
M(l'VO) = 3,26ql2 
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Pentru x2e[O,I] vom avea: 
T(x2 ) = -V2 =-qi= ct. 

M(x2 ) = V2 (I +x2 )+ ql 2 = 2ql 2 + qlx; 
x2 = 0=> M(x2 ) = 2q12 

., 
x2 =I=:) M(x2 ) = 3ql .. 

Pentru XJE [0,1] vom avea: 
T(x 3 ) = -V2 = - ql ==ct. 

X3 =O=>M(X3)=0 
M(x3 ) = V2x3 = qlx3 ~ , 

x3 =I=> M(x .~) = qJ-

Diagramele de eforturi sunt trasate pe baza acestor expresii in 
figura 7. 17, b ~i c. 

4. Salturile care apar in diagrame sunt ur1natoarele: 
- in diagrama de forte taietoare apar salturile: 

- 2ql in punctu1 1 corespunzator fortei taietoare concentrate V 1; 

- qi in punctul 4 corespunzator fortei tiietoare concentrate V2; 

- in diagrama de momente se distinge un singur salt, in punctul 3, cu 
valoarea 2ql2-ql2=q12 ~i este corespunz.8.tor momentului concentrat de pe 
hara. 

In cele doua diagrame nu exist! nici un alt salt care sa nu 
corespunda cu ef orturile concentrate de pe hara. 

Se mai constata urrnatoarele: 
- pe regiunea 1-k, T>O, M strict crescator; 
- pe regiunea k-4, T<O, M strict descrescator; 
- in punctul k, T=O iar momentul prezinta un punct de extrem. 
5. A~a cum cere problema, dimensionarea se va face impunand pe 

rand doua conditii: 
a)- tensiunea normala maximA din bara sa nu de~scA 

tensiunea admisibila; 
b)- tensiunea tangentiala maxima din hara sa nu depl~asca 

tensiunea tangentiala admisibila.. 
Se face mentiunea ca sectiunea barei a fost prezentatA ~i in figura 7.12a 
iar calculeJe referitoare la aceast! sectiune s-au efectuat in paragraful 

7.6. S-au deterrninat: Iz=279,33t4 ~i T max = 0,13 T ~ax. 
t 

• 
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Mo1nentul maxi1n ~i forta tAietoare maxima se iau din diagramele 
de eforturi respective ~i sunt: Mmax=3,26q12

, Tmax=2ql. Cu ajutorul 
accstor date, vorn avea: 

• 

a = ~·~----~-~- = -~~~6ql
2 

5t~- <a =::) t ~-' 5· 3,26· 18· 200
2 

= 5 S? inm 
lrtuX fz 279 33t4 - a I 279,33• 150 ' 

' I 

= O 13 Tma~=O 13 2ql < > 0,13·2· 18·200 = 4 83 r nia.'\ ' 2 ' 2 - r a => t 2 - ' mm 
t2 t2 40 

Evident ca, dintre aceste douA dimensiuni se va adopta cea cu valoarea 
mai 1nare ~i se va rotunj i la: t=6 mm. 

A. 7.-1. Se cere sa se dimensioneze hara din figura 7.17a daca 
aceasta ar avea sectiunea prezentata in figura 7.18. Se specifica faptul ca 
materiaJul din care este confectionata bara se comport! diferit la 
tractiune fatl de compresiune: <ra1=120 N/mm2

, O'ac=180 N/mm2
• 

c4.t~ 

Mmax 
2 - -- - -- -

6t z -
+ + 1 1 + 

+ + <rmax 
t 

~y y a) b) 

Fig. 7.18 

llez<1lvare. Momentul incovoietor maxim fiind pozitiv (3,26ql2), 

creeaza intindere fibrelor inferioare ~i compresiune celor superioare, 
figura 7. 18b. 

Pozitia centrului de greutate al sectiunii transversale considerate 
va fi: 

Yo= 

. ~----- - . ---- - - ---
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Ca ur1nare vom a\'ea: ~' i ' '=- ) '< ,~2~8t ~i }'2::..:.6t-)·l1---=3.2t 
l\.1omentul de inertie axia1 fa{a de axa z \'a fi: 

• 

Iz= ~(Jz . +A .d2 )= 4t( 6t) ·~ + 24t2(02t)2 +2· t(
6

t) .l +6t2(08t)2 =92,64t" 
~ I I I ) ') ' .,6 ' 

i ~ ..) 

Tensiunile minima ~i maxima se stabi1esc in fibrele extren1e ale 
sectiunii k (figura 7.17) unde se inrcgistreaza momcntul maxim: 

= _ Mm11.x).2_ = _ 3,26ql
2 
3,2tJ = -O] 12 qf2 

t7 min lz 92 64t.. ~ t·l 
' I I 

M .., ')6 12 ') 8t 12 
n1a.-..: ) ' 1 == - -',- q -, 2 = 0 098-q-

Cf 1na;.; = 4 ' l 
Iz 92,64t 21 t2 

Avand in vedere faptul ca materialul rezist~ diferit la 
co1npresiune fata de tractiune, conditiile ce trebuiesc i111puse vor fi : 

lcrn1inlSO'ac ~i O'nlC1xSO'a1 

~i va rezulta: 
r ·- ·- ··-----

3,26·18·1502 
• 3,2 6 32 

t > -~ -- = mm· 
I - ~ 92,64•180 ' ' 12 

~ 3 3,26·18·150
2

·2,8 = 692 mm 
92,64·120 ) 

Se constata ca, de~i tensiunea mai mare in valoare absoJuta este 
atinsa in fibrele superioare, pericolul de distrugere este mai mare in 
fibreJe inferioare datorita comportarii mai slabe a materia1ului la 
tractiu11e. Oricum, se adopta valoarea intreaga imediat superioara valorii 
obtinute di11 calcul: t=7 mm. 

7.8. Tensiuni principale la grinzile drepte solicitate la 
... . 
1ncovo1ere 

A~a cum s-a vazut, in sectiunile transversale ale barelor drepte 
solicitate la incovoiere simpla, actioneaza atat momente incovoietoare 
cat $i forte taietoare. Acestea se dezvolta ca unnare a tensiunilor normale 
date de relatia lui Navier~ respectiv a tensiunilor tangentiale date de 
relatia 1ui Juravski. Astfe1, intr-un punct oarecare vom avea o stare plana 
de tensiune. Tensiunile principale in acest punct se calculeazA cu 

-

relatiile: 
' 

u x + u y I ( )2 2 
O" 1.2 = 2 + 2 u x +a y + 4i x~· 

• 
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iar directiile acestora sunt date de: 
2r X\" 

tg(2a 1•2 ) = · 
{j x - {j ~· 

Se consider! hara de sectiune dreptunghiulara din figura 7.19 
supusa la incovoiere simpla. 

r 
A 

--· --

y o) 

Fig. 7.19 

x 

Sect. A-A 

.-.b....-. 

h 

y 

T 

i---t.Z 

b) 

In sectiunea transversala 1-1, variatia tensiunilor norrnale ~i 
tangentiale este prezentatl in figura 7.19b. Pe iniltimea acestei sectiuni 
se consider! punctele 1,2,3,4 ~i 5. ln aceste puncte se vor dete1mina 
tensiunile principale ~i directiile acestora. 

In punctul I tensiunea normala este u xi = Mz ~i are valoare 
Wz 

pozitivi. Tensiunea tangential! in punctul 1 este egala cu zero. 
Tensiunile principale ~i directiile principale vor fi: 

0'1=c:Jx1, a2=0, <:11=0 (II cu axa ox), a 2=90° (Il cu axa oy) 

Pentru punctul 2, tensiunea data de momentul incovoietor este 

u iti = Mz·y2 ~i are valoare pozitivA. Tensiunea tangentialA este datA de 
Iz 

I . TSz2 d . . ·1 . ·pa1 . re at1a r 2 = . Pentru ete1m1narea tens1um or pnnc1 e ~· a 
b· Iz 

directiilor principale se construie~te cercul lui Mohr, figura 7.20a 

---~~-· 
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-·--··-~ 
.,,.#~- .. 

~--
\ I r lo lo c ' ll ··-.0 ,r-,- CD l 

B .,. 
3 i µ..!.. ._ ·r _<1_ . - - CT1C4 ~ 

~-:J Oj -~-~- °'-
a) b) c) 

Fig. 7.20 

Se constata ca a 1 ~ a 21 ~i ca o-1 are valoare pozitiva iar a.:? valoare 
negativa. 

In punctu/ 3 tensiunea normala este egala cu zero (ax3=0) iar 
tensiunea tangentiaJa este maxima -r3= tmax· Cercul Jui Mohr este 
prezentat in figura 7.20b de unde rezulta: a 1=t,nax ~i o-2= -tnutx· Directiile 
principa1e sunt orientate la unghiuri de 45° ~i 135° fata de axa ox. 

Pentru pi111ctu/ -I va1oarea tensiunii de incovoiere este 
Mz·y 4 a x-t = ~i este negativa iar tensiunea tangentiala este 

Iz 
l'Sz4 p d . . ·1 . . I . r 4 = . entru eterm1narea tens1un1 or pr1nc1pa e se constru1e~te 
b· Iz · 

cercul Jui Mohr, figura 7.20c. Se observa ca I 0 11 <cr2, ~i ca cr1 este 
.. • w • • """' poz1t1va tar o-2 este negat1va. 

I 15 
. 

1 
Mz. . .. 

n punctu tens1unea norma t\ este u xs = Wz ~t este negattva 

iar tensiunea tangentiala este ega1a cu zero. Ca ur1nare, tensiunile 
principale sunt: a 2=ax5, a 1=0 iar directiile principale: a 2=0 ~i a 1=90°. 

Se observa ca pe inaltimea sectiunii transversale tensiuni1e 
principaJe a 1 ~i a 2 i~i schimba directia. Curbele care raman tot timpu1 
tangente la directiile principale se numesc linii de .-.olicitare maximii sau 
linii izostatice, figura 7.21. Existli doua familii de linii izostatice: 
corespunzatoare tensiunilor a 1 $i a 2. Pentru tensiunile a 1 aceste curbe 
sunt tangente la fibrele intinse ~i fac un unghi de 45° cu fibra medie. 
Pentru tensiunile cr2 aceste curbe sunt perpendiculare pe fibrele intinse ~i 
fac de asemenea un unghi de 45° cu fibra medie. 
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F 

Fig. 7.21 

De cele mai multe ori, calculul de rezistentl la incovoiere se 
bazeazl doar pe tensiunile nor1nale date de relatia lui Navier. Sunt insl 
cazuri in care este necesar si se considere ~i tensiunea tangentiali dati de 
relatia lui Juravski. 

Tensiunile tangentiale pot avea valori considerabile in cazul 
incovoierii grinzilor scurte. De asemenea, sunt materiale anizotrope, cum 
ar ti Jemnul, care nu rezisti bine la solicitarea de forfecare longitudinall 
intre fibre produsl de tensiunile tangentiale date de relatia lui Juravski. 

In cazul grinzilor slibite pe sectiunea medianl unde tensiunile 
tangentiale sunt maxime, este necesar sA se facA un calcul ~i la solicitarea 
de forfecare longitudinal!. 

7.9. Deplanarea sectiunii transversale sub acpunea fortei 
tlietoare 

In calculul tensiunilor la solicitarea de incovoiere s-a admis 
ipoteza Jui Bernoulli conform clreia secpunile transversale riman plane 
ti perpendiculare pe axa barei ~i dupi solicita.re. Totu~i, datoritl 
tensi unilor tangeniiale apirute ca urmare a tncovoierii simple, apar 
deplanlri ale sectiunii transversale. · 

Fie o barl dreapti, solicitati la incovoiere simpli, figura7.22a. In 
secpunea transversall 1-1 apare ca efort rezultant, pe lingl momentul 
incovoietor, fi o forfi tiietoare T. 
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..,. 

h T 
x z 

A 
T 

T 

I 

f y a) b) c) 

Fig. 7.22 

Ca u11nare, in elemeritele de suprafaf! ABCD ~i A'B'C'D' se vor introduce 
tensiuni tangentiale, · figura 7.22c. De exemplu, daca sectiunea 1-1 ar fi 
dreptunghiulara de latime b ~i inaltime h, variatia tensiunii tangentiale pe 

"\ 

aceasta · sect] une ar fi : r < ,. > = ~ T 1 _ 4 ). - . Aceasta vari ati e este 
. 2 A h 2 

prezentata in figura 7.22b. Variatia lunecarilor specifice pe inaltimea 

sectiunii tranversale 1-1 este data de relafia: y(y) = JT 1-
4

Y
2

2 

• 
GA h 

Elementul Ava avea lunecarea cea mai mare. Lunecarile scad pe masura 
ce ne apropiem de fibra exterioara pentru care y=O. Ca unnare, sectiunea 
1-1 va capita o noua pozitie 1 '-1' care nu mai este plani. Deforrnarea 
produsa de tensiunile tangentiale const! intr-o deplanare a sectiunilor 
transversale. Chiar daca apare aceasta deplanare se permite folosirea 
relatiilor lui Navier ~i Juravski mai ales daca. este respectata conditia: 

~ ~ ! in care I este lungimea barei iar h este iniltimea sectiunii 
I 4 

transversale. Se constat! de asemenea cl, pe intervalul in care forta 
tAietoare este constant!, Jungimea fibrelor r!mine acee~i, figura 7.23 ~i 
ca unnare tensiunea Ox este cea data de relatia Jui Navier . 

• 
\ 
\ 
\ 

' I'll T - -
• 

• 

' \ \ 
' -------

' ' \ 
' 

t-----·------4 
Fig. 7.23 
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7.10. Calculul la incovoiere a grinzilor compuse 

Bflrele supuse Ja incovoiere, alcatuite din mai multe componente 
• 

cu o anumitl configuratie ~i solidarizate intre ele se numesc grin=i 
e,·c>n1pw·e. Elementele de solidarizare impiedicl alunecarea dintre 
componentele respective ~i asigurl conlucrarea acestora. 

Fie doui grinzi identice, cu sectiuni dreptunghiulare, a~ezate una 
peste alta, figura 7.24a. 

F 

, 

a) i--b 

F 
__,_ 

~ ; . 
t • 

• • • • ' ~ • ' • ' • • • • 
r I 

: • • . ~ 
'" 

. • 
•••• .... ~., 

b) i--b 

Fig. 7.24 

Vom considera de asemenea alte doul grinzi de acee~i marime, 
solidarizate intre ele, figura 7.24b. Cele doui ansambluri sunt solicitate 
la incovoiere simpll. · 

In cazul grinzilor nesolidarizate, figura 7.24a, defo11narea 
acestora se produce independent, cele doua suprafete aflate in contact 
alunecAnd liber una fatl de cealalta (presupunind cl. foqa de frecare este 
null). Aceastl aJunecare relativa se explica prin faptul cl, fibrele din 
partea de jos ale grinzii superioare se intind iar fibrele din partea de sus 
a1e grinzii inferioare se comprim!. Considerand ca cele doua grinzi se 
deformeul in mod identic, momentul capabil pentru intreaga grinda 
reprezintl suma momentelor capabile ale grinzilor componente ~i este: 

bh2 bh2 

M 1cap = 2u Wz = 2u 1 = u 
a a 6 a 12 

. . - --- - - -- ----- - - -- - - - --- -
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In situatia in care grinzile sunt sc>liduri=ate, figura 7.24b~ lunecarea dintre 
acestea este impiedicata. In aceste conditii cele doua grinzi se 
deformeaza ca ~i cum ar fi una singura. Momentul capabil al intregii 

2 . bh2 bh2 

sectiuni este: M cap= u Wz = u = 2u 
a a 6 a ·12 

Se constat! ca M2cap/M1cap=2 ceea ce aratl ca brrinda solidarizati poate 
prel ua un moment incovoietor de doua ori mai mare decat gri nda 
nesolidarizati. 

Solidarizarea grinzilor este avantajoasi cu conditia ca tensiunea 
tangentiall maxima, care este mai mare in cazul solidarizarii, sa nu duca 

• 

la distrugerea elementelor de solidarizare. 
Pentru grinzile compuse supuse la incovoiere simpla, in functie 

de mArimea momentului incovoietor, se pot adopta ur1natoarele solutii: .. 
- pentru momente incovoietoare relativ mici se adopta profile 

laminate; 
- pentru momente incovoietoare medii se pot utiliza grinzi 

compuse fonnate fie din platbenzi sudate sau nituite fie din profile 
laminate a~ezate in mod convenabil; 

- pentru momente incovoietoare mari se utilizeaza grinzi cu 
7.lbrele in care elementele componente pot avea sau nu o axa de simetrie 
a sectiunii transversale. . 

Pentru a compara deplasArile celor doua grinzi se face un calcul 
al curburilor in cele doul cazuri. Astfel, in cazu) grinzilor nesolidarizate 
cele doua grinzi se vor curba la fel. Presupunand ca momentul 
incovoietor M se distribuie in mod egal celor doui grinzi, vom avea 
pentru mlrimea curburii: 

1 = Mi = 4· 12· M 
p, EI I Ebh 3 

Grinzile solidarizate se vor deforma ca o singura grindi: 
1 = M = 12 . M 

P 2 EI 2 Ebh3 

Se constata cl, &rrinda ale clrei componente au fost sol idarizate se 
deformeaz.i de 4 ori mai putin decat grinzile nesolidarizate. 

• 
Pentru calculul de rezistentA al grinzilor compuse trebuie sl se 

aibe in vedere doui aspecte: 
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... dimensionarea sectiunii transversale la tensiunile no11nale 
maxime astfel incit grinda sA reziste la momentul incovoietor maxim; 

... dimensionarea elementelor de imbinare astfel inclt acestea sA 
reziste la tendinta de lunecare longitudinalA. 

Aceasti din u11ni dimensionare trebuie si ·pnl seama de marimea 
fiJr/ei de ·alunecare pe lungimea pe care are loc solidarizarea. Calculul 
fortei de aJ unecare se prezinti in cele ce unneaza. 

Fie un tronson de bar! de lungime Ice constitue o regiune pe care 
forta tlietoare are aceeqi lege de distributie ~i de asemenea ~i momentul 
incovoietor are oaceeqi lege de distributie, figura 7.25 . . 

-- -, .. ---- ------ ~ 

.. 

~ ~~ 
, -b::-.:_>e--~ .. - .. ~ 

- ' ~ .. ------~ ------- -r 

- - - ..... - .. -,. 
• 

...., - .Q_ I .... ·----.-£: ...... 
..., • A ..... • • - -.- e -

~ • • -- -- _. a .-._ .~ ~ ....,_ t 

~ _z . ... . -- . - ... - · -- -·-- - .. -. • - ~ a - .. 

- - - -.. ·•-~ s - .... 2 ..., s 'j.: .~ --._ 
..., - -... 

• ...... 2 -- ........... - ... __ ... -
- c 

'. t ~ ~"T'>C)' 
j • )( 

T(x) 
a '· f 

dx 

• .., 
"' - "" -,,. "' "' ,,. --x- -~ - dx M( 0) ' 

• .. -
~~ 

"' .. -~ "' ,,. ,,. -
M( x)· -~ ; 

)( -- .. -~ -
j dx 

M(I) • 

Fig. 7.25 

Tensiunilor tangentiale din planul secfiunii transversale tX)', 
determinate cu relatia lui Juravski, le corespunde, confo11n principiului 
dualitltii tensillnilor tangentiale, tensiuni in planele longitudinale, tyx. 

Forta de lunecare este data de rezultanta tuturor tensiunilor tangenpale 
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'tyx pe suprafata BCC1B1• Forta de lunecare pe un element de lungime 
A T(x)Sz(y) 

este: dN1=tyxbdx 1n care r "-x = . . A~adar va rezulta: 
· b(y)lz 

• 

N = r'T(~)Sz(Y) dx = Sz(y) r'T(x)dx = Sz(y) A·r 
1 Jo Iz Iz Jo Iz o-i 

in care AT0•1 reprezinta aria diagramei de forte taietoare pe lungimea 
tronsonului de hara considerat. 

Tinand cont de rel~tia diferentiala dintre eforturi: T(x) = dM(x) 
· dx 

se obtine: 

N 
1 
= Sz(y) [M, -M

0
] 

lz 
in care M1 ~i Mo reprezinta momentele incovoietoare la capetele 
tronsonului considerat. 

Forta de lunecare este maxima in planul neutru, acolo unde Sz 
este maxim . 

.. 
• 
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DEPLASARI LA SOLICITAREA DE INCOVOIERE 
A BARELOR DREPTE 

8. l . Generalitlti 
8.2. Ecuatia diferentiala a axei medii defor1nate 
8.3. Metoda integririi analitice 
8.4. Procedeul Clebsch 
8.5. Relatia lui Clapeyron 
8.6. Teorema lui Castigliano 

8. t. Generalitlti 

Barele drepte supuse unei solicitiri exterioare de incovoiere se 
defonneazA ~i ca urmare, secpunile transversale ale acestora i~i schimbi 
pozitia fati de cea de dinaintea solicitlrii. Fie hara din figura 8. 1. 

a I b 
F' 

!31 
• 

• ··- -
' _:Jl1 

~~ ~ 
,~ 

-~. ~ - • • -y [ 

y 

L . 

x 
q;;q ~ _j_ I I I •• 

+ .. ~ ...... .. :t .. 
~r M(x 

Fig. 8.1 
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Deplasiri la solicitarea de incovoiere 

Se constata ca, sub ac\iunea solicitarii exterioare de incovoiere, 
fibrele din partea de sus a planului neutru i~i mic~oreaza lungimea iar 
fibrele din partea de jos i~i 1naresc lungimea. Astfel, toate aceste fibre 

capltli anumite defonnatii date de legea lui Hooke: E , ( y) = a ~y) . 
Deci, in afara de fibrele aflate in planul neutru (y=O ), toate celelalte fibre 
se deformeazd. In plus, toate fibreJe barei se vor gasi, dupa aplicarea 
sarcinilor, intr-o noua pozitie. Putem spune ca avem o depla.~are a 
diferitelor puncte ale barei. De exemplu, un punct B aflat in p)anul 
neutru al barei il vom gisi dupa solicitare in noua pozitie B1• A~a cums-a 

• 

vazut, fibrele din planul neutru nu se defomeaza ( tx=O) in schimb 
punctele aflate in acest plan se deplaseaza. 

8.2. Ecuatia diferentiali a fibrei medii deformate 

0 hara dreapta avand sectiunea constanti, solicitata la incovoiere, 
se reprezinta, de obicei, prin fibra ei medie, figura 8.2a . 

....-x dx 

F p 

8 - -----
y 

... ---
~ -

dx 

b) 

a) 

Mf 

y 

Fig. 8.2 
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Pentru a deter1nina noua pozitie a fibrei medii def or1nate, va 
trebui ca 'pentru fiecare punct sl cuno~tem: 

.. deplasarea v pe directie transversaJA, paralell cu axa oy, numitl_ . .. ... 
~· ."iageala; 

- unghiul de . inclinare a sectiunii transversale fatl de pozitia sa 
initiall sau unghiul dintre fibra initial! ~i tangenta la fibra deformati, 
numil rol ire ~i notat cu <p; 

.. deplasarea u pe directia axei ox. De obicei u<<v ~i aceasti 
deplasare se neglijeazi; · 

- curbura fibrei medii defonnate, l/p. 

Din figura 8.2a se constatl cl tgqJ = dv. Avind in vedere faptul 
dx 

c4 deplasirile materialelor metalice in domeniul elastic sunt relativ mici 
in raport cu lungimea barelor se poate deduce ~i ca rotirile sunt mici: 

to 1 d' . . . )!: dv 
(I)< . n aceste con · 1t11 se poate scne c": tg<p ~ <p ~ dx . 

ln cazul incovoierii in domeniul elastic, fibra medie a barei va 
avea o curburi ce rezultl din relatia (7.4) ca fiind: 

1 Mz 
p Elz 

(8.1) -=--

Semnul ''-" apare pentru cl, un moment pozitiv, dupl regula de semne 
adoptatl deja, produce o curburl negativl in sistemul de axe xoy din 
figura 8.2a ~i folosit pana acum~ figum 8.2c. 

Expresia curburii, dedusl din geometria diferentiall., functie de 
coordonatele punctelor fibrei medii defonnate este: · 

d2 v 
I dx2 -=-----
p dv 2 % 

1 + .. ·--

(8.2) 

In majoritatea cazurilor, deplasirile produse prin solicitarea de 
incovoiere sunt mici in raport cu lungimea barei. De exemplu, ·pentru o 
grindl simplu rezemati, fibra medie deformat! se poate asimila cu o 

paraboll, figura 8.3, a clrei ecuatie este: y = v = 
4
; x(l-x). 

l 
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Deplasiri la solicitarea de incovoiere 

i----x-~ F 

8 ----'-
v f 

y 

i.---1 /2-__. 
Fig. 8.3 

Ecuatia rotirilor va fi data de relatia: <p = dv = 4 f ( 1 _ 2x) 
dx 12 

Cele mai mari valori ale rotirilor se regisesc in reazeme: 
4f 

<fJ1.2 = ± 1 

Ci) . x 

Daca se considera ca depJasArile sunt mici, de exemplu ! = 
1 

in 
t 400' 

acest caz rotirea maxima va ti: <l>max=l/100 de unde rezulta ca: 
2 

dv = m 2 = 0 000 I 
dx T ' 

Ca umare a acestor constatlri, se poate spune ca dv 2 

<< 1 ~i ca 

1 d2v Mz 
unnare: -= =--

dx2 Eiz p 

Relafia 
Mz(x) 

(8.3) 
dx2 Elz 
--=----

reprezinta ecua/ia diferen/ialli aproximativd a fibrei medii deformate. 
Produsul E· Iz se nume~te modul de rigiditate la inctJV<,iere al sectiunii 
transversale. Bara va capata deplasiri cu atat mai mici cu cat acest 
produs este mai mare. 
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Dupi exprimarea momentului incovoietor functie de variabila x~ 
integrindu-se o datA relatia (8.3) se obtine functia <p = <p(x, C1) iar daci 
se integr~z.i de doul ori se obtine functia v = v(x, C1,C2) in care C1 ~i C2 

reprezintA constante de integrare. Functia cp = <p(x, C1) reprezintl 
expresia r<Jlirii pe rebriunea in care a fost considerat! variatia momentului 
Mz(x) iar functia v = v(x, C1,C2) reprezintl expresia sage/ii pe aceeqi 
regiune. Constantele de integrare C 1 ~i C2 se determina pe baza 
conditiilor la limit!. Acestea sunt, dupi caz, conditii de rezemare ~i de 
continuitate referitoare la sigeata v ~i rotirea <p. 

Cind functia Mz(x) nu se poate preciza, acesta fiind cazul 
problemelor static nedeter111inate, se folosesc relatiile diferentiale intre 
eforturi ~i intre eforturi ~i inclrcarea exterioara: 

dM dT 
dx = T; dx = -q 

In aceste conditii se obtine: 
d 2 M d 2 

q = - dx2 = - dx2 

q d4v ----=--
Elz dx4 

• 

sau (8.4) 

relatie ce reprezintl ecuatia de ordin 4 a fibrei medii deformate pentru 
cazul in care momentul de ineqie axial este constant. Dael se cunoqte 
Jegea de variatie a intensititii sarcinii q=q(x), se poate integra relatia 
(8.4) de patru ori obtinindu-se, dupa a trei ~i a patra integrare, expresia 
rotirii, respectiv a sagetii functie de variabila x: 

<p = <p (x, C1, C2, C3), v = v (x, C1, C2, C3, C4) 
Conditiile necesare pentru dete1minarea constantelor de integrare se 
referl atit la deplasiri ( q> §i v) cat ~i la ef orturi (T ~i M). 

8.3. Metoda integririi analitice 

In ecualia diferentiall de ordinul doi d 
2

: = - Mz( x) , momentul 
. dx. ~Iz 

incovoietor M7.(x) se exprimi in funcpe de variabila x pentru fiecare 
regiune in parte a barei., luindu-se in considerare ~i variatia modulului de 
rigiditate (E·Iz) dacl este cazul. 
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Deplasari la solicitarea de incovoiere 

Pe fiecare regiune i, se integreaza de doua ori relatia anterioara 
obtinandu-se: 

:: . = - E~z J Mz; (x)dx+ C; = [97(x)], · 
l 

[ v( x)]; = - E~z f ( dx f Mz; ( x )dx) + C; x + D; 
I 

(8.5) 

Prima relatie din (8.5) reprezinta ecuatia rotirilor pe regiunea de hara 
notata cu i iar a doua relatie reprezinta ecuatia sagetilor pe regiunea de 
hara i. Se ohtin cite doua constante de integrare Ci ~i Di pentru fiecare 
regiune in parte. Valorile acestor constante se detenninl din conditiile de 
rezemare ~i de continuitate a fibrei medii defonnate. 

Conditiile de rezemare se impun prin valoarea rotirii ~i sagetii in 
punctele de legatura a barei, figura 8.4a. 

:%: t;O=O % 
v=O ~----=-=:::::::::::::::=-

bt) 
v=O 

v=O 

a) 

Fig. 8.4 
• 

Pe langa reactiunile pe care le introduc, punctele de legatura obliga la o 
anumita defortnare. ConditiiJe de rezemare, exprimate ~i de figura 8.4a, 
sunt: 

- intr-o incastrare, atat sageata cat ~i rotirea sunt nule; 
- in reazemele simple sau articulate sageata este nu1a. 

A vind in vedere prima observatie, se constatl ur1natoarele: 
- deplasirile barei in incastrare sunt impiedicate pe orice directie; 
- direcpa tangentei in incastrare la fibra medie defo11nati 

coincide cu directia fibrei de dinainte de defonnare, figura 8.4b1, altfel, 
ar trebui sa se produca o defor1nare ca in figura 8.4b2 ceea ce nu este 
posibil decat prin fndoirea barei. 

Conditiile de continuitate ale deplas!rilor se impun in dreptul 
sectiunilor de trecere de la o regiune la alta a barei. Avand in vedere 
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Deplaslri la solicitarea de incovoiere 
' 

ipoteza ~efonnatiilor elastice, chiar daca apar modificlri ale rigiditltii 
barei sau ale incirclrii exterioare, fibra medie defor1natA este contin~ 
fonnatl din arce de cerc racordate intre ele, figura 8.5a. 

v1 v2 

Jv(x) x 
~1 

l ttr> 
I 

y 1 a) b) c) 

Fig. 8.S 

Continuitatea se exprimA prin egalitatea sagetilor ~i rotirilor pentru 
punctele infinit vecine aflate la granita a doul regiuni diferite: 

• 
V 1 = V2 ~l <p I = Q>2 

Dael nu ar fi respectatl prima conditie, ar trebui ca, in sectiunea de 
trecere de Ia o regiune la alta, bara si se rupa, figura 8.5b. Daca nu ar fi 
respectatl cea <fe .. a doua conditie, ar trebui sa avem o indoire a barei 
( defonnatie plastic!) ceea ce contravine ipotezei defor1natiilor elastice. 

Numarul constantelor de integrare ce se obtin pentru o grindi cu 
o regiuni este 2o. Pentru aflarea acestora se pot impune, de exemplu, 
doul conditii de rezemare ~i respectiv 2(n-1) condipi de continuitate 
pentru cele (n-1) sectiuni de trecere ce separa cele n regiuni. Se obtine 
astfel, un sistem de 2n ecuatii cu 2n necunoscute ce poate ti rezolvat. 
Pentru detenninarea deplas!rilor prin aceasta metodl, pentru barele cu 
mai mult de doui regiuni (mai mutt de patru constante de integrare), se 
recomandi utilinrea programelor specializate in rezolvarea de sisteme 
de ecuatii intrucit volumul de calcul devine destul de mare. 

Aplica/ie 
A.8.1. Se considera hara dreapt~ de sectiune constanti, din figura 

8.6a. Bara este incastratl la un caplt, simplu rezemat4 la celilalt ~i 
solieitatl de o fort! unifo11n distribuitl pe lungimea 2·1 ~i de un moment 
concentrat de valoare ql2

• Se cere sl se determine legile de distributie 
pentru rotiri 1i sAgeti pe cele doui regiuni ale barei ~i sa se traseze 
graficele de variatie ale acestora. 
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c) 

A vand in vedere 1nodul de rezemare al barei, reactiunile care apar 
• 

in reazeme ca urrnare a solicitarii exterioare sunt fortele V1, H1 ~i V2• 

Aceste reactiuni se determina din ecuatiile de echilibru static, care se 
scriu astfel: 

L, Fx = 0 H 1 = o H 
1 

= O 

L, Fy = 0 => V, + V2 - 2ql = 0 => V1 = qi 

L, Mz,
2

, = 0 Vi 31-q · 21·21 + ql 2 = 0 V2 : qi 

Bara se imparte in doua regiuni detenninate de varialia diferit! a 
incarcarii exterioare. Pe fiecare regiune in parte se face cate o sectiune: 
x1 ~i x2 cu x1e[0,21] ~i x2e[21, 31]. Momentele incovoietoare, in fiecare 

din cele doul sectiuni, sunt: 

• 
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qx2 
M( x1 ) = qlxa - 1 

, M(x2 ) = qlx2 - 2ql(x 2 -1) = 2ql 2 -qlx 2 . 2 
Aplici~ relatia (8.3) va rezulta: 

d2 v qx2 d2v 
Elz dx:• = -qlx + 

2
1 

, Elz dx;2 = -2qi2 + qlx2 

Integrand, succesiv, de doul ori aceste retatii, se obtine: 

&p,(x,)=-<lx: +q.5.+c; 
. 2 6 

~(X;z) =-2ql2"2 +qi x; +<; 
2 

FJz· v,(Xs) =-qi X: +q X: +C.x. +Di 
6 24 

Se constatl cl, avem patru constante de integrare: C1, 0 1, C~ $i D2 
pentru a clror detenninare sunt necesare patru conditii. Conditiile ce se 
vor impune sunt: 

- douA conditii de reazem: 
. - pentru X1=0, V1(0)=0 

- pentru x2=31, v2(31)=0 
- doui conditii de continuitate: 

'Pt (21) = fP2 (21) 
.. pentru X1=x2=21 

V 1 (2l)=V2 (21) 

Ca unnare a aplicArii acestor condifii se va obfine urmitorul 
sistem de ecuatii: 

0=01 

271 3 

0= -ql 2 91 2 +qi +C2 3l+D2 6 
41 2 8ql3 qi 

-ql + +C = -2ql2 21+ 412 +C 
2 6 J 2 2 

81 3 16ql4 81 3 

-ql + +C1 2l+D1 =-ql2 412 +qi +C2 2l+D2 6 24 6 
Rezolvand acest sistem de 4 ecuatii cu 4 necunoscute, constantele 

de integrare rezultA cu valorile: 
• 

7. 3 31 3 2 4 c, = ql ,DI =0, C2 = qi' D2 =--qi . 
18 18 3 
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Inlocuind aceste valori in ecuatiile care dau sagefile ~1 rotirile, se 
obtine legea de variatie a acestora pentru fiecare regiune in parte: 

x 2 x ~ 7 ~ 
ElzqJ 1 (x 1 )= - ql 1 +q 1 + qi ·' 

2 6 18 
x ·~ x 4 7 

Elz·v 1 (x 1 ) = -ql 1 +q 1 + ql 3 x 1 6 24 18 

x 2 31 
Elz91 2 (x 2 ) = -2ql 2 x 2 +qi 

2
2 + 

18 
ql 3 

X
2 x 3 31 2 12 2 2 ~ 4 

Elz·v 2 (~ 2 ) = - 2q 
2 

+qi 
6 

+ 
18 

qt· x 2 -3ql 

Diagramele de variatie a rotirilor ~i sagetilor de-a lungul barei 
prezentate in figura 8.6, b~i c. 

8.4. Metoda Clebsch 

sunt 

Metoda Clebsch, folosita pentru calculul deplaslrilor Ia 
incovoiere, aduce simplificari in ceea ce prive~te numarul constantelor 
de integrare obtinute. Astfel, prin aplicarea acestei metode, se obtin eel 
mutt doua constante de integrare indiferent de numarul regiuniJor in care 
trebuie impaqita bara. 

Fie o grindA. de sectiune constanta (Elz=const.) ce contine n 
regiuni, figura 8. 7. 
@ m ® m ([±)) x • + 

xl ~ 
~ 

1, 

X-i 
• 

12 

~ 
I· I 

Xi+1 

11+ l 
xn 

I 
• 

Fig. 8.7 
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I 

Se alege un sistem de axe de coordonate cu originea 0 intr·unul 
din capetele barei (stinga). Toate sectiunile x1, x2 ····Xn de pe cele n 
regiuni se iau cu originea in 0. Se scriu momentele M(xi) pe fiecare 
regiune ~i se introduc in relatii de fonna (8.3). Dae! se integreazl 
relaliile respective se obtin 2n constante de integrare Ci ~i Di. Se constati 
c~ in expresia momentului incovoietor dintr-o regiune oarecare a barei, 
se va reglsi ~i expresia pentru momentul incovoietor din regiunea 
precedentl .. Astfel., pentru regiunea i+ 1 vom avea: ., 

M ) M( ) F ( 1 ( 1 )
o (xi+1 - Ii)-

( xi+1 = xi + i xi+1 - i )+Mi xi+l - i +qi----
2 

in care Fi, Mi ~i qi reprezintl incircarile din regiunea i+ 1, aflate tntre 
sectiunea i 1i sectiunea Xi+I iar M(xi) reprezintl expresia momentului 
incovoietor din regiunea precedenta. Se constat4 ci §i momentului 
incovoietor Mi i se ata§eazl un factor de forma (x .. ti), evident la puterea 
zero, pentru a se pAstra corectitudinea calculelor· ulterioare. Se mai 
admite cl: 

I( )m (x- l1)m+I 
x-1 . dx=...;.._-~-

1 m+t 
(8.6) 

Penmi regiunile veclne i §i i+ 1 ecuatiile rotirilor ~i ale sageplor vor ti: 

. ""= ~If M:Xi~ +Gj 
I 

vi= 1 J(ck[ ~x.}ck.)+C.x. +1' 

I f (X..1 -li)
2 (Xt+t -li)

3 

f'ifi = flz M~l<k. +fl 
2 

+~(x..1-li)+ct 
6 

+C.+1 

i+l 

Pentru deter111inarea celor 2n constante de integrare se impun 

conditiile: · 
'Pi = 'Pi+l 

- pentru x = Ii => 
V· = V· I 1 l+ 

In aceste conditii rezulti: 
-din prima egalitate: Ci+1 =Ci= C 
- din a doua egalitate: Di+t = Di = D 
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A~adar, din cele 2n constante de integrare au ramas numai dowi. 
Acestea pot ft u~or determinate daca se impun conditiile de reazeme. Se 
constatrt de asemenea ca in origine vom avea: 

C . D 
<Po= Sl v0 =-

Elz Elz 
de unde rezulta: C = q>0Elz ~i D = v0Efz in care <p0 ~i v0 reprezinti rotirea, 
respectiv sageat! in origine. 

Se observi ca, metoda Clebsch reduce semni ficativ numArul 
constantelor de integrare ~i ca urmare ~i volumul de calcul. Pentru 
aplicarea corecta a acestei metode este nevoie sa se respecte urmatoarele 
etape de lucru ~i conditii: 

I. Se alege originea de masurare intr-unul din capetele barei; 
2. Sectiunea cotati cu x fafi de originea aleasa se face in ultimul 

camp al barei (referitoare la originea respectivi); 
3. Dael pe hara exista sarcini distribuite care nu ajung pina in 

sectiunea respectivA, acestea se prelungesc pan! in sectiune dupa aceea~i 
lege de variatie. Evident, pentru a nu se schimba deplasarea barei, 
sarcina distribuita adaugatA se va scadea in mod corespunzitor. Sarcina 
scizuti va ajunge automat pan! in sectiunea considerata. 

4. Se scrie momentul in raport cu aceasta sectiune, cu observatia 
ca toate componentele acestuia, in afara de sarcinile ce actioneazi in 

• 

origine, trebuie s! contina paranteze de fonna ( x-1i)· Pentru momentele 
concentrate se adopta binomul (x-1i)0 in care Ii reprezinti coordonata 
punctului de aplicatie al momentului respectiv. 

5. Se scrie relatia (8.3), in care Mz(x) reprezinti expresia 
momentului dete11ninata confonn indicatiilor de la punctele anterioare. 

6. Se integreaza de doua ori expresia obtinuta. La integrare, se 
consider! cl o expresie de forrna (x-li) constitue o singura variabill de 
tipul y= (x-li) astfel incat sa se respecte conditia (8.6). 

De exemplu: -- • 

7. Pentru detenninarea celor doua constante de integrare 
rezultate, se vor impune conditiiJe de rezemare care sunt acelea~i cu cele 
aratate in paragraful anterior. In cadrul particularizarii variabilei x in 
expresia rotirii sau a sagetii, nu se vor lua in considerare parantezele 
care, neridicate la putere, rezulta prin inlocuire negative. In acest fel are 

• 
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toe o pa(ticularizare corectl a expresiei momentului incovoietor ~i ca 
I 

unnare a rotirii 1i slgetii functie de zona in care se afll reazemul. 
8. Constantele de integrare astfel obtinute, se introduc in. 

expresiil~ rotirii 1i ale slgetii. 
9. Pentru determinarea rotirii sau a sagetii intr-un anumit punct 

dorit, se particularizead· variabila x pentru punctul respectiv. In cadrul 
acestei pUticulariz.Ari trebuie avutl in vedere observatia de la punctul 7. 

Aplicarea procedeului Clebsch in vederea detenninlrii sAgetii $i 
rotirii are clteva · avantaje majore. In primut rand se constatl cA se reduc 
numirul de constante de integrare la doui {pentru barele cu mai multe 
regiuni), deci a numlrului de ecuatii necesare pentru determinarea lor $i 
ca unnare se reduce volumul de calcul. A~adar, procedeul Clebsch este 
avantajos a se aplica la barele care se impart in mai multe regiuni. De 
asemenea, odatl detenninate cele doui constante de integrare, sigeata $i 
rotirea se pot calcula, prin particularizarea corespunzitoare a variabilei 
x, in orice punct al barei ta.ra a mai fi necesare calcule suplimentare 
laborioase. In schimb, trebuie unnate cu strictete etapele de lucru $i 
aplicate in mod corespunmtor. 

Aplica1ie. 

A.8.2. Se consideri hara dreapti, de sectiune constantl, solicitatl 
ca in figur.a (8.8). Se cere si se determine sageata in punctul 3 ~i rotirea 
in punctul 5. 

Fig. 8.8 

Reacpunile ce apar in reazeme sunt: V1, H1 'i V2. Acestea se 
detenninl din ecuatiile de echilibru static care sunt urmitoarele: 
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· LFx=O HI =0 

LFy=O => V, + V2 - Q = O => 

L Mz,2) = o V1 31- 2ql · 21- 2ql 2 +QI = 0 

• 

"· ;:;; Q 
V2 = 4ql 

v1 =qi 
• 

in care forta Q este inlocuitoarea fortei liniar distribuite ~i este: 

Q = 2q. 31 = 3ql. 
2 

Calculul siigetilor ~i al rotirilor se va face prin· metoda Clebsch, 
respectand etapele de lucru specificate. 

Originea se alege in capitul din stanga al barei (punctul 1 ). Ca 
urmare, sectiunea se va face pe regiuiiea 2-3. . 

Respectand indicatiile referitoare la modalitatea de scriere a 
momentului incovoietor §i avand in vedere faptuI ca sarcina distribuita 
ajunge pana in sectiune, pentru momentul incovoietor in sectiunea x vom 

• avea expres1a: 
(x-21)·1 

M(x) = qlx-2ql(x-l)-2ql2 (x - 21) 0 +4ql(x-31)-q---
9l 

Ultimul te11nen din expresia dati pentru momentul incovoietor reprezint! 
. momentul dat de forta Q' fata de secfiunea x: 

x - 21 x - 21 x - 21 x - 21 x - 21 ( x - 21) l 
Mo· (x) = q(x) 2 3 = 2q 31 3 2. = q 91 

Aplicand relatia (8.3) ~i integrand succesiv de doua ori vom obtine: 

Elzq(x)=-qlx2 +2ql (x-1)2 +2ql2(x- 21)-4ql (x-31)2 +q (x-2t)• +C 
2 2 2 ~ 

EJz v( , qi x
3 

2ql (x-1)
3 

2 12 (x-21)
2 

4ql (x-31)
3 

(x-21)
5 Cx D 

• XJ=- 6 + 6 + Q 2 - 6 +q 180I · + + 

Pentru determinarea constantelor de integrare, C ~i D, se impun 
conditiile de rezemare. Acestea sunt: 

... pentru x=O => v(O )=O 
· - pentru x=31 => v(31)=0 

§i vor conduce la urmatoarele relatii: 
O=D 

• 

271 3 81 3 12 15 

0 = -qi = qi + 2ql ~ + q + c. 31 
6 3 2 1801 
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. - - ·--- -

de unde rezulti: D = 0 si C = 
149 

ql 3
. Aceste valori se introduc in 

540 
• 

relatiile rotirii ~i sigetii. 
Pentru determinarea slgetii in punctul 2 ~i a rotirii in pt1nctul 5, 

se particularizeazi . in mod corespunzitor variabila x in relatiile 
respective. Astfe), pentru sageata in punctul 3 , vom avea: 

ql4 6 149 59 ql~ 
x =I :::::) Elz·v1 = - + ql4 

:::) v3 = --
. 540 540 Elz 

Pentru rotirea in punctul 5 vom avea: 
2512 161 2 41 2 81 · l" 149 

x = 51 => EIZqJ5 =-qi +2ql +2ql2 ·31-4ql +q + { 
2 2 2 36·1 540 

1087 ql 3 

=> 'I's = 270 Elz 

OQ&tl detenninate relatiile pentru rotiri ~i sageti, prin 
particulariz.are corespunzltoare, se poate determina rotirea §i s!geata in 
oricare punct de pe lungimea barei. 

· 8.5. Metoda Clapeyron 

Se considerl o grinda dreaptl din figura 8.9 supusi la incovoiere 
simpll. Fie, pe aceasti grindl, trei sectiuni oarecare, 1, 2 ~i 3. 
Fibra medie deformatA a barei este o curbi continul, formatl din arce de 
cerc racordate intre ele. In dreptul sectiunilor 1, 2 'i 3, slgeple sunt v1, v2 
~i v3. Se consideri cl momentele de ineqie axiale Iz pe cele doul regiuni 
sunt diferite 11 ¢ 12• Diagrama de momente se poate descompune in 
triunghiuri, (pentru care laturile verticale sunt · egale fiecare cu 
momentul incovoietor, ca efort interior, din dreptul punctului respectiv) 
1i din ariile A1 ~i A1 corespunmtoare inclrclrilor efectiv apli~te pe 
portiunile respective de grinda. Avind in vedere ipoteza continuitltii 
fibrei medii deformate, se poate demonstra cl intre sagetile din punctele 
t, 2 ~i 3 'i rotirea sectiunii din dreptul punctului 2 exist! relatiile: 

- - -- --- - ·----- - --- - ---- - ----- -·· ---- -- . . 
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(8.7) 

in care S12 ~i S23 reprezinta momentele statice ale ariilor diab>ramelor de 
momente A1 respectiv A2 fata de punctele extreme considerate, I ~i 3 . 

• 

' 

' - - -

y I 

• 

M(x) 

,....--y.~-...,,.__.--""""""""-'' \./' 

___.. .i.......11-J __._ 'f--ll• (2) - LL 
,J 

1 
~·· 

I • 

Fig. 8.9 

Din relatiile (8.7), daci se elimina cp2 se obtine: 

x 
I I I 

(8.8) 

prin inlocuirea acestora in relatia (8.8) se va ohtine ecuatia lui Clapeyron 
sub forrna: 

a) 

b) 

c) 

6 
v -v v -v I I I I A d A d 

2 I + 2 3 = +M __!_ + 2M I + 2 + M 2 + I I 2 3 

I I I 2 j II+, 
I 2 11 I, 12 12 I I 212 
Aceasta ecuatie perrnite deter1ninarea unei slgeti daca se cunosc 
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celelalte doua. De exemplu, pe orice grindl simplu rezematl se cunoqte 
faptul cl, slgetile din dreptul reazemelor sunt egale cu zero ~i ca urmare 
se poate atla s4geata intr-un al treilea punct .. Aceasta sAgeata, astfel 
determinati, se poate folosi la nindul ei pentru detenninarea altor s!geJi. 

()b.ftervalii: . 
1- Pentru trasarea numai a diagramelor de arii A 1 §i A2, cele doul 

regiuni din barl se vor considera separat, qezate fiecare pe cite doul 
reazeme simple 1i incarcate numai cu sarcinile efectiv aplicate pe 
regiunea respectivl; 

2- Pentru aplicarea ecuatiei in incastrare, acest tip de reazem se 
va transf orma in doua reazeme simple, inti nit apropiate. Lungimea 
regiunii astfel deter111inate va ti null iar diagrama de momente nu va 
exista. 

3- ln cazul in care la trecerea de la o regiune la alta se gAse$te o 
sarcinA concentrata, pentru u~urinta calculelor aceasta va fi atribuiti 
regiunii mai slab inclrcate, figura 8.10. 

q 

x 

M=q 
a) v _____ , __ _..., ______ 21-----..... 

• 
b) 

• 
x 

q~2 o) 

--d1-... 
M(x) , 

Fig. 8.10 

Ecuatia Jui Clapeyron se aplic!, de obicei, pentru barele ce au 
regiuni cu o tnclrcare ce deter1ninl diagrame de momente relativ simple> 

. . - . . - .. - . . . - . . -- . . . . ·-· - -- . .. . - -- - - . . . . . - . - - ·--
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u~r de trasat, ale caror arii A1 ~i A2 sunt u~or de calculat ~i de asemenea 
ale clror centre de greutate sunt u~or de gasit. 

Aplica1ie 

. 
A.8.3. Se considerA hara dreapta, de sectiune constanta , din 

figura 8. 11 a. Bara este incastrati la un capat, libeni la celalalt ~i 

solicitatl de o fort! liniar distribuita avand intensitatea maxima in 
incastrare $i egala cu 2q. Se cere sa se caJculeze sageata capatului liber al 
barei. 

• 

2q 
I \. 

HM~. 
' ' ' 

x 

1a 
.J a) 

v 
I 

31 
y 

Q I 
2q 

I \. . 

' ' ' "' 3 

~~f ~~,. 'l. 
31 

b) 

Or 
q(x) 2q ' 

\. 
I 

~ 

®. ' ' ' • ® c) 

• ·~ ''· YA x Ye 
1, 1 Sqt2 I~ x 

' ~ I I 

~ 

d) 

~ .. ~ 
~ ~ 

M(x 
~~ 

~~ 

Fig. 8.11 
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In incastrare apar trei reactiuni: V, H ~i M care se pot determina cu 
ajutorul ecuatiilor de echilibru: 

LFx=O 

~Fy= 0 => 

LMz=O 

H=O 

v = 2q31=3ql 
2 

M = - 2q31 l = -3ql2 
2 

Pentru aplicarea relafiei lui Clebsch in vederea rezolvlrii 
problemei propuse, trebuie s! transfonnlm incastrarea in doui reazeme 
simple, infinit apropiate, figura 8. 11 b. Pentru punctele 1, 2 $i 3 figurate .. 
relatia lui Clapeyron se scrie astfel: 

6 V2 -Vi V2 -v1 - M 11 2M 11 12 M 12 A1d1 A2d3 --+ -+ I-+ . 2 -+ + 3 + +--
)1 12 11 11 12 12 1.1. 121:? 

In aceasta relatie se cunosc, pentru inceput, valorile unnltoarelor 
marimi: 11=12=Iz=const., l1=e=O, 12=31, v1=v2=0, M1=0, M2=M=-3ql2, 
MJ=O, A1=0 'i d,=O. 

Mlrimile A2 'i d3 reprezintl, aria diagramei de momente 
corespun7Atoare inclrclrii exterioare de pe regiunea 2-3, respectiv, 
distanta de la centrul de greutate al acestei arii la punctul 3. Pentru 
aflarea acestor mlrimi se traseazi diagrama de momente respectivi. 

In figura 8. t le se prezintl regiunea 2-3 cu incircarea exterioarl 
pentru care se poate scrie: 

LFx=O 

LFy=O ~ 

LMz=O 
YA +Y8 =3ql 

YA 31-3ql·21=0 
. 

Pentru sectiunea x figurata in 8.1 lc, momentul incovoietor va fi: 
xx qx3 M(O)= 0 

M(x) = Yux-q(x)23= qlx--9-1 M(31)= 0 

qx2 
M'(x)= qi- = 0=>x=1J3 e[0,31], M(l.J3)= 1,15ql2 

31 
Diagrama de momente respectivl, este prezentatl in figura 8.1 ld. 
Aria diagramei de momente pentru aceastl regiune va fi: 
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31 JI X .\ 9 ) 3 
A 

2 
= r M(x)dx = r ( qlx- q )dx == Q 

Jo Jo 91 4 
iar pozitia centrului de greutate al acestei diagrame tata de punctul 3 

este: I
JI f .\l 2 qx4 
·M(x)xdx Ji ( qlx - ··--· )dx 

d = o = o 91 =!I 
.l :\I I :\ 5 r·M(x)dx ~q ... 

Jo 4 

lntroducand toate date]e cunoscute in relatia Jui Clapeyron se 

obtine: 6Elz - v 3 = 2(-3ql2 )31+6 9ql ·~ 81 

31 4·31 5 

de unde rezult4: 
27 qi" 

v ---
.4 - 5 Elz 

Pentru determinarea oricarei alte sageti pentru o sectiune a barei 
din figura 8.11, trebuie scrisa din nou relatia Jui Clapeyron care sA 
cuprinda respectiva sectiune ~i alte doua sectiuni pentru care se cuno~te 
sigeata. Jn aceste conditii, se poate folosi ca sigeatl cunoscuti, cea din 
capitul liber care tocmai a fost deterrninata. 

8.6. Teorema lui Castigliano 

Se consideri un corp solid, omogen ~i izotrop, solicitat in 
• 

domeniul elastic de un sistem de sarcini exterioare aflate in echilibru 
static, figura 8.12a. 

a) b) 

Fig. 8.12 
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. . . 
I...eg4turile tiind fixe, lucrul mecanic este dat numai de sarcinile 

efectiv aplicate din exter :or asupra corpului solid: 
II F Lo=L a::Vi. 

i=l 2 
in care vk reprezintl ·deplasarea corpului in dreptul ~i pe directia sarcinii 
Fk. S-a considerat ca are loc o cr~tere lenti in timp a intensititii 
sarcinilor de la valoarea zero la valoarea maxima. Avand in vedere 
ipotezele mentionate, lucrul mecanic al sarcinilor exterioare se 
transform& integral in energie interni de deformatie: Lo=Uo. 

Se consider! acelqi corp solid in doua stari echivalente. 
Jn primu silua1ie, actioneaz4 sistemu] de sarcini exterior F1 •.• Fk···Fn la 
care se mai adaugl o cre§tere a sarcinii Fk cu cantitatea dFk. Energia 
intern! de defonnatie se va modifica, in mod corespunmtor, cu cantitatea 
supt i1nentara: 

(8.9) 

In a dlJua situa/ie, se consider! ci actioneaza, mai intai, sarcina 
elementari dFk singurl asupra intregului corp. Deformatiile produse de 
aceastl sarcina asupra corpului sunt neglijabile ~i de asemeni lucrul 
mecanic pe care ii produce este neglijabil: 

I= dFkdvk =:O 
2 

Dupl aplicarea acestei sarcini, se aplici asupra corpului sistemul 
de sarcini F1 ••• Fk···Fn care va deforma corpul .in mod aproape identic cu 
prima situatie. In schimb, sarcina dFk, ce soliciti corpul la intreaga ei 
intensitate incl de la inceputul apliclrii sistemului de sarcini mentionat, 
va fi obligatA sl parcuga, odatl cu forta Fk, distanta VJc. Lucrul mecanic 
suplimentar efectuat va fi: 

(8.10) 

. 

Cum cele doui situatii sunt echivalente, rezulti cl lucrul mecanic 
suplimentar trebuie sl se reglseascl in energia de defonnatie 
suplimentari ti ca urmare vom avea: 

• 
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de unde rezulti: 

(8. 11) 

Aceasta relatie aratl ca, derivata paJliala a energiei de deformatie in 
raport cu o sarcina oarecare F 1,; este egala cu deplasarea punctul ui 
corpului solid, in care actioneaza respectiva sarcina, calculatli pe directia 
§i in sensul sarcinii Fk. Aceasti definitie poarta numele de tec)rema Jui 
Ca.fttigl iano. · 

In cazul in care sarcina din punctul k este o fort!, se poate calcula 
slgeata in punctul respectiv iar cand sarcina este un moment se poate 
calcula rotirea: 

b'U 
'P-.: = 8M 

k 

Acolo unde nu existi sarcini concentrate, pentru calculul 
depladrilor se procedeazA in felul unnator: 

-se aplica in punctul respectiv, pe directia deplaslrii dorite, o 
sarcinl F 0; 

-se efectue871i calculele necesare in care se include ~i sarcina F0; 

-se calculeazi derivata partiala a energiei in functie de sarcina 
respecti va; 

-la inlocuirea finala, sarcina introdusa se anulealA (F0=0). 
Pentru solicitarea de incovoiere a barelor, prin derivarea partial! 

a energiei de deformatie se obtine: 
v = ~ ( Miz(x) b'Miz(x) d . . = ~ r Miz(x) oMiz(x) dx 

" ~-- J1 Elz b'F1c x; 'Pk f' Ji Elz oM k 

in care Miz(x) sunt momentele incovoietoare pe fiecare ·regiune in parte, 
integrarea tacindu-se pe 1ungimea tiecirei regiuni iar sumarea se face 
pentru cele i regiuni in care a fost impiqitl hara. 

Aplica1ie 
A.8.4. Sa se calculeze slgeata punctului 3 ~i rotirea sectiunii 2 

pentru hara de sectiune constanta din figura 8.13 . 

• 
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d , 

QI • ..1 

_JL-Ll...IJLl.._J~L......L...:I:::::t:===-1L-JL_~~~ ~~~ 
vi~~ .. x 

.,..___. ---21------r • 

~------31------....,_--l----t 

v 
Fig. 8.13 

Reactiunile care se introduc in reazemele 1 ~i 2 sunt V1, H1 ~i V2• 

Acestea se pot detennina pe baza ecuatiilor de echilibru astfel: 

LFx=O H1 =0 H1 =0 

L Fy = 0 => v. + V2 = 3q1 ~ V2 = ql (8.12) 

LMz,
2

, =O V14t-3qt31+q1 2 =O v1 =2qt 

Se constatl cl, avem nevoie pentru determinarea slgetii in 
punctuJ 3 de o fortl tlietoare F0, arbitrar introdusl. In consecintl, 
sistemul de sarcini exterior se schimbaA §i odati cu acesta ~i reactiunile 
corespunz!toare din reazeme. In aceste conclitii, ecuatiile de echilibru se 
pot scrie astfel: 

LFx=O 

LFy=O 

LMz,2, =0 

H 1 =0 

=> V1 +V2 ==3ql+F0 => 
V14l-3ql31-F01+ql2 = 0 

Fo 
V2 =qi- 4 

Fo v. =2ql+-
4 

(8.13) 

Avand in vedere faptul cl avem to~i F0=0, prin inlocuirea acestei valori 
in sistemul (8.13) rezultatele trebuie si fie acele~i cu cele din sistemul 
(8.12). 

Aplicfi.nd relatia lui Castigliano, slgeata in punctul 3 se poate 
scrie astfel: · 

v = ~ r M(x) oM(x) dx 
3 L.J J, Elz oF

0 

(8.14) 
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Pentru rezolvarea acestei integrale avem nevoie de expresia 
momentelor M(x) pe fiecare din ceJe dou4 re!,riuni ale barei ~i de 
asemenea trebuiesc deter1ninate derivatele partiale ale mo1nentelor 
respective in functie de forta Fo. 

Fa 
~X1 )=ql(x1 -J)--x1 . 

4 
x1 e[O, I ~x. ) x, x2 e[0,31 

---=---
4 

Avand in vedere faptul ca E·lz=const. ~i introducand expresiile 
obtinute pentru monientul M(x) ~i derivata paqialA a acestuia in raport cu 
F0 in relatia (8. 14), se obtine: 

1 J -x JI qx3 

V 3 = f ql(XI - )) I dx1 + r qlx 2 -
2 

· Elz Ji 4 Jo 91 
1+5x2 d - x 4 2 

in care s .. a considerat F0=0. Dupa efectuarea calculelor se obtine: 
ql4 

v =-5-
3 Elz 

Pentru calculul rotirii sectiunii 3, nu se va considera in calculul 
reacfiunilor valoarea ql2 a momentului din punctul respectiv, acesta 
notindu-se pentru inceput cu M. Cand se va aj unge la ca1culu1 
integralelor se va inlocui M cu ql2

• Deoarece, se poate considera cl avem 
o nouA incarcare (Min Joe de ql2 in punctul 3) ecuatiile de echilibru vor 
fl: 

H 1 =0 

:::) V1 + V2 = 3ql :::) 

V1 41 - 3ql31 + M = 0 

H 1 =0 

V = 3ql + M 
2 4 41 

V = 9ql _ M 
I 4 41 

(8.15) 

• 

Evident ca, prin inlocuirea Jui M cu ql2 in sistemul (8.15) trebuie sa se 
ajunga la sistemul (8. 12). 

Momentele incovoietoare pe cele doul regiuni ale barei ~i 
derivatele partiale ale acestora in raport cu momentul M sunt: 
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x1 e(O, I 

M(x ) = 3qlx, + Mx1 - M 
l 4 41 

oM(x.) = X1 -1 
0F0 41 

M( ) 3 l(I ) qx~ M(l+x2 ) M x =-q +x - + -2
' 4 2 91 41 

X2 e(O,J} 
oM(x21 ) 3 ---=---

oF0 41 4 

Avind in vedere ci E·lz=const. §i ca in expresiile momentului M(x), 
M=ql2

, se obtine pentru rotirea sectiunii 3: 

) ll XI . !31 qx~ rp1 = ql(x 1 -1) -1 dx 1 + qlx2 -
91 EJz 41 o 

Dupl efectuarea calculelor se obtine: 
13 

'1'1 = -0,33-q
Elz 

X2 -~ dx 
41 4 

2 

DacA se dore1te detenninarea sigefii sau a rotirii in oricare alt! sectiune, 
calculele trebuiesc reluate qa cum s-a arltat anterior. 
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CAPITOLUL9 

GRINZI DREPTE ST A TIC NED ET ERMINA TE 
• 

9. I . lntroducere 
9.2. Ridicarea nedeterminarii prin metoda inte!,TTarii analitice 

a ecuatiei diferentia]e a fibrei medii defonnate 
9.3. Ridicarea nedeterminarii prin metoda Clebsch 
9.4. Ridicarea nedeterminarii prin metoda Clapeyron 
9.5. Ridicarea nedetenninarii cu ajutorul teoremei Jui Castigliano 

9.1. lntroducere 

In cazul in care reactiunile care apar in reazeme nu se pot 
determina numai cu ajutoruJ ecuatiilor de echilibru static, avem de-a face 
cu o grinda .~tatic nedeterminala. Gradul de nedetenninare este dat de 
diferenta dintre numarul necunoscutelor (reactiuni) ~i numarul de ecuatii 
de echilibru independente care se pot scrie pentru grinda respectiva. In 
aceste conditii nu se pot deter1nina nici eforturile din sectiunile 
transversale ale !,)finzilor ~i ca urmare nu se pot trasa diagramele de 
variatie a acestor eforturi. 

Pentru b'l'inzile drepte, nedetenninarea apare ca unnare a 
1egaturilor suplimentare ale acestora, in acest caz sistemul respectiv este 
... latic nedeterminal exteri<>1·. 

Pentru ridicarea nedeterminarii exterioare se folosesc mai multe 
metode. Toate acestea se bazeaza pe observatia ca, in incastrare, atAt 
sageata cat ~i rotirea sunt egale cu zero iar in reazemele simple ~i 

.. 
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Grinzi drepte static nedeterrninate 
3 = 

articulate, slgeata este egaJA cu zero. Dupi ridicarea nedetertninari1, 
rezolvarea problemei decurge ca ~i in cazul sistemelor static determinate. 

Metode1e de ridicare a nedeterminlrii expuse in continuare sunt 
cele folosite ~i pentru calculul deplasirilor . 

• 

9.2. Ridicarea nedeterminirii prin metoda iotegrlrii analitiee 
a ecuatiei diferentiale a fibrei medii deformate 

Ecuatia diferentialA aproximativa a fibrei medii deformate este: 
d2 v M(x) 
dx2 = - Elz (9. l) 

Aceastl ecuatie se scrie pe fiecare regiune in parte avand in vedere faptul 
cl se pot schimba, fie legea de variatie a momentului incovoietor, fie 
momentul de inertie axial, fie ambele. Integrind de doua ori relatia (9 .1) 
se obtin re1atiile: 

:v . =- E~ JMz;(x)dx+C; =[q.i(x)]; 
' 

[v(x)); =-
1 

J(c1xJMz;(x)dx +C;x+D; 
Elz . I 

ce reprezinti variatia rotirii ~i a sagetii pe fiecare regiune i in pa.rte. 

(9.2) 

Considerim o grindl dreapta qezatA pe m reazeme simple ~i care 
confine n regiuni detenninate de variatia incircArii exterioare (inclusiv 
reactiuni) sau (ti) de variatia de sectiune (respectiv Iz), figura 9.1. 

r 
1 2 3 m-1 m x c------..--T--"'1--tlr---·...... .................. -~~L-L.--S---1~-Jr-=--m;. 

• • • 

y 

Fig. 9.1 

Vom examina numlrul necunoscutelor ce trebuie 
asemenea numlrul ecuatiilor care se pot scrie. 

Numirul necunoscutelor este dat de: 
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- numarul reacfiunilor din reazeme care este egal cu m; 
- numarul constantelor de integrare care, pentru cele n regiuni, 

este egal cu 2n. 
Nwnarul ecuatiilor este to11nat din: 
- 2 ecuatii de echilibru static: ecuatie de forte dupa axa oy ~i 

ecuatie de momente dupa axa oz; 
- 2(n-l) conditii de Jegatura referitoare la continuitatea fibrei 

medii deformate; sunt n-1 sectiuni de trecere de la o regiune la alta ~i se 
impun conditii atat pentru sageata cat ~i pentru rotire la fiecare din aceste 
sectiuni; 

- m conditii ·de reazem referitoare la conditia de sageata nula 
impusa in cele m reaz.eme. 

Se constata ca avem m+2n necunoscute ~i tot m+2n conditii 
impuse in vederea rezolvarii problemei. 

Pr~supunand ca s-ar ·mai introduce un reazem care duce ~i la 
aparitia unei regiuni in plus> atunci vom mai avea: 

.. reactiuni = 1; 
- constante de integrare = 2. 
In schimb, orice reazem ~i orice regiune in plus due -la aparitia ~i 

a conditiilor necesare pentru deter1ninarea necunoscutelor supli1nentare: 
- conditii de reazem = I; 
.. conditii de continuitate = 2. 
Se constata ca, pe baza integrarii ecuatiei fibrei medii defonnate 

se poate ridica nedeter111inarea indiferent de gradul acesteia. Se 
recomanda insa ca utilizarea acestei metode sa se faca in cazul barelor cu 
putine regiuni pentru ca numarul ecuatiilor de rezolvat sa nu devina prea 
mare. Pentru utilizarea acestei metode la barele ce contin un numar mare 
de regiuni se recomanda utilizarea programelor de calcul specializate in 
vederea rezolvirii sistemului de ecuatii respectiv. 

Aplica/ie 

A.9.1. 0 grinda dreapta, de sectiune constant!, este incastrata la 
un capat, simplu rezemata la celalalt ~i solicitatl de o sarcina uniform 
distribuita de intensitate q, figura 9.2. Se cere sl se determine reactiunile 
din reazeme. 
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q 

H 1 

y 
~~~~~-~~~-1-~~~~~~-~~ 

Fig. 9.2 

Se constatA cl apar trei reactiuni in incastrare ~i o reactiune in 
reaz.emul simplu. 
Ecuatiile de echilibru care se pot scrie sunt urmatoarele: 

LFx=O 

LFy=O => 

LMz=O 

HI =0 

q1-v1 -v2 = o 
ql2 

VI- -M=O 2 2 I 

Ca unnare, rlman douA ecuapi de echilibru cu trei necunoscute. Deci .. 
problema este simplu static nedeter1ninl\ltA. ~omentul incovoietor intr-o 
sectiune oarecare x este: 

qx2 
M(x)=M1 +V1x--

2 
de unde ecuatia diferentiall a fibrei medii deformate: 

. qx2 
d2v M1 + V1x--

2
-

= - ------dx2 Elz 
Prin integrare se obpne: 

} X
2 x3 

f'(X) = -M1x-V1 2 
+q 

6 
+C 

Elz 

1 x2 x3 x 4 

v(x)=-EI-z -M1 2 
-V1 6 

+q 
24 

+Cx+D 

Pe lingA reactiunea rlmasa in plus din ecuatiile de echilibru mai 
trebuiesc detenninate ~i cele doul constante de integrare C ~i D. Ca 

251 
• 



Grinzi drepte static nedeterminate 

urmare, va trebui sa impunem 3 conditii . Acestea sunt toate conditii de 
rezemare intrucat avem o singura regiune, deci nu putem impune conditii 
de continuitate. 

Conditiile de rezemare sunt: 
qJ(O) = 0 

-pentrux = 0 
v(O) = 0 

- pentru x = I v( I) = 0 
de unde rezulta, in ordine: 

Ultima ecuatie alaturi de cele de echilibru vor permite determinarea 

. ·1 A V 5ql V 3ql . M qi 2 react1un1 or. cestea sunt: 1 = 
8 

, 2 = 
8 

s1 1 = -
8 

· 

Constantele de integrare C ~i D sunt egale cu zero pentru cl, a~a 
cum s-a mentionat, ele sunt strict propoqionale cu rotirea, respectiv 
sigeata, in origine. Cum originea s-a ales in incastrare era evident ca, 
cele dou4 constante de integrare trebuiau sl fie nule. 

9.3. Ridicarea nedeterminirii prin metoda Clebsch 

Pentru ridicarea nedeter1ninirii prin metoda Clebsch se folose$te 
procedeul utiliz.at la calcuJul deplasarilor prin acee~i metodi. Se 

' 
urrnire~te respectarea cu strictete a tuturor etapelor de lucru impuse in 
cadrul aplic4rii acestei metode. 

Fie grinda de sectiune constant! din tigura 9.1 care este sprijinitA 
pe m reazeme. In mod asemanator ca la detenninarea depJasariJor prin 
metoda Clebsch, se va scrie expresia momentului pentru ultimul camp al 
barei, relativ la originea aleasa. Se va scrie apoi, expresia diferentiala 
aproximativa a fibrei medii defonnate care se va integra de doua ori. Se 
vor obtine succesiv ecuatiile pentru rotiri ~i sagep, valabile pentru ultima 
regiune iar prin particularizare corespunzitoare, $i pentru celelalte 
regiuni ale barei. 

In afara de cele cele m reactiuni ce trebuiesc detenninate mai 
apar $i constantele de integrare C $i D. Pentru rezolvarea problemei vom 
avea nevoie de m+2 ecuatii. Aceste ecuatii sunt: 
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- douA ecuatii de echilibru: de forte dupi axa oy ~i de momente 
dupiaxa oz~ 

- m conditii de rearem impuse deplasarilor. Dael sunt numai . 
reazeme simple, in toate cele m reazeme se va impune, prin 
particularii.are corespunmtoare, ca slgeata sl fie zero. In cazul in care 
avem ~i incastrare se impune ca aici ~i rotirea si fie zero. 

In aceste conditii, numarul necunoscutelor, reactiuni ~i constante 
de integrare, devine egal cu numlrul ecuatiilor ~i ca unnare problema 
poate fi rezo1vat4. 

Observu/ie. 
Orice reazem in plus care duce la aparitia unei necunoscute in 

pl us, introduce odati cu el ~i conditia necesari pentru ca acea 
necunoscutl si poata ti detenninatA. 

AplicaJie 
A.9.2. 0 grindl dreaptl, de secfiune constanti, este sprijinitl pe 

trei reazeme, doul simple ~i unul articulat ~i solicitatl ca in figura 9.3. Se 
cere si se determine reacfiunile din reazeme. 

q 

x 

-L-1-..I 

y 
-1----:..........,__, _...,.__, ~~:___-21--+---l----t 

Fig. 9.3 

Reactiunile intoduse in reazeme ca urmare a solicitlrii exterioare 
sunt: V1, V2, V3 ~i H3. 

Ecuatiile de echilibru static sunt urmatoarele: 

rFx=O H
3 

=0 

LFy=O => qi + 2ql - v -v - v = 0 1 2 3 

rMz(I) = 0 ql 2 +2ql2 -2ql·31+ V3 51+ V2 21= 0 
• 

Se constatl cl ramin in discutie ultimele doui ecuatii ce contin 
trei necunoscute: Vl, V2 ~i V3. Problema este deci9 simplu static 

• • 
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nedeterrninata. Vom recurge la metoda Clebsch pentru ridicarea 
. 

nedete11ninarii. 
Originea se alege in capatul din stanga al barei ~i ca urmare, in 

ultima regiune din apropierea capatului din dreapta vorn face o sectiune. 
Momentul incovoietor fata de aceast4 sectiune, scris dupa regulile 
enuntate anterior, va ti: 

(x-31)2 (x-51)2 

M(x)=-qlx+Yi(x-l)-2ql2 (x-21)0 +V2 (x-31)-q 
2 

+q 
2 

Expresiile deplasirilor vor fi date de relatiile: 

(Elz·\n/ ) ri1 x
2 

,, (x-:1)
2 

'lril2( 2l) ,, (x-31)
2 

(x-.31)
3 

(x-51)
3 

C 
~X ='f 2 - Vl 2 +-.,. X- . - V2 2 +q 6 -q 6 + 

1J:1'7\."x)=ri1~-V. (x-1)
3 
+ 'lril2 (x-21)

2 
-V,, (x-31)

3 
+ (x-31)

4 
_ (x-51)

4 
+Oc+D 

\~JY\ "f 6 J 6 ~ 2 l 6 q 24 q 24 

Pe Jang! reactiuni, mai trebuiesc determinate ~i constantele de 
integrare C ~i D. Astfel, vom avea nevoie de trei conditii pentru a rezolva 
problema. Acestea vor fl conditiile de rezemare, respectiv, in toate cele 
trei reazeme sageata este egali cu zero: 

x=l ~ v(x)=O 
x=31 => v(x)=O 
x=61 => v(x)=O 

lmpunand aceste conditii in relatiile care dau rotirea ~i sAgeata va rezulta: 
13 

O=ql +Cl+D 
6 

0 = qi 2713 - V 813 + 2q12 qt 2 + C. 31 + D 
6 I 6 2 

2161 J 125 ] 3 161 2 271 3 81 ) 4 14 

0= qi -V1 +2ql 2 -V2 - +q -q +C·61+D 
6 6 2 6 24 24 

Prin rezolvarea acestui sistem de ecuatii impreuna cu ecuatiile de 
echilibru, se vor obtine urmltoarele rezultate: A=-1,06ql3

, B=0,9 ql4, 

V1=2,4ql, V2=0 ~i V3=0,6ql. 

Se observl ca rotirea in origine este tp0 = -1,06 ql
3 

iar sAgeata in 
Elz 

origine este v 0 = 0,9 qi 
4 

• Prin introducerea constantelor de integrare C 
Eiz 

254 

• 

• 



. 

Grinzi drepte static nedete111linate 

'i D se pot determina, prin particularizare! deplaslrile in orice punct al 
barei. Astfel, metoda Clebsch prezintl avantajul cA, odati cu efectuarea 
calcuJelor pentru ridicarea nedeterminiri1, se detenninl $i expresiile . 
necesare pentru determinarea sagetilor ~i ale rotiri1or in oricare punct al 
barei, • I 

9.4. Ridicarea nedeterminirii prin metoda Clapeyron 

0 problemi este static nedetenninatl dacl numarul de reazeme 
pe care se spijinl hara se reg!se~te intr-una din unn!toarele situatii: 

- mai mult de doul reazeme simple; 
- mai mult de o incastrare. 
Astfel, pentru ca problema si fie static nedete1minatii trebuie sl 

avem eel putin trei reazeme simple sau eel putin o incastrare ~i un 
reazem simplu. 

Dael ecuatia Jui Clapeyron, descrisA in cap. 8.5, se scrie pentru 
sectiunile 1, 2 §i 3 luate in trei reazeme, se va obtine: 

V1 =V2 =V3 =0 

11 11 12 M 12 A1d 1 A2 d3 0=+M1 +2M2 + + 3 + +--
11 11 12 12 1111 1212 

denumitl 'i ecuatia celor trei momente intrucit necunoscutele in acest 
caz sunt momentele M1, M2 !Ji M3• 

(Jh.Yerva/ ii. 
1. In cazul in care avem o incastrare, aceasta se va descompune 

in doui reazeme simple infinit apropiate. Dael numlrul reazemelor este 
m avem de determinat m reactiuni. Ecuatiile posibil a fi scrise sunt 
unn!toarele: 

- doul ecuatii de echilibru (de forte pe vertical! ~i de momente 
incovoietoare ); 

- m-2 ecuatii provenite din aplicarea ecuatiei celor trei momente 
succesiv pe cite trei reazeme. 

2. Momentele incovoietoare M1, M2 ~i M3, dupi determinare, se 
vor exprima in functie de reactiunile din resume, astfel dete1minindu-se 
reactiunile respective. 
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Ap/ica/ie 
A.9.3. Pentru hara din figura 9.4 se cere sa se determine 

reactiunile din reazeme. Bara este sprijinita pe doua reazeme simple ~i 
este incastratii la un capat. 

qi 

qi 
1 

qi 
1 

\A(><) 

·• 

Dupa figurarea 
ecuatiile de echilibru: 

LFx=O 

LFy= 0 => 

LMz=O 

H 3 = 0 

q 

q 

2 

M(><) ql/2 

Fig. 9.4 

V1 + V2 + V3 -ql-2ql= 0 

3 

3 

M(><) 

ql·l-V2 ·31-V3 ·51+2q1·41-M'3 = 0 

x 

a) 

4 x 
b) 

)( 

c) 

Din ultimile doua ecuatii se constati ca avem patru necunoscute 
~i ca urmare problema este dublu static nedeter1ninatl. Pentru ridicarea 
nedeterrninarii se va aplica de doui ori ecuatia celor trei momente. Mai 
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intai se transf onnl incastrarea din punctul 3 in dou4 reazeme simple 
infinit apropiate (t-*l). 

Pentru sectiunile 1-2-3 vom avea ecuatia celor trei momente 

A 1d1 + A 2d 3 =O 
1, 12 

scrisa astfel: 

avand in vedere faptul ca 11=I2=const. 
In aceast4 ecuatie avem: 
M1=0, M1=V 1·31-q1·21, MJ=M'3-necunoscuta, 11=31§i12=21 . 
Pentru determinarea momentelor statice A1d1 ~i A2d3 ale ariilor 

diagramelor de momente trasate pe regiuni1e 1-2 ~i 2-3, se vor considera 
separat aceste regiuni cu inclrcarea exterioara corespunzatoare. 
Diagramele de momente respective sunt trasate in figura 9.4c. Din 
respectiveJe diagrame se obtine: 

3 2 )3 4 . d A I = qi , A 2 = 3 q ' d l = 31 SI 3 = I 

lnlocuind toate datele obtinute in ecuatia celor trei momente, se obtine 
23 2 

relatia: M3 +tsv,1 = qi (9.3) 
3 

Pentru sectiunile 2-3-4 ecuatia celor·trei momente se scrie: 

A2d2 + A3d4 =O M212 +2M3 (1 2 +1 3 )+ M4 13 + 
12 13 

MArimile care compun aceasti relatie au valorile: 
M2=V131-2ql2; M3=necunoscutA, ~~, 12=21, 13=0, Ai=2ql3/3, d2=l, AJ=O 
§i <4=0. 
Prin inlocuire ~i dupi efectuarea calculelor se obtine relatia: 

2M3+V23l=ql2 (9.4) 

Din relatiile (9.3) §i (9.4), va rezulta: V1 = 
43 

qi si M3 = -
8 

ql2
• 

81 27 
Cu ajuroruJ acestor rezultate, inlocuim in ecuapile de echilibru se 

vor obtine §i celelalte necunoscute, respectiv: 
247 . 153 

V 2 = 162 qi St V 3 = 162 qi . 

Dael problema are ~i alte cerinte, acestea se rezolvl ca in 
capitolele precedente referitoare la solicitarea de incovoiere. 

------------------------------=-=-=--=-==---=--=--=---- , 
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A.9.-1. Pe11tru hara de sectiune constant~ din figura 9.5, se cere sa 
se detertnine reactiunile din reazeme folosind letJre11UJ /11i ( ·a.\·/iglian<J. 

H x ... 

V1.,....__,_...,. 
------31------...... ----21---___, 

Fig. 9.5 

Reactiunile care se introduc in incastrarea I ~i in reazemul simplu 
2, ca unnare a so1icitarii exterioare, sunt: V1, H1=- M1 ~i V2. Ecuatii1e de 
echilibru care pot fi scrise in acest caz sunt: 

l:Fx=O H, =0 

LFy=O => V1-V2=ql (9.5) 

" M 0 v1 51 + M, - 3ql · 41 + 2q 1 ·I = o L.J Z12, = 

Din sistemul de ecuatii (9.5) se pot lua in considerare ultimile 
doua ecuatii care contin trei necunoscute V1, V2 ~i M2. Dintre acestea se 
alege una singura in vederea aplicarii teoremei lui Castigliano. De 
exemplu, reactiunea V2. In raport cu forta V2, relatia data de Castigliano 
se poate scrie: 

v = L r M(x) oM(x) dx = 0 
2 Ji Elz oV2 

• 

Egalitatea cu zero este evident.a deoarece in punctul 2 este un 
reazem simplu ce nu permite dep1asarea pe directia reactiunii V2. Avand 
in vedere faptul ca, sectiunile x1 ~i x2 pe cele doua regiuni se iau ca in 
figura (9.5), calculele vor deveni mai simple. 

(Jb.f;ervaJie , 
Daca aceste sectiuni se iau dinspre punctul 1, in ecuatiile de 

momente vor aparea ~i reactiunile V 1 ~i M 1• Se atrage atentia ca, in 
expresiile momentelor incovoietoare, nu trebuie sa apari decat 
necunoscuta (eventual necunoscutele, pentru un grad superior de 
nedeterminare) aleasa la inceput, in cazul nostru V 2• Daca s-ar proceda 
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~a, reacfiunile v, ~i M1 trebuie exprimate in functie de V2 cu ajutorul 
relatiilor (9.5). 

In cazul nostru vom avea: 

X2 e(0,3J 

• 

x1 e[0,21 
oM(x1) ------x av - 1 

2 

qx3 
M(X2) = -V2(2l + X2 )+ 2ql(l + X2 )- 912 

oM(x2)=-(21+x) 
iJV 2 

2 

Inlocuind aceste re1atii in expresia (9.6) ~i avand in vedere faptul cl 
EIZ*oo, va rezulta: 

21 qx.2 
ll qx3 

r -V2X1 + l (-xl)dx, +r· -V2(21+"2)+2ql(l+Xi)- 2 -(2l+X2)]dx: =0 Jo . 2 Jo 91 

Dupl unele calcule simple se obtine: V 2=0,8ql . 
Din ecuatiile de echilibru date de sistemul (9.5) va rezulta: 

V 1=l,8ql 'i M1=ql2• 

Calculul reactiunilor este prima etapi in rezolvarea majoritltii 
problemelor de rezistentA. Daca problema are ~i alte cerinte, acestea se 
rezolvl in conformitate cu cele arltate in capitolele anterioare. 
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CAPITOLUL 10 

FLAMBAJUL BARELOR DREPTE • 

10.1 . Introducere 
I 0.2. Forta critica de flambaj 
I 0.3. Lungimi de flambaj 
10.4. Metode de rezolvare a problemelor de flambaj 

10.1. lntroducere 

A~a cum s-a aratat in capitolele anterioare, atunci cand solicitarea 
exterioara nu dep~e~te o anumita valoare, corpurile solide se 
deformeaza elastic. 0 particularitate in acest sens o constituie solicitarea 
la compresiune a barelor drepte zvelte, l>>d, in care J este lunb>imea 
barei iar d reprezinta dimensiunea sectiunii transversale. In cadruJ 
solicitarii de compresiune defonnarea se produce astfel incat axa medie a 
barei ramane tot dreapta. Daca forta de compresiune atinge o valoare 
critica Fer, axa medie a barei i~i poate pierde stabiJitatea trecand intr .. o 
alt4 pozitie, figura 10.1. 

v 

.,..._ u x ----i ... 
Fig. 10.1 
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Accs1 fenomen de pierdere a stabilitatii care poate duce oricind 
la distrugerea harei poarta numele de flambaj. 

0 teorie exactl care sa caracterizeze fenomenul de flambaj 
conduce Ia relatii neliniare complicate. Teoriile aproximative elaborate 
stabilesc, prin calc.ule simple, marimile cele mai importante ale 
fenomenului de flambaj. Cu ajutorul teoriei de ordinul II, pe baza 
relatiilor de echilibru scrise pentru starea deformata, se pot stabili 
conditiile de stabilitate. 

10.2. Forta criticl de flambaj 

Metoda prin care se propune a se detennina f orta critic! de 
flambaj este cea care se bazeazi pe integrarea ecuatiei aproximative a 
fibrei medii deformate in conditiile in care se ajunge la pierderea 
stabilit4tii. In acest sens se utilizeaz.i conditiile de legltura ~i de 
continuitate pentru starea deformatl. 

Se considerA hara articulati la ambele capete din figura 10. l . Se 
admite ca u<<I ~i ca urrnare se considerl cl distanta dintre cele doui 
capete ale barei rlmane acee~i. Se neglijeaza greutatea proprie a barei ~i 
se admite cl avem aceea~i rigiditate (EI=const.) pe intrega lungime a 
barei. 

Actionatl cu sarcina Fer, hara trece in starea da flambaj. Intr-o 
sectiune oarecare x, axa medie se depirteaza transversal fata de pozitia 
initial! cu distanta v ~i ca urmare in aceastl sectiune va apirea un 
moment tncovoietor: 

Mi(x)=Fcr·v 
Ecuatia diferentiali a fibrei medii deformate din cadrul solicitlrii 

de incovoiere este: 

de unde rezulta.: 

in cares-a notat: 

d2 v Mi(x) Fer 
=- =- v 

dx2 El EI 

d2v k2 0 --+ V= 
dx2 

k2 =Fer 
EI 
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Solutia acestei ecuatii diferentiale de ordinul II cu coeficienti 
constanti este: 

v = C, sin(kx) + C 2 cos(kx) 

Functia v~ reprezentand ecuatia fibrei 1nedii deformate datorita 
flambajului, va trebui sa satisfaca ce1e doua conditii la limita 
corespunzatoare barei din figura 10.1 : pentru x=O ~i x=l vom avea \'=0. 
Din prima conditie rezulta C2=0 iar din a doua conditie se obtine relatia 
C1sin(kl)=O. C1 nu poate fi zero pentru ca, in acest caz, pozitia barei nu 
ar mai fi cea flambata ~i ca urn1are va rezuJta: 

sin(kl)=O sau kl=n1t in care n= l ,211 •••• 

Solutia n=O se exclude deoarece conduce la Fcr=O. Astfel, se 
obtine valoarea fortei critice de tlambaj de forma: 

n2 
Jr

2 El 
Fer= (10.2) 

12 
Pentru n=l se obtine forma de flambaj din figura 10.1 . Pentru 

n=2 se obtine forma de flambaj cu doua semiunde din figura 10.2a, 
~.a.m.d .. 

FCr z 

t----1/2--.,.__--l/2--.... y 

a) b) 

Fig. 10.2 

Pentru n> 1 se ajunge la valori mult mai mari ale sarcinii critice 
de flambaj care nu se mai realizeaza daca hara a ajuns sa flambeze la 
atingerea fortei critice celei mai mici. Lungimea corespunzitoare unei 
semiunde de tlambaj, adica distanta dintre doui puncte consecutive de 
inflexiune, se nume~te lungime de tlambaj ~i se notea2'A cu Ir. Pentru hara 
articulata 1a ambele capete avem IFI. 

Daca hara are conditii de legatura identice in jurul tuturor axelor 
centrale principale de inertie ale sectiunii transversale, pericolul de 
flambaj mai mare este in jurul axei pentru care se stabile~te momentul de 
inertie axial eel mai mic, Imin· Astfel, pentru o sectiune dreptunghiulara 
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cu b'h, tigura I0.2b, hara va flamba mai degrabi in jurul axei z pentru 
hb3 bh·l 

care lz = < ly = . 
12 12. 

Cu aceste observati i, se poate scrie relatia fundamental! folosita 
in cadrul flambajului ca fiind: 

F 
1f2 El mm 

cr=---1: 
Aceastl expresie folosita pentru calculul foqei critice de tlambaj poartA 
numele de re/a/ia lui Euler. 

10.3. Lungimi de flambaj 

Se consider! hara incastrat4 la un capit ~i libera Ia celalalt 
solicitatl la compresiune de o sarcina Fer care poate produce pierderea 
stabilitatii, tigura 10.3 . 

Fer 

....... --x--.... 

..,,. ,, 
v ..,,.~ .......... ""-......_LJ:..._ __ J~ ,, ----------

---~~~~~~~~-11=21~~~~~~~~~-

Fig. 10.3 

In dreptul unei sectiuni I oarecare se introduce un moment 
incovoietor Mi=Fcr·v. Cu ajutorul relatiei (10.1) se obtine: 

in cares-a notat: 

div k2 O --+ V= 
dx2 

k 2 =Fer 
EI 

Solutia acestei ecuatii difetentiale de ordinul IT cu coeficienti 
constanti este: 

v = C1 sin(kx)+ C2 cos(kx) 
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Flambajul barelor drepte 

ConditiiJe la limita care trebuiesc i1npuse in acest caz sunt: 
- pentru x=O, v=O 

dv 
- pentru x=I, = 0 

dx 
~i va rezulta: 

C2=0 ~i C1kcos(kl)=O 
Intrucat C1¢0 ~i k*O rezulta ca este necesar sa ave1n cos{kl)=O sau 

2n-1 
kl= a . Pentru n=I se obtine expresia tortei critice de tlambaj 

2 
pentru acest caz, ~i anume: 

a 2 EI 
Fcr=--

412 
de unde se deduce ca lungimea de flambaj are valoarea lr 21 deoarece 
hara tlambeaza printr-o jumatate de semiunda ~i ne conduce din nou la 
relatia lui Euler. 

In mod asemanator se pot deduce lun!:>ri1nile de flatnbaj in alte 
doua cazuri ~i anume: 

- pentru hara articulata la un capat ~i incastratA la celilalt: lF-0, 71, 
figura 10.4a; 

- pentru hara incastratl la ambele capete: 11=1/2, figura 10.4b. 
te--- - - 1 1------94 

Fer 

, 
If =0.71 

If I f=l/2 
If 

o) b) 

Fig. 10.4 

Foqei critice de flambaj ii corespunde in sectiunea transversal! a 
barei o tensiune critica de tlambaj: 

2 
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Flarnbajul barelor drepte 

1 .. in care s-a notat cu A. raportul . care se nume~te coeficient de zveltete 
• 111in 

iar imn• = 
1 
••n este raza 1ninimi de inertie. 
A 

• 

Relafia lui Euler este valabilA daca nu se depl§e$te limita de 
proportionalitate a materialului: 

• 

uP 
Valoarea coeficientului de zveltete A.0 depinde numai de material. 

De exemplu, pentru otelul OL37 avem A.o=l05. 
Prin unnare, ceoficientul de zveltete A.o delimiteaza doul domenii 

in calculul la flambaj aJ barelor solicitate la compresiune: 
.:... - dacl Amax>A.0 atunci flambajul se nume~te elastic ~i se poate 

·-

aplica relatia lui Euler;. 
- daci Amax<~ atunci tlambajul se nume,te elasto-plastic iar 

calculul se face cu ajutorul unor relatii empirice ca de exemplu relatia lui 
Temajer-Iasinski: 

CT er= a - bA, 

in care a 'i b sunt coeficienti care depind de material ~i care au unitatea 
de m!sura in termenii tensiunii: N/mm2

. 

Pentru otelul OL37 valorile acestor coeficienti sunt: 
- a=304 N/mm2

; 

... b= l,12 N/mm2
• 

Daci bara prezinti un coeficient de zveltete pentru care se 
depi.,e,te valoarea tensiunii de curgere 0'0 , pericolul de flambaj dispare. 
Astfel, se limiteazl domeniul flambajului elasto-plastic la valori A.>A. 1 in 
care A.1 este corespunzAtor tensiunii de curgere. Daca A.<l.1 atunci bara se 
calcule.azi numai la compresiune. 
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Flambajul barelor drepte 

10.4. Metode de rezolvare a problemelor de flambaj 

Problemele care apar in ·cadrul tla1nbajului pot fi de veriticare sau 
calcul pentru dimensionare. 

Prin calculul de ver!fica1·e se urmare~te determinarca 
coeficientului de siguranta la flambaj er. Bara se considera a fi stabila 
daci acest coeficient este mai mare decat eel prescris. 

Etapele de calcu1 in acest caz sunt um1atoare1e: 
- se calculeaza coeficientul de zveltete A.. In functie de valoarea 

acestuia avem urmatoarele posibilitati: 
1- daci A.>A.0 calculu1 se conduce folosind relatia lui Euler: 

F 
H

2 El min • Fer 
er = ~1 c,. =-

1:. F 
in care F este forta aplicata efectiv asupra barei; 

2- daca A. 1<A.<A.o se utilizeaza in succesiune relatiile: 

b 7 F A . Fer 
O'er = a - A ; Cf = O'er ~] C f = > C prescris 

F 
3 .. daca A.<A. 1 atunci bara se calculeazi numai la compresiune. 

Se constata ca, in cadrul unei probleme de di1nen.~<>inare nu se 
poate calcula de la inceput coeficientul de zveltete A. pentru a deter1nina 
domeniul in care ne aflAm. In aceste conditii se presupune pentru inceput 
ca ne aflam in domeniul elastic deci A.>A.0 ~i ca unnare putem folosi 
relafia lui Euler: 

Cr Ft;. 
I min = 1l'2E • 

in care er este coeficientul de flambaj impus iar F este forta efectiv 
aplicata asupra barei. Dupl ce s-au stabilit dimensiunile sectiunii 
transversale se poate calcula coeficientul de zveltete A.. 

Daca A.> A.0 di mensionarea este corect! ~i problema este incheiatl. 
Daca A.<A.1 dimensionarea se face pe baza solicitarii de 

compresiune simple. 
Daca A. 1<A.<A.<J se utilizeaza in succesiune urmatoarele relatii: 

crcr=a-bA. in care A. este eel determinat anterior (incorect de 
altfel) cu ajutorul relatiei lui Euler. 
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w es= r : z 1111 7 • 1 

Fcr=Aacr 
Fer 

c •. = f, 

• 

Flambajul barelor drepte 
r a TT 

Dael ci:>Cprescrilli dimensiunile calculate anterior se pot considera 
satisflicatoare. 

Daca ct< Cprei1ens se maresc dime~iunile sectiunii transversale ~i se 
reface calcul ul incepind cu coeficientul de zveltete care oricum va 
conduce la A.<A.o ~i se va continua cu relatia lui Tetmajer-Iasinski . 

Aplicu/ii 
A. I 0.1. Sa se verifice la flambaj bara de otel OL37 din figura 

10.5a avind sectiunea transversall datl in figura 10.5b. Forta de 
compresiune aplicata este F=9kN, lungimea barei este 1=650 mm~ 
coeticientul de siguranta la flambaj se impune a ti c=5 iar modulul de 
elasticitate longitudinal E=21·104 N/mm2

. Coeficientii din relatia lui 
Temajer-lasinski sunt: a=304N/mm2 

§i b=l,12 N/mm2
. 

Bara se consideri a fi dublu articulatl pentru flambajul dupl axa 
oz ~i dublu incastratl pentru flambajul dupl axa oy. 

-- 10 

z Fer fcr x 30 
, 

y y 
• 

a) b) 

Fig.10.5 

Mai intai se detern1ina ceoficientul de zveltete A.. Pentru 
determinarea acestuia trebuiesc cunoscute marimile iz ~i iy denumite raze 
de inertie: 
. Iz 
I = = 

i A 
10.301 = 8 66mm· 

12·10·30 ' ~ 

. ly 
1 = = 

y A 
102 ·30 = 2 88mm 

' 12· 10·30 

Coeficientii de zveltete vor ti: 
• 
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650 
1 r 650 . Ir 2 

A. 2 = . = = 75 < A0 , A. ... = . = = l 12,8 > A0 
. l l 8,66 , I ~ 2,88 

Se constata ca bara poate flamba in primul rand dupa axa oy. 
Forta critica de flambaj va fi : 

2El ., 4 3 
!! ,. K- · 21 · I 0 · I 0 · 30 · 4 

Fer = 
2 

· = 
2 

= 49056N 
Ir 12 · 650 · 

de unde rezulta ceoeficientul de fla1nbaj: 

c r = Fer = 49056 = 5 45 > c 
F 9000 ' 

Daca se face ~i calculul in domeniul elasto-plastic va rezulta: 
a er = 304- 1, 12 · 75 = 220 N I mm 2 

Fer = a er ·A= 66000N 

Cr = Fer = 66000 = 7 33 > c 
F 9000 ' 

Ca urmare, coeficientul de siguranta este mai mare decat eel impus deci, 
in nici un caz nu se ajunge la fla1nbaj. 

A. J(J.2. Se cere sa sa dimensioneze o bara de sectiune inelara din 
OL37 pentru care di=0,8De, comprimata cu o forta F=15kN, daca se 
impune un coeficient de siguranta c=3. Bara este incastrata la ambele 
capete iar lungimea ci este I= 1,5m. 

Avand in vedere faptul ca nu se cunosc dimensiunile sectiunii 
transversale nu se poate calcula de la inceput ceoticiootul de zveltete 
pentru a constata in ce domeniu ne aflam. 

Presupunem ca ne aflam in domeniul elastic ~i ca urmare vom 
face di1nensionarea pe baza relatiei Jui Eu1er: 

F ·c· I~ 15· 103 .3.(1500,2)2 " 
ln<X: = 

2 
= 

2 4 
::: 12212,Smm 

;r E tr ·21· 10 
Pe de a1ta parte: 

1_ = ~(o.4-d:)= ~[o.4-<o.so.)']=o,02s90: 
Diametrul exterior al barei va fi : 
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Flambajul barelor drepte 

D = 12212,8 = 25 49mm 
c 0,0289 , 

iar diametrul interior di=20,39 mm. 

• 

Cunoscand dimensiunile sectiunii transversale se poate calcula A.: 
l 

A.= 
1,. 2 - -- -• 

1m;a I 
. I S00· 4 = 91,89 < A.

0 
= 105 

2.J2s,492 + 20,392 

A 
Se constata cl A.<l.o, ca urmare ne afllm in domeniul flambajului elasto
plastic deci nu se putea aplica relatia lui Euler. Totu$i vom considera ca 
date de plecare valorile pentru di, De ~i A. obtinute urmand sl verificAm 
pe baza relatiei Jui Temajer-lasinski daca avem un coeficient de 
siguranfl satistlcitor. 

Tensiunea criticl de flambaj va fi in acest caz: 
a er =a-bl= 304-1,12 ·91,98 = 201 NI mm2 

Sarcina critica de flambaj este: 

Fer= a or· A= 201 ·!:(25,492 -20,392
) = 36953,SN 

4 
iar coeficientul de flambaj: 

c =Fer= 36953,8 = 2 46 < c 
r F 15· 103 

' 

Apdar, coeficientul de flambaj determinat este mai mic decat eel impus, 
ca urmare se miresc dimensiunile secfiunii transversale. 

De exemplu: De-30 mm ~i rezulta ~=24 mm. In aceste conditii 
vom avea: 

A. = ts~. 4 . = 78 
2.J302 + 242 

a er =a- bA. = 304-1,12· 78 = 216,SN I m.m2 

Fer = a ·A = 216 5 • !:. (304 
- 24 2 

) = SS 103 N 
er ' 4 

Fer 
Cc= = 3 67> C F , 

Se pot adopta in cele din urml, dimensiunile ultime ale De ~i di. 
- - -- - - .. --- --~ --- - - --· --- - - - . -· ~ - - ·- - ------- . - -
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Vase de revolutie cu pereti subtiri 

CAPITOLUL 11 

VASE DE REVOLUTIE ClT PERETI SlTBTIRI 

11. 1. Introducere 
11 .2. Calculul de rezistenta 
11 .3 Raze de curbura 

11.1. In trod ucere 

• 

VaseJe de revolutie cu pereti subtiri se folosesc pe scara largA in 
indu.stria chimicA ~i petrochimica. Ele fac parte din categoria placilor 
curbe cu grosimea constanta mica pentru care for111a este definita de 
suprafata mediana. Aceste suprafete se obtin prin rotatia unei curbe plane 
in jurul unei axe numitA axil de revolutie. 

. 
' 

Fie vasul de revo1utie cu pereti subtiri din figura 11.1. 

-

G 

---

I 

Jo 
Fig. t 1.1 
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Vase de revolutie cu perep subtiri 
- - . ·-- . . -- . , . -· .... - ' -- - ·-------- --- . -··------- - ... - . . - - ------ - .. 

Prin rotire in jurul axei 00', curba generatoare G di na~tere la 
suprafata mediani a vasului. Un punct A de pe aceastl generatoare 
descrie, prin rotatie, un cerc de razl r numit cerc pa1·alel. Curba plani G 
care prin rotire genereazi suprafata mediani a vasului poarti numele de 
n1e1·idia11. . 

Perpendiculara la suprafatii. intr-un punct A' al vasului va fi 
perpendiculari ~i pe tangentele la cercul paralel §i la meridian. La o 
anumitA distanta pe aceasti perpendiculara vom gasi centrele de curburl 
principale. Curbura suprafetei poate fi caracterizata prin doua raze 
principale de curbura Pp ~i Pm orientate perpendicular pe cercul paralel 
respectiv pe meridian. 

11.2. Caleulul de rezistenti al vaselor de revolutie cu pereti 
subtiri 

Se consideri un vas de revolutie cu perete subtire de grosime 
constantl h, figura 11.2. 

(1 

"' 
a, 

Io· 
I 

0 

Fig.11.2 

I 

- t ... 
-

. . . - ... - ... ---- -·· --··· -- - -- , --··--- --·-· ----------~~· - .. --- -------- -------·. - -- . 
• 

271 
• 



Vase de revolutie cu pereti subfiri 

Vasul este solicitat de o presiune interioara p dat de u11 medit1 
lichid sau gazos. Starea de so1icitare este simetrica in jurul axei de rotatie 
00'. Constructia $i inclrcarea vaselor cu pereti subtiri se face astfel incat 
in peretii acestora sa se introduca cu preponderenta tensiuni de tractiune 
repartizate uniform pe grosimea peretelui. Se admite ca peretele vasului 
nu poate pre]ua tensiuni de incovoiere. 

Cu ajutorul a doua meridiane ~i a doua cercuri paralele se 
izoleaza in jurul unui punct Pal supratetei un element infinit mic din vas, 
figura 11.3a. 

Oj 

a) 

da 

CJ, 

~ 

p 

b) 

Fig. 1 t.3 

... -

--CJ, 

•a I 
P2 

-
~ 

p ~ ~0m 
~ 

,a; 

c) 

Presiunea de pe element este echilibrata de tensiunile normale din 
peretii elementului. Tensiuni tangentiale nu apar intrucat acestea sunt 
incompatibile cu starea simetrica de solicitare. Ca ur1nare, directiile 
principate de solicitare sunt tot timpul tangente la cercuJ paralel ( directia 
J) ~i la meridian ( directia 2). Dupa aceste directii se dirijeaza tensiunile 
principale a 1 ~i cr2. Avand in vedere aceste precizari se noteaza: pp=p1 ~i 

Pm=P2· 
Echilibrul de forte pe directia normalei la elementul considerat 

este: 
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Vase de revolutie cu pereti subtiri 

a, 0'2 p -+ =-
Pa P2 h 

relatie cunoscuta sub numele de ecuatia Jui Laplace. 

(11.l) 

Aceasta ecuatie se util.izeaza in vederea calculului tensiunilor 
principale pentru care insa mai este nevoie de incl o ecuatie. Aceasta 
este reprezentati de ecuatia de echilibru de forte care actioneaza asupra 
unei portiuni din vas, figura 11.4. 

--__. 

f--- ----.. 
- -

Io· 
I -·-

- ---- - -
p I 

F 

Fig. 11.4 

......... --
~ ~-?; - ----

In functie de situatia concreti de incircare ~i rezemare a vasului 
in aceasta ecuatie de echilibru pot intra unnatoarele forte: 

- forta datl de tensiunile a 2 care se introduc in peretele de 
grosime h al vasului ca ur1nare a. solicitarii: a 2 sin a· 2nrh; 

.. forta data de presiunea exercitatl asupra suprafetei din sectiunea 
respectiva: pxr2; 

- atunci cand in vas exist! lichid, apare forta reprezentat! de 
greutatea lichidului aflatl in poqiunea de vas luatl in cosiderare: G=yVol 
in care y este greutatea specifica a lichidului masurata in [N/mm3

] iar 
Vol este volumul vasului in care se afli lichidul; 

- forta de reactiune F ce apare ca unnare a eventualei sprijiniri a 
vasului la partea inferioara. 
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Vase de re\·olutie cu pereti st1btiri 

Ecuatii de proiectii de forte pe verticala pentru portiunea de vas 
din figura 11.4 va fi : 

o-2 sin a· 2.nrh - p!r r 2 
·- y Vol+ F = 0 

Daci in vas exista lichid~ presiunca de la nivelul sectiunii considerate 
este data de relatia: p=yH in care H reprezinta inaltimea coloanei de 
Jichid calculata de la nivelul liber la sectiunea considerata. 

11.3. Raze de curburi 

Pentru ~uri~ta calculului in cadrul aplicatiilor, se prezinta in 
figura 11.5, razele de curbura ale suprafetei dupa directiile principale 
pentru vasele de for1n4 cil indrica, conica ~i sferica folosite eel mai 
adesea in exploatare. 

m P. 

' R 
----t--~

J 
I 

'}> =p1=R P.,, = P2 =m 

a) 

Ap/ica/ii 

A. -p- r 
·p - 1-cosa 

Pm =p2=m 
b) 

Fig. 11.5 

Pp =p1=R 

pm=P2=R 

c) 

A.11.1. Sa se calculeze tensiunile principale 0'1 ~i a 2 produse intr
un vas cilindric ~i unul sferic solicitate fiecare de presiunea unifonnA a 

• 

UOUJ gaz. 
S-a vazut cA, pentru vasul sferic avem p1=p2=R. Ecuatia Jui 

Laplace va ft in acest caz: 
a, a 2 p pR 

+ =-h =::) O'J +0'2 = h. 
P1 P2 
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h 

-

"-h 

a) c) 

R 
h-

h I 

b) d) 
Fig. 11.6 

' R 
' I I I 

I 

. ~~ 

Ecuatia de echitibru de forte pentru poqiunea din figura l 1.6b va fi : 
pR 

<T2 = 
q 2H Rh - pH R 2 = 0=> I 

2h 
2 I p~ 

<Ti= 
2h 

Pentru vasul cilindric avem: p1=R ~i p2=oo. Ecuatia Jui Laplace devine: 

a 1 = l de unde rezult!: u 1 = pR . 
R h . h 

Ecuafia de echilibru . de forte pentru poqiunea de vas din figura 
l 1.6d va fi: 

2 pR a 2 • 2n Rh - pH R => a 2 = 
2H 
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Vase de revolutie cu pereti subtiri 

A.11.2. Sa se traseze diagramele de variatie a tensiunilor 
principale pentru vasul, plin cu lichid avand greutatea specifica y., din 
figura 1 1. 7. 

R 
I 

~ I 

I h I 
H I 

I 
• I -- --

H 

a) 

I R 

. I-
• 

I ... h 

F/2 F/21 

~ I 

c) 

r-R 

2 

T~ ::- -
' 

H 

2 
13 h 

b) I 

~ ----

1~~+1-12 
3h 

'2 

Fig. 11.7 

d) 

I 

=v-1~ 

a, 1~+H2 

• 

Se constata ca avem doul regiuni de lucru de1imitate de forma 
constructiva diferita a vasului. Pe fiecare din cele doua regiuni se 
considera cate o sectiune Y1 ~i Y2· 
· Pentru y 1 e [O,H] se scri u ecuatia I ui l .. aplace ~j ecuatia de forte pe 
verticala pentru portiunea din vas luati in considerare, figura 1 l .6b. 
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Vase de revolulie cu eereti ~ubtiri 

0'1 U2 p -+ =-
Pt P2 h 

a 2 2n rh cos a - pn r2 
- G 1•1 = 0 

an care avem: 
r R H 

Pi-::=. ~P2 =oo;r=y 1 ;cosa= ; 
cosa H .JR2+H2 

nr 2 

p == y(2H -y 1 ); G Li = r Vol = r y 1 3 
Prin inlocuirea acestora in relatiile (11.2) se obtine: 

RJR2 +H 2 
2 

O' I = Y 2 ( 2Hy I - YI ) 
hH 

a - R.Jii2+H2 (2H -~ 2) 
2 - r 2hH 2 Yi 3 Y 1 

( 11.2) 

( 11.3) 

Pentm y2 e [O,H] se scriu, de asemenea, ecuatia Jui Laplace p 
ecuatia de forte pe verticall pentru sectiunea din vas luatl in considerare, 
figura 11. 7c. 

_u_1 + a2 =R 
Pi P2 h (11.4) 

U221Z'Rh-ptrR2 +GL2 -F = 0 
,. 
1n care avem: 

Pi= R;p2 = oo;p= YY2;GL2 = Y ;rR2 Y2 

2 ;rR2H 4 2 
F = rl 1Z' R H + = - r 1l' R H 

3 3 

Prin tnlocuirea acestora in relatiile (11.4) va rezulta: 
~ 

R 
U I (y 2 ) = Y h Y 2 

2RH 
(11.5) 

• U2 =3-h-
Diagramele de variatie a tensiunilor principale pentru vasul 

• 

pre7.entat sunt trasate pe bu.a relatiilor (11.3) ~i (11.5) in figura 11.7d. 

277 
• 



' 

Bibliografie 

BIBL.IOGRAFIE 

J. Bau~ic V. (~.a), Jle=i.tttc!11/u 111uterialelor., rotaprint l.P.la~i, 1978 
2. Barsanescu P.O., Ciobanu 0., lle=i.vten/a 1nateria/e/<Jr, vol. I, 

Casa de ed. Venus, Ia~i, 1998 
3. Buzdugan Gh., Re=i.vlen/a 1nateriale/<)r, Ed. Academiei, 

Bucure~ti, 1986 
4. Buzdugan Gh., J?e=i.()fe11fa 1r1aleriale/tJr. Aplil'alii, Ed. 

Academiei, Bucure~ti, 1991 
5. Cioclov D., Mecanica ruperii maleria/el<Jr., Ed. Academiei, 

Bucure$ti, 1977 
5. Deutch I . ., lle=i.\·/en/a 111ateriulel<>r, E.D.P., Bucure~ti, 1979 
6. Deutch I., Probleme de l~e=i.~ten/a materialel<>r., E.D.P., 

Bucure~ti, 1983 
9. Horbaniuc D. ~.a., lndrumar penlru lucriiri de laboral<>r la 

di.sciplina Jlezi.s·ten/a materia/el<Jr, rotaprint l.P. lqi, 1987 
7. Horbaniuc D., Rezi.'lten1a materialelor. V<J/ 1-2, rotaprint 

I.P. la~i, 1979 
8. Horbaniuc D. s.a., Rezi.\'len/a materialelor-~·1a.(fticitate. 

l'roblen1e, Ed. "Gh. Asachi0
, la~i, 1993 

10. Leon D., (:a/culul dep/a.s·arilor la inc.:ovoierea bare/tJr dreple, 
Ed. CERMI, Ia~i, 1999 

18. Mare~ M., J~ezi:;len1a ma1eriu/el<>r-no/iuni.funda1nentale, Ed. 
Tehnopress, Iqi, 2001 

17. Mazilu P. ~.a., l'r<Jh/eme de J?e=istenfa niateria/elor. V<Jf. l-2, 
Ed. Tehnica, Bucure~ti, 1971 

12. Mocanu D.R., Jncercarea materia/elor, vol. 1-3, Ed. Tehnica, 
Bucure~ti, 1982 

11. Mocanu D.R., J~e::istenfa materia/elor, Ed. Tehnica, 
Bucure~ti, 1980 

--- ----A - --- -·---···- -·-- --------- •- •- o o o -·-•-·•···-•• •···--·- ··--·------ --··•·- ••--•-·•• 

278 

.. 
• 

'· 

.;. 

..... 

• 

-



'-

... 

• 

-
. . 

Bibliografie 

J 4. Ponomariov S.D. ~.a., (.~a/culul de rezistentii in construc/ia de 
t11a.,·1111. vt>I. J-3, Ed. Tehnici, Bucure~ti, 1960 

13. Posea N., /le=it;ten/a materia/e/01·, E.D.P., Bucure~i, 1979 
15. RO$Ca V.,.1et>ria ela.ttticitiilii aplicatii in Re=isten/a 

materiulelt>r, Ed. Curtea veche, Bucure~ti, 1997 
J 6. Soare M. ,.a., Re=isten1a material el or in aplicafii, Ed. 

T ehnica, Bucure~ti, 1996 
16. Teodorescu P.P., Ilie V., Teoria e/asticita/ii in mecanica 

.-.t1lide/11r de,formuhi/e, Ed. Dacia, Cluj-Napoca, t 979 

• 

279 
• 



.. 

ClfPRINS 

• 

Capitolul I. NOTIUNI INTRODUCTIVE 
... 

1.1. Obiectul ~i problemele Rezistentei materialelor .. .................. ............ I · 
1.2. Clasificarea corpurilor solide in Rezistenta materialelor .................. 3 
1.3. Modalitati de rezemare a corpurilor .................................................. 5 
1. 4. Condi ti i de rezemare ......... .. ................................. ........ ........ ............ . 9 
1.5. CalcuJul reactiunilor ........................................................................ 11 
1 .6. Sarcini exterioare .......... ......... .... ......... .... .... ........ ............. ... ............ ....... 15 
I. 1. Eforturi interioare ..... ............. ... .......... .... ..... .. , ...... ...... .... ... ...... .. ......... 21 
J. 8 Clasificarea solicitarilor ................................................................... 26 
I 9 R I . . .. . . . . .&: • '7 . . e af11 1ntre sarc1n1 ~· ea orturt ................ ............. ............................ ·- . 
1 . I 0. Tens i uni ....... .. .. ................................................... .............. .... ................... 2 8 
1. 11 . Relatii intre eforturi ~i tensi uni ........................................................ 31 
1.12. Deplasiri ~i defor rnatii ..................................................................... 32 ... 

I. J 3.Relatii intre tensiuni ~i deformatii .................................................. 35 
1 . 14. Con tracf i a transversa I a .................................... ." ....................... .. ....... 36 

Capitolul 2. NOTIUNI DESPRE MATERIALE 

2.1 . Clasificarea materialelor ..... ... ............... ....... .. .... .................. .... ........ 38 
2.2. Notiuni despre incercarea materialelor ............................................ 39 
2.3. Epruvete utilizate pentru incercAri mecanice ... ......... .. ..................... 40 
2.4. lncercarea la tractiune ......... .... ............... ........ ... ... .... ..... ............ ..... .. 43 -
2.5. Detenninarea caracteristicilor mecanice conventionale .................. 45 
2. 6. Incercarea la compresi une ............................................................... 4 7 ~ 

2. 7. I ncercarea la f orf ecare ................ ........ ......... .... ......... ... ........... ......... 4 8 
2.8. lncercarea la rasucire ........... .. .......................................................... 49 
2. 9. lncercarea la incovoiere ............. ................ ..................................... 50 
2. 1 O.Factori de influenta asupra caracteristicilor mecanice .................... 52 
2.11.Ipoteze simplificatoare in Rezistenfa materialelor .......................... 57 
2.12.Metode de rezolvare ~probl~melor in Rezi.stenta, materialelor ....... 5~. 

2,Ro 



Capitolul 3. ELEMENTE DE TEORIA ELASTICITATII 

3. 1. I ntroducere .. ................................................................................. , ... 61 
3.:Z. ~tc:ar~ J>l~111i <le tc=11siu11i ................................................................... ~:2 
3.3. Fonna matriceala pentru calculul tensiunilor 

~i directiilor principale in starea plana de tensiuni ........................... 65 
~ 3.4. Cercul lui Mohr pentru variatia tensiunilor in starea plana ............. 67 

3. S. Starea spatial a de tensi uni ............................................................... 70 
3 .6. Detbnnatii ~i depJasari ........ ........... ...... .. ......................................... 81 

' - -:3.7. ~e~ea ~ene~li.2:lltit a lui l-loo1'e ....................................................... 8.J 
3.8. Calculul energiei de defonnatie ............ ..................... .. ................... 87 
3. 9. Relatia intre modulele de elasticitate E ~i G ................................... 89 
3.10.Teorii orivind ruoerea materialelor ....................................... .......... 90 

Capitolul 4. SOLICIT AREA AXIALA 

J 
4. I . lntroducere ............................................................................................ 97 
4.2. Calculul reactiunilor ~i trasarea diagramelor de eforturi .................. 98 

• 
\ 4.3. Calculul tensiunilor ~i al defonnatiilor ............................................. 99 

·. 4. 4. Relatii de dimensionare $i verificare .... .......................................... IO I 
4.S. Calculul energiei totale de defonnatie ............................................ 104 
4.6. Calculul deplasirilor sectiunilor transversale ale 

t>arel<>r clre~ ~~m11.te ............................................................... 1~ 
4. 7. Solicitarea sub actiunea greutltii proprii .. ...................................... 122 
4. 8. Bara de egala rezi stentA ............................. ... .................................. 124 
4. 9. S isteme static nedeterminate ................................................. ~ ........ 12 8 
4. 1 0. Sisteme de bare ................................................................................. 135 
4.11.Bare supuse variatiilor de temperaturl .......................................... 140 
4. 12. Calculul firelor ~i cablurilor ........................................................... 144 

... 
--

Capitolul S. CALCULUL CONVENTIONAL LA FORFECARE 

5.] . 
l11tr<>Cl.11~~ ........................................ ................ ..................................... }~() 
S.2. Modul de realimre a solicitlrii la forfecare .................................... 150 
S .3. Relatii de cat cul ~i verificare .......... ... .... .. .... .. ............... ................. . 152 
5.4. Calculul conven ional al imt>inirilor .............................................. 154 

• 

2 ~4 



• 

• 

.. 

Capitolul 6. RASUCIREA BARELOR DE SECTilJNE 
CIRCULARA 

6.1. Introducere .. , .............. , ....... ............... ........ .... ... ................ ................... 163 
6.2. Cal cul ul defonnati ilor ~i al tensi un ii or ......... ...... .... ...... .......... ....... . 164 
6.3. Modalitati de calcul .... .... ...... .. .......... ..... ..... .............. ..... .. ......... ...... 168 
6.4. Relatii de cal cul pentru momentu1 de rasucire ............................... 171 
6.5. Calculul energiei totale de deformatie ...... ..... ..... .... ... ........... ... ... .... 171 

Capitolul 7. SOLICIT A.REA DE INCOVOIERE 
A BARELOR DREPTE 

7.1. Definirea solicitarii .... .................. ......... ................. ... .. ............ .. .. .. . 183 
7.2. Studiul deformatiilor barelor drepte solicitate 1a incovoiere pura.185 
7. 3. CaJculul defor1natiilor ~i tensi uni )or ......... .............. ...... ...... ........... 186 
7. 4. Secti uni rationale la incovoiere .... ........... ... ............. .. ............ .... .... 191 
1.5. Incovoierea barelor cu sectiuni nesimetrice .. ......... .... .... ..... .... ...... 192 
7.6. Calculul tensiunilor tangentiale Ja incovoierea simpla ...... .... .. .. .... 194 
7.7. Trasarea diahrramelor de eforturi .. ........... ... ............. ............. .... ...... 203 
7.8. Tensiuni principale la grinzile drepte solicitate la incovoiere ....... 214 
7.9. Deplanarea sectiunii transversale sub actiunea foqei taietoare .. ... 217 
7. 10. Cal cul ul gri nzi lor com puse .. .. .............. ................ ....... ......... .... ...... 219 

Capitolul 8. DEPLASARJ LA SOLICITAREA 
DE iNCOVOIERE A BARELOR DREPTE 

8. I . Generali ta ti ... ..... ........... .. ............ ..................................................... 223 
8.2. Ecuatia diferentiala a axei med ii defonnate ............ .. ... ............ ...... 224 
8. 3. Metoda inteb7Tari i anal itice ..... ... ....... ........ ... ..... ........ ... ... .. .. .. . · ... ...... ·.227 
8.4. Procedeul Clebsch .. .... .... .. ... .. ........ ............ ...... ........ .. ........ ........ .... .. 232 
8.5. Relatia lui Clapeyron .. ... ... ........... .. ......... ... ............... .. .............. ... ... 237 
8.6. Teorema lui Castigliano ... ....... .. .... ..... .. ... ... .......... ... .. .... .. ........ .... ... . 242 

~a2 

"' 

.. 

.. 

~ 

A 

-• 



Data aparitiel: iunie 2001 
Comanda or. 128, Tin\i: JOO 

Coli tipar: 18 

~ l£NfflCA ~a . ~~~ fASI Vf. 
i · ~ 
UI r> • 
~ ~ 

"/] TIPOGRAFtA !. ., 
a 

Str. 1..ascir Catargi nr. 38 
Tel.: 032121.59.49 

• 

• • 
• 

• -

, 

il . 

~ I 
• 
I 
t 
.... 

·~ 

.. 

Data aparitiei: octombrie 2021
Comanda nr. 128, Tiraj: 150

Coli tipar: 28

ViGo
Text Box



• 
f 

.. 

.. 

.. 
--< 

~ 
I 
... 

~ 
• 

~ 

,,J 

-·· 

... 

Capitolul 9. GRINZI DREPTE STATIC NEDETERMINATE 

9.1. lntrooucere ......... ... ... ....................................................................... 248 
9.2. Metoda integrarii analitice a ecuatiei diferentiale 

a fibrei medii defonnate ...................... ..... ....................................... 249 
9.3. Ridicarea nedeterminArii prin metoda Clebsch ........................... .. . 252 
9.4. Ridicarea nedeterminArii prin metoda Clapeyron ........................ ... 255 
9.5,. R!dic~ea nedeterminarii cu ajutorul teoremei lui Castigliano ...... :.258 

Capitolul 10. FLAMBAJUL BARELOR DREPTE 

10.1. lntroducere ............ : ......................................................................... 260 
10.2. Forta critica de flambaj ...... ........ ........ ........... ...................... ...... .... 261 
10.3. Lungimi de flambaj ................ : ............................ ..... ....... .. ...... ... ... 263 
10.4. Metode de rezolvare a problemelor de flambaj ............... .. ........... 266 

Capitolul 11 . VASE DE REVOLUTIE CU PERETI SUBTIRI 

J 1.1. Jntrod.ucere ............. .. ........ ...................................... , .................. ,, ....... 270 
11.2. Calculul de rezistenta ............................................. .... ................... 271 
11.3 Raze de curburl ........................................................................... ... 274 

Bibliografie .................... ............. .. ..... ............ .............................. 278 

~R3 

• 




