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PRINCIPALELE NOTATII

a Coeficient de dilatare termica liniara [°C], unghi [rad], coeficient
B Unghi [rad], coeficient

Y Lunecare specifica [rad] / greutate specificd [N/mm?3] / coeficient
) Deplasare, strangere [mm]

djj Coeficientii de influenta (metoda eforturilor)

€ Alungire specifica

£, & Alungire specifica pe directie radiald / tangentiala

&y Alungire specifica volumica

Exx= Ex Alungirea specifica pe directia Ox

0 Rotire specifica [rad/mm]; unghi [rad]

A Coeficient de zveltete

v Coeficientul Poisson

) Densitate [kg/m?] / raza de curburd [mm]

p, 0 Cresterea razei / deplasarea cercului Mohr [MPa]

Pp, Pm Raze de curburd paralel / meridian (vase cu pereti subtiri) [mm]
o,T Tensiune normala / tangentiald [MPa]

Oa Ta Tensiuni admisibile [MPa]

Ocr Tensiune critica de flambaj [MPa]

Oech Tensiune echivalenta [MPa]

o, T Tensiuni limita (de curgere sau de rupere) [MPa]

oLt, OLc Tensiune normala limita la tractiune / compresiune [MPa]

Op, Oc, Or Tensiuni de proportionalitate/curgere/rupere [MPa]

Om Tensiune normala medie / tens. pe directia meridianului [MPa]
Om, Op Tensiuni normale pe directia meridianului / paralelului [MPa]
Oy, Ot, O Tensiuni pe directie radiala, tangentiala si longitudinala [MPa]
Orez) Trez Tensiuni rezultante [MPa]

Oxx=0x Tensiunea normala pe directia Ox [MPa]

01, 02, O3 Tensiuni principale [MPa]

) Functia de tensiuni

0] Unghi, rotire [rad] / coeficient [-]

Q Suprafata marginitd de fibra medie la profile dublu conexe [mm?]
® Viteza unghiulara [rad/sec]

A Aria [mm?] / notatia unui punct

AEF Analiza cu elemente finite

C Coeficient de siguranta

D, d Diametru [mm]




E,G Modulele de elasticitate longitudinala si transversala [MPa]
Fer Forta critica de flambaj [N]

f Sageata maxima [mm]

g Acceleratia gravitationald [m/sec?]

h,t Distanta / grosimea peretelui [mm]

I, Iy, lp Momente de inertie axiale si respectiv polar [mm?]

11, 12, 13 Invariantii tensiunilor

l,, W Caracteristici geom. (torsiunea barelor prismatice) [mm?*], [mm?]
iz, iy Raze de inertie [mm]

k coeficient

L Lungimea barei [mm]

L¢ Lungime de flambaj [mm]

I, m,n Cosinusii directori

m Moment fictiv [Nmm)]

m Panta dreptei

M Moment de torsiune (incarcare) [Nmm]

My, M, M, | Eforturile moment de torsiune / momente incovoietoare [Nmm]
M Moment rezultant

N, T Forta normala / forta axiala [N]

P, Pt Tensiunea rezultanta / presiune / presiune de fretaj [MPa]
Px, Py, Pz Componentele tensiunii totale [MPa]

q Intensitatea fortei distribuite [N/mm]

Q Rezultanta static echivalenta a fortei distribuite [N]

R, r Raza [mm] / raza cercului Mohr [MPa]

s Lungime arc [mm]

S Moment static fatd de Oz [mm?3]

To, Te Tensorii tensiunilor / deformatiilor

T, T2 Puncte pe cercul lui Mohr

tan Functia tangenta (tg)

u Energia potentiala de deformare elastica [J]

U, Energia specifica de deformare elastica [J/mm?3]

Uwv Energia specificd modificatoare de volum [J/mm?3]

Uir Energia specificd modificatoare de forma [J/mm?3]

u,v, w Deplasarile pe directiile axelor Ox, Oy si Oz [mm]

XY,Z Componentele fortei masice [N/mm?3] / notare puncte

W,, Wy, W, | Module de inertie axiale si respectiv polar [mm?3]
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PREFATA

Ultimele decenii au adus o dezvoltare fara precedent a metodelor numerice
in inginerie. Acest lucru a schimbat modul in care se studiaza stiintele
ingineresti, intre care si Rezistenta Materialelor (RM). Probleme complicate,
inabordabile in trecut prin metode pur analitice, pot fi rezolvate acum cu
Metoda Elementelor Finite, de exemplu. Cu toate acestea, utilizarea
metodelor numerice necesita o buna intelegere a conceptelor de baza din
Rezistenta Materialelor (RM) si Teoria Elasticitatii (TE). Se spune, pe deplin
justificat, ca Metoda Elementelor Finite poate transforma un inginer bun intr-
unul foarte bun si un inginer slab intr-unul periculos. Proiectarea platformei
de foraj marin Sleipner North Sea s-a facut integral cu ajutorul Analizei cu
Elemente Finite (AEF) si a metodelor Computer-Aided Design (CAD). Cu toate
acestea, in 1991 ea s-a prabusit, cand era in faza finalda a instalarii. O
combinatie nefavorabila de erori initiale destul de mici au condus in final la
erori importante (tensiunile din camerele de balast au fost subestimate cu
47% si ca urmare unii pereti de beton au fost prea subtiri pentru a rezista
presiunii hidrostatice). Consecintele financiare au fost severe si s-a decis
reproiectarea platformei concomitent prin AEF si metode analitice. Tn acest
caz, nepriceperea proiectantilor au transformat metodele CAD in Computer-
Aided Catastrophes*.
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Pentru a evita asemenea catastrofe, structurile importante sunt proiectate
partial prin metode mixte si verificate prin metode experimentale. Din
pacate se mai intalnesc proiectanti care utilizeaza AEF si opereaza cu notiuni
de RM si TE pe care nu le inteleg in profunzime. Acestia risca sa faca greseli
grave.

Al doilea volum de Rezistenta Materialelor il completeaza pe primul si, la fel
ca acesta, incearca sa tina cont de impactul pe care il are dezvoltarea
metodelor numerice asupra modului in care este predatda Rezistenta
Materialelor. Astfel, in acest volum s-a pus un accent mai mare pe Teoriile
de stare limita, avand in vedere faptul ca, in cazul solicitarilor compuse,
proiectantul trebuie sa aleaga o teorie, fie ca lucreaza cu metode analitice
sau numerice, iar aceastda alegere este hotdratoare pentru un calcul de
rezistenta corect. Aceste doua volume cuprind mare parte din cursul de
Rezistenta Materialelor predat studentilor de la Facultatea de Mecanica a
Universitatii Tehnice ,,Gheorghe Asachi” din lasi. Drumul cunoasterii nu are
sfarsit si niciodata nu vom putea ajunge la capatul sau. Acesta nu este insa
un motiv de descurajare, dupa cum nu este un motiv de a nu incerca sa
ajungem cat mai departe pe acest drum. Un proverb chinezesc spune ca
»Marsul de 1000km incepe cu primul pas”. Pe studentii mei ii incurajez sa
faca plini de curaj acest prim pas, indispensabil cand incep sa studieze o noua
disciplind, urmat de cat mai multi altii.

Volumul se adreseaza in primul rand studentilor de la facultatile cu profil
mecanic, dar poate fi util si studentilor de la facultatile cu profil de inginerie
civila. De asemenea, el poate fi util inginerilor proiectanti. Problemele
complicate raman sa fie abordate totusi cu ajutorul AEF.

Desenul de pe coperta prezinta schematic dispozitivul Arcan, utilizat pentru
testarea la solicitari compuse (solicitari axiale cu forfecare).

Autorul

* https://en.wikipedia.org/wiki/Sleipner_A
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Legenda:

Flambarea inimii unei grinzi profil | (1); Voalarea peretilor subtiri ai unor vase (2, 7);
Flambarea sinelor datorita dilatarilor termice impiedicate (3); Flambarea unui stalp
de beton armat (4); Flambaj transversal la indoirea unui tub cu pereti subtiri (5);
Flambajul tijei pistonului unui cilindru hidraulic (6); Flambaj la torsiunea unui tub cu
pereti subtiri (voalarea peretilor) (8); Flambajul vaselor cu pereti subtiri; Flambarea
unor stalpi de Tnalta tensiune, jud. Mures, iunie, 2016 (9).
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Pentru realizarea colajului din acest capitol s-au folosit sursele:

Nan L., He Y., Heng L., Siliang Y., Plastic wrinkling prediction in thin-walled part forming process: A review,
Chinese Journal of Aeronautics (2016) 29(1): 1-14

Yang G., Bradford G.A., Engineering failure analysis, 92, (2018) 107-120

https://www.friedmanresearch.com/manufacturing-support2

http://pecconsultinggroup.com/tag/evaluation-of-buildings-and-structures/

https://civil4m.com/threads/what-type-of-failure-occurred-in-this-column.7482/

https://classes.mst.edu/civeng110/concepts/06/elastic _torsion/failure/fsae/8.ipg

https://www.comsol.com/blogs/buckling-structures-suddenly-collapse/
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1. FLAMBAJ LONGITUDINAL

1.1. INTRODUCERE

in primul volum al acestei lucrdri [Barsdnescu P.D., Ciobanu O., 2001] s-a
prezentat teoria barelor drepte cu deformatii elastice mici in raport cu
dimensiunile lor, la care s-a putut aplica teoria de rezistentd de gradul 1.
Conform acestei teorii, la calculul reactiunilor si al eforturilor s-au neglijat
deformatiile elastice. Dimensionarea pieselor si a componentelor s-a facut
in vederea evitdrii aparitiei unor situatii periculoase pentru material
(curgerea sau ruperea).

Structurile pot ceda insa nu numai datorita atingerii limitelor critice de mai
sus, ci si datoritd modificdrii formei unor componente, sau chiar a intregii
structuri, la atingerea unor valori critice ale incarcarilor care cresc progresiv
si a basculdrii de la un echilibru stabil la unul instabil. Acest fenomen se
numeste flambaj. Dupa initierea flambajului, in organe de masini sau in
componente structurale apar si alte solicitari, inafara celor existente initial,
iar deformatiile cresc progresiv, odata cu incarcarile, pana la distrugere.

Fie, de exemplu, o bara dreapta zvelta (avand lungimea mare in raport cu
dimensiunile sectiunii transversale), supusa la compresiune centrica (fortele
sunt aplicate in centrul de greutate al sectiunii transversale), asa cum se vede
in figura 1.1.

15



y

o

Fig. 1.1. Analogie intre flambajul la o bara dreapta supusa la compresiune si tipul

de echilibru al unui corp: bara nu flambeaza-echilibru stabil (a); initierea

flambajului-echilibru indiferent (b); depdsirea fortei critice F.. - echilibru instabil (c)

Flambajul se initiaza la atingerea unei valori critice a fortei, notata F¢. Pentru

incdrcari mai mici decat Fc, la aplicarea unei forte perturbatoare P, normala

pe directia barei, aceasta se curbeaza (axa geometrica paraseste directia

rectilinie), dar revine la forma initiala dupa indepartarea acestei forte. Altfel

spus, bara are un comportament asociat echilibrului stabil al corpurilor (fig.

1.1a). La o anumita valoare a incarcarii, F = F¢r, bara nu mai revine la forma

rectilinie dupa indepartarea fortei perturbatoare P. Ea poate fi adusa insa la
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forma rectilinie prin aplicarea unei forte perturbatoare de sens contrar.
Acest comportament este asociat echilibrului indiferent (fig. 1.1b). Odata cu
forta F creste si sageata, pana cand bara cedeaza, adica isi pierde capacitatea
de a mai prelua incarcari. Acest comportament este asociat echilibrului
instabil (fig. 1.1c). Ca urmare a acestei asocieri, flambajul in domeniul elastic
mai este numit si pierderea stabilitdtii elastice. Flambajul barelor drepte
supuse la compresiune se numeste flambaj longitudinal.

Atingerea valorii critice a Incarcarii reprezinta o situatie periculoasa pentru
organe de masini sau componente structurale. Depdasirea acestei valori
conduce la aparitia deformatiilor mari si in final la cedarea componentelor
sau a structurilor. Aceste cedari se pot produce la tensiuni sensibil mai mici
decat cele considerate a fi periculoase pentru material (curgere sau rupere).

Flambajul este un fenomen care se poate produce la diferite solicitari
(compresiune, torsiune, incovoiere, forfecare). El este insa intotdeauna
asociat cu trecerea de la o forma de echilibru stabil la una de echilibru
instabil, cu schimbarea formei corpului, ceea ce conduce la aparitia unor
solicitari suplimentare la atingere unor valori critice ale incarcarilor. Chiar si
la solicitarea la tractiune aparitia strictionarilor pe o epruveta din material
cu comportament ductil poate fi considerata o forma de flambaj in domeniul
elasto-plastic. Se dau in continuare cateva exemple de flambaj produs la
diverse solicitari.

La comprimarea unor profile laminate cu inima fnalta (eventual
suprainaltate prin tdiere si sudare), este posibil sa se produca flambajul
inimii (fig. 1.2a). La comprimarea tuburilor cu pereti subtiri, flambajul se
manifestd prin voalarea peretilor (fig. 1.2b). Tn flambajul longitudinal al
profilelor subtiri deschise apar solicitarile suplimentare la Tncovoiere si
torsiune (fig. 1.2c).
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pereti

voalare

a) b) c)
Fig. 1.2. Alte tipuri de flambaj produs prin compresiune: flambarea inimii unui
profil | (a); voalarea peretilor unui tub (b); flambajul profilelor deschise cu pereti
subtiri introduce solicitdri suplimentare la incovoiere si torsiune (c)

Un inel sau tub cu pereti subtiri, supuse la presiune hidrostatica, vor flamba
cand presiunea atinge o valoare critica. Sectiunea circulara devine mai intai
eliptica, apoi ia forma cifrei 8 si astfel structura cedeaza (fig. 1.3). La curbarea
tuburilor cu pereti subtiri se produce voalarea (incretirea) peretilor la
interiorul curburii, unde sunt tensiuni normale de compresiune (fig. 1.4).
Acesta este flambajul transversal. Pentru a preveni aparitia sa, tuburile sunt
umplute cu nisip si inchise cu dopuri de lemn la capete, iar pentru indoire se
folosesc dispozitive speciale, cu role de ghidare etc.

18



Fig. 1.3. La flambarea unui inel sau tub cu pereti subtiri sub actiunea presiunii
hidrostatice forma circulard initiald devine elipticd

Fig. 1.4. Voalarea (incretirea) peretilor la indoirea tuburilor cu pereti subtiri
(flambaj transversal)

La incovoierea unor profile nalte este posibil sa apara flambajul lateral (fig.
1.5).

La torsiunea profilelor cu pereti subtiri poate sa apara voalarea peretilor (v.
fig. 1.6a). Tn cazul torsiondrii unor fire lungi netractionate acestea pot parasi
forma rectilinie in diferite locuri, unde se indoaie in forma de U, dupa care
cele doua ramuri se torsioneaza intre ele (fig. 1.6b). Aceste doua exemple
ilustreza flambajul la torsiune.
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Fig. 1.5. Flambaj lateral

M
i MR @)
= \ U /g M,

/ M, rasucirea
firului dublat
voalare Y

perete
a) b)
Fig. 1.6. Flambaj la torsiune: tuburi cu pereti subtiri (a);
fire subtiri netractionate (b)

Se mai poate produce flambajul barelor cotite sau curbe, al placilor,
invelitorilor etc. Flambajul poate sa apara la incarcari statice sau dinamice,
in domeniul elastic sau in cel elasto-plastic. In cazul materialelor polimere,

care au un comportament vascoelastic, flambajul poate sa apara asociat cu
20



fluajul (fenomen care se refera la o curgere lenta, la tensiune constanta).
Acesta se manifesta astfel: o bara din material vascoelastic este comprimata
incat initial nu flambeaza; totusi flambajul poate sa apara dupa un timp
indelungat, desi incarcarea, temperatura si umiditatea au ramas constante.

Flambajul este un fenomen periculos, care poate conduce la pierderea
rapidd a capacitatii portante a structurilor. Exista insa si situatii in care
flambajul este urmarit deliberat. Flambajul local al tevilor patrate cu pereti
subtiri, produs in domeniul elasto-plastic, consuma multa energie si din
acest motiv asemenea profile sunt utilizate la confectionarea lonjeroanelor
sasiurilor vehiculelor. Tn cazul unui impact frontal, prin voalarea peretilor
profilului (tip armonica) se preia o parte semnificativa din energie, care astfel
nu mai este transferata pasagerilor (fig. 1.7).

a) b)

Fig.1.7. Flambaj local al tevilor pdtrate cu pereti subtiri: inceputul fenomenului (a);
colapsul tevii (b) [Wang J., 2017; Nan L., 2016]

21



1.2. CAUZELE PRODUCERII FLAMBAJULUI

n primul rand trebuie mentionat faptul c& in cazul barelor scurte supuse la
compresiune flambajul nu se produce. Din acest motiv, pentru incercarea la
compresiune se utilizeaza epruvete cu un raport intre lungime si diametru
1 < hy/dy <5 [ASTM E9-89A, rev. 2000]. in cazul compresiunii se poate
produce ruperea doar a epruvetelor confectionate din materiale cu
comportament fragil. La comprimarea materialelor cu comportament ductil
epruveta capata o forma de butoi, datorita fortelor de frecare dintre
platanele masinii si capetele epruvetei. Aceste forte limiteaza curgerea
materialului pe directia radiala (fig. 1.8). In cazul compresiunii materialelor
cu comportament ductil incercarea se incheie la aparitia primei fisuri sau la
atingerea unei scurtari specifice A=50%.

Fig. 1.8. Epruvetele scurte, confectionate dintr-un material cu comportament
ductil, capata o forma de butoi cdnd sunt solicitate la compresiune

Cauzele producerii flambajului nu sunt suficient de bine cunoscute. Din acest
motiv s-au formulat mai multe teorii privind aparitia acestui fenomen.
Cateva dintre acestea sunt prezentate in cele ce urmeaza.

O prima cauza ar putea fi faptul ca fortele care comprima bara nu actioneaza
exact in centrul de greutate al sectiunii transversale si nici nu sunt perfect
coliniare. Tn acest caz, pe langi forta de compresiune apare si un moment
incovoietor. Chiar daca bratul cuplului este foarte mic, el ar putea favoriza
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aparitia flambajului. Tnsa in conditii de laborator, riguros controlate, s-a
aratat ca flambajul sa apara chiar si atunci cand fortele de compresiune sunt
practic centrice si coliniare.

Curbura initiala a barelor, chiar daca este foarte mica, ar putea si ea sa
favorizeze aparitia flambajului. Totusi experienta arata ca flambajul se
produce si Tn cazul barelor care sunt practic rectilinii.

Desigur ca ipotezele simplificatoare admise in Rezistenta Materialelor si
Teoria Elasticitatii nu se verifica riguros la scara micro, unde materialele nu
sunt perfect omogene. Datorita neomogenitatii, eforturile nu mai sunt
aplicate in centrul de greutate al sectiunii transversale si fortele axiale nu
mai sunt coliniare cu incarcarile. Cu cat bara este mai lunga, cu atat
excentricitatea acestor forte este mai mare. Experimental s-a demonstrat ca
la materialele neomogene flambajul apare la valori mai mici ale Fe.

Chiar daca la scara macro multe materialele metalice pot fi considerate
izotrope, ele sunt materiale cristaline (granulare) si grauntii sunt anizotropi.
Orientarea aleatoare si numarul mare de graunti asigura izotropia la scara
macro. Reteaua cristaling, la randul ei, are defecte (microsufluri, incluziuni
etc.). Chiar daca materialul Tn ansamblul sau are un comportament liniar-
elastic, totusi Tn anumite graunte se poate depasi limita de curgere.

La scara micro, datorita neomogenitatii si anizotropiei, caracteristicile
elastice (E, G, v) nu mai sunt riguros constante. Astfel tensiunile si
deformatiile nu mai sunt constante in tot volumul barei, ipoteza lui Bernoulli
nu se verifica riguros si apare o necoliniaritate (excentricitate) intre eforturi
si Incarcari.

Pe de alta parte, asa cum se va arata ulterior, excentricitatea incarcarilor fata
de axa geometrica a barei practic nu modifica valoarea lui Fe Tn cazul
flambajului longitudinal [Buzdugan G., 1986].
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in concluzie, cauzele pierderii stabilitatii elastice par sa fie mai degrabé
generate de micile imperfectiuni geometrice ale barei si de faptul ca
ipotezele simplificatoare stau la baza unui model matematic ce descrie
comportamentul unui material ideal, care de fapt nu exista. Materialele
utilizate in practica inginereasca prezinta abateri mai mari sau mai mici de la
acest model. Cumularea acestor abateri ar putea conduce la flamba;.

1.3.  FLAMBAJUL LONGITUDINAL IN DOMENIUL ELASTIC

Flambajul barelor drepte supuse la compresiune a fost studiat prima data de
catre Leonhard Euler (1707-1783). Pentru aceasta realizare remarcabila
Euler a dezvoltat concepte noi:
e A introdus in Rezistenta materialelor teoria de ordinul al ll-lea, in
baza careia se scriu eforturile si reactiunile pentru corpul deformat;
e Astabilit ecuatia axei neutre deformate, care permite calculul sagetii
si al rotirii la bare drepte supuse la incovoiere;
e A gasit modul de rezolvare al ecuatiilor diferentiale cu coeficienti
constanti.

Deoarece constructiile din acea perioada erau masive (din piatra, caramida
sau lemn), ecuatiile lui Euler pentru calculul fortei critice de flambaj au ramas
multa vreme fara aplicatie. Abia odata cu realizarea constructiilor zvelte (din
beton armat sau din otel) problema calculului la flambaj a devenit
stringenta. Cercetarile asupra fenomenului de flambaj s-au dezvoltat atat de
mult, Tncat in prezent calculul la stabilitate formeaza o disciplina de sine
statatoare [Timoshenko J., Gere S., 1964].

Modelarea matematica a flambajului se reduce la o problema de trifurcatie

care, pentru o anumita valoare a fortei, Fer, admite mai mult de o singura

solutie. Tn figura 1.9 se observa ca din punctul in care se atinge F¢ diagrama

F-Al poate continua pe o traiectorie care asigura un echilibru stabil (forta

creste in continuare), echilibru indiferent (deformatia creste la forta
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constantd) sau instabil (forta scade). Desi toate cele trei solutii sunt
matematic corecte, sens fizic are cea care asigura energia potentiala minima.
Tnsd continuarea calculului cu formule pentru domeniul liniar-elastic peste
punctul de trifurcatie nu este acceptata.

Stabil

Echilibru
indiferent
Instabil

Domeniul
liniar-elastic

| Al
Fig. 1.9. Posibilitdti teoretice de continuare a diagramei F-Al
dupd punctul de trifurcare

1.3.1. Flambajul barei articulata la capete

Deoarece cauzele producerii flambajului nu sunt cunoscute, deducerea
modelului matematic nu a fost facuta de catre Euler pornind de la cauza la
efect, ci admitand ca flambajul tocmai s-a produs, indiferent din ce cauze.

Fie o bara dreaptd, articulata la capete (dublu articulatd), solicitata la
compresiune. Ea se afld in stare deformata din cauza initierii flambajului. n
(fig. 1.10) articulatiile s-au reprezentat prin balustrari. O articulatie este fixa
iar alta se poate deplasa axial. Se vor determina conditiile in care aceasta
stare reprezinta o configuratie de echilibru a barei, sub actiunea fortelor de
compresiune. Se admit urmatoarele ipoteze simplificatoare:

e Solicitarea barei are loc in domeniul liniar elastic;

e Sectiunea barei este constanta pe toata lungimea ei;

e Directia incarcarilor ramane constanta in timp ce sageata creste;
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e Se neglijeaza greutatea barei, care este mica in raport cu incarcarea;
e Se neglijeaza frecarea din articulatii.

Fig. 1.10. Flambajul longitudinal al barei dublu articulate
(la initierea flambajului F=F.)

Tn sectiunea x se scrie momentul incovoietor fatd de pozitia deformata a
barei (Teoria de ordinul al ll-lea):

M, (x)=Fv (1.1)

Tinand cont de (1.1) ecuatia diferentiala a fibrei medii deformate pentru
grinzi drepte este [Barsanescu P.D., Ciobanu O., 2001]:

d?v
El —=-Fv 1.2
L dx? (1.2)
Cu notatia
F
a’=— 1.3
T (1.3)
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ecuatia (1.2) se rescrie
2

%+a2v:0 (1.4)

Ecuatia diferentiald cu coeficienti constanti (1.4) are solutia generala de
forma

v(x)=Csinax+Dcosax (1.5)

Constantele de integrare C si D se determina din conditiile la limita (de
rezemare):

Xx=0,v=0 inA 16

x=L,v=0 inB (16)
Tnlocuind in (1.5) se obtine

D=0; CsinaL=0 (1.7)

Ultima ecuatie admite solutiile:
1. C=0 (absurd, pentru ca astfel bara ramane rectilinie, adica flambajul
nu se produce, asa cum s-a presupus initial);
2. L=0 (absurd, deoarece bara dispare);

3. a=0, ceea ce implica F=0 (absurd, astfel nu exista incarcare);
4. Exista solutii cu sens fizic doar pentru
sinaL=0=alL=nz; n=12,.. (1.8)
Astfel rezulta
"7 _Fa g _ZEL (1.9)

L El,  ° D

Deoarece atingerea fortei critice de flambaj reprezinta o situatie periculoasa
care, odata depasita, conduce la cedarea barei, se admite pentru n cea mai
mica valoare, n=1. Inlocuind in (1.9) rezult3
2
F_Z El,
cr 2
L

(1.10)
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Aceasta este forta minima la care se initiaza flambajul in bara dublu
articulata. Relatia a fost stabilita de catre Leonhard Euler in 1759.

Valorile urmatoare ale lui n au si ele sens fizic: pentru n=2 bara are un ghidaj
la mijloc, care nu-i permite deplasari laterale. Astfel lungimea portiunii de
bard care flambeaza este L/2, iar forta critica de flambaj devine de patru ori
mai mare (fig. 1.11). Analog, daca n=3 exista doua ghidaje intermediare,
lungimea portiunii de bara care flambeaza este L/3 si forta critica de flambaj
devine de noua ori mai mare etc.

Utilizarea ghidajelor intermediare reprezinta o solutie simpla pentru marirea
fortei critice de flambaj.

Fig. 1.11. Flambajul barei dublu articulate si ghidate la mijloc
Deoarece sinalL = 0, rezulta ca C este nedeterminat din (1.7). Altfel spus,

constanta C poate fi aleasa arbitrar, ceea ce corespunde conditiei de
echilibru indiferent din momentul initierii flambajului.
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1.3.2. Alte cazuri de rezemare

Bara incastratd la un capdt si liberd la celdlalt
Pentru aceasta bara (fig. 1.12) se alege originea sistemului de referinta in
capatul liber A.

v(x)

B hd

F

Fig. 1.12. Flambajul barei incastratd la un capdt si liberd la celdlalt

Constantele de integrare C si D se determina din conditiile la limita, care in

acest caz sunt:

1. la capatul liber sageata este consideratd nulda fata de sistemul de
referinta cu originea in A;

2. inincastrare (capatul B) rotirea este nula.

X=0,v=0=D=0

1.11
x=L,¢=%=0:>Cacos(aL)=O (1.11)
X
Dupa eliminarea solutiilor care nu au sens fizic, raman
al="3"  (2n+1)" (1.12)
2 2 2
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Prima dintre aceste radacini furnizeaza valoarea fortei critice minime pentru
acest caz de rezemare
2
E_7 El,

cr T (1.13)

Bara incastratd la un capdt si articulata la celdlalt
n acest caz de rezemare in articulatie apare reactiunea H, iar in incastrare
reactiunile V, H si M (fig. 1.13).

lF
_‘th ]

IL/'

Fig. 1. 13. Flambajul barei incastratd la un capdt si articulatd si ghidatd la celdlalt

n sectiunea x momentul incovoietor este
M, (x) = Fv—Hx (1.14)

Ecuatia diferentiala a axei deformate se scrie succesiv

2 2
d\;:—FV+ H X; d\2/+a2v:ix (1.15)
dx El El dx El

Z Z z

Solutia generala a acestei ecuatii este
v=Csin(ax)+Dcos(ax)+V, (1.16)

30



unde v; este o solutie particulara

vlzfx (1.17)

Tnlocuind (1.17) in (1.16) rezult3
. H
v=Csin(ax)+ Dcos(ax)+Ex (1.18)
Constantele de integrare Csi D se determina din conditiile de rezemare:

x=0,v=0 inA=D=0

1.19
x:L,v:O,ﬂ:O inB ( )
dx

Tnlocuind in (1.18), se obtin succesiv expresiile sigetii si respectiv rotirii
. H dv H
v=Csin(ax)+—x -—=Cacos(ax)+— (1.20)
F dx F
Se pune acum conditia x=L Tn incastrare

Csin(aL)+%L:O:Csin(aL):—%L (1.21)

Cacos(aL)+%:O:Cacos(aL):—% (1.22)

Tmpartind (1.21) la (1.22) rezult

tan (aL)

=L=tan(al)=al (1.23)
a

Ecuatia transcendenta (1.23) se poate rezolva aproximativ prin incercari si
are radacina minima pozitiva:
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2
al =4,49; &’ = 20,16:%

27°El

20,16 ~ 27> = F, ~ =
L

Bara incastratd la capete
Acest caz de rezemare este prezentat in figura 1.14.

Fig. 1.14. Flambajul barei dublu incastrate

Momentul incovoietor in sectiunea x este
M, (x)=Fv+M

Se scrie ecuatia diferentiala a axei deformate
d’v FVM_dzv 2 M

- -——; +ta'v=——o

dx? El El dx? El

Z Z Z

care admite solutia generala de forma

v(x):Csinax+ Dcowx+%
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Constantele Csi D se afla din conditiile de rezemare, care in acest caz sunt

x:O,v:O,%:O inA= D:—%
dx (1.28)
x=Lv=0,"Y=0 inB
dx
Se inlocuieste D in (1.27) si se scriu sageata si rotirea in sectiunea x
. M
v(x)=Csin aX+F(l—COSaX)
(1.29)
dv M
— =Cacos(ax)+—asin(ax)
X F
fnlocuind in (1.28), pentru rotirea in reazemul A se obtine
Ca=0 (1.30)

Deoarece a # 0, conform argumentarii de la bara dublu articulata, rezulta
C=0 (1.31)

Tnlocuind in (1.29), rotirea si sigeata din B devin

%(1—c03aL):O; %asin(aL)zo (1.32)

Cele doua conditii trebuie sa fie indeplinite simultan si de aici rezulta
cos(al)=1=al =0,27,.2nx

) (1.33)
sin(aL)=0=alL=0,7,..n7
Cea mai mica solutie comuna care are sens fizic este
A7°El
alL=2r=F, = B i (1.34)

1.3.3. Comasarea cazurilor de rezemare

Expresiile fortei critice de flambaj pentru cele patru cazuri de rezemare
examinate mai sus, adica (1.10), (1.13), (1.24) si (1.34), difera doar printr-un
coeficient numeric. Ele pot fi comasate intr-o singura formula astfel:

33



2
F =7zEI

cr 2
Lf

(1.35)

unde s-a notat cu Lt marimea numita lungime de flambaj, care depinde de
cazul de rezemare (fig. 1.15).

(T

.

L =2L

07LI" ="
|
L, = 0,5L

Lt
=
=

[ . |

Fig. 1.15. Lungimile de flambaj Ls pentru cele patru cazuri de rezemare studiate

n tabelul 1.1 se prezinta lungimea de flambaj Lf pentru cele patru cazuri de
rezemare studiate.

Tab. 1.1. Lungimile de flambaj L¢

Nr. | Cazul de rezemare Lungimea de flambaj L¢
crt. (L=lungimea barei)

1 Bara articulata la capete Ly =1L

2 Bara incastrata la un capat si libera la celalalt L = 2L

3 Bara incastrata la un capat si articulata la celalalt Ly = L/\/E ~ 0,7L

4 Bara incastrata la capete Ly =1L/2
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Observatii:

n formula (1.35) s-a inlocuit I; cu | deoarece, pentru cazurile care nu
implica decat incastrari (fig. 1.16), flambajul se produce pe directia
normalei la axa fata de care I=minim;

Cazul articulatiilor cilindrice va fi discutat in paragraful 1.3.6, unde se
va argumentata necesitatea acestei inlocuiri;

In practica inginereasca se intdlnesc si alte tipuri de reazeme, care
pot fi modelate prin legaturi elastice. Modelarea acestor reazeme
este prezentata in [Pissarenko G., 1979];

Teoria lui Euler se bazeaza pe o abordare pur matematicd, care nu
tine cont de imperfectiunile geometrice, dimensionale si de cele ale
materialului. Factorii enumerati mai sus afecteaza insa forta critica
de fambaj si din acest motiv in calculele ingineresti formula lui Euler
se utilizeaza corijata cu anumiti coeficienti de influenta. Singura
lungimea de flambaj ramane neafectata de nici un coeficient de
corectie [Kerguignas M., 1976].

Fig. 1.16. Pentru cazurile de rezemare care implicd numai incastrdri

flambajul se produce pe directia normalei la axa fatd de care |=minim
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n practica cazurile de rezemare pot fi reprezentate simplificat, asa cum se
arata in figura 1.17.

]F{}

[ 5 I 1y

Fy

1
a) b) c) d)
"l F) ! Fl,
b Iy | ""'-l|
L
FT IF“ 1 IFW[ | IF“ i

Fig. 1.17. Cazurile de rezemare (rdndul de sus) si reprezentarea
lor simplificatd (randul de jos)
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1.3.4. Tensiune critica de flambaj

Tn relatia (1.35) de impart ambii membri la aria sectiunii transversale A:

F 2 F 2
Fo 7Bl F_7E (1.36)
A LA A A
f

|
Raportul dintre forta critica de flambaj si aria sectiunii transversale a barei
se numeste tensiune critica de flambaj si se noteaza o.r

o, _F (1.37)
A

Raportul I/A reprezinta patratul razei de inertie a sectiunii transversale
[Barsanescu P.D., Ciobanu O., 2001]:

1
|_\/% (1.38)

Cu aceste notatii relatia (1.36) devine

2
7°E
Oy = 5 (1.39)
Lo
i
Se introduce marimea adimensionala numita coeficient de zveltete
Lf
I
Cu aceasta notatie, relatia lui o.r devine
2
7°E
o, = PE (1.41)

1.3.5. Limitele de valabilitate ale formulelor lui Euler

Relatiile (1.35) si (1.41) sunt echivalente. Relatia (1.41) reprezinta o
hiperbola in coordonate oc-A si are sens fizic numai Tn domeniul de
proportionalitate al unui material elastic (fig. 1.18).
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Astfel, inlocuind ocrcu tensiunea de proportionalitate se poate determina Ao,
limita inferioara de valabilitate a formulei Euler

7°E

Op

Ay = (1.42)

Pentru multe materiale Agia valori in intervalul 80-100. Nu se recomanda
A>200 deoarece in acest caz barele devin prea zvelte si sunt sensibile la
vibratii si la forte transversale. Asfel se stabileste limita superioara pentru A
(fig. 1.18).

G [MPa]
300 +

Otel (6,=250MPa)

Aliaj Al (G,=186MPa)

Fig. 1.18. Trasarea hiperbolei Euler pentru otel structural (6,=250MPa) si aliaj de
Al (0,=186MPa). Pentru calcule de rezistentd se retine potiunea de hiperbold
cuprinsd intre Ao si A=200
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1.3.6. Directie preferentiala de flambaj

Rezemdri numai cu incastrdri
Fie bara incastrata la un capat si libera la celdlalt din figura 1.19, care
flambeaza in domeniul liniar-elastic (Euler). Experienta arata ca bara
flambeaza in planul xOz, daca h>b. Se discuta in continuare acest
comportament preferential.

Tncastrarea de la partea inferioard a barei are acelasi comportament in orice
directie. Altfel spus, la incastrare avem acelasi caz de rezemare si aceeasi
lungimea de flambaj, indiferent de directia in care ar flamba bara.

o
S T

Fig. 1.19. Flambarea barei incastratd la un capdt si liberd la celdlalt

Din (1.35) se observa ca forta criticd minima se obtine pentru momentul de
inertie minim, care in acest caz este ly. Conteaza doar forta minima la care
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se initiaza flambajul. Deplasarea barei are loc pe directia axei Oz, normala la
axa Oy, fata de care s-a calculat momentul de inertie minim. Aceeasi
observatie este valabila si pentru bara incastrata la capete, adica pentru

cazurile de rezemare care nu utilizeaza articulatii cilindrice.

Se traseaza elipsa de inertie pentru sectiunea dreptunghiulara a barei, in

ipoteza h>b (fig. 1.20). Semiaxele elipsei sunt

unde

Fig. 1.20. Elipsa de inertie pentru sectiunea dreptunghiulard
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Tnlocuind pe rand I, si ly Tn (1.35), se observa c& forta criticd minimé se obtine
pentru momentul de inertie minim, care in acest caz este |y. Se retine forta
minima la care se initiaza flambajul.

Pentru a calcula valoarea minima a lui Fr in cazurile de rezemare care implica
numai incastrdri (respectiv bara incastratd la un capdt si liberd la celdlalt si
bara incastratd la capete), in (1.35) se va inlocui I = L,;;,.

Pentru bara din figura 1.19 se continua rationamentul cu referire la relatia
(1.41). Se observa ca tensiunea critica minima (care corespunde fortei critice
minime) se obtine pentru A maxim.

Pentru cazul rezemarilor cu Tncastrare se vor nota coeficientii de zveltete

i i
z y
Pentru sectiunea dreptunghiulara rezulta
/1:L_f:2\/§Lf_ :szzﬁLf
z . ’ y .
I h i, b (1.47)
h>b= 1, >21,

Avand in vedere cele de mai sus, se observa ca flambajul se initiazd pentru
ocr calculat cu coeficientul de zveltete maxim Amax. Deplasarea barei se
produce pe directia axei Oz, normala la directia axei fata de care coeficientul
de este zveltete maxim, respectiv Ay pentru cazul din figura 1.19.

Rezemdri care contin articulatii

Spre deosebire de incastrare, articulatia cilindrica nu se comporta la fel in
toate directiile. Usile sunt montate pe doua articulatii cilindrice (balamale)
coaxiale. Acestea permit o rotire usoara in plan orizontal, in jurul axei
verticale a articulatiilor. Rotirea usii in alt plan (fata de alta axa) este insa
impiedicata deoarece in acest caz articulatiile nu lucreaza si se comporta ca
niste incastrari. Tn mod similar se comport si bara din figura 1.21, care poate
flamba ca dublu articulata in planul xOy sau ca dublu incastrata in planul xOz,
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daca momentele de inertie axiale permit acest lucru. La bara din figura 1.21
rulmentii de la articulatia de jos sunt fixati la batiu, cei de la articulatia de
sus sunt ghidati si se pot deplasa numai pe directia axei Ox.

Fig. 1.21. Particularitdtile articulatiilor cilindrice: bara poate flamba ca dublu
articulatd in planul xOy sau ca dublu incastratd in planul xOz
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n acest caz lungimile de flambaj in cele doua plane sunt diferite, din cauza
comportamentului dual al articulatiilor cilindrice: bara poate flamba ca
dublu articulata in planul xOy sau ca dublu incastrata in planul xOz (fig. 1.22).

7 b
Y = |
y | z
h
Y
2R 7 EI
c;l_ﬂ.z_ Fc}'EZ 2
Lﬂ Lfl
a) b)

Fig. 1.22. Bara din fig. 1.21 poate flamba ca dublu articulatd in planul xOy sau ca
dublu incastratd in planul xOz, dacd momentele de inertie axiale ale sectiunii
transversale ii permit acest lucru
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Daca flambajul se produce intr-un singur plan, (adica exista o directie
preferentiala de flambaj) aceasta inseamna ca fata de una dintre axele
principale de inertie ale sectiunii transversale a fost distribuit prea mult
material.

De exemplu, pentru sectiunea dreptunghiulara economia maxima de
material se produce atunci cand raportul h/b este astfel ales incat sa nu
existe o directie preferentiala de flambaj sau, altfel spus, flambajul se poate
produce simultan in ambele plane (xOz si xOy). Aceasta implica (v. fig. 1.22)
indeplinirea conditiei ca fortele critice de flambaj, respectiv tensiunile critice
de flambaj in cele doua plane sa fie egale

F.=F,=0, =0, (1.48)

crl cr2
Astfel, pentru bara din figura 1.22 se pune conditia

2 2
FLoelE JA7E, (1.49)

ch<3 Lz z Lz y

F

crl T

Tnlocuind (1.44) in (1.49) rezultd h=2b.

Similar se pot egala tensiunile critice pentru flambajul in doua plane

’E 7°E
o ol T2 (1.50)

o —_—
cr2 2 2 k4 y
Vs

crl

Se scriu relatiile (1.47) pentru cazul din figurile 1.21 si 1.22

by 23 L_+3L

L
b 2B L = (1.51)
h' i b o2 b

z y

Din (1.50) si (1.51) rezulta de asemenea h=2b.

Aplicatia 1

Din doua profile U20 (STAS 564-86), [1], cuplate intre ele cu zabrele, se

confectioneaza un stalp zvelt care este incastrat la baza, liber la varf si este

supus la compresiune (fig. 1.23). Sa se determine distanta t la care trebuie
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sa fie amplasate cele doua profile U astfel incat sa nu existe o directie
preferentiala de flambaj.

Se va neglija influenta barelor de legatura (zabrele) dintre cele doua profile.

Yl
'S | . _r_g___x
i ! OA-A
P v; L"s
o IR
eyh ) t . e\'r

Fig. 1.23. Stélp format din doud profile U solidarizate cu zdbrele

Rezolvare

Caracteristicile profilelor laminate se iau din standarde. Pentru otelul
laminat la cald U20 (STAS 564-86) doar caracteristicile necesare acestui
calcul sunt prezentate in figura 1.24.

Pentru profilul U20 se transforma unitatile de masura din tabelul din figura
1.24: A=3220mm?; 1x=19,1-10°mm?%; Iv=1,48-10°mm?*; e,=20mm. Pentru
doua profile U20, asezate la distanta t, se calculeaza momentele de inertie
fata de axele X-X si y-y (fig. 1.23):
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1 =2.19,1-10°mm* = 38,2-10° mm*

2
I§2) =2/ 1, + A(%+eyj } (1.52)

2
1 =2|1,48-10° +3220G+20] }

. b
dl Y
5 ;
[
X i X
S LACH N W - i
[
h i
|
[
v ‘_—I-—-—_‘\
Y
Otel U
Simbol Dimensiuni [mm] A Marimi statice pentru incovoiere ey
u h b d [cm?] Ix ix ly iy [cm]
[em®] | [em] | [em*] | [em]
20 200 75 8,5 32,2 1910 7,7 148 2,14 2

Fig. 1.24. Caracteristici geometrice ale profilului U20 (extras STAS 564-86), [1]

Pentru a nu avea o directie preferentiala de flambaj este necesar ca
momentele de inertie ale sectiunii stalpului fata de cele doua axe X-X si y-y
sa fie egale

2
1P =1 < 38,2:10° = 2{1,48-106 +3220G+ 2oj }
=12 +80t - 42176 =0 (1.53)

=1 ~=169,2mm
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1.3.7. Alegerea materialului. Sectiuni rationale

Pentru flambajul in domeniul liniar-elastic se observa ca singura
caracteristica de material care intervine in relatiile (1.35) si (1.41) este
modulul Young, E. Aceasta caracteristica elastica variaza putin de la o marca
de otel la alta. In consecintd, nu este rational ca pentru confectionarea
barelor zvelte supuse la compresiune sd se aleagd oteluri de inaltd rezistentd.
Tnsa Ao si coeficientii a si b (v. paragraful 1.4), depind de tipul de otel.

in ceea ce priveste forma sectiunii transversale, din (1.35) se vede c§, in
vederea cresterii fortei critice momentul de inertie axial ar trebui sa fie cat
mai mare. Din (1.41), (1.40) si (1.38) reiese ca de fapt momentul de inertie
axial | trebuie sa fie cat mai mare pentru o arie data A. Pentru a compara
performantele diverselor sectiuni ale barelor zvelte supuse la compresiune
se introduce notiunea de razd de giratie specificd, care este o marime
adimensionala [Pissarenko G., 1979]:

= (1.54)

Datele din tabelul 1.2. permit alegerea unor sectiuni rationale pentru barele
zvelte supuse la compresiune.

Tab.1.2. Raza specificd de giratie pentru diverse sectiuni

Nr. . Nr. .

ort. Sectiunea f ort. Sectiunea f

1 Tubulard (dint/dext=0,95- 2,25- 5 | Profil U (fig. 1.24) 0,41-
0,8) 1,64 0,29

2 Tubulara (dint/dex=0,7-0,8) 1,2-1 6 | Patrata 0,289

3 Cornier 0,5-0,3 7 | Circulara 0,283

4 Profil | 0,41- 8 | Dreptunghiulara 0,204

0,27 (h=2b)

Din analiza datelor cuprinse in tabelul 1.2 reiese ca sectiunile rationale
pentru barele zvelte supuse la compresiune sunt cele tubulare sau cheson
cu pereti subtiri (fig. 1.25). Sectiunea dreptunghiulara plind este cea mai
putin performanta. Cand se adopta sectiunea unei bare zvelte care trebuie
sa preia o forta de compresiune cat mai mare, se va urmari sa nu existe
directii preferentiale de flambaj.
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Fig. 1.25. Sectiuni rationale pentru bare zvelte supuse la compresiune: circulard
inelard (a); tip teava pdtratd (b); tip cheson, formatd din pldci si profile corniere
(c); tip cheson, formatd din pldci si profile U (d); tip cheson, formatd prin sudarea
profilelor cornier cu aripi egale (e)

1.4.  FLAMBAJIN DOMENIUL ELASTO-PLASTIC

Flambajul longitudinal se poate produce si dupad depasirea limitei de
proportionalitate. Tn domeniul flambajului elasto-plastic, pe baza
experientelor facute de F.S. lasinski (1895) si L. Tetmajer (1896), diagrama
tensiunii critice de flambaj se aproximeaza cu o dreapta pentru oteluri

o, =a-bi (1.55)

si cu o parabola pentru fonte
o, =a-bi+cA’ (1.56)

Relatiile Tetmajer-lasinki (1.55) si (1.56) sunt empirice. Constantele a, b si ¢
depind de material si se determina experimental (tab. 1.3). Ele sunt valabile
pentru intervalul A € [A1,,].

Pentru comportament ductil 6. se limiteazd la tensiunea de curgere a
materialului, o. . Se noteaza cu A1 abscisa punctului de ordonata c¢= oc .
Pentru A<A1 suntem in domeniul barelor scurte, la care flambajul nu se
produce. Ele sunt calculate doar la compresiune (fig. 1.26).

Flambajul barelor intermediare se produce in domeniul elasto-plastic si este
un fenomen extrem de complex. Existd mai multe formulele care il
modeleaza si toate sunt determinate empiric (pe baza experimentala).
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Tab. 1.3. Valorile coeficientilor a, b si ¢ din formula Tetmajer-lasinski si coeficientii
de zveltete care limiteazd intervalul in care se produce flambajul elasto-plastic

Material a b c Ao M
[MPa] [MPa] [MPa]

Otel OL 37 310 1,14 - 105 60
Otel OL 42 321 1,16 - 90 60
Otel OL 50 459,3 1,98 - 85 60
Otel aliat
u 5% Ni 470 2,3 - 86 -
Otel aliat cu
Cr-Mo 980 53 - 55 -
Otel cu Si 589 3,82 - 100
Duraluminiu 372 2,14 - 50 -
Lemn (brad) 29,3 0,19 - 100 -
Fonta cenusie 776 12 0,053 80 5

Dreapta

. Tetmajer-
lasinski \
e, \
o \
A AN
Ot = _
N
\\\B

(o]

Hiperbola Euler

Compresiune Flambaj Flambaj elastic

elastoplastic
A
My Bare ho
Bare scurte interme- Bare zvelte
) diare

Fig. 1.26. Domeniile de valabilitate ale relatiilor (1.41) si (1.55)
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Diagrama din figura 1.27 cuprinde doua regiuni:
e C-D este o portiune din hiperbola Euler, utilizatd pentru calculul la
flambaj al barelor zvelte;
e Portiunea A-B-C este modelata de ecuatia lui Jhonson, utilizata
pentru flambajul barelor intermediare si scurte.
Ecuatia parabolei lui Jhonson este
__ o
O =0 T e

(1.57)

unde g, > a./2.
Din (1.57) se observa ca pentru 4 — 0= o, — o, .Aceastd relatie este

recomandata de American Institute of Steel Construction din S.U.A.

Pentru a determina Ao, care este abscisa punctului C de la racordarea dintre
hiperbola (1.41) si parabola(1.57), se egaleaza ocr calculata cu formula lui
Euler si respectiv Johnson (v. fig. 1.28):

2 212
”E:q—qf (1.58)
A Ar°E
de unde rezulta
2
PR s (1.59)
o

Se observa ca valorile lui Ao determinate cu (1.42) si respectiv (1.59) se afla

in raportul
7Z'2E.\/ o, _|o, (1.60)
o, 27°E 20'p '

Acest raport este in general diferit de 1, deci valorile lui Ao calculate cu cele
doua relatii sunt diferite.

In calculele ingineresti se stabileste un coeficient de siguranta functie de
tensiunea critica de flambaj data de formulele Tetmajer-lasinski sau Jhonson
[Massonet Ch., 1980].
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310 ¢

G, =240
6,=190

160

Gcr
A
I Y
GC N
%
L J
Bare | _Bare X
scurte | ||, inter- | Bare zvelte
mediare

Fig. 1.27. Diagrama oer-A: portiune din hiperbola Euler (C-D)

si din parabola Jhonson (A-B-C)

3 [MPa]

Dreapta

Tetmajer- \
... lasinski

el \
Tl AN

Parabola Johnson

C Hiperbola Euler

Compresiune

Flambaj

Flambaj elastic

i
elastoplastic [
p | A
A,=60 Ay=105 131,3 200
Bare
Bare scurte interme- Bare zvelte
diare
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Fig. 1.28. Diagrama ocr-A pentru OL37 [Massonnet Ch., 1980]



1.5.  CALCULUL DE REZISTENTA LA FLAMBAJ

Pentru calculul de rezistenta la flambaj se adopta metoda sarcinii limita, care
utilizeaza un coeficient de siguranta global, prezentat in mod explicit.
Aplicarea acestei metode conduce a economii de material in cazul barelor
zvelte. Se defineste un coeficient de sigurantd la flambaj c, egal cu raportul
dintre forta critica de flambaj F si forta care incarca bara, F

C:i:& (1.61)
F o2

Deoarece nu se cunosc cu certitudine cauzele flambajului si dispersia
rezultatelor experimentale este mare, coeficientul de siguranta la flambaj are
valori mai ridicate decat in cazul solicitarilor simple statice

*  Pentru constructii metalice se admite c=1,7-2;

* Pentru constructii de masini c=2-20, functie de importanta piesei in

ansamblul respectiv [Buzdugan G., 1986].

Tn figura 1.29 se observé zona gri, in care c>1.
Tinand cont de (1.61), formula lui Euler (1.41) se poate rescrie:

2
7 El
Fcr =cF = > (1.62)
f
G [MPa]
Dreapta
Tetmajer- \
.. lasinski N
.
AN
AN
G, 2 SN
N .
N
Cp :
C Hiperbola Euler
|
|
LA
A Ay 200
a)



G [MPa]
Dreapta
Tetmajer- \
<. lasinski b
- .
\
AN
G, ey . \\
; N
. |ParabolaJohnson B
P
C Hiperbola Euler
|
|
LA
Ay Ao 200

b)

Fig. 1.29. Pe traseul o.-A-B-C (pdnd la A=200) coeficientul de sigurantd c=1,
in zona gri c>1, iar in zona albd c<1

1.5.1. Calculul de verificare

Calculul de verificare este unul simplu (deoarece se cunosc dimensiunile
sectiunii transversale) si cuprinde urmatoarele etape:
e Se calculeaza A, se compara cu Ao si A1, se stabileste domeniul in care
flambeaza bara (elastic sau elasto-plastic);
e Se determina coeficientul de siguranta la flambaj cu formulele
corespunzatoare domeniului stabilit mai sus si se compara cu valorile
recomandate in normativele de calcul.

1.5.2. Calculul de dimensionare

Acesta este cazul intalnit la proiectare cand se stabilesc, pe baza calculului
de rezistenta si/sau organologic, dimensiunile sectiunii transversale.
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Calculul de dimensionare este ingreunat de faptul cd, necunoscénd
dimensiunile sectiunii transversale, nu se poate calcula raza de inertie i, deci
nici A, nestiindu-se in ce domeniu are loc flambajul si, in consecintd, nu se
stie ce formule trebuie sa fie utilizate (Euler sau Tetmaier-lasinski, respectiv
Jhonson). in aceasta situatie, se presupune intr-o primd etapa ca flambajul
se produce in domeniul elastic si se utilizeaza formulele lui Euler.

Calcul de dimensionare cuprinde urmatoarele etape:

Se presupune ca A > A, corespunzator domeniului Euler;

Se calculeaza valoarea momentului de inertie axial minim cu (1.62),
se egaleaza cu expresia momentului de inertie scrisa functie de un
singur parametru si rezulta astfel dimensiunile provizorii ale sectiunii
transversale, care se rotunjesc prin adaos;

Se calculeaza o valoare provizorie pentru A si se compara cu valorile
Ao i A1 pentru materialul respectiv;

Daca A > Ag ipoteza initiala se confirma, utilizarea formulei lui Euler
este justificata, dimensiunile calculate sunt corecte si calculul se
incheie aici;

Daca M < A < Ag se continua calculul in domeniul elasto-plastic. Acest
calcul se face prin incercari. Se determina o cu (1.55) sau cu alta
relatie adecvatd si respectiv o =F/A pentru compresiune.

Coeficientul de sigurantd calculat este c=0,_, /o . Se continud prin

iteratii pana cand se obtine un coeficient de siguranta calculat mai
mare sau egal cu cel propus pentru aplicatia respectiva.

Tn figura 1.30 se prezintd etapele calculului la flambaj, sub forma unei
scheme-bloc. Aceste calcule vor fi aplicate in continuare la rezolvarea unor
probleme. Urmand schema din figura 1.30 se poate face un software pentru
calculul automat.

Exista si alte metode pentru calculul la flambaj [Bia C., 1983; Massonet Ch.,
1980; Giet A., 1968; Cheze C., 1966].
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Calculul
la flambaj

Verificare: Dimensionare: nu se cunosc
se cunoaste dimensiunile sectiunii, }=7
sectiunea, s

se calculeaza A

Ipoteza: A= Ay

dimensionare cu
{(1.35)

L=y
se calculeaza
Fcr cu {135)

A<hy
se calculeaza
Oy cu (1.55)

( sTop
\ J

Calcul prin incercari Og cu (1.55) STOP |
La compresiune G=F/A L/

c=0¢/c
!

C >cC
calculat = "propus

N\
STOP
S

Fig. 1.30. Schema bloc pentru calculul la flambaj longitudinal

Observatie:
Pentru A <A; (domeniul barelor scurte) flambajul nu se produce si se face un
simplu calcul la compresiune.

1.5.3. Aplicatii

Problema 1.1

Sa se calculeze forta capabild de compresiune a barei incastrata la un capat,
respectiv articulata si ghidata la celalalt (fig. 1.31), stiind ca ¢=3,5, Ao =105,
E=210GPa, L=2m, a=304MPa si b=1,12MPa. Sectiunea transversala a barei
este dreptunghiulara, cu dimensiunile b=40mm si h=60mm.
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Rezolvare

Aceasta este o problema de verificare, deoarece se cunosc dimensiunile
sectiunii transversale.

v, L

L lﬁ” V4

é;g\ 4 B:"‘_F' : hjisz

Fig. 1.31. Bard zveltd, cu sectiunea dreptunghiulard, supusd la compresiune

Se calculeaza caracteristicile geometrice ale sectiunii transversale
A=bh; A=40-60=2400mm?;
| - b_h3 _ 40-60°
‘ 1
2

12 2
4
I, :\/E; i ,/72 10 =17,32mm
A 2400
I / 104
iy :\/Z; iy = 32-10 =11,55mm
A 2400

(1.63)

_hb® _ 60-40°

=72.10*mm*; | =—=
Y12 12

=32.10* mm*;

Se verifica posibilitatile de flambaj in cele doua plane, xOy si xOz. Pentru
flambaj in planul xOy (bara incastrata si articulata), cu Lx1=0,7L, se calculeaza
coeficientul de zveltete A.. Bara poate flamba ca incastrata la capete in planul
x0z, cu L=0,5L si se calculeaza coeficientul de zveltete A,:

L .
_#:0,7 2000 1400 _80,83< 4, =105

z

i, 17,32 17,32 (164)
L;, 0,5-2000 1000 '

A, =—%= = =86,6 < A, =105

Y 11,55 11,55

y
Deoarece ipoteza initiala A>Ao nu se verifica, rezulta ca flambajul se produce
in domeniul elasto-plastic. Atat A; cat si Ay sunt mai mici decat Ao si calculul
va fi continua cu formula Temajer-lasinski. Forta minima care produce
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flambajul se obtine pentru cazul coeficientului de zveltete maxim, care in
acest caz este Ay
o, =a-bl;, o, =304-112-86,6=207MPa;

o=—"%L: a:ﬁz59,14MPa (1.65)
C 3,5

F.., =0 A=59,4-2400 =142,56kN

Problema 1.2

Tija unui piston al unui cilindru hidraulic are sectiunea circulara. Sa se
dimensioneze tija stiind ca are lungimea L=1,2m si este supusda la
compresiune cu forta maxima de F=100kN. Se adopta coeficientul de
siguranta c=10. Tija este confectionata din otel cu 6.=240MPa, E=210GPa,
Ao=105 si este articulata la capete.

Rezolvare
Pentru sectiunea circulara momentul de inertie este
d*
l,=1,= (1.66)
64

Pentru bara dublu articulatd Le=L. Tn ipoteza ca flambajul se produce in
domeniul elastic (A>Ao) rezulta

2 cFL} :10°-1200?
Fcr:cF:”f' =1, =— f;|2:10210 120? ~69,5-10*mm*
E 7°E 722,110

(1.67)

Din (1.66) si (1.67) rezulta

4 4
721 —69,5-10° = d :4/w=61,3mm (1.68)
T

Se rotunjeste valoarea diametrului la d=62mm si apoi se calculeaza valoarea
lui A

72'd2 : , zd*
A= ) \/X 64 7rd2 ) _155mm

L
,1:__:__; A= @_774 A, =105
i i 15,5

(1.69)
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Se continud cu un calcul empiric, utilizdnd formula lui Tetmajer-lasinski. in
cele ce urmeaza, tensiunea normald pentru incercarea (i) se va nota 6!,

o, =a-bi; o, =304-1124; o} =304-1124,;
o) =304-1,12-77,4=217,3MPa

5
o® :E:—4F2; o0 =410 33 14mpa (1.70)
A rd; 762
fop 217,3
C,=—4; C = ~6,56<C =10
1 O_(l) 1 33 14 propus

Deoarece la prima incercare s-a obtinut un coeficient de siguranta c1 mai mic
decat cel propus, se majoreaza diametrul. Se adopta d,=80mm si se reia
calculul.

. d,. . 80 L. 1200
L, = IZ, l,, = 4 =20mm; 1(2) IZZ —, 1(2) = E =60
c? =304-1, 122, c? =304-1,12-60 = 236,8MPa
5 1.71
o® =2 5o 41019 9mpa 471
7d, 780°
(2)
ol 236,8
c, = & C, _m_ll’9>cpropus

La a doua incercare s-a obtinut o valoare prea mare pentru coeficientul de
siguranta, ceea ce inseamna un consum excesiv de material. Se adopta un
diametru mai mic, ds=75mm si se reia calculul.
. d, 75 L 1200
Iy =—2=—=18,75mm; Ay=—=—"=
4 4 I, 18,75
oy =304-1124,; o =304-112.-64=232,3MPa

5 (1.72)
oo AF L 0 210 o) smpa
7rd; 75

©)
o 2323
=S 6=, =103 0,
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Deoarece s-a obtinut o valoare cu putin mai mare decat coeficientul de
siguranta propus, se adopta d=75mm si astfel se incheie calculul de
dimensionare a tijei.

Problema 1.3

Sa se dimensioneze stalpul figura 1.32, stiind ca este profil I (STAS 565-80)
solicitat cu o forta F = 100 kN, lungimea L = 1m, coeficientul de siguranta
impus ¢ =3, iar pentru OL 37 se cunosc . = 240 MPa, a=304MPa, b=1,12MP3,
Ao =105, A1 =60 si E =210 GPa.

Fig. 1.32. Stdlp profil |

Rezolvare
Pentru bara incastrata la un capat si libera la celalalt Li=2L. Se presupune ca
flambajul are loc in domeniul elastic (A>Ao) si se utilizeaza formula Euler
(1.35):

Bl cFL: ~3:10°-2000°
cr L2f nec 7Z'2E ’ nec 72_2 . 2’1.105

(1.73)

=57,69-10*mm"*

Valoarea de mai sus este situatd intre Imin = I, = 54,7:10* mm?,
corespunzatoare profilului 116 si 81,3-10* mm?, corespunzatoare profilului
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118 din STAS 565-80, [1]. Se alege profilul 118, cu urmatoarele caracteristici:
A =2790 mm?, Imin = I, = 81,3-10* mm?, imin=i,=17,1 mm (fig. 1.33).
Se calculeaza apoi coeficientul de zveltete

L
A=—1; 2,:—21(;0;)=117>/10=105 (1.74)
[ ,

min

Se confirma astfel ipoteza initiala (A>\o) si se incheie astfel calculul stalpului
la flambaj.

y
\
Ly \. : J
|
|
d L
|
hi x 7 X
|
|
|
|
|
|
hd :
b »
Otel | (STAS 565-80)
Simbol Dimensiuni [mm] A Marimi statice pentru incovoiere Masa
I h b d [cm?] Ix ix ly iy G
[em® | [em] | [em®] | [em] | [kg/m]
16 160 74 6,3 22,8 935 6,4 54,7 1,55 21,9
18 180 82 6,9 27,9 1450 7,2 81,3 1,71 26,3

Fig. 1.33. Caracteristici geometrice ale unor profile | (extras), [1]

Problema 1.4

Sa se dimensioneze corpul bielei unui motor cu ardere interna, avand
sectiunea de forma schematizata in figura 1.34, stiind ca: diametrul
pistonului d=100mm; presiunea maxima din cilindru p=40bar; lungimea
bielei I=320mm. Se cere un coeficient de siguranta c=5. Se presupune, intr-o
prima aproximare, ca biela are sectiunea constanta pe lungime. Grosimea
inimii si a talpilor este t, inaltimea profilului 5t, iar latimea 3t (fig. 1.34). Biela
este confectionata dintr-un otel cu 5% Ni.
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a) b)

Fig. 1.34. Portiune de bield (schematizare): corpul bielei (a); sectiunea (b)

Rezolvare

Biela poate flamba ca dublu articulata in planul xOy (cand se considera I,) si
respectiv ca dublu incastrata in planul xOz (cand se considera Iy).

Se calculeaza caracteristicile geometrice ale sectiunii din figura 1.35
A=3t*+2-3t° =9t?

] 3tt 2(3t) gt4_| 3t (5t) (3t) 321t4 (1.75)

\/7 4/12 9—2~0726t I, \/7 ,/321t -—~l724t
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Fig. 1.35. Descompunerea sectiunii pentru calcul momentelor de inertie
I, (a) si respectiv |, (b)

Coeficientii de zveltete pentru flambajul in planul xOy (L¢=L) si respectiv xOz

(Ls=L/2) sunt

L L L L L
f1 1 o=tz _

2’ ) - - = 1
o 1,724t Yo 2-0,726t 1,452t

z y

A, >, (1.76)

Forta criticd minima se obtine pentru Amax=Ay, care corespunde flambajului
in planul xOz. Pentru acest caz, in formula Euler se va considera momentul
de inertie |y.

Se calculeaza forta care actioneaza asupra pistonului

2 2
F=A  Pra _zd7 . F= 700" 4 _31416N
(1.77)
oo = 40bar =20 9N _ 40 1N _ 4\1pg
cm 10°mm
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Flambaj in planul xOz
Se presupune ca flambajul se produce in domeniul elastic (A>Ao) si se aplica
relatiile lui Euler

2 cFL2 ) .3202
F =cF== ZE' 1= _ ©-31416-320° 321416 32? —7761mm*
L% 7°E 7°-2,1-10
4
=1 S _ 761 t= 4/M ~6,36mm; t, =7mm (1.78)
12 57
P ﬂz31,48</10:86; A =0

v T1asat’ Y 14527

Se continua calculul in domeniul flambajului plastic (cu relatiile Tetmajer-
lasinski). Pentru otel aliat cu 5% Ni, in tabelul 1.3 se indica coeficientii se
flambaj a=470MPa si b=2,3MPa:

o, =a-bAd;, o,=470-2,3-31,48 ~398MPa (1.79)
Tensiunea normala pentru solicitarea la compresiune este
o= 52340 91 2ampa (1.80)
A 9.7
Se calculeaza coeficientul de siguranta
c=To c:ﬁz5,6>cpropu5:5 (1.81)
o 71,24

Deoarece s-a obtinut un coeficient de siguranta cu putin mai mare decat cel
propus, calculul la flambaj este finalizat. S-ar putea obtine un coeficient de
siguranta mai apropiat de 5 daca se adopta pentru t o valoare intre 6,36 si
7mm, dar acest lucru nu respecta standardul STAS 75-90 privind valorile
dimensiunilor liniare.

Observatii:

* Materialul bielei este rational utilizat atunci cand nu exista o directie
preferentiala de flambaj (flambajul se poate produce simultan Tn
ambele plane, xOy si xOz);

* Datorita fortelor centrifuge biela este supusa la incoviere, fiind
fncarcata cu o forta liniar distribuita, care nu a fost considerata;
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* Biela nuare o sectiune constanta pe lungime. Exista metode analitice
pentru calculul la flambaj a barelor de sectiune variabila pe lungime
[Buzdugan G., 1986] sau se poate utiliza AEF.

Problema 1.5

Sa se determine cresterea de temperaturd AT pentru care bara cu sectiune
circulara (diametrul d=45mm) din figura 1.36, confectionata din aluminiu,
incepe sa flambeze (reazemul din dreapta va fi considerat articulatie sferica).
Se stie cd A=2mm. Se considera caracteristicile elastice si mecanice
independente de temperatura, in intervalul AT.

A B

A ot

™ =

Fig. 1.36. Flambaj produs la dilatarea termica impiedicata

Rezolvare

Dupa ce bara se dilata cu mai mult de 2mm, in reazeme apar reactiunile Ha
si He. Numarul necunoscutelor este NN=2. Se poate scrie o singura ecuatie
de echilibru, cea de proiectie a fortelor pe orizontala, de unde rezulta
Ha=Hg=H. Problema este astfel simplu static nedeterminata. Se va ridica
nedeterminarea prin metoda indepartarii reazemului. Prin indepartarea
reazemului din dreapta se permite dilatarea libera a barei (fig. 1.36) si se pot
scrie relatiile:
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O'=0"+A; 5'=6"+2

(1.82)
alaT =8k o =(aLAT —2)E
AE L

La aparitia flambajului se poate scrie
F.=H (1.83)

Se calculeaza apoi caracteristicile geometrice ale sectiunii transversale si
coeficientul de zveltete A

A_ﬁdz_ . _md* i I, /ﬁd4 4 d
- vz T Ny T v Yy TR TA A A T jA 42 A
4 64 A 64 xd 4 (1.84)

L : 10°
/”L:_f’ AZM, i:ﬁ:62’2>/10:60
i d 45

Deoarece A>\o, flambajul se produce in domeniul elastic si pentru calculul
fortei critice se utilizeaza relatiile lui Euler

2
F,=HeoZth —(aLAT—Z)A—LE

> =
f

2 4 2
7Z'E2.7Z'd =(aLAT—2)ﬂd
(0,7L) 4 4

242 2
70 _(araT-2)"0 E
0,49-16-L 4

E
L
(1.85)

1 ( 2 45°

Tee S+2|~197,8°C
23-10°-10°| 7,84-10

1.5.4. Metoda ¢

n cazul constructiilor metalice, pentru coeficienti de sigurantd recomandati
(c=1,7-2,4), se foloseste o singura metoda, atat pentru flambajul in domeniul
elastic, cat si pentru cel in domeniul elasto-plastic.

Se defineste rezistenta admisibila la flambaj ca fiind
F
Oy = % 1 Fe _F (1.86)
c ¢ A A
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unde F este forta care Incarca bara si A aria sectiunii sale transversale. Astfel
calculul la flambaj se reduce la un simplu calcul la compresiune

F
A,.=— (1.87)
O-af
unde
o, =2« (1.88)
c

Atat caf cat si coeficientul de siguranta c depind de A.
Se introduce notiunea de coeficient de flambayj

O-af
p=—L<1 (1.89)

Uac

unde oac este rezistenta admisibila la compresiune.
Pentru dimensionarea la flambaj se foloseste relatia

F
A =—— (1.90)
¢Gac
iar pentru verificare
F
Oy =——<0, (1.91)
PA

Coeficientul de flambaj ¢ se gaseste in tabele [Buzdugan G., 1986; Bia C.,
1983], functie de coeficientul de zveltete A. La dimensionare se alege un A
convenabil (de exemplu pe la mijlocul tabelului), functie de care se
determina ¢ si se aplica relatia (1.89). Dupa dimensionare se calculeaza A si
se reia calculul pana cand dimensiunile calculate tind sa se stabilizeze de la o
iteratie la alta.

La verificare se calculeaza coeficientul A, pentru care se gaseste ¢ din tabel
si se calculeaza cu relatia (1.90).

1.5.5. Influenta excentricitatii fortelor

Bara din figura 1.37 este articulata la capete si este spusa la compresiune cu
fortele F, aplicate la distanta e fata de axa geometrica a barei. Se va repeta
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rationamentul de la determinarea formulei lui Euler pentru flambaj
longitudial cu forte centrice.

_.i‘.'—

I

L .

|

|

|

|

|

|

|

|

i

|

] 2 [ B F]

i ; |

i
a)

Fig. 1.37. Flambaj longitudinal sub actiunea fortelor excentrice (a)

si reprezentare schematizata (b)

Se presupune ca s-a produs flambajul longitudinal in domeniul liniar-elastic.
Tn cadrul teoriei de ordinul al doilea se scrie momentul incovoietor in
sectiunea x si ecuatia axei neutre deformate

d’v dv F F
M, (x)=F(e+v); EIW:—Fe—FV; Wjuav:—ae

; (1.92)

67



Ecuatia diferentiala admite solutii de forma
v =Asin(ax)+Bcos(ax)-e (1.93)

Se determina constantele de integrare din conditiile de rezemare:
e IinreazemulA: x=0; v=0=B=¢ ;

e Iinreazemul B: x=L; v=0.
Tnlocuind B=e in solutia (1.93) aceasta devine

v =Asin(ax)+ecos(ax)—e (1.94)

Din conditia pentru reazemul B rezulta

0=Asin(aL)+ecos(al)-e= A= e[l—-cos(aL)] =e-tan (a_Lj (1.95)
sin(al) 2

Ecuatia sagetii in sectiunea curenta este

v=e{tan (%Jsin(ax)jtcos(ax)—l} (1.96)

Sageata maxima se produce la mijlocul barei, unde x=L/2

1—003(0”‘)
Voax = e{tan [a—Ljsin (a—l‘} + cos(a—l‘j —1} = e—2 (1.97)
2 2 2

COS| —
2
aL 7«

—=—=Vo® (1.98)
2 2

Pentru

Sageata tinde la infinit atunci cand se produce cedarea prin flambaj.

Tnlocuind expresia lui a din (1.92) in (1.98) rezulta

el _L[F = (1.99)
2 2\El 2
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2
F = ”L'f' (1.100)

Deoarece s-a obtinut aceeasi relatie pentru Fcr ca la flambajul centric (1.10),
rezultd ca excentricitatea e nu modifica forta criticd de flambaj [Buzdugan G.,
1986].

O tratare mai dezvoltata a acestei probleme este prezentatain [Bia C., 1983],
unde se determina variatia raportului dintre forta critica de flambaj pentru
compresiune centricad si respectiv excentrica F,,./F,, . functie de raportul
dintre sageata maximd si excentricitate vy,,./e . Aceasta curba are
asimptota F,,./F,,, = 1, care corespunde atingerii fortei critice de flambaj.
Acest rezultat concorda cu cel obtinut mai sus.

Observatii

Forta de compresiune (centrica sau excentrica) se aplica asupra unui profil
laminat prin intermediul unei placi rigide sudate la capatul acestuia (fig.
1.38)

| | e

Fig. 1.38. Aplicarea fortei asupra unui stdlp: profil laminat (1); placa rigida (2)

Aplicarea fortelor de compresiune excentrice este uneori inevitabila la
constructii metalice sau in ingineria mecanic3. in figura 1.39 se prezint3 un
stalp metalic cu consola, de la o hala industriala. Forta F1 poate reprezenta
o parte din greutatea acoperisului, iar forta F, o parte din greutatea podului
rulant care este sustinut de console.
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Fig. 1.39. Stélp cu consold de la o hald industriald

1.6.  DETERMINARI EXPERIMENTALE

Tncercarile la flambaj prezintd o dispersie mare a rezultatelor. Sunt incercate
loturi de pana la 20 profile si se verifica daca rezultatele au o lege normala
de distributie de tip Gauss. De exemplu, la incercarea a n epruvete dintr-un
lot se obtin tensiuni normale diferite:

0,,0,..0,..0, (1.101)

Tn cazul flambajului, acestea pot fi tensiuni critice sau de colaps. Tensiunea
de colaps 6¢o este tensiunea maxima care conduce la cedarea iremediabila a
barei.
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Se definesc urmatoarele marimi caracteristice:
e Tensiunea medie

1 n
c,==>.0 (1.102)
nia
e Deviatia standard a esantionului

s:\/izn:(am—a,)2 (1.103)

n_l i=1

e Tensiunea normala caracteristica ocar
O, =0, —25 (1.104)

n figura 1.40 se prezintd diagrama cco-A pentru loturi de cate 20 profile
laminate IPE 160 (DIN 1025-5), numite si profile | economice . Tniltimea
profilelor testate este h=160mm si ele au caracteristici relativ apropiate de
profilul 116. Cu + s-a marcat valoarea medie om iar cu un cerc mic (balustrare)
tensiunea normala caracteristica 6car pentru un lot de 20 epruvete. Distanta
dintre centrul cercului si cel al crucii arata marimea dispersiei rezultatelor
experimentale pentru un lot. Curba caracteristica o-A pentru profilul IPE 160
ar trebui sa treaca prin aceste cercuri.

GL‘U
[MPa]
300 experimental
280
200 :
teoretic
100 - Legenda: .
+ = Oy, (valoarea medie)
0 = Oy (valoarea caracteristica) '
1 1 1 1 | 1 1 1
0 100 140 3

Fig. 1.40. Rezultate statistice pentru incercarea la flambaj a profilelor laminate
IPE 160 (DIN 1025-5); intervalele pentru datele experimentale obtinute la fiecare
lot de 20 profile sunt figurate cu segmente verticale [Massonnet Ch., 1980]
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Curba teoretica din figura 1.40 a fost trasata cu ajutorul calculatorului si ea
tine cont de micile imperfectiuni ale profilelor testate, precum si de marimea
si distributia tensiunilor remanente. Se remarca asemanarea acestei curbe
cu cea din figura 1.27 (ocr-A).

1.7.

DE CE AU CAZUT TURNURILE WTC?

n articolul [Bazant Z., 2003] se considera ca turnurile WTC s-au prabusit in
mai multe etape:

1.8.

1. Tn urma impactului cu avioanele combustibilul s-a imprastiat pe

suprafete mari si s-a aprins. Astfel structura metalica a fost supusa
timp indelungat la temperaturi care au depasit 800°C;

Datorita temperaturii au scazut mult modulul de elasticitate si
tensiunea de curgere a otelului [Buzdugan G., 1986] si astfel s-a
initiat flambajul In domeniul vasco-elastic;

Dupa producerea flambajului, portiunea de cladire aflata deasupra
incendiului s-a prabusit aproape pe verticala si incarcarea dinamica
uriasa a condus la colapsul intregii structuri.

CONCLUZII

Flambajul se manifesta prin modificarea formei unor componente,
sau chiar a intregii structuri si a basculdrii de la un echilibru stabil la
unul instabil, la atingerea unei valori critice a incarcarilor;

Nu se cunosc cu precizie cauzele producerii flambajului. Datorita
acestui fapt si a dispersiei mari a rezultatelor experimentale, pentru
calculul la flambaj se aleg coeficienti de siguranta mai mari decat la
solicitari statice (c=1,7-2 pentru constructii metalice si 2-2,5 sau chiar
mai mari, pentru constructia de masini);

Flambajul este un fenomen care poate sa apara la diverse solicitari,
in domeniul elastic, elasto-plastic sau vasco-elastic. Se poate produce
flambajul unei componente sau a intregii structuri [Bia C., 1983);
Aparitia flambajului este extrem de periculoasa pentru structuri,
deoarece poate conduce rapid la pierderea capacitatii portante [Bia
C., 1983].
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CAP. 2
ELEMENTE DE TEORIA ELASTICITATII
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Pentru realizarea colajului din acest capitol s-au folosit sursele:
https://crowshead.com/products/penobscot

https://www.indiamart.com/proddetail/spiral-spring-8936604488.html

https://newscrewdriver.com/2018/05/26/sawppy-the-rover-emulates-wheel-of-mars-2020/

https://www.kern-liebers.com/en/product-groups/strip-springs/spiral-springs

Desi pentru colaj au fost selectate fotografii care sugereaza deformatii elastice
evidente, trebuie avut in vedere faptul cd Tn cadrul acestui capitol se admit
ipotezele Teoriei Elasticitatii clasice, intre care cea a deformatiilor elastice mici in
raport cu dimensiunile corpurilor.
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2. ELEMENTE DE TEORIA ELASTICITATII
2.1. INTRODUCERE

Teoria elasticitatii este stiinta care dezvoltd modele matematice ale
deformarii elastice a corpurilor solide.

Problema generala a Teoriei Elasticitatii o reprezinta determinarea starii de
tensiuni, deformatii si deplasari dintr-un corp elastic, atunci cand se cunosc
forma si dimensiunile acestuia, modul de incarcare si rezemare, precum si
caracteristicile elastice ale materialului din care este confectionat.

Teoria Elasticitatii admite aceleasi ipoteze simplificatoare ca Rezistenta
Materialelor: continuitatea materiei, omogenitatea, elasticitatea perfecta si
izotropia materialelor, deformatii elastice mici in raport cu dimensiunile
corpurilor, proportionalitatea dintre tensiuni si deformatii, principiul lui Saint
Vénant si ipoteza stdrii naturale, cu exceptia ipotezei lui Bernoulli
[Barsanescu P.D., Ciobanu O., 2001]. Aceasta din urma nu este necesara din
punct de vedere matematic si reprezinta o aproximare la care se poate
renunta Tn unele cazuri (cum ar fi prezenta fortelor distribuite), Tnsa
adoptarea ei Tn cadrul Rezistentei Materialelor determind reduceri
semnificative ale volumului de calcul. Ipotezele de mai sus sunt adecvate
comportarii otelului si altor materiale, in special metalice.
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Teoria Elasticitatii este pe larg utilizata in ingineria mecanica si civila,
biomecanica, geologie etc. Ecuatiile diferentiale dezvoltate in cadrul acestei
discipline pot fi abordate prin metode specifice mecanicii variationale si
computationale. Solutiile numerice furnizate de Metoda Elementelor Finite
reprezinta un instrument de calcul extrem de puternic.

Cu ajutorul Teoriei Elasticitatii au putut fi rezolvate probleme care nu pot fi
abordate de Rezistenta Materialelor, cum ar fi:
e Studiul starii de tensiuni si deformatii din zona concentratorilor de
tensiuni;
e Starea de tensiuni de la varful fisurilor (utilizata in Mecanica Ruperii);
e Starea de tensiuni la contactul dintre corpuri (Mecanica Contactului);
e Ecuatiile stabilite in cadrul acestei discipline stau la baza Metodei
Elementelor Finite dedicata solidului continuu solicitat Tn domeniul
liniar-elastic;
e Rasucirea barelor de sectiune necirculara;
e Tensiuni in vase de revolutie aflate sub presiune;
e Tensiuniin discuri aflate in rotatie;
e Calculul placilor si invelisurilor etc.

2.2. TENSIUNI

Fie un corp elastic aflat in echilibru sub actiunea incarcarilor si reactiunilor.
La acestea se pot adduga fortele masice (volumice), care sunt distribuite in
tot volumul corpului, cum ar fi: greutatea proprie E(X,Y,Z), forte de

inertie, forte de atractie/respingere magnetica etc. Pentru corpul raportat la
un sistem de coordonate rectangulare pot fi scrise cele sase ecuatii de
echilibru ale fortelor si momentelor

Y F =0, > F =0, > F=0;
DM, =0, DM, =0; > M,=0;

(2.1)
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Prin sectionarea cu un plan a unui corp aflat in echilibru se pun in evidenta
eforturile si tensiunile. Se noteaza cu n normala la planul de sectionare. in
jurul unui punct din acest plan se alege elementul de suprafata dA. in punctul
respectiv actioneaza tensiunea totala (rezultantd) p .

Tensiunea ﬁ(px,py,pz) se poate descompune dupa un sistem triortogonal

drept oarecare (fig. 2.1a). Daca directia normalei la planul de sectionare
coincide cu cea a unei axe (Ox, de exemplu) si celelalte doua axe sunt in

xx? " xy?

pIanuIdesectionare,atuncicomponenteleIuip(O' 7.7, )suntotensiune

normala o si douad tensiuni tangentiale 1 (fig. 2.1b).

Cei doi indici din notatia tensiunilor normale si tangentiale au urmatoarea
semnificatie:
e Primul indice desemneaza normala la planul de sectionare si deci
defineste planul de sectionare care trece prin punctul considerat;
e Al doilea indice reprezinta axa cu care componenta tensiunii este
paralela.

Se observa ca in cazul tensiunii normale o cei doi indici sunt intotdeauna
identici. Pentru simplificare, unii autori noteaza tensiunea normala doar cu
un singur indice, avand Tn vedere faptul ca acesta se dubleaza. Cele doua
notatii sunt echivalente

o, =0 (2.2)

Se noteaza cosinusii directori ai normalei (cosinusii unghiurilor dintre
normala n si axele de referinta) astfel

cos(n,0x) =1
cos(n,0y)=

(2.3)
cos(n,0z)=n

P+m*+n*=1
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Fig. 2.1. Componentele tensiunii p: normala n la planul de sectionare nu coincide
cu una dintre axele sistemului de referintd (a); normala n coincide cu axa Ox
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2.2.1. Regula de semn pentru tensiuni

Dintr-un corp solid elastic, aflat in echilibru sub actiunea fortelor si
momentelor, se decupeaza, prin sectionarea cu sase plane, un paralelipiped
elementar. Fatetelor acestui element de volum li se vor atribui semne, dupa
cum urmeaza.
e Pe fiecare fateta a paralelipipedului elementar se duce vectorul
normalei, orientat spre exterior. Fatetele cu normala orientata in
sensul pozitiv al unei axe sunt pozitive (acestea se vad in fig. 2.2);
e Fatetele cu normala orientata in sensul negativ al unei axe sunt
considerate negative (nu se vad in fig. 2.2).

n figura 2.3a se vad doar fatetele pozitive, iar in figura 2.3b doar fatetele
negative (vedere dinspre originea sistemului xOy).

RS

4 e

Fig. 2.2. Semnele fatetelor paralelipipedului elementar
(fatetele care nu se vad sunt negative)
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Fig. 2.3. Semnele fatetelor paralelipipedului elementar: vedere spre coltul in care
se intdlnesc trei fatete pozitive (a) si respectiv spre originea sistemului de referintd,
unde se intdlnesc trei fatete negative

Pentru stabilirea directiei si sensului tensiunilor, se considera ca o tensiune
este pozitiva daca (tab. 2.1):
* Actioneaza pe o fatetad pozitiva si este orientata in sensul pozitiv al
unei axe;
* Actioneaza pe o fateta negativa si este orientata in sensul negativ al
unei axe.

Tab. 2.1. Conventia de semn pentru tensiuni

Semnul Tensiunea de pe fateta este orientata in Semnul tensiunii
fatetei sensul pozitiv/negativ al unei axe de pe fateta

+ + +

- - +

+ _ -

- + -

Se observa ca tensiunile normale pozitive sunt de tractiune, iar cele negative
de compresiune, conform regulii de semn adoptate la Rezistenta
Materialelor.
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2.2.2. Stare spatiala de tensiuni

Fie un corp elastic aflat in echilibru sub actiunea fortelor si momentelor. Prin
sectionare cu sase plane se decupeaza din corp un paralelipiped elementar
si se prezinta tensiunile pe fatete sale (fig. 2.4).

F

Fig. 2.4. Paralelipiped elementar aflat in stare spatiald de tensiuni; pentru
echilibru, pe fatetele care nu se vad existd tensiuni egale si de sensuri contrare

Tn figurile 2.5a si 2.5b se prezint4 tensiunile de pe fatetele pozitive si negative
(toate tensiunile sunt pozitive). in figura 2.6c se prezinta tensiunile care
actioneaza pe fatetele elementului de volum. Pentru simplificare se vor
prezenta doar tensiunile de pe fatetele care se vad, avand insa in vedere
faptul ca pe fatetele care nu se vad exista tensiuni egale si de sensuri
contrare (fig. 2.6c¢).

Observatie

Perechi de tensiuni tangentiale converg sau diverg spre/dinspre muchia
unghiului drept solid. Aceste tensiuni au indicii inversati si sunt egale
[Barsanescu P.D., Ciobanu O., 2001], asa cum se arata si in paragraful 2.5.1.
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Fig. 2.5. Starea spatiald de tensiuni: tensiunile de pe fatetele pozitive (a)
si respectiv negative (b); figurarea tuturor tensiunilor (c) si respectiv numai a
tensiunilor de pe fatetele pozitive (d)

Starea spatiala de tensiuni prezentatd este generald, deoarece toate
celelalte stari de tensiuni sunt cazuri particulare ale acesteia.

Tensiunile dintr-un punct al corpului solid sunt caracterizate de aceleasi
marimi ca vectorii (punct de aplicatie, directie, sens si modul), dar in plus
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depind si de directia planului de sectionare care trece prin acel punct.
Tensiunile si deformatiile sunt marimi tensoriale. Vectorii sunt tensori de
ordinul intai. Pentru starea generala de tensiuni componentele tensorului
tensiunilor pot fi prezentate sub forma unei matrice patrate

O-xx z-xy sz
.=\, o0, T, (2.4)
sz zy 2z

Starea de tensiuni intr-un punct al unui corp solid este determinata daca se
cunosc elementele matricei Ts . Datorita dualitatii tensiunilor tangentiale
(2.70) matricea este simetrica fata de diagonala principala.

Din paralelipipedul elementar se izoleaza un colt, prin sectionarea cu un plan
inclinat avand normala n (fig. 2.6). Tetraedrul astfel rezultat are suprafata
BCD inclusa in planul de sectionare. Laturile fatetelor triunghiulare sunt
infiniti mici de ordinul intai, iar suprafetele lor sunt infiniti mici de ordinul al
doilea. Fortele volumice (masice) se neglijeaza, deoarece volumul este un
infinit mic de ordinul al treilea.

Se noteaza suprafata triunghiului BCD cu dA. Suprafetele fatetelor cu
normalele Ox, Oy si Oz sunt egale cu dA-/,dA-m sirespectiv dA-n.

Se scriu primele trei ecuatii de echilibru pentru acest tetraedru, adica suma
proiectiilor fortelor pe directiile axelor de coordonate

p.-dA=o,-dA-l1+7,-dA-m+7,-dA-n
p,-dA=z, -dA-l+o, -dA-m+z, -dA-n (2.5)
p,-dA=7,-dA-l+7,-dA-m+o,-dA-n
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Fig. 2.6. Din paralelipipedul elementar (a) se izoleazd unui colt
prin sectionare cu un plan inclinat (b)
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Dupa simplificarea cu dA, din (2.5) rezulta
p, =0,l+ T,M+7,N
p, =7l +o,m+17,N (2.6)

p, =7 l+7,Mm+0,n

ntre tensiunea rezultantd si componentele sale exist3 relatia

p=/p+p.+pl (2.7)

Tensiunea normald pe suprafata dA se noteaza cu o. Ea este egala cu suma
proiectiilor tensiunilor py, py si p; pe directia normalei n la suprafata

o=pl+p,m+p,n (2.8)

Tensiunea tangentiala de pe suprafata dA este

r=4p°-0° (2.9)

Tensiuni principale

Tn fiecare punct al unui corp exista trei plane reciproc perpendiculare, in care
tensiunile tangentiale sunt nule si pe care actioneaza numai tensiuni
normale (tensiuni principale). Acestea sunt numite plane principale si
intersectiile lor reprezintd directiile principale (care sunt si directiile
tensiunilor principale). Cand planele de coordonate coincid cu planele
principale tensiunile tangentiale se anuleaza [Ponomariov S.D., 1960] si
expresiile tensiunilor se simplifica mult (fig. 2.7).

Daca fateta BCD a tetraedrului din fig 2.8 este intr-un plan principal, atunci
pe ea actioneaza numai tensiunea normala o, iar tensiunea tangentiala este
nula 7=0. Proiectiile tensiunii totale pe axele de coordonate sunt

p,=ol; p,=om; p,=on (2.10)
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c)

Fig. 2.7. Variatia tensiunilor la rotirea paralelipipedului elementar (a,b) si starea
de tensiuni principale (c)

Din (2.6) si (2.10) se obtine
(on—0O)N+z,m+7,n=0
)+ (o, —o)m+z,n=0 (2.11)

t,l+7,m+(0, —o)n=0
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Ultima dintre relatiile (2.3) arata ca toti cosinusii directori nu se pot anula
simultan.

Pentru ca sistemul de ecuatii liniare omogene (2.11) sa fie compatibil,
determinantul principal trebuie sa fie nul

XX yx X
A=| 7, o, -0 7, |=0 (2.12)
sz z.yz Gzz -0

Dezvoltand determinantul se ajunge la o ecuatie de gradul al treilea, numita
ecuatia seculard, ale carei radacini sunt tensiunile principale

o’-1c’+1l,0-1,=0 (2.13)
unde s-au notat coeficientii ecuatiei cu

l, =0, +to,+0,

O T O T O T
XX X Z
l,= G o i B N (2.14)
Txy O'yy Tyz o, Ty, o,
Gxx z-yx sz
l,=|7,, o, 7,
Ty Tyz Oy,

Se observa ca |3 este determinantul format din componentele tensorului T,
in punctul considerat, |, este suma minorilor lui I3 fatd de diagonala
principald, iar |1 este suma elementelor de pe diagonala principala a lui Is.

Se poate demonstra ca toate cele trei radacini ale ecuatiei (2.13) sunt reale,
datoritd simetriei determinatului A fata de diagonala principala
[Ponomariov S.D., 1960].

Conventional, cele trei tensiuni principale sunt notate astfel, in ordine
algebricd descrescdtoare:
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0,220,220, (2.15)
Altfel spus, 61 este cea mai mare tensiune principald, iar o3 cea mai mica, in
sens algebric.

Deoarece in orice punct al corpului exista trei tensiuni principale, care
reprezinta radacinile ecuatiei (2.13), rezulta ca aceste radacini nu trebuie sa
depinda de sistemul de referinta ales. n consecint3, nici coeficientii ecuatiei
seculare (2.13) nu depind de sistemul de referinta. Altfel spus, I4, I si I3 sunt
invarianti ai stdrii de tensiune care nu depind de sistemul de referinta ales.
n cazul particular in care intr-un punct cele trei tensiuni principale sunt egale
intre ele, atunci toate planele care trec prin acel punct sunt principale.
Invariantii pot fi scrisi functie de tensiunile principale astfel

l,=0,+0,+0,
|, =0,0,+0,0,+0;0, (2.16)

I, =0,0,0,

Cea mai simpla forma de prezentare a starii de tensiuni dintr-un punct este
functie de tensiunile principale. Directiile principale, care sunt cele ale
tensiunilor principale, vor fi notate cu 1, 2 si 3 (fig. 2.8).

Tn practica inginereascad se intdlnesc multe cazuri particulare ale stdrii
generale de tensiuni.

Cand toate tensiunile principale sunt nenule, starea de tensiuni se numeste
spatiald sau triaxiald (3D). Stari triaxiale de tensiuni apar in mantaua
cilindrilor hidraulici, in mecanica contactului (la rulmenti, roti dintate) etc.

Cand o singura tensiune principala este nula, starea de tensiuni se numeste
pland sau biaxiald (2D). Stari biaxiale de tensiuni apar, de exemplu, n
mantaua vaselor cu pereti subtiri, retele de conducte cu pereti grosi, discuri
in miscare de rotatie.

Tn fine, cand doar o singura tensiune principald este diferita de zero, avem o
stare de tensiuni liniard sau uniaxiald (1D), asa cum apare in cazul tractiunii
sau compresiunii unor bare.
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Fig. 2.8. Raportare la axele principale: paralelipiped elementar (a); tetraedru (b)
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Radacinile ecuatiei (2.13) sunt [Ugural A.C., 1995]:

a |
o, =2Scos—+-+

ab=23cos(3+1zo°j 4L (2.17)
3 3
ac=25cos(ﬂ+2400j ik
3 3
unde
. 2
S:\/E; o = arccos ) ; R:|__|2;
3 2T 3
(2.18)

1 2 RY
Q:§|l|2_|3_5|13; T: (Ej

Tensiunile principale mai pot fi exprimate functie de invarianti astfel [Barber
J.R., 2010]

% %JI -3l, cos¢
|_31 %,/I -3l cos[¢+—]
2.19
% %J -3l cos(¢+—} ( )
3_
¢=%arccos 217 =911, +271,

2(12-31,)"

Relatiile (2.19) pot fi utile pentru exprimarea functie de invarianti a

tensiunilor echivalente date de teoriile de stare limita, asa cum se va vedea
in capitolul al treilea.



Ecuatiile (2.6)-(2.9) pot fi rescrise acum functie de tensiunile principale

p,=ol; p,=o,m; p,=o;n (2.20)
p=\(cl) +(o,m) +(on) (2.21)

o=0,l’ +o,m* +o,n’ (2.22)

= \(0) +(om) +(on) ~(of +om ron)  (2.23)

Din (2.20) se determina cosinusurile directoare

By op=Pe (2.24)

Ul 02 03

Tnlocuind (2.24) in ultima relatie (2.3) rezults

2 2 2
BIOE
Oy 0, O3

care reprezinta ecuatia elipsoidului tensiunilor (elipsoidul lui Lamé), cu
semiaxele o1, 62 si 63. Suprafata elipsoidului este locul geometric al varfului
vectorului care reprezinta tensiunea totala p, pentru toate planele care trec
prin punctul considerat, apartinand corpului tensionat (fig. 2. 9).

Observatii:
* (Cand doua tensiuni principale sunt egale, elipsoidul este unul de
revolutie;

* Cand cele trei tensiuni principale sunt egale (stare echitriaxiala de
tensiuni) elipsoidul devine sfera.

* Daca o tensiune principala este nula, elipsoidul devine o elipsa;

* (Cand toate tensiunile sunt nule, elipsoidul degenereaza intr-un
punct.

91



Fig. 2.9. Elipsoidul tensiunilor

Pentru starea de tensiuni principale tensorul tensiunilor este

Q

0O O
o, 0 (2.26)

N

-
I
o O

0 o,

2.2.3. Stare plana de tensiuni

Fie o placa de grosime constanta t, solicitata numaiin planul sau median. Din
placa se detaseaza un paralelipiped elementar de grosimea placii (fig. 2.10).
Elementul de volum se afla in stare plana de tensiuni (toate tensiunile cu
indicele z sunt nule). Tn acest caz tensorul tensiunilor devine

O Ty 0
=7, o, 0 (2.27)
0 0 O

O conditie necesara pentru starea plana de tensiuni este

I,=0; I, #0 (2.28)

2
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n acest caz ecuatia seculard (2.13) devine
0'(02 —Ila+lz)=0 (2.29)

avand o radacina nula.

/ grosime t
/

Fig. 2.10. Placd in stare pland de tensiuni si detasarea unui element de volum

n figura 2.11 se prezinta paralelipipedul elementar in starea biaxial3 (pland)
de tensiuni, raportat la sistemul de referinta oarecare (xOy), iar in figura 2.12
raportat la sistemul axelor principale.
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Fig. 2.11. Paralelipiped elementar aflat in stare pland de tensiuni (a)
si vedere pe directia axei Oz (b)

I

Fig. 2.12. Stare pland de tensiuni in sistemul axelor principale
(vedere pe directia axei 3)
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Pentru starea plana de tensiuni principale tensorul T, este

o, 0 O
T.=|{0 o, O (2.30)
0O 0 O

2.2.4. Variatia tensiunilor in jurul unui punct

Paralelipipedul elementar din fig. 2.10 se sectioneaza cu un plan inclinat cu
unghiul 0 fata de axa verticald Oy si prisma triunghiulara rezultata se studiaza
separat (fig. 2.13).

Y| oy,
. a(f / X'
y o y
0 > Jx” Txy
ST
S PN % =]
IS SN
gy| 41— R N . dAcos
/Arx;_ _l _\_\ X

YN o0)das ¥

OxxdAcost 9 (6)dA

>
X

Ty dAsing
Gy dAsind

Ty dAcos B

c)

Fig. 2.13. Paralelipiped elementar detasat dintr-o placd aflatd in stare pland de
tensiuni (a); izolarea unei prisme triunghiulare (b); vedere pe directia Oz (c)
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in figura 2.13b s-a notat suprafata inclinatd cu dA si s-a tinut cont de
dualitatea tensiunilor tangentiale (z,, =7, ). Se scriu ecuatiile de proiectie a

fortelor pe directiile axelor x” si y’
Y F,=0&0(0)dA-o,, (dAcosB)cosd—,, (dAcosd)sing —
o,,(dAsin@)sin@ -z, (dAsind)cosd =0

(2.31)
Y F,=0&1(0)dA+0, (dAcos8)sind -1, (dAcosB)cosd —
o,, (dAsind)cosf+1,,(dAsing)sind =0
Simplificand cu dA se determina tensiunile pe fateta inclinata
o(0)=0,cos’ 0+, sin’6+2z, sinfcosl
(2.32)

7(6)= —(O'XX ~0,, )sinfcosf +7,, (cos2 0 —sin’ 9)

Facand transformarile trigonometrice la unghiul dublu si notand tensiunile
normale cu un singur indice, rezulta

o(0)=0, = 2% 4 & ~ZLcos(20)+7,sin(20) (233

£(0)=r,, === sin(20) +, cos(20):d02—g9) (234)

Se observé ca (2.34) este derivata lui (2.33) functie de 26. In consecintd, intre
o(0) si T(0) existad relatiile dintre functie si derivata sa: cand 7(6) =0, o(0) are
un punct de extrem. Aceste doua relatii pot furniza tensiunile dintr-un punct,
atunci cand planul de sectionare are orice orientare, data de unghiul 0. Altfel
spus, ele dau variatia tensiunilor in jurul unui punct.

Tensiunile normale extreme se obtin pentru valoarea nuld a derivatei,
respectiv a tensiunii tangentiale. Punand conditia 7(#)=0 in (2.34), se

rezolva ecuatia trigonometrica si se obtine:
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tan(ZHp)=02% (2.35)
X y

Deoarece functia tangenta are perioada «, pentru 2z radiani vor exista doua
solutii 201 si 202, decalate cu m. Rezulta ca directiile principale determinate
de unghiurile 01 si 62 sunt decalate cu m/2, adicd sunt reciproc
perpendiculare.

Tinand cont de relatiile trigonometrice

tan’ 1
sinZH:Lf; cos’@=———— (2.36)
l+tan" @ l1+tan° @
din (2.35) se obtine
. 27, o,—O
sin(20) =+ 4 ; cos(20)== 4 (2.37)

\/(GX -0, )2 +4r,, \/(GX -0, )2 +4r,,

Tnlocuind (2.37) in (2.33) se obtin valorile tensiunilor principale pentru starea
plana de tensiuni

2
o, =20y [Gx_gyj +17} (2.38)
12— - '

O

unde o, =0 5

max ’/

=o0,,, iar o, 2o, in sens algebric.

La acelasi rezultat se poate ajunge urmand un alt rationament. Pentru starea
plana de tensiuni radacinile ecuatiei (2.29) sunt

I +.JI> -4l
o, =Yt 2 (2.39)
' 2

Tnlocuind invariantii pentru starea pland de tensiuni in (2.39) se obtine
(2.38).
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Pentru a determina valorile extreme ale tensiunii tangentiale se anuleaza
derivata relatiei (2.34):

Zégi =2 ;O-y cos(20)-z,,sin(20)=0 (2.40)
de unde rezulta
o, -0 1
tan(20,)=———2L=— 2.41
an(26) 2z, tan(20p) 241

Din relatia (2.41) rezulta ca directiile determinate de unghiurile 26, si 20
sunt reciproc perpendiculare, adicd intre 0, si Os este un unghi de 45°. In
consecinta, tensiunile tangentiale au valori extreme la 45° fatd de directiile
principale (fig. 2.15). Din (2.41), (2.36) si (2.34) rezulta

2
Ty S 2.42
z-max,min - = 2 + Z'Xy ( . )

Deoarece directiile 1 si 2 sunt reciproc perpendiculare si perioada functiei
tangenta este 7, nu se poate sti daca din (2.32) se obtine directia axei 1 (61)
sau a axei 2 (02), dupa cum de vede in figura 2.14.

Fig. 2.14. Stabilirea directiilor principale
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n figura 2.15 se prezintd starea pland de tensiuni in sistemul de referints
oarecare xQy, sistemul directiilor principale 102 si sistemul de referinta
x'0y’ pentru tensiunile tangentiale extreme. Ultimele doua sisteme de
referinta sunt rotite unul fata de altul cu 45°.

Gm
1
Gy
)
, el /
Y Y
450__‘ 45° 2
Q G}/L
45 Ty
e
Oy | P 5;: X
Tyt
LG

¥y

Fig. 2.15. Sistemul de referintd oarecare (xOy), cel al directiilor principale (102) si
cel pentru care tensiunile tangentiale au valori extreme (x’Oy’)

2.2.5. Stare uniaxiala de tensiuni

Pentru a ajunge la acest caz particular se anuleaza, de exemplu, toate
tensiunile cu indice z si y. Ramane numai tensiunea ox nenul3, iar solicitarea
poate fi tractiune sau compresiune, dupa sensul fortelor si tensiunilor (fig.
2.16). Tensorul tensiunilor are o singura componenta:
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o

O-xx
T =10
0

o O O

0
0 (2.43)
0

Tn cazul tractiunii o, =0, >0 iar pentru compresiune o, =0, <0.

y Y
Oy Oy
- ~—
c o
-------......,,,mXX *--.__’:K
_\-‘-‘;(-5 \“‘;(»_}
a) b)

Fig. 2.16. Stare uniaxiald de tensiuni: tractiune (a); compresiune (b)

2.3. DEFORMATII

Distanta parcursa de un punct al unui corp se numeste deplasare liniara si se
madsoara in [mm]. Componentele vectorului deplasare in sistemul de
referinta xyz sunt functii de coordonatele punctului si se noteaza

u=u(x,y,z); v=vix,y,z); w=wlx,y,z) (2.44)

Tn cazul in care corpul nu fisureazd pe durata solicitdrii, u, v si w sunt functii
continue.
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n [Barsdnescu P.D., Ciobanu O., 2001] s-au prezentat notiunile de deformatii
liniare specifice sau alungiri specifice ¢, =¢,,¢,=¢, si ¢,=¢,, care
caracterizeaza intensitatea deformatiei liniare intr-un punct al corpului.
Alungirile specifice sunt pozitive pentru tractiune si negative pentru
compresiune. Variatiile unghiurilor drepte se numesc lunecdri specifice si se
noteazd 7,,,7,.,7, etc. In mod conventional lunecérile specifice sunt

considerate pozitive cand micsoreaza unghiul drept si negative cand il
maresc (fig. 2.17).

[ -"'-"_
e | -" 5
L, 5x v f.--"?IL(I J_Y
+ X »|
X X
a) b)

Fig. 2.17. Deformatii specifice: lungire specificd (a) lunecare specificd

Alungirile specifice se vor numi lungiri specifice pentru tractiune si scurtari
specifice pentru compresiune.

Deformatiile specifice se definesc astfel pentru deformatii mici (fig. 2.17)

0,
&, = lim—= (2.45)
L,—0 Lx
o, &
o=t Jumatenetend)= im (e £) -2
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Un corp deformat in domeniul liniar-elastic poate sa suporte atat alungiri
specifice cat si lunecari. De la corpul nedeformat la cel deformat se poate
ajunge pe oricare dintre cele trei cdi prezentate in figura 2.18.

e
| e+ >/’

corp deformat

corp nedeformat

g 4

Fig. 2.18. La corpul deformat in domeniul liniar-elastic se poate ajunge
pe oricare dintre cele trei cdi

Starea de deformatii poate fi spatiald, plana sau uniaxiald, insa nu exista
neaparat o corespondentd cu starea de tensiuni cu acelasi nume. De
exemplu, in cazul starii de tensiuni axiale (tractiune sau compresiune), apare
o stare spatiala de deformatii.

Se studiaza un element de volum aflat in stare plana de deformatii, asupra
caruia se aplica alungiri specifice, lunecari si rotirea sistemului de referinta
cu unghiul 6.
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Se scriu relatiile geometrice intre deformatiile mici y(8), ex, &y Si yxy Si se
obtine [Avril J., 1984]:

_ 2 . 2 .
&(0)=¢,,cos°0+¢,sin"0+y, sinBcost

(2.47)
7(0)=-2(¢, —¢,,)sindcosd + y, (cos*0 — sin*0)
sau, trecand la functiile trigonometrice ale unghiului 26
& +e, &, —¢€
£(0) =g, =2 L 575 0o5(20)+ 2 sin (20)
2 2 2
(0) 7ep &€ y de(0) (2.48)
YAY) _ Ty & ~sin(20)+ 2 cos(20)=—
2 2 2 2 20

Relatiile (2.47) sau (2.48) dau variatia deformatiilor in jurul unui punct. Se
observa ca alungirile specifice sunt extreme cdnd lunecdrile sunt nule.

Comparand (2.47) cu ecuatiile similare care dau variatia tensiunilor in jurul
unui punct (2.32), se observda ca intre termenii lor poate fi stabilita
urmatoarea relatie: lui o ii corespunde ¢ iar lui T ii corespunde y/2. Avand in
vedere acest lucru, pentru starea spatiala de deformatii, tensorul
deformatiilor specifice se scrie

gxx 7xy/2 7xz/2
T.=|7x/2 &, 7,./2 (2.49)
}/zx/2 j/zy/2 6‘22

Pentru starea planda si respectiv uniaxiala de deformatii, tensorul
deformatiilor specifice se pot scrie anuland, de exemplu, alungirile si
lunecarile specifice care contin indicele z si respectiv indicii z si y

Ex  Vy/2 O
T.=|7./2 ¢, O (2.50)
0 0 0
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XX

T =10
0

&

o O O

0
0 (2.51)
0

Notarea alungirilor specifice se poate face cu unul sau doi indici, similara cu
cea din cazul tensiunilor.

Starile plana si uniaxiala de deformatii se intdlnesc mult mai rar decat starile
plana si uniaxiala de tensiuni.

La fel ca in cazul tensiunilor, se pot stabili plane, directii si alungiri specifice
principale . Anuland derivata alungirii specifice, din (2.48) rezulta

)T

tan(20,)=—2— (2.52)

Ex T €y

Tnlocuind in prima relatie (2.48) rezulta alungirile specifice principale

2 2
£, —& E,—& ¥
£ ,=—>1+ el 2.53
i 2 { 2 j [ 2 J ( )

Pentru materiale izotrope directiile principale ale tensiunilor si cele ale
alungirilor specifice coincid [Avril J., 1984].

Anuland derivata celei de-a doua relatii (2.48) se vor gasi, pentru 60, +7/4

lunecarile specifice extreme

E, —& ? Al
7 max, min -+ X LA & (2.54)
2 2 2

Se observa ca directiile lunecarilor specifice extreme coincid cu cele ale
tensiunilor tangentiale extreme.

104



2.4. CERCURILE LUI MOHR PENTRU TENSIUNI S| DEFORMATII
2.4.1. Cercul lui Mohr pentru stare plana de tensiuni

Relatiile privind variatia tensiunilor si deformatiilor in jurul unui punct
depind de sinB si cosB si in consecintda sunt functii periodice. Ele pot fi

reprezentate in coordonate carteziene, de exemplu pentru 96[0,360"].

Datorita formei, aceste reprezentari grafice se numesc ,tip unda”. O alta
xn

reprezentare poate fi facuta in coordonate polare, numita , tip rozeta” [Avril,
J.,1984].

Se scriu relatiile (2.33) si (2.34) functie de tensiunile principale

o(0)=0 =219 7% ¢o5(20)
2 2 (2.55)
r(0)=1= —%sin (20)
Se rescriu relatiile (2.55) sub forma
o-1t% _01"9% cos(20)
2 2 (2.56)
T= —%sin(ze)

Ridicand la patrat ambele relatii (2.56), adunand-le membru cu membru si
tinand cont cd sin’ & +cos” o =1 rezultd

2 2
(6_01+02j _”2:(0'1—0'2} (2.57)
2 2

Relatia (2.57) este de forma (X—a)2 +y”> =R?, care reprezintd un cerc cu

centrul pe Ox, de coordonate (a,0). In consecinta, (2.57) reprezintd un cerc
in sistemul de referinta c-t. Aceasta este cea mai simpla reprezentare grafica
a variatiei tensiunilor in jurul unui punct (fig. 2.19).
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Fig. 2.19. Cercul lui Mohr pentru stare pland de tensiuni

in figura 2.19 se observa c3:

Diametrul cercului este 61-62;
Centrul cercului are coordonatele (om,0), unde tensiunea medie este

o, =(0,+0,)/2;

Tensiunile  tangentiale sunt egale cu raza cercului
max.min i(al - 0-2)/2 ’

Cercul intersecteaza axa absciselor in punctele Si(c1,0) si S2(o2,0);

Punctele de pe diametrul vertical sunt T1(om,Tmax) i T2(Gm,Tmin);
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e Unghiurile din figura sunt duble (20). Tensiunile normale principale
se afla pe diametrul orizontal, iar tensiunile tangentiale extreme pe
cel vertical. n consecinta, tensiunile tangentiale extreme se gisesc
la 90°/2 = 45° fata de tensiunile normale principale;

e La un unghi oarecare starea de tensiuni de pe fatetele reciproc
perpendiculare ale elementului de volum este data de coordonatele
punctelor diametral opuse X(o,,-7,) si Y(o,,7,,), cain figura 2.20;

e Unghiul XS,5; =0, .

Tensiunile
dinY

o]

T

xy

Fig. 2.20. Transpunerea stdrilor de tensiuni din puncte diametral opuse (cercul
Mobhr) pe fatete reciproc perpendiculare ale elementului de volum (v. fig. 2.19)
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Tot din figura 2.19 se observa ca

_+%

Tmax,min 2

—% (2.58)

n figura 2.21 se prezinta regula de semn pentru tensiunile reprezentate pe
cercul lui Mohr, care au fost utilizata pentru a trece de la fig. 2.19 la fig. 2.20:
e Tensiunea normala este pozitiva pentru tractiune;
e Tensiunea tangentiald pozitiva roteste in sens invers trigonometric.

Regula de semn prezentata in figura 2.21 nu trebuie confundata cu cea
stabilita in figura 2.3 si tabelul 2.1.

G T G
T
>0 ; ©0 6>0; 1<0
a) b)

Fig. 2.21. Regula de semn pentru tensiuni, utilizatd la trecerea de la fig.
2.19 la fig. 2.20: (a) starea de tensiuni din punctul Y(Gy,TXy) ,; (b) starea de

tensiuni din punctul X(o,,—-7,))

n figura 2.22 se prezintd cercul lui Mohr si un detaliu cu triunghiul O’XD’, din
care rezulta relatiile (2.35) si (2.37). Se observa cd unghiul 26, €[0,360°] si

in consecintd 6, €[0,180°]. Unghiul 6, defineste directiile principale 1 si 2. El

are doua valori care difera cu 90° si in consecinta cele doua directii principale
sunt reciproc perpendiculare.

Pentru a sti care dintre cele doua valoari 6 corespunde directiei 1, se poate
inlocui una dintre ele in relatia lui o(0) si se verifica daca se obtine o1 sau o,
sau se gaseste unghiul Bp1= 01 care verifica ambele relatii (2.37).
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n continuare se vor prezenta cateva pozitii particulare ale cercului Mohr. In
figura 2.23 se prezinta cercul lui Mohr pentru solicitarea la tractiune, in
figura 2.24 pentru compresiune si in figura 2.25 pentru torsiune.

2 b)

Fig. 2.22. Cercul lui Mohr pentru stare pland de tensiuni (a)
si detaliu cu triunghiul O’XD’ (b)
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(0] ’
y 1% m T1 ) y X/"
A '
L - Trmax 3
01=OX=F/A T, Om=Tmax =F/2A

d) e) f)

Fig. 2.23. Solicitarea la tractiune: tensiuni principale (a); cercul lui Mohr (b); starea
de tensiuni la 45° fatd de directia fortelor (c); rupere fragild (d); rupere ductild (e);
imagine SEM a sectiunii de rupere ductild (f)

y - Ty, Om 17 v’ X
A !
== e W N O ﬁ?ﬁ |
— > ! 1 ° ‘] T
F X F 52\‘:-/ 51 F O/ VN0, F
0,=0,=- F,{A o i 'I'2 O =Tmin=" Fsz
2
a) b) c)

Fig. 2.24. Solicitarea la compresiune: tensiuni principale (a); cercul lui Mohr (b);
starea de tensiuni la 45° fata de directia fortelor (c)
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Fig. 2.25. Solicitarea la torsiune: forfecare purd (a); cercul lui Mohr (b); tensiuni
principale (starea de tensiuni la 45° fatd de directia lui Tmax (C); rupere ductild (d);

rupere fragild (e)

Din figurile 2.23-2.25 se observa ca pentru tractiune cercul lui Mohr este
tangent la axa t in punctul S;, pentru torsiune este cu centrul in originea
sistemului de referinta, iar pentru compresiune este tangent la axa t in

punctul S;.

Tn cazul solicitdrii la compresiune nu se ajunge la rupere ductild: incercarea
se intrerupe daca apar fisuri in epruveta sau se atinge Ai=50% [ASTM E9-89A,
rev. 2000]. Materialele cu un comportament foarte ductil nu fisureaza la
compresiune. Tn schimb ruperea fragild se poate produce la compresiune
(fig. 2.26). Parcurgand cercurile lui Mohr trasate pentru tractiune spre
compresiune, trecand prin alte solicitari simple (torsiune) si compuse, se

observa ca cercurile se deplaseaza catre stanga.
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La torsiune ruperea ductila se produce pentru o stare de tensiuni
corespunzatoare forfecarii pure. Sectiunea de rupere este perpendiculara pe
axa geometricd a epruvetei. Ruperea se produce dupa ce un capat al
epruvetei a efectuat cateva rotatii complete (trei, in fig. 2.25d). Ruperea
fragila se produce dupa o elice la 45° fata de axa geometrica a epruvetei (fig.
2.25e), la o rotire mica a capatului liber al epruvetei. Ruperea este produsa
de tensiunea principala 61>0, care este orientata dupa normala la sectiunea
de rupere (fig. 2.25c, e). Tensiunile normale pozitive (de tractiune) tind sa
deschida fisurile, favorizdnd ruperea. Din contra, tensiunile normale
negative tind sa inchida fisurile, avand un efect de franare a ruperii.

Fl Fl Fl Fl

fisura
fisura
fisura
fisura

FT FT FT FT
a) b) c) e)

Fig. 2.26. Moduri de rupere fragild la compresiune: forfecare dupd un plan (a);
forfecare dupd doud plane (b); rupere multipla (c); despicare (d)

Problema 2.1
Se da o stare de tensiuni caracterizata prin tensorul tensiunilor

50 40 O
T.=|40 -10 0 (2.59)
0 0 O

Sa se determine tensiunile si directiile principale, starea de tensiuni
corespunzatoare pentru Tmax, Sa se reprezinte pe cercul lui Mohr si sa se
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figureze tensiunile pe fatetele elementului de volum. Tensiunile din (2.59)
sunt exprimate in [MPa].

Rezolvare
Comparand (2.59) cu (2.27) se observa ca este o stare plana de tensiuni, cu
Gx=50MPa, Gy='1OMPa, Txy=Tyx=40M Pa (flg 227)

e

f— e—

8]

¥

Fig. 2.27. Stare pland de tensiuni

Tn vederea reprezentdrii cercului Mohr se calculeaza tensiunea normald
medie om (abscisa centrului cercului, care se afla pe axa Oc) si raza R

o, =t 5% L 0710 ogyp,
2 2 2 2
o.—o, ) 50410
R=z_ = [Tyj iz =\/( ; ] +40% =50MPa (2.60)

o,=0,+R=20+50=70MPa
o, =0, —R=20-50=-30MPa

Se traseaza cercul lui Mohr pe care se reprezinta punctele caracteristice
diferitelor stari de tensiuni (fig. 2.28):

* XsiY pentru starea de tensiuni indicata in problema;

* S;5i Sy pentru starea de tensiuni principale;

* Tisi T, pentru tensiuni tangentiale extreme (Tmax, Tmin).

Determinarea directiilor principale:
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2t 2-40

tan20_ = Y= =1,3) =
e -o, 90+10 ®)
20, ~5313°% 0, ~26,6° (2.61)

20, ~180°+53,13°=233,13° 6, ~116,6°

I:Gxarxy)

F'y

Fig. 2.28. Cercul lui Mohr pentru starea de tensiuni din Problema 2.1

Pentru a sti care dintre unghiurile 6, si 84 determina directia tensiunii o1 si
care a tensiunii 62, se poate inlocui unul dintre aceste unghiuri in relatia
(2.33), care da variatia tensiunii in jurul unui punct si se constata daca se

obtine 61 sau 62:
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+ —
o(0)=0, = Ox 20y + 20y cos(20)+1,,sin(20)
- 50;10 + 20710 5531301 40sin53.13° = 70MPa = o, (2.62)
= Gp =0,

Se reprezinta in continuare starile de tensiuni de pe fatetele elementului de
volum, aflat in situatiile caracteristice reprezentate pe cercul lui Mohr din fig.

2.28.

Pentru a realiza figura 2.29 se procedeaza astfel:

Se porneste de la elementul de volum aflat in starea de tensiuni data
in problema. Starea de tensiuni din punctele diametral opuse X si
respectiv Y se prezinta pe doua fatete alaturate (ortogonale). Starea
de tensiuni reprezentata pe fatetele adiacente ale elementului de
volum considerat sunt cele corespunzatoare literelor de pe cercul lui
Mohr (fig. 2.28) care au fost incercuite in fig. 2.29;

Se reprezenta apoi elementul de volum cu tensiunile principale.
Pentru a suprapune punctul X peste S1, in cercul lui Mohr se roteste
X in sens direct trigonometric cu unghiul 8,=0;. Tn acelasi sens se
roteste sistemul de referinta xOy din fig. 2.28, cu unghiul 61=26,6°. Se
determina astfel directia principala 1, iar directia principalda 2 este
normald pe aceasta (6, =116,6°). Directiile principale 1 si 2
corespund directiilor tensiunilor principale o; si 62. Pentru starea de
tensiuni principale, pe fateta din dreapta tensiunea reprezentata este
cea din punctul S1(c1,0) de pe cercul lui Mohr iar pe fateta de sus cea
din punctul S(c2,0);

Tensiunile tangentiale extreme corespund punctelor T1 si T2 de pe
cercul lui Mohr. Ele se raporteaza la sistemul de referinta x’O’y’, care
este rotit cu 45° fata de sistemul directiilor principale 102;

Pe fatetele opuse ale elementului de volum se figureaza tensiuni
egale si de sensuri contrare, pentru satisfacerea conditiilor de
echilibru;

Se observa ¢ unghiul (XS,S,) = 6; .
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Ambele reprezentdri, atat cercul lui Mohr (fig. 2.28), cat si cea cu
elemente de volum (fig. 2.29) sunt utile in studiul starilor de tensiuni din
jurul unui punct.

-

Fig. 2.29. Stdrile de tensiuni pentru punctele caracteristice
de pe cercul lui Mohr (v. fig. 2.28).
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2.4.2. Cercurile lui Mohr pentru stare spatiala de tensiuni

Daca in jurul punctului P se construieste elementul de volum aflat in stare
spatiala de tensiuni si se roteste elementul in jurul unei axe principale, atunci
pe acea fateta tensiunile tangentiale sunt nule iar tensiunea principala nu se
modifica in timpul rotirii (fig. 2.30). Variatia tensiunilor de pe celelalte fatete
paralele cu axa in jurul careia se face rotirea poate fi studiata cu ajutorul
cercului Mohr pentru stare plana de tensiuni. Valorile extreme ale
tensiunilor pe aceste fatete sunt celelalte doua tensiuni principale, normale
pe axa care se roteste. in figura 2.30, de exemplu, rotirea se face in jurul axei
1, iar variatia tensiunilor de pe fatetele paralele cu aceasta axa este descrisa
de cercul lui Mohr cu diametrul o, — o, [Beer F., 2020].

Fig. 2.30. Element de volum rotit in jurul axei principale 1

Repetand rationamentul pentru rotirea in jurul celorlalte axe principale, se
obtin alte doua cercuri, cu diametrele o, —o,(la rotirea in jurul axei 2) si

respectiv o, —o, (larotireain jurul axei 3).
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La acelasi rezultat se ajunge daca se sectioneaza cu un plan elementul de
volum raportat la sistemul principal de axe si apoi fateta inclinata a prismei
triunghiulare rezultate se roteste in jurul unei axe principale cu unghiul
variabil 8 (fig. 2.31, 2.32, 2.33).

T|1=(51'51}9|
T

| GE;
i / (6,46,)2
| o I
! ] o,
! T12
Oy !
d e = = <y —— ==y |
# |
0 ' 1 | -
= Gy | [
/ GJI | I
3 %
a) b) c)

Fig. 2.31. Sectionarea elementului de volum cu un plan paralel cu axa 3 (a); rotirea
planului de sectionare in jurul axei 3 (b); cercul Mohr pentru variatia tensiunilor in
planul de sectionare (c)

Ty3=(6-G3)/2

=y

(o,+a5)/2

a) b) ¢

Fig. 2.32. Sectionarea elementului de volum cu un plan paralel cu axa 2 (a); rotirea
planului de sectionare in jurul axei 2 (b); cercul Mohr pentru variatia tensiunilor in
planul de sectionare (c)
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Fig. 2.33. Sectionarea elementului de volum cu un plan paralel cu axa 1 (a); rotirea
planului de sectionare in jurul axei 1 (b); cercul Mohr pentru variatia tensiunilor in
planul de sectionare (c)

Cele trei cercuri Mohr din figurile 2.31, 2.32 si 2.33 pot fi asamblate astfel
incat sa fie tangente doud cate doua (fig. 2.34). Acest ansamblu de trei
cercuri Mohr caracterizeaza starea spatiald de tensiuni din jurul unui punct:
cand planul de sectionare se roteste in jurul punctului, atunci cosinusii
directori se modifica astfel incat varful tensiunii rezultante p descrie
portiunea din planul (o, T) cuprinsa intre cercurile lui Mohr, respectiv zona
marcata cu gri in figurile 2.34 si 2.35, astfel incat sa fie satisfacute simultan

2 2
O, + 0. O, — 0O,
o CP27% | 259270
2 2

2 2
0'——01+03j +77 s£—01‘63] (2.63)

conditiile

2

2 2
o, +0 o, — O
o——L1—"2| 42> L 22
2 2

Zona dintre cercuri este locul geometric al punctelor care reprezinta
tensiunile de pe elemente de suprafata inclinate fata de planele principale
pentru care toate cosinusurile directoare sunt nenule. Coordonatele unui
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punct apartinand zonei dintre cercuri sunt tensiunea normala o si tensiunea
tangentiald t de pe un element de suprafata cu normala n(/,m,n).

[Ponomariov S.D., 1960].

Fig. 2.35. Vdrful tensiunii rezultante p descrie portiunea cuprinsd
intre cercurile lui Mohr, respectiv zona marcatad cu gri
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Din figurile 2.31-2.35 se observa ca tensiunile tangentiale extreme,
corespunzatoare celor trei cercuri, luate in modul, sunt si razele cercurilor

T _+62_O-3
23
2
01 0'3
2-13 =* 2 = Tmax,min (264)
O, —O.
T, =% 12 2

Planele in care apar aceste tensiuni tangentiale extreme contin o directie
principala si cate o bisectoare a unghiurilor drepte formate de celelalte doua
directii principale. Pentru fiecare directie principalda exista doua asemenea
plane (fig. 2.36).

Fig. 2.36. Pentru fiecare directie principald existd doud plane in care tensiunile
tangentiale iau valori extreme. Se prezintd aceste plane
pentru directiile principale 3, 2 si respectiv 1

Diagrama cercurilor lui Mohr permite evidentierea unor proprietati
importante ale starilor de tensiuni spatiale din jurul unui punct, cum ar fi:
arata ca tensiunile principale au valori extreme; furnizeaza valorile
tensiunilor tangentiale extreme si arata planele in care acestea apar etc.

121



Un alt avantaj important la diagramei cercurilor lui Mohr il constituie
simplitatea extrema a reprezentdrii grafice. Tnsd aceastd reprezentare
graficd este oarecum conventionald, deoarece starea de tensiuni generala
este spatiala si nu plana. Acest lucru poate constitui uneori un dezavantaj.

2.4.3. Cercurile lui Mohr pentru stari de tensiuni particulare

Din figura 2.34 se observa ca:

e Pentru cazul particular in care, de exemplu, o, =o,, atunci cercul cu
centrul in O3 degenereaza intr-un punct, iar cercurile cu centrele in
01 si Oz se suprapun;

e Pentru o stare echitriaxiala de tensiuni toate tensiunile sunt egale
o, =0, =0, (tractiune sau compresiune) si toate cele trei cercuri
Mohr degenereaza intr-un punct;

e Din motive de simetrie, pentru diagrama cercurilor Mohr poate fi
considerata doar portiunea aflata deasupra axei o.

Aceste observatii vor fi utilizate la prezentarea cercurilor lui Mohr in
cazul unor stari de tensiuni particulare (tab. 2.2, 2.3 si 2.4).

Tab. 2.2. Cercurile lui Mohr pentru stdri uniaxiale de tensiuni

Nr. | Reprezentare Cercurile lui Mohr Tensorul Solicitare
crt. (pe jumatate) tensiunilor (exemple)
Ts
1 Tractiune
- IR
62=63=0
- 0 0 0 2=03
Gy
2 1-53 Compresiune
0 0 O 61=02=0
[0 0 0 ] 03<0

Observatie: in tabel sunt cate doua cercuri suprapuse iar al treilea devine punct.
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Tab. 2.3. Cercurile lui Mohr pentru stdri biaxiale de tensiuni

Nr Reprezentare Cercurile lui Mohr Tensorul Solicita-
(pe jumatate) tensiunilor re
Ts (exemple)
1 Gy T T Tractiune
- o0 0 0 biaxiala
— G [ 0 o, 0] (05=0)
2 Tractiune
c T T echi-
- 5.=0 g 0 0 biaxial3
""-\-__‘ 3 0 o 0 01=02=0C
l (o] GIZGZZG G 0 0 O >0
3 1(52 Compresi
T 0 0 0 -une
e 0 —a, 0 biaxial3
{ 0 0 —ggl|©=0)
1
4 G | Compresi
‘- [0 0 07 |
~ 0 —o 0 biaxiala
c T 0 0 —al | =6
<0
5 Forfecare
\ 0 0 pura
— o 01=T,
-l:"' [0 0 0 03=-T
o—T \G 0 0 —o si 6,=0

Observatie: La pozitiile 2 si 4 sunt cate doud cercuri suprapuse iar al treilea

degenereaza intr-un punct.
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Tab. 2.4. Cercurile lui Mohr pentru stdri triaxiale de tensiuni

Nr Reprezen- Cercurile lui Mohr Tensorul Solicitare
tare (pe jumatate) Tensiunilor T, (exemple)
1 Tractiune
o 0 0 triaxiala
1
[ 0 0'2 0 ]
0 0 0-3
2 Tractiune
triaxiala
o 0 0 cuorsi
0 o O 07=03=0
0 0 o
3 Tractiune
c 0 0 echi-
[0 o 0] triaxiala
01=02=03—
0 0 o o
>0
4 Compresi-
-0, 0 0 | une
[ 0 —0, 0 triaxiala
0 0 —o0;
5 Compresi-
une
—o 0 0 triaxial3
0 -0 0 cu o35i
0 0 —o03l| g=6,=c
6 Compresi-
une echi-
triaxiala
—o 0 0
[ 0 5 0 ] (hidrosta-
tica)
0 0 -—o P
c
o<0
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Observatii (tab. 2.4):

e Lapozitiile 2 si 5 sunt cate douad cercuri suprapuse iar al treilea degenereaza
intr-un punct;
e La pozitiile 3 si 6 toate cele trei cercuri degenereaza intr-un punct.

2.4.4. Cercul lui Mohr pentru stare plana de deformatii

Pentru materiale izotrope cercul lui Mohr pentru deformatii poate fi trasat
concentric cu cercul pentru tensiuni (fig. 2.37). Cu aceasta reprezentare,
intersectia cercurilor cu o dreapta inclinata care trece prin centrul lor da
starea de tensiuni si deformatii in planul desemnat de unghiul 6.

T g, :

(v/2)

&

Fig. 2.37. Cercurile lui Mohr pentru tensiuni si deformatii

Notand cu D¢ diametrul cercului deformatiilor si cu Dy diametrul cercului
tensiunilor, se poate demonstra ca intre ele exista relatia [Avril J., 1984]:

D 1+
eV (2.65)
D 1-v

o

unde cu v s-a notat coeficientul lui Poisson.
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Tn mod similar cu diagrama cercurilor Mohr pentru stare spatiald de tensiuni
se poate construi diagrama cercurilor pentru stare spatiala de deformatii, in
coordonate &-y/2 [Ponomariov S.D., 1960]. Punctele aflate in zona dintre
cercuri (marcata cu gri in fig. 2.38) au coordonatele: alungirea specifica si
jumatate din lunecarea pe directii care nu sunt paralele nu axele principale.
Se observa ca pentru variatia deformatiilor in jurul unui punct exista valori
maxime si minime, la fel ca in cazul tensiunilor.

Lunecarile specifice maxime se produc pentru directii aflate in plane care fac
unghiuri de 45° cu axele principale. Din figura 2.38 se observa ca aceste
lunecari specifice sunt

Vs =€~ &5
Vi, =& —&, (2.66)
V3 =&, —&;

My TIBH"Z

Fig. 2.38. Cercurile lui Mohr pentru stare spatiald de deformatii
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2.5. ECUATIILE FUNDAMENTALE ALE TEORIEI ELASTICITATII

Pentru rezolvarea problemelor Teoria Elasticitatii dispune de trei grupuri de
ecuatii fundamentale:
1. Ecuatii de echilibru (Cauchy), care sunt relatii intre tensiuni;
2. Ecuatii de geometrice (relatii intre deformatii si deplasari);
3. Ecuatii fizice (constitutive) numite impropriu si “legea Iui Hooke
generalizatd”,

La acestea se mai adaugd conditiile care trebuie sa fie satisfacute in toate
punctele de pe suprafata corpului (conditii pe contur).

2.5.1. Ecuatii de echilibru (Cauchy)

Tensiunile de pe fatetele pozitive ale elementului de volum aflat in echilibru
(v. fig. 2.3 si fig. 2.5c) primesc o crestere infinit mica, ca in figura 2.39.
Componentele fortelor masice (volumice) specifice se noteaza cu X, Y si Z
[N/mm?3]. Pentru acest element de volum se vor scrie ecuatiile de echilibru
(2.1), dupa cum se arata mai jos.

n figura 2.40 se prezint3 doar componentele fortelor care dau proiectii pe
axa Ox. Se procedeaza similar cu componentele fortelor care dau proiectie
pe celelalte doua axe si se obtin trei ecuatii de proiectie a fortelor.

Proiectia fortelor pe axa Ox implica numai tensiunile care sunt paralele cu
aceasta axa (au al doilea indice x), ca in figura 2.40

oo or,,
Oy +—2dx |-dy-dz-o,, -dy-dz+| 7, + —>dy |-dx-dz -
OX oy
ryx-dx-dz+(rzx+%dz]~dx-dy—ru-dx~dy+ (2.67)
z

X -dx-dy-dz=0
Dupa reduceri si simplificari ecuatia (2.67) se aduce la o forma mai simpla.

Similar se scriu apoi ecuatiile de proiectii pe celelalte doua axe si se obtine
sistemul de ecuatii (2.68).
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X
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oo
o +_‘—“dx

Oy +— — cx
d o7,
y r.+ ﬂ"' dx
) ox
>
or,, X
T, +——d=
' o=
or_
X Je
= d-
o=
Z/

Fig. 2.39. Stare spatiald de tensiuni (tensiunile de pe fatetele pozitive
au primit cresteri infinit mici)

Ecuatiile de echilibru al proiectiilor fortelor pe directiile axelor de
coordonate sunt

0
00y, + 0y 0t +X =0
OX oy 0z
0 0 0
Ty B PPy 2 (2.68)
OX oy 0z
0
Oty S 0% 7 g
ox oy 0z
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|
|
: or - _—
[r”}+ — afv]dxd:
= Gy
|
l r_dxdy
| .
i DR (O'_“_ + C?‘“ dr]dvdz
Ondvdz) | —>Xdxdyd- I
; ,
d ! 0
y l (r_\_ + Cf ' d:]dvd1
! G -
/)— ————————————————————————————— 2
// x
7 d
v PR T dxd= ‘
. dx

Fig. 2.40. Componentele fortelor care dau proiectii pe axa Ox.

Tn mod similar se scriu apoi ecuatiile de echilibru al momentelor fat de cele
trei axe. Tn acest scop se alege originea sistemului de referint3 in centru de
greutate al elementului de volum. Tn figura 2.41 se prezintd numai fortele
care dau momente fata de axa Ox. Suma momentelor fata de axa Ox este

or dz dz
T +—2dz |[dx-dy-—+7 dx-dy - ——
[” 0z j Y 2 Ty Y 2
(2.69)
z,,dx-dz —y—[ryz+idyjdx dz d—y=0
oy 2

Se imparte apoi (2.69) la dx-dy-dz si se neglijeaza infinitii mici ramasi,
rezultand astfel o forma mai simpla a ecuatiei (2.69).
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Fig. 2.41. Fortele care dau momente fatd de axa Ox

Tn mod similar se scriu ecuatiile de echilibru al momentelor faté de celelalte
axe si rezulta un alt grup de trei ecuatii, numite dualitatea tensiunilor
tangentiale

z—xy = Tyx

- (2.70)

TXZ = ZX

Ty =Ty

Sistemul de ecuatii (2.70) arata ca tensiunile tangentiale care converg sau
diverg fata de muchia formata de intersectia a doua fatete reciproc
perpendiculare sunt egale. in consecinta, tensorul tensiunilor T, este simetric
fatd de diagonala principald.

Relatiile (2.68) si (2.70) formeaza impreuna un sistem de sase ecuatii de
echilibru, valabil pentru starea triaxialda de tensiuni, care poate fi
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particularizat pentru starile biaxiala si respectiv uniaxiala de tensiuni. Pentru
starea biaxiala de tensiuni se pot anula, de exemplu, toate tensiunile cu
indice z iar pentru starea uniaxiala de tensiuni se pot anula, de exemplu, si

tensiunile cu indice y (tab. 2.5).

Tab. 2.5. Particularizarea ecuatiilor de echilibru

Starea de tensiuni
3D 2D 1D
0 0 oo
00 + 80 074 +X =0 el L9 L x =0 =+ X
ox oy oz =1 ox oy OX
0 0 0 0 0
I Pw ey g S RV
OX oy oz OX oy
0
0%y + 00 +Z=0
oX oy oz
TXY = T)’X Txy = Z-yx
=7 =
T, =Ty

2.5.2. Ecuatii geometrice

Pentru inceput se studiaza deformarea unei fatete a paralelipipedului
elementar in plan, respectand ipotezele Teoriei Elasticitatii. n figura 2.42
este prezentata deformarea fatetei ABCD din planul xOy. Punctul A, de
coordonate (x,y) are o deplasare in plan, ale carei componente sunt u(x,y) si
v(x,y). Deoarece aici nu intereseaza pozitia lui A in raport cu A’, se suprapun
cele doua puncte prin translatie. Aplicand teorema lui Pitagora in
triunghiurile A’EB’ si A’FD’ (fig. 2.43) rezulta:
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OX
- } - N (2.71)
AD'= [dy+—dyj [—dy] z(1+— dy
du i
Y S.ay ]
'a — -— e 1 ’
N Y —— - C h
= ip [
S| Yol )
© I e ]
+ : I
= i
D c |} '
[ g |
d A -
r-_”_,-—"-.
= — ]‘
= = <
> = | >
= o |
A B
>
X dx X
du
- ulx.y) > u+—dx
dx
Fig. 2.42. Studiul deformatiilor in planul xOy
Se scriu alungirile specifice
A'B'— AB
gXX :gX =
AB (2.72)
A'D'—AD
gyy :8)’ = AD
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Tnlocuind (2.71) in (2.72) rezult3

1+a—u dx —dx
ox @

E = =
> dx Ox
5 (2.73)
v
1+— |dy—d
_( +6yj g y_@
vy dy ay
T du
Y
S ay — '
| . 9 _——A"
- o
% v F 3 - R
(_6' |(_\:':;\ !!-"l D ’,,.f ;l
*D I C .'
Y2 |
4 2
| e
z | RS IS
| '
| ;‘Yl - /B" \v
AEAr B E i - X
] dx ‘ ifﬁu .
dx

Fig. 2.43. Studiul deformatiilor in planul xOy: suprapunerea punctelor A si A’ prin
translatie (cu sdgeti s-au marcat pozitiile initiale si finale ale punctelor)

Rationand similar pentru celelalte plane de referinta se obtin trei relatii intre
alungirile specifice si deplasari
ou ov ow
s =, _ov, _

Xx—a—x, 8yy—5, 522—5 (274)

unde u, v, w sunt componentele deplasarilor pe directiile Ox, Oy si Oz.
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Pentru lunecari mici se poate scrie
Yy =NtV @ny =y tany, =y,

ov ou
X Loy LU v (2.75)

dx+a—udx dy+@dy oy oOx
OX oy

yxy:

Relatii similare pot fi scrise in planele xOz si yOz si astfel se obtin trei ecuatii
ou 0 ou 0 ov 0

=24y =2l p= T (2.76)
oy Ox 0z Ox 0z 0oy

7xy

Relatiile (2.74) si (2.76) formeaza un sistem de sase ecuatii care sunt utilizate
pentru a descrie starea triaxiala de deformatii. Aceste ecuatii pot fi
particularizate pentru stare biaxiala sau uniaxiala de deformatii (tab. 2.6 ).

Tab. 2.6. Particularizarea relatiilor dintre deformatii si deplasdri
Starea de deformatii

3D 2D 1D
ou ou ou
= A = =
X = OX = oX
L L
yy ay yy ay
oW
€n =
0z
ou ov ou ov
7/xy=_+_ = 7xy:_+_
oy Ox oy Ox
o ow
Ve 01 oX
v,
Vy2 oz oy

Observatie: Starilor biaxiale sau uniaxiale de tensiuni le corespunde o stare spatiala
de deformatii.
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2.5.3. Ecuatii constitutive (fizice)

Primele doua grupe de ecuatii fundamentale (de echilibru si respectiv
geometrice) nu contin caracteristici de material. In consecint3, ele pot fi
aplicate oricarui material care corespunde ipotezelor simplificatoare din
Teoria Elasticitatii.

Ecuatiile constitutive se mai numesc fizice datorita faptului ca ele depind de
caracteristicile elastice ale materialului (E, G siv). Mai sunt numite impropriu
si ,,legea lui Hooke generalizata”, desi Robert Hooke a studiat doar resorturi
elicoidale si a observat ca deformatia lor este proportionala cu forta aplicata.
Din acest motiv i s-a atribuit relatia dintre tensiuni si alungiri specifice pentru
solicitari axiale.

Se cunoaste legea lui Hooke pentru solicitari axiale si respectiv pentru
forfecare [Barsanescu P.D., Ciobanu O., 2001]:

O'=E8<:>8=% (2.77)

r:Gy<:>7=é (2.78)

Ecuatiile constitutive vor fi demonstrate prin suprapunerea efectelor, asa
cum este ilustrat simbolic in figura 2.44, unde schematizarea sugereaza
faptul ca, prin adunarea tensiunilor si a alungirilor specifice corespunzatoare
tractiunii pe directia axelor de referinta, pot fi obtinute tensiunile si
alungirile specifice corespunzatoare tractiunii triaxiale. Rationamentul este
valabil si pentru compresiune.

¥

X X X
Gz/ = + + -
GYJ, ‘GZ

Fig. 2.44. Demonstrarea relatiilor constitutive prin suprapunerea efectelor
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Ecuatiile constitutive pentru starea triaxiala de tensiuni sunt demonstrate cu
ajutorul tabelului 2.7. Tn tabel alungirile specifice sunt notate cu doi indici,
inferior si superior. Indicele superior semnifica cazul de incarcare uniaxiala.

Tab. 2.7. Demonstrarea ecuatiilor constitutive pentru stare triaxiald de tensiuni

Nr. Starea € pe directia:
de tensiuni Ox Oy Oz
1 Ox Ox (1) _ Oy (1) Oy (1) Oy
-— g, =— g, =—v—= g, =—-v—=
E
8]
2 y
lo lo
e =L gW =2 gW =y L
y z
G E E E
y v
3 G,
o o o
e =2 gl =-v-—= e =—2
" E E E
GZ
4 G .
Y GX gx = 8y gz =
W, .2, .06 W, .2, .6 W, .2, .6
G,|/ g+ +e, g, te +eg, g, +¢& +g,

Explicitand alungirile specifice pentru starea triaxiala de tensiuni se obtine

g, :%[ax ~v(o, +az)}
g = %[ay -v(o, +0'Z)] (2.79)

g, =%[az —V(O'X +0o, )}

Pentru forfecare se mai pot adauga trei ecuatii de forma (2.78) si se obtine:
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Txy

}/Xy = G
T
}/yz = Yz (280)
G
_ z-Z)(
}/ZX G

Ecuatiile constitutive (2.79) si (2.80) dau relatiile intre tensiuni si deformatii
pentru starea spatiala de tensiuni. Aceasta forma a ecuatiilor constitutive se
numeste forma compliantd (modulul E apare la numitor), format sistem
(ecuatiile pot fi prezentate si in format matriceal).

Tn tabelul 2.8 se prezintd particularizarea ecuatiilor constitutive pentru
starea de tensiuni biaxiala si uniaxiala.

Tab. 2.8. Particularizarea ecuatiilor constitutive (forma compliantd, format sistem)
Starea de tensiuni

w
O
N
O
B
O

)
|
S
&
I

m |9

=<
mi< m|<
Q9
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Ecuatiile constitutive pentru starea spatiala de tensiuni pot fi scrise in format
matriceal astfel

1
= L Yo 0 o0
E E E
v 1 v
L2 XYoo o
Ex E E E O
& O
J= = 109 0 0 J
| E B E : (2.81)
s 1o o o X o of|™
}/yz G z-yz
1
V) |0 0 0 0 = 0 %
G
1
o 0 0 0 0 =
L G

Din ecuatiile constitutive (2.79) si (2.80) pot fi determinate tensiunile functie
de deformatii. Un asemenea mod de prezentare a ecuatiilor constitutive se
numeste forma rigiditate (modulul E apare la numarator), format sistem

E

o :—)[(l—v)gx +V(8y +gz)]

© (1+v)(1-2v
E

c =—)[(1—v)8y +v(e, +e, )]

(2.82)
o, :m[(l—V)gz +V(8X +8y ):'
Ty =GV,
7, =Gy,
Z—ZX :Gyzx

Avand in vedere ca pentru multe materiale v ~0,3, se poate considera

v? ~ 0si se poate aproxima numératorul din relatiile (2.82) astfel
(1+v)(1-2v)=1-v (2.83)
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Tinand cont de (2.83), prima dintre relatiile (2.82) degenereaza in (2.77)
pentru starea axiald de tensiuni (o, #0;,0, =0, =0).

Ecuatiile constitutive scrise Tn forma rigiditate pot fi exprimate in format
matriceal astfel

o, 1-v v v 0 0 0 &,

o, v 1-v v 0 0 0 g,

o, E 1% v 1-v 0 0 0 g,
= . (2.84)

7| (1+v)(1-2v)| O 0 0 X 0 0|z,

7, 0 0 0 0 2 0 Yy

sz L O O O 0 1_22‘/ n 7zx

Pentru simplitate, in (2.84) s-a inlocuit G=E/2(1+vV), relatie care va fi
demonstrata in paragraful 2.6. Ecuatiile (2.84) pot fi scrise simbolic astfel

{o,}=]al{s) (2.85)

unde intre acolade s-au notat matricele coloana ale tensiunilor si
deplasarilor, iar cu paranteze patrate s-a notat matricea de rigiditate, care
este patratd. In tabelul 2.9 se sintetizeazd formele ecuatiilor constitutive
pentru starea plana de tensiuni.

Se studiaza deformatia volumicd a paralelipipedului elementar. Volumul sau
initial si volumul paralelipipedului elementar deformat este

dV =dx-dy-dz

2.86
dV+AV:dx(1+gx)dy(1+gy)dz(1+gz) (2.86)
Neglijand infinitii mici de ordin superior, din (2.86) se obtine succesiv
dV+AV ~dxdydz(1+¢, +¢, +&,)
(2.87)

AV = dxdydz(gx +e, +gz)

Se defineste deformatia volumica specifica:
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AV
E,=—mE,FE, tE, (2.88)
4

Din (2.79) si (2.88) rezulta

_1-2v
Y E

(O‘X +o, +0'Z) (2.89)
Se noteaza tensiunea medie

- -1 (2.90)
" 3 3
Din (2.90) si (2.89) rezulta ecuatia lui Poisson, care are forma similara cu
legea lui Hooke

£ =3 o ==n (2.91)

unde cu K s-a notat modulul de elasticitate cubica.

Tab. 2.9. Moduri scriere a ecuatiilor constitutive pentru stare pland de tensiuni

FORMA SISTEM FORMA MATRICEALA
'z 1 1 v
- 3 &'X—E(UX—VO'y) F E 0
=L o=l & o
agc % * -v 1 *
S S gy——(ay VGX) g = T F 0|10,
v
T xy 1 xy
Vv =—2 0 0 =
G i G
B E E VE |
= < o, = - 8X+V8y) . = 0
s & 1-v o 1-v° 1-v <
[~ S X X
? & E vE E
0, = 2\& +V‘9X) O, (= 2 ; 0 g,
1-v 1-v¢ 1-v
Txy :Gj/xy X 0 0 G yxy
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2.5.4. Conditii pe contur

Cele trei grupuri de ecuatii fundamentale (ecuatii de echilibru, geometrice si
constitutive), sunt utilizate pentru rezolvarea problemelor Teoriei
Elasticitatii. Ele contin ecuatii diferentiale cu derivate partiale. Prin
integrarea acestora se obtin constante, care trebuie sa fie calculate din
conditii la limita (pe contur). Metodele numerice (cum ar fi Metoda
Elementelor Finite) rezolva aceste ecuatii printr-un calcul aproximativ.

Ecuatiile de echilibru exprima continuitatea tensiunilor din corp. Ele nu au
sens pe suprafetele libere care marginesc corpul si trebuie sa fie redefinite
pentru cazul unor forte repartizate pe elemente de suprafata libera. Din
aceste motive se vor studia in continuare elemente de suprafatda/volum
aflate in vecinatatea frontierelor corpului.

Fie, de exemplu, cazul unei placi de grosime constanta, aflata in stare plana
de tensiuni. Din vecinatatea suprafetei se detaseaza un element de volum
infinit mic (fig. 2.45). Deoarece elementul este infinit mic, arcul AB poate fi
aproximat cu o dreaptd. Pe suprafata libera actioneaza forta uniform
distribuita cu rezultanta p, care are componentele pyx si py [MPa].

v
< Suprafata
Tyy \/llbera
¥ Oy
0 X

Fig. 2.45. Izolarea unui element de volum dintr-o placd
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Se scrie echilibrul fortelor care actioneaza asupra elementului de volum
p[AB]t =0, [AC]t + 7, [BC]t

(2.92)
p,[ABIt =7 [ACIt+o, [BClt

unde intre paranteze patrate s-au notat lungimile segmentelor iar cu t
grosimea placii.
Notand cu I si m cosinusii directori normalei n la ai directia AB
AC BC
/:u; m:u:[AC]:[AB]/; [BC]=[AB]lm (2.93)
[AB] [AB]
Dupa simplificari rezulta
p, =0,l+7,m

2.94
p,=7,l+0o,m (2:94)

in mod similar, pentru stiri spatiale de tensiuni se izoleazd un tetraedru
elementar, la care suprafata inclinata BCD (fig. 2.6b) se considera ca apartine
suprafetei care delimiteaza corpul. Asupra ei actioneaza forta uniform
distribuita p(px, py, pz). Scriind ecuatiile de echilibru pentru fortele care
actioneaza asupra volumului elementar se obtin ecuatiile (2.6), care trebuie
sa fie satisfacute in toate punctele suprafetei libere a corpului (pe “contur”).
Pe conturul nesolicitat tensiunea normala este nuld si este tensiune
principald deoarece tensiunile tangentiale sunt nule. Conditiile pe contur pot
fi scrise si functie de deplasari.

2.5.5. Unicitatea solutiei

Se pune problema daca problemele rezolvate in cadrul Teoriei Elasticitatii au
solutie unica. Unicitatea solutiei face obiectul unei teoreme care a fost
demonstrata de G.R. Kirchhoff.

Teorema se demonstreaza prin reducere la absurd. Se presupune ca, sub
actiunea incarcarilor distribuite pe suprafata p(px, py, pz) si a fortelor masice
G(X,Y,Z), care actioneaza asupra unui corp elastic, apar doua stari de
tensiune care trebuie sa satisfaca ecuatiile de echilibru si conditiile la limita
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(pe contur). Tn cele ce urmeazd se va scrie numai prima ecuatie din fiecare
grup (tab. 2.10). Scazand ecuatiile celor doua stari, in baza principiului
suprapunerii efectelor se obtine o a treia stare de tensiuni.

Tab. 2.10. Suprapunerea a doud stdri de tensiuni
pentru demonstrarea unicitdtii solutiei (Kirchhoff)

Starea 1 Ec. echilibru oo ot or
gy XX =0
OX oy 0z
Ec. pe contur p, =0, l+7,m+7,n
Starea 2 Ec. echilibru ooc" 0"t or"
o M X =0
OX oy 0z
Ec. pe contur p,=0.l+7,m+7,n
Starea3 = Ec. echilibru oo " ol =¢"
o, ,—O0 Ty 1
Starea 1 - Starea 2 ( = XX)+ ( - yx)+
ox oy
o)
0z
Ec. pe contur (o), _O-;)’()I-’_(T;/x —r;;)m+
(¢4, ~ry)n=0

Se observa ca in a treia stare de tensiuni nu exista incarcari pe suprafata si
nici forte masice.
Tn baza ipotezei stdrii naturale (nu exista tensiuni in absenta incarcérilor),
rezulta ca toate tensiunile din a treia stare trebuie sa fie nule, adica trebuie
sa fie indeplinite conditiile

o,,—0,=0;, o, -0, =0, o,-0, =0

r_ H_O_ r_ H_O_ ro_ H_O (295)
Txy Txy =y, Tyz Tyz =V, T T, =

X X

"

Rezulta ca cele doua stari de tensiuni admise initial coincid o, =0, etc.

XX

Rezulta ca solutia este unica.
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2.6. RELATII INTRE CARACTERISTICILE ELASTICE

Pentru materiale izotrope s-au definit caracteristicile elastice E, G si v. Intre
aceste marimi exista o relatie care poate fi demonstrata pe baza relatiilor
geometrice intre deformatii [Buzdugan G., 1986] sau facand apel la expresia
energiei potentiale de deformare elastica pentru starea plana de tensiuni,
care va fi demonstrata in paragraful 2.7. Se prezinta in continuare a doua
demonstratie, care este mult mai simpla.

Energiile potentiale de deformare elastica inmagazinate in unitatea de volum
a elementului supus la tractiune cu compresiune Ui si respectiv a
elementului supus la forfecare (cand elementul de volum este rotit cu 45°)
U1’ sunt egale (fig. 2.46).

&

F Y
v

]

Fig. 2.46. Izolarea elementelor de volum dintr-o placd
aflatd in stare pland de tensiuni (o =1 )
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1=—E(Gf+65—21/(7x0y); 0,=0=17;, 0,=-0=
2
Uy =7 (1+v) (2.96)
2 2
U:{ZT—:)U:{—O-—
2G 2G
U,=U/=G= o (2.97)
Lo 2(1+v) '

Relatia (2.97) arata ca elasticitatea unui material izotrop este caracterizata
de numai doua caracteristici elastice independente.

2.7. ENERGIA POTENTIALA DE DEFORMARE ELASTICA

in [Barsanescu P.D., Ciobanu O., 2001] s-au prezentat formule pentru
calculul energiei potentiale de deformare elastica la solicitarile simple. S-a
aratat de asemenea ca, in domeniul de proportionalitate, suprafata de sub
curba caracteristica este numeric egala cu energia potentiala de deformare
elastica a unitatii de volum. Se vor determina in continuare expresiile
energiei pentru starea spatiala de tensiuni, precum si particularizarile sale.

Pentru starea generala de tensiuni energia de deformare elastica
fnmagazinata in unitatea de volum este

1
Ul == E(O-xgx +O'y5y +ngz +Txy7/xy +Tyz7/yz +TZX7/ZX) (2.98)

Tindnd cont de ecuatiile constitutive (2.79, 2.80) si de relatia dintre
caracteristicile elastice E si G (2.97), se poate scrie (2.98) functie numai de
tensiuni

U, :%[af _,_05 +o’ _zv(o-xo-y +0,0, +azo-x)+2(1+ v)(rfy +T52 +72 )]

(2.99)
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Functie de tensiunile principale (2.99) poate fi scrisa

1
U, = E[af +0, +0; —2v(0,0,+0,0, +0301)] (2.100)

Tinand cont de faptul ca
ol +0+ol = (0,+0, +0'3)2 -2(0,0,+0,0,+0,0,) = 17-21,  (2.101)

relatia (2.100) poate fi scrisa functie de invarianti astfel

1

U =—
' 2E

[lf ~2(1+v) |2] (2.102)
ceea ce demonstreaza ca insasi energia U este un invariant, asa cum era de
asteptat de altfel.

Energia de deformare elastica Ui inmagazinata in unitatea de volum a
corpului are asupra acestuia urmatoarele efecte, care in majoritatea
cazurilor apar simultan (v. fig. 2.18):

e Modificarea volumului;

e Modificarea formei.

Prin modificarea volumului masura laturilor paralelipipedului elementar
variaza astfel incat raportul laturilor si unghiurile drepte nu se modifica.

Prin modificarea formei paralelipipedului se intelege ca raportul dintre
laturile sale se modifica dupa deformare sau ca variaza unghiurile drepte,
insa volumul ramane constant.

Avand in vedere aceste efecte, se poate spune in mod conventional ca
energia U; are doua componente:

e Energie modificatoare de volum, U1y;

e Energie modificatoare de forma, Usr.
Tntre aceste componente exists relatia

U =U, +U, (2.103)
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Pentru a avea numai variatii de volum trebuie sa fie indeplinita conditia

E =E,=¢& (2.104)

X y z
Tinand cont de ecuatiile constitutive (2.79), din (2.104) rezulta

(2.105)

Rezulta cd o stare de tensiuni echitriaxiala nu modifica decat volumul
corpului. Aceasta stare de tensiuni mai poate fi numita si hidrostaticd, ea
putand fi negativa (compresiune) sau pozitiva (tractiune).

Daca insa apar numai variatii ale formei, atunci volumul nu se modifica si
alungirea specifica volumica trebuie sa indeplineasca conditia

£,=0 (2.106)

Tinand cont de expresia deformatiei volumice exprimata functie de tensiuni
(2.89), din (2.106) rezulta

o,to,+0,=0 < 1,=0 (2.107)

Functie de tensiunile principale (2.107) poate fi scrisa

o,+0,+0,=0 (2.108)

Relatia (2.107) caracterizeaza starea de tensiuni in care corpul prezinta
numai variatii de formd. Deformatiile din domeniul elasto-plastic, de
exemplu, se efectueaza la volum constant.

n figura 2.47 se prezintd simbolic descompunerea energiei U; in energie
modificatoare de volum si energie modificatoare de forma. Se va demonstra
valoarea presiunii hidrostatice pozitive care produce numai modificarea
volumului, initial fiind notata cu p (fig. 2.47b). Pentru a determina valoarea
lui p se pune conditia ca in starea de tensiuni care modifica numai forma (fig.
2.47c) sa nu existe variatii de volum, adica €,=0

o,+0,+0, o I

2 2.109
3 n =3 (2.109)

(o,—-p)+(0o,—p)+(0;—p)=0=p=
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/ 1/ o zZ /p + L orp
P

03-p
a) b) c)

Fig. 2.47. Descompunerea energiei U; pentru starea de tensiuni 3D (a)
in energie modificatoare de volum U,y (b) si modificatoare de formd Usr (c)

S-a demonstrat astfel ca elementul de volum aflat in stare triaxiala de
tensiuni, avand pe fiecare fateta tensiunea medie om, este supus numai la
modificari de volum. Din acest motiv, in figura 2.48 s-a inlocuit p cu om.

= +

.ﬁ/ d, / Om ‘/ 01~ 0y

O3 o O3~ O
a) b) c)

Fig. 2.48. Descompunerea energiei U; pentru starea de tensiuni 3D (a)
in energie modificatoare de volum Uy (b) si modificatoare de formd U;e (c),
dupd ce in fig. 2.47 s-a inlocuit p cu om

nlocuind o, =0, =0, =0, in expresia energiei Uz (2.100), rezultd energia

potentiala elastica modificatoare de volum

3(1-2v) o _1-2v
2E " 6E

U, = (01+62+O'3)2 (2.110)

Din (2.103) si (2.110) se calculeaza apoi energia modificatoare de forma

1+V|:

_ _ 2 2 2
Ur=U-U, =—— 0o +0, +0o, —(010'2 +020'3+c7301)]<:>

2.111
_1+v ( )

Uy —6_E[(O'1_O'2)2 +(O'2 _0'3)2 +(O'3_0'1)2J
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Componentele energiei U pot fi scrise functie de invarianti astfel

1-2v
UlV = 6E |12
. (2.112)
l+v,,
U, _¥(|1 -3l1,)

unde invariantii sunt scrisi pentru starea initiala de tensiuni, cea din figura
2.48a. Din (2.112) rezulta ca si energiile modificatoare de volum Uiy si
respectiv de forma Uir sunt invarianti. Toate tensiunile din figura 2.48 sunt
principale, deoarece tensiunile tangentiale sunt nule. in tabelul 2.11 sunt
calculati invariantii pentru starile de tensiuni care modifica volumul si
respectiv forma. Acesti invarianti sunt utilizati pe scara larga atat in Teoria
Elasticitatii, cat si in Teoria Plasticitatii.

Tab. 2.11. Invarianti pentru stdrile de tensiuni
care modificd volumul si respectiv forma

Uy Uiy Usr
O Om 07" O,
O3l (o} Om |’ O 05-0,, r'd 04- 0,
|, =0,+0,+0, Iy =30, =1, Iy =J,=1,-30c, =0
v 2 | F I}
|, =0,0,+0,0,+050, | I :3(7m:€1 I :‘32:|2_?1
1Y’ 1l LY
— \ 3 F
|, =0,0,0; I :gm=(§1j l; =J,= 3_%+2(§lj

n tabelul 2.12 sunt particularizate energiile potentiale de deformare Uy, Usr
si U1y pentru starile biaxiale si uniaxiale de tensiuni, functie de tensiunile
principale. Pentru starile uniaxiale de tensiuni se regasesc formulele stabilite
la solicitari simple [Barsanescu P.D., Ciobanu O., 2001].
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Tab. 2.12. Particularizarea energiilor U, Usr si Uy
pentru stdrile biaxiale si uniaxiale de tensiuni

D
3 U, = %[o—f +0, +o0; —2v(0,0,+0,0, +0'30'1)}
2D 1
Uy U1=E(012+0'22—2v010'2)
1D U :J_lz
1
2E
D 1
3 U = —;EV o +0} +07; —(0y0,+0,0, +0'30'1)J
2D 1+v
Uir Uy :E(Glz +622 _0-162)
1D 1+v
Ue :3_E612
3D 1-2v 2
Uy = 6E (0,+0,+03)
2D 1-2v 2
Uiv Uy = 6E (0,+0,)
1D _1—2V O'2
v T TeE

Observatie: Formula energiei U1 din tabelul 2.12, stabilita pentru starea (1D),
este cea prezentata pentru solicitari uniaxiale in [Barsanescu P.D., Ciobanu

0., 2001].

Concluzii:

1. Energiile potentiale de deformare elastica Ui, Uiy si Uir au fost
exprimate functie de invarianti. S-a aratat astfel ca valoarea energiilor

in diferite sisteme de referinta este constanta;

2. S-a demonstrat cd la descompunerea energiei potentiale de
deformare elastica in modificatoare de volum si modificatoare de
forma, modificarea volumului este produsda de tensiunea

echitriaxiala (hidrostatica) o, .
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Problema 2.2

Sa se determine starea de tensiuni si deformatii dintr-o bara
cilindrica de lungime L, suspendata pe verticala de un capat si libera
la celdlalt, Tncarcata cu greutatea proprie. Greutatea specifica a
materialului este y. Se considera ca Ox coincide cu axa geometrica
(fig. 2.49).

X | incastrare

e

-
i

R e —
=" ,-? = )

Y

Fig. 2.49. Bard incastratd la partea superioard si
incdrcatd cu greutatea proprie
Rezolvare
Fortele masice care incarca bara sunt

X=y; Y=Z=0 (2.113)

Se scriu tensiunile pentru sectiunea x, pornind de la capatul liber

o, =yAx/A=yx (2.114)

zX

o,=0,=7,=7,=7,=0

Tensiunile verifica ecuatiile de echilibru (2.68) si (2.70), tinand cont
ca forta masica si tensiunea oy au sensuri contrare:
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oo,

+X=0y-y=0 (2.115)
oX

Se scriu ecuatiile constitutive combinate cu ecuatiile geometrice (de
deformatii) si se obtine

Oy _yx_ou v ou_

=X = =—+—=0
TTETE T T oy
gy:_VV_Xzﬂ 7yz=5_"" Y _o (2.116)
E Oy oy oz

‘ E 0z 7/”_5 x

Integrand (2.116) se obtine

2

X
u=—-~=+u,ly,z 2.117
oF oy, 2) ( )

Se introduce u in ecuatiile a patra si a sasea (2.116) si se obtine:

w Oy o Oy DV _ (2.118)
oy Ox

B

Rezulta

v:—x%+vo(y,z); W:—X%ero(y,z) (2.119)
0 0z

Introducand (2.119) in ecuatiile a doua si a treia (2.116) se obtine

o’u, ov X
Y N | 7X

2
é;y % £ (2.120)
0z 0z E
Ecuatiile (2.120) sunt satisfacute numai daca
2 2
W _ Wy _, Tty Ol _ 7 (2.121)
oy o0z oy 0z E

152



Tnlocuind v si w in a cincea ecuatie (2.116) se obtine

2
o’u, N ow, N ov,

—2x =0 (2.122)
oyoz oy oz
Ecuatia (2.122) este satisfacuta daca
2
Oy _g, Mo, P _ (2.123)
oyoz oy oz

Din (2.121) se vede ca wo nu depinde de z si vo nu depinde de y, de
unde rezulta ca sunt functii de forma

w,=ay+b; v,=cz+d (2.124)

Din (1.124) si (2.123) se rezulta

a+c=0=> c=-a (2.125)

Din a doua ecuatie (2.121) se obtine
uoz—£(22+y2)+ez+fy+g (2.126)

Constantele de integrare a-g se determina din conditiile pe contur.
Deoarece bara este incastrata la partea de sus, se poate scrie ca in
centrul de greutate al sectiunii incastrate deplasarile sunt nule

x=L, y=z2=0Du=v=w=0=>

ow 0 ov (2.127)

Moo, Z-o; Lo
OX ox 0z

Astfel deplasarile devin

2
VX VYV.a 2
=—+——(y +2°)+ez+ fy+
o 2E(y ) fy+g
v:—v%yx—fx—az+d (2.128)

W:—V%xz—ex—ay+b
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Din (2.128) si (2.127) rezulta
—el+b=0 e=0 b=0

—fl+d=0; f=0; d=0 (2.129)
45 45
2k 9 975

Tnlocuind constantele de integrare in (2.128) se obtine

2

2
u=&+v_7(y2+22)_£
2E  2E 2E
/4
V=—V-"—X 2.130
£ ( )

w=-vLxz
2F

Din prima ecuatie (2.130) rezulta ca punctele de pe axa geometrica a
barei (y=z=0) au deplasari numai pe verticala

u=-2(2-x*) (2.131)

2E

Celelalte puncte, cu exceptia celor din incastrare, se deplaseaza atat
pe verticald cat si pe orizontala, datorita fenomenului de contractie
transversala. Deplasarile v si w pot fi calculate cu (2.130).

Desi aceste calcule sunt mai elaborate, totusi cu ajutorul lor se
prevede deplasarea corecta a tuturor punctelor, spre deosebire de
calculul simplificat din Rezistenta Materialelor, care considera ca
deplasarea pe directie radiala este constanta pe lungimea barei.
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CAP.3
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Pentru colajul din acest capitol s-au folosit fotografii cuprinse in:

A.N. Danila, R. Steigmann, A. Savin, |. Blanari, P.D. Barsanescu, Arcan device
employed in CFRP testing, Proc. of Xth NDT in PROGRESS October 7-9, 2019,
Prague, Czech Republic

Equation Section 3
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3. TEORII DE STARE LIMITA

3.1. CEDAREA MATERIALELOR SI STRUCTURILOR

n ingineria mecanic3 este folositd o gama larga de materiale, cum ar fi:
Materiale metalice (oteluri C si aliate, fonte, aliaje neferoase,
superaliaje);

Polimeri si elastomeri;

Ceramice tehnice;
Materiale compozite (cu matrice polimetrica, metalica sau ceramica,
uzual ranforsate cu fibre si tesaturi de sticla, C, B etc.);

Cauciuc;
Sticla etc.

Se spune ca un material a cedat atunci cand caracteristicile sale initiale
sunt alterate si acesta nu isi mai poate indeplini functiile atribuite.
Cedarea unui material se poate produce nu numai prin ruperea sau
dezintegrarea acestuia, ci si prin alterarea proprietatilor sale mecanice,
micsorarea sectiunii transversale prin pierderea de masa etc.

Au fost identificate peste 20 de moduri de cedare ale materialelor si

structurilor [Collins J., 1993]:

1.

2.
3.
4

Rupere ductila;
Rupere fragil3;
Aparitia curgerii;
Strivire;
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in cele ce

Rigiditate scazuta, aparitia deformatiilor mari ca urmare a actiunii
fortelor si/sau temperaturii;

Oboseala (solicitari variabile);

Fluaj;

Relaxare termica;

Flambaj;

. Flambaj vascoelastic (flambaj si fluaj);
. Rupere prin impact;

. Coroziune;

. Uzura;

. Corodare in stare tensionata;

. Oboseala ansamblurilor fretate;

. Oboseala si coroziune;

. Oboseala si fluaj;

. Soc termic;

. Uzura si gripare;

. Exfoliere;

. Rezonanta;

22.

Prezenta radiatiilor etc.

urmeaza vor fi studiate primele trei moduri de cedare, care se

produc la solicitari statice. Cauzele primare ale cedarii materialelor sunt:

* Alegerea inadecvata a materialului;

* Geometria pieseiinadecvata (sectiune prea mica, raze mici de
racordare etc.);

* Erori tehnologice si de fabricatie;

* Erori de montaj;

* Control de calitate inadecvat;

» Utilizare / manipulare gresita;

* Conditii de exploatare neprevazute (suprasarcini, mediu
agresiv);

 Intretinere necorespunzitoare;

* Monitorizarea inadecvata a conditiilor de mediu etc.
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Materialele metalice supuse la solicitari statice pot prezenta o rupere ductila
sau una fragila [Barsanescu P.D., Ciobanu O., 2001]. Ruperea se produce
atunci cand tensiunea provenita din incarcari o depaseste pe cea de rupere
(rezistenta la rupere). Tn consecintd, acest tip cedare este produs de
supraincarcare.

Ruperea ductild este produsa de tensiuni tangentiale si este precedata de
deformatii plastice mari, aspectul suprafetei de rupere fiind mat, fibros.
Ruperea se produce transcristalin si are o viteza de propagare relativ mica.
Testul la tractiune uniaxiala permite o buna caracterizare a ductilitatii. Daca
diagrama caracteristica prezintd o zona de consolidare dupa ce a depasit o
limita de curgere (reald sau off-set) si daca materialul prezinta deformatii
mari in acea regiune, atunci se poate spune ca are un comportament ductil.
Se va da un exemplu privind implicarea tensiunilor tangentiale in ruperea
ductild. Tn fig. 2.23f se prezintd o imagine SEM a unei portiuni de epruveta
rupta prin tractiune (rupere ductild). Se observa ca sectiunea de rupere
prezinta doua regiuni:
e Partea centrala a craterului are aspect granular si este perpendiculara
pe axa geometrica a epruvetei, fiind rupta prin tractiune;
e Flancurile craterului au un aspect mat, cu rugozitate mica si fac un
unghi de circa 45° cu axa geometrica a epruvetei. Aceasta zona este
rupta prin forfecare.

Tn zona de strictionare a epruvetei apare o stare spatiald de tensiuni. Acest
lucru explica prezenta tensiunilor tangentiale in epruvete solicitate la
tractiune uniaxiala. Tn cazul ruperilor foarte ductile la tractiune (Au, Ag, Pb in
conditii ambientale si solicitdri statice simple), suprafata de rupere se poate
reduce pana la zero sub actiunea tensiunilor tangentiale.

Urmatorii parametri pot fi corelati cu diagrama caracteristica astfel:
e Tensiunea de rupere o, (rezistenta R) este corelata cu valoarea
maxima a ordonatei [MPa];
e Ductilitatea este corelata cu dezvoltarea curbei pe directia abscisei,
adica g, respectiv lungirea totala la rupere A: [%];
e Tenacitatea este corelata mai degraba cu suprafata diagramei de sub
curba [J/mm3].
Tnsa comportamentul ductil este mai complex decat poate fi descris aici.
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Ruperea fragild este produsa de tensiunile normale si se mai numeste rupere
prin smulgere sau prin clivaj. Ruperea fragila se produce dupa un plan
perpendicular pe directia tensiunii normale, fisura Tnhainteaza cu o mare
viteza de propagare si ruperea nu este precedata de deformatii plastice
macroscopice (fig. 3.1, 3.2). Lungirea totala la rupere poate avea valori
A =20% pentru oteluri cu rupere ductila si A <7-+10% pentru oteluri cu
rupere fragila. Cu cat materialul este mai ductil, cu atat A:si gatuirea la rupere
Z au valori mai mari. La unele ruperi fragile A <1% si practic nu se observa

o gatuire a epruvetei Tnaintea ruperii. Anumite materiale prezinta o rupere
fragila in conditiile ambientale si solicitari statice simple (ceramice, sticla,
unii polimeri, fonta, aliaje neferoase, compozite etc.).

fn anumite conditii unele materiale pot prezenta o tranzitie de la rupere
ductild la rupere fragila. Principalii factori care determina aceasta tranzitie
sunt:

» Incércérile dinamice;

* Solicitarile compuse;

* Temperatura (scazuta);

* Prezenta unor fisuri suficient de mari in material etc.
O rupere ductild produsa intr-o componenta a unei structuri metalice s-ar
putea sa aiba consecinte mai putin grave decat o ruperea fragila a aceleiasi
componente.
Pentru materiale metalice tenacitatea tinde sa scada cu cresterea rezistentei
la rupere. Prin urmare, otelurile cu o duritate ridicatd (cum sunt majoritatea
otelurilor de scule, de exemplu) tind sa aiba o tenacitate scazuta si in
consecinta sunt susceptibile la rupere fragila daca nu au fost supuse unui
tratament termic adecvat. Mai trebuie reamintit faptul ca in cazul ruperii
ductile apar deformatii mari si diagrama caracteristica se dezvolta mult in
directia abscisei. Din contra, in cazul ruperii fragile deformatiile sunt relativ
mici si diagrama caracteristica se dezvolta putin in directia abscisei.
Deoarece suprafata de sub diagrama caracteristica reprezinta energia
consumata pentru ruperea epruvetei raportata la volumul acesteia, energia
consumata in cazul ruperii ductile este sensibil mai mare decat cea
consumata in cazul ruperii fragile [Barsanescu P.D., Ciobanu O., 2001].
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a)

Fig. 3.1. Epruvete testate la tractiune uniaxiald: rupere ductild (a);
rupere fragild (b), [2]

Atingerea limitei de elasticitate este periculoasa in constructia de masini
deoarece, pentru buna factionare a unui mecanism, intre componentele sale
exista anumite ajustaje (cu joc sau cu strangere). Tolerantele sunt de ordinul
de marime al deformatiilor care apar la initierea domeniului elasto-plastic.
Din acest motiv, la depasirea domeniului de elasticitate se poate produce
griparea sau se pot pierde strangerile si astfel buna functionare a
ansamblului este compromisa.

Dupa cum se aratad in [Barsanescu P.D., Ciobanu O., 2001], determinarea
limitei de elasticitate din diagrama caracteristica este dificild. Din acest
motiv, in locul limitei de elasticitate se poate utiliza limita de curgere, care
este usor de determinat in cazul materialelor care prezinta o zona de curgere
(initierea curgerii poate fi considerata ca se produce in punctul in care
diagrama caracteristica coboara pentru prima data), avand grija ca, prin
alegerea unui coeficient de siguranta corespunzator, sa se asigure faptul ca
dep3sirea limitei de elasticitate nu se produce. Tn cazul otelurilor cu un
continut redus de carbon curgerea este initiata la o alungire specifica
& =~0,2%. in mod conventional, se considera aceastd valoare si pentru

construirea limitei de curgere off-set la otelurile care nu prezinta zona de
curgere si chiar la materiale metalice neferoase, cum ar fi diferite aliaje de
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aluminiu. Desi aceastd alungire specifica de curgere este larg acceptats,
totusi unii cercetatori adopta conventional un ¢, = 0,1%.

n cazul structurilor la care componentele nu formeazd ajustaje, limita de
curgere ar putea fi eventual depasita local, fara ca acest lucru sa pericliteze
semnificativ functionarea ansamblului. Tn cazul prelucrdrii materialelor
metalice prin deformare plastica (la rece sau la cald) se urmareste deliberat
depasirea limitei de curgere.

in concluzie, se poate afirma cd in cazul solicitdrilor statice limitele
periculoase pentru un material sunt:

e Tensiunea de curgere, pentru un comportament ductil;

e Rezistenta (tensiunea) de rupere pentru un comportament fragil.
Materialul cedeaza atunci cand se ating aceste limite periculoase la solicitari
statice. Desigur, pentru siguranta in functionare aceste limite nu trebuie sa
fie atinse. Tn cazul solicitdrilor compuse acest lucru este asigurat prin
utilizarea unor teorii de stare limitd adecvate.

I

-

L

a) b) c) d)

Fig. 3.2. Rupere ductild si rupere fragild: Diagrama caracteristicd (a); zona de
strictionare la o rupere foarte ductild (b); rupere ductild (c); rupere fragild (d)
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Se reaminteste faptul ca materialele cu comportament fragil rezistda mult
mai bine la compresiune decat la tractiune [Barsanescu P.D., Ciobanu O.,
2001]. In figura 3.3. se prezintd diagrama caracteristicd pentru incercarea la
tractiune (in cadranul 1, unde o >0; £ >0) si respectiv la compresiune (in
cadranul 3, unde o <0; £ <0) pentru fonta cenusie. Ruperea la tractiune se
produce in punctul A, iar la compresiune in B. Tensiunea de rupere la
tractiune este or=152MPa iar cea de rupere la compresiune de Gr= -
952MPa. Rezulta ca tensiunea de rupere la compresiune in modul este de
aproximativ 6,3 ori mai mare decat tensiunea de rupere la tractiune
6,30, =~ |0,c| pentru fonta cenusie. In cazul unui comportament ductil se
observd valori limitd aproximativ egale in modul o ~|o,|.

T o [MPa]
200 A

152 [P Tractiune

-0,01 0,01

-0,07 -0,06 -0,05 -0,04 -0,03 -0,02

-,
|

£

—--200

- -400

Compresiune
+ -600

+ -800

____________________________________________________________ -952
B 1 -1000

Fig. 3.3. Diagrama caracteristicd la tractiune si respectiv
compresiune pentru fontd cenusie
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3.2. INCERCARI LA SOLICITARI COMPUSE

Tn [Barsdnescu P.D., Ciobanu 0., 2001] s-au studiat numai solicitdri simple.
Prin aproximare se incadreaza in aceasta categorie si solicitarile compuse la
care o componentd a tensiunii este mult mai mare decat celelalte. In practica
inginereasca apar mai multe solicitdri compuse decat solicitari simple si
astfel sunt necesare teste la solicitari compuse si dezvoltari teoretice pe baza
acestora. Testele la solicitari multiaxiale trebuie sa indeplineasca cel putin
urmatoarele conditii:

Rapoartele dintre tensiunile principale propuse initial trebuie
mentinute pe toatd durata incercdrii. Aceste rapoarte trebuie sd
poatd fi modificate in limite largi de la un test la altul;

Epruvetele utilizate pentru solicitari compuse trebuie sa asigure o
stare cdt mai uniformd de tensiuni in zona predeterminatd de rupere
(fig. 3.4 5i 3.5);

Viteza de incarcare si eventual temperatura trebuie sa poata fi
modificate in intervale cat mai mari si sa fie mentinute constante pe
durata incercarilor.

Testele la solicitari multiaxiale nu sunt usor de realizat, din urmatoarele
motive:

Masinile capabile sa realizeze solicitari biaxiale sau triaxiale sunt
sofisticate si scumpe. Din acest motiv se gdasesc in numar redus. Se
mai pot realiza incercari cu ajutorul unor dispozitive speciale atasate
la masinile universale de incercat. Acestea sunt de obicei proiectate
si realizate de catre utilizator. Principalele lor dezavantaje constau in
faptul ca, in general, nu pot realiza decat o gama foarte restransa de
rapoarte intre tensiunile principale si nu pot mentine aceste rapoarte
riguros constante pe durata incercarilor;

Pentru a realiza in zona de rupere o stare cat mai uniforma de
tensiuni, epruvetele utilizate pentru solicitari multiaxiale pot avea
forme complicate. Epruvetele pentru solicitari biaxiale, de exemplu,
au o forma mai complicata decat cea prezentata in figura 3.4b si
prezinta diverse racordari intre brate, o zona centrala cu grosime mai
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mica (variabila la periferie si constanta in centru), diverse canale si
gauri In brate etc. Realizarea epruvetei pentru solicitari triaxiale
poate porni de la un cub cu latura de 100mm, in care se frezeaza
canale inguste pe directia laturilor, astfel inclinate incat sa contina
bisectoarele unghiurilor drepte. In centru rimane astfel un cub cu
latura de cca. 10 mm, care reprezinta volumul de material testat (fig.
3.5). Tn acelasi scop mai sunt utilizate epruvete tubulare cu presiune
interioara, supuse la tractiune uniaxiala si/sau torsiune, epruvete cu
concentratori de tensiuni etc.

a)

Fig. 3.5. Izolarea din epruveta pentru solicitdri triaxiale a cubului central
cu trunchiurile de piramidd utilizate pentru incdrcare pe directia fortei F,
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3.3. TEORII DE STARE LIMITA

Tn cazul incercdrilor la solicitdri simple, tensiunea de curgere, reala sau
conventionald (off-set), poate fi determinata cu usurintd din diagrama
caracteristicd. In cazul incercérilor la solicitari biaxiale sau triaxiale se obtin
doua si respectiv trei diagrame, fiecare fiind influentata de toate incarcarile
aplicate epruvetei. Cum poate fi determinata in acest caz aparitia curgerii?
Experimental s-ar putea urmari, de exemplu, emisia acustica (ultrasonora)
din materialul epruvetei, care apare odata cu initierea curgerii. Din pacate
calculul la solicitari compuse nu este atat de intuitiv cum este cel utilizat n
cazul solicitarilor simple. Solicitarea la tractiune, efectuata pe un lot de
epruvete din acelasi material omogen si izotrop, furnizeaza diagrame
caracteristice usor diferite, cu o dispersie mica a datelor experimentale. La
tractiunea biaxiala sau triaxiala, daca se schimba rapoartele intre tensiunile
principale se obtin diagrame substantial diferite. Cum exista o infinitate de
asemenea rapoarte, rezulta ca la solicitari compuse ar fi necesar ca pentru
fiecare stare de tensiuni particulara sa se testeze un set de epruvete. Aceste
teste ar furniza rezultate corecte, insd metoda nu este practica deoarece
fiecare proiectant ar trebui sa-si faca propriile seturi de teste. Pentru a evita
acest inconvenient se apeleaza la teoriile de stare limita.

Prin stare limitd se intelege atingerea unei stari periculoase pentru
materialul respectiv (curgerea sau ruperea). in cele ce urmeaza se va nota
cu oLt tensiunea limita la tractiune si cu oic tensiunea limita la compresiune.
Teoriile de stare limita sunt capabile sa furnizeze rezultate suficient de
precise pentru domenii mai largi. Desigur, rezultatele experimentale depind
atat de starea de tensiuni cat si de materialul epruvetei, conditiile de mediu,
viteza de incarcare etc. Din pacate nu exista o teorie de stare limita care sa
fie universal valabild. In prezent existd peste 200 de teorii de stare limit3 si
se propun mereu altele, insa fiecare teorie are un domeniu limitat de
aplicare. Validarea oricarei teorii este facuta prin experiment. Aplicarea unei
teorii pentru materiale sau pentru stari de tensiuni pentru care nu a fost
testata poate genera un risc de cedare major. Proiectantul, indiferent daca
lucreaza cu metode analitice sau numerice, este cel care trebuie sa decida
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care teorie este mai potrivita pentru materialul si starea de tensiuni din
diverse organe de masini sau componente structurale. In continuare vor fi
prezentate teoriile clasice (in ordinea cronologica a formularii lor) precum si
cateva teorii moderne. Desigur, aceasta prezentare nu poate fi una
exhaustiva.

3.3.1. Tensiune echivalenta

Aparitia curgerii la tractiune uniaxiala poate fi constatata atunci cand un
anumit parametru caracteristic atinge o valoare critica. Acest parametru
poate fi tensiunea normalda o, alungirea specifica € (cca. 0,2%), energia
potentialda de deformare elastica Ui (proportionala cu suprafata de sub
curba caracteristica) sau o componenta a sa (energia modificatoare de forma
Uir), tensiunea tangentiala t (care este maxima la 45° fata de directia de
tractionare) etc. Multe teorii de stare limita considerd, pe baza unui singur
parametru dintre cei enumerati mai sus, ca o stare de triaxiala de tensiuni
sau o stare biaxiala de tensiuni este echivalent de periculoasd ca o stare de
tensiuni uniaxiala (tractiune cu ¢ echivalent, notat Gee). In baza acestei
conceptii materialul cedeaza atunci cand parametrul ales atinge o valoare
critica. Altfel spus, aceste teorii presupun ca intre starea limita dintr-un
material supus la solicitari compuse si cea de la solicitarea la tractiune
uniaxiala exista o functie de legatura, pe care incearca sa o stabileasca (fig.
3.6). Avantajul acestei abordari il reprezinta faptul ca solicitarea la tractiune
este uzualad si exista baze mari de date privind incercarea la tractiune a
diferitelor materiale. Principalul dezavantaj consta in faptul ca nu exista o
baza teoretica privind stabilirea acestei echivalente. Cu alte cuvinte, nu
exista o abordare teoretica care sa permita corelarea starii limita de tensiuni
triaxiale sau biaxiale cu starea limita de tensiune uniaxiala. Din acest motiv
teoriile de stare limitd sunt relatii empirice, care insd trebuie sd fie in bund
concordantd cu determindrile experimentale. Teoriile de stare limita stabilesc
un domeniu inchis (in spatiul 6-t sau 61-02), in general convex, care defineste
0 zonad considerata sigurd. Pe conturul domeniului incepe cedarea
(coeficientul de siguranta c=1), in exterior este zona periculoasa (c<1), iar la
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interior este zona sigura (c>1). Deoarece echivalenta se stabileste cu starea
de tensiuni de la tractiune uniaxiala, dimensionarea si verificarea se vor face
la tractiune

Oech < O, (3'1)
o Stari de tensiuni Iz
~ ECHIVALENT
Stare spatialdsau de periculoase
plana d? ;enslunl Echivalenta Oech
stabilita v
cu teoriile de Stare uniaxiala
stare limitd de tensiuni
0,

Fig. 3.6. Stdri de tensiuni considerate echivalent de periculoase

3.3.2. Teorii clasice

Teoria tensiunii normale maxime omax (Rankine)
Aceasta teorie, care se bazeaza pe monitorizarea tensiunii normale, a fost
sugerata prima oara de catre Galilei si a fost verificata de Rankine. Se admite
ca intr-un punct al unui corp se atinge starea limita atunci cand:
* tensiunea normald maxima pozitiva (0;>0) devine egala cu
tensiunea limita la tractiune uniaxiala ot
Oecn =01 =017 (3.2)
* sautensiunea normald minima negativa (o.c<0) devine egala cu
tensiunea limita la compresiune uniaxiala oic:

Oech :|03| =|ULC| (3.3)
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Pentru starea plana de tensiuni in sistemul xOy se tine cont de (2.38) si se
scrie

_ _O'X-i-Gy O'X—O'y ? 2 34
O¢p =01 = 2 + 2 +Txy ( . )

in figurile 3.7 si 3.8 se prezintd domeniul delimitat de conditiile (3.2) si (3.3)
pentru ruperea ductild si respectiv fragila Tn stare plana de tensiuni.
Materialul incepe sa cedeze pe contur (c=1) si nu cedeaza in zona gri (c>1).
in figura 3.7 s-a notat o tensiunea limitd la tractiune uniaxiald, care poate fi
Oc Sau or. Se observa ca patratul este simetric fata de axele de referinta iar in
figura 3.8 el a suferit o translatie din cadranul 1 catre cadranul 3, pe directia
bisectoarei principale. Pentru starea triaxiala de tensiuni domeniul limita al
teoriei Rankine este un cub [Bia C., 1983]. In figurile 3.7 si 3.8 se prezint§
domeniul delimitat de conditiile (3.2) si (3.3) pentru ruperea ductila si
respectiv fragilda Tn stare plana de tensiuni. Materialul Tncepe sa cedeze pe
contur (c=1) si nu cedeazd in zona gri (c>1). In figura 3.7 s-a notat o,
tensiunea limita la tractiune uniaxiala, care poate fi 6. sau o;. Se observa ca
in figura 3.7 patratul este simetric fata de axele de referinta iar in figura 3.8
el a suferit o translatie din cadranul 1 catre cadranul 3, pe directia diagonalei
principale. Pentru starea triaxialda de tensiuni domeniul limita al teoriei
Rankine este un cub [Bia C., 1983].

0>
oy |B(0,1)
*
C(-1,0) A(1,0)
¢ 3
2
O,
TD(D,-H

Fig. 3.7. Domeniul teoriei Rankine pentru rupere ductild (pe contur c=1)

169



% _; G2
o,
L.T
. B(0,0171)
_/
-
_/
e
v
Y & 4
C(GLC,O) '\\,_/' A( GLT,O)
./_/ \_\ -
Y .. 1
i
\.
~ \.
O' ~
—t 1 >
Jr . _/ ~
LC s
: o
7 —1 =1
4
" o7
e
rd
././
4
_/
rd
%" D(0,61¢)
O

Fig. 3.8. Domeniul teoriei Rankine pentru rupere fragild (pe contur c=1)

Pentru solicitarea la forfecare pura tensiunile principale sunt o, =7, 0, = -

Conform teoriei Rankine materialul cedeaza cand

Tnsa experimentele aratd cd multe materiale cedeazd la forfecare cand se
atinge 7, ~ 0, /2 si astfel teoria esueazd pentru solicitarea la forfecare pura.

0'1:|02|:T|_ =0,

Teoria Rankine prezinta urmatoarele deficiente:
* Neglijeaza doua dintre tensiunile principale;

* Contrar previziunilor acestei teorii, materialele rezista la
tensiuni mult mari la compresiune hidrostatica, comparativ cu
compresiunea uniaxial3;

* Nu poate fi aplicata pentru forfecare pura.

Aceasta teorie se aplica in special pentru ruperi fragile. Poate fi utilizata
mpreuna cu alte teorii: Rankine pentru cadranele 1 si 3, iar o alta teorie

pentru cadranele 2 si 4.



Teoria alungirii specifice maxime emax (St. Venant)

Teoria, propusa si dezvoltata de catre E. Mariotte si St. Venant, considera
alungirea specificd maxima drept criteriu pentru atingerea starii de
tensiune limita.

Pentru starea spatiald de tensiuni cu &, > ¢, 2 &; se poate scrie

Emx =61 S &L (3.6)
unde cu g s-a notat lungirea specifica limita pentru tractiune uniaxiala.

Se egaleaza alungirile specifice pentru starea spatiala de tensiuni din
ecuatiile constitutive (2.79) si respectiv pentru tractiune uniaxiala

é[al—v(02+a3)]:% (3.7)
Rezulta
Oun =0,—V(0,+0;) (3.8)
Pentru o stare plana de tensiuni cu o, =0 relatia (3.8) devine
O, =0, — VO, (3.9)

Tn sistemul xOy se exprima o1 si 6, functie de ox, 6y, Txy si rezultd formula
lui Saint Venant

1-v 1+v 2 2
lo :T(ax+ay)+7\/(ax—0'y) +4z,, (3.10)
Conform acestei teorii, domeniul in care materialul nu cedeaza este
delimitat de patru drepte

0, —V0o, =0

echr 01 ~VO, =—0,

ech” (3.11)

O, —VO; =04y, O, VO =0y,

in figura 3.9 se prezintd acest domeniu, pentru comportament ductil,
comparativ cu cel propus de teoria Rankine. Materialul incepe sa cedeze pe
conturul domeniului (c=1) iar la interiorul domeniului este zona sigura (c>1).

Pentru starea spatiald de tensiuni domeniul este marginit de o prisma oblica
[Bia C., 1983].
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Fig. 3.9. Domeniile in care materialul nu cedeazd, conform teoriilor
St. Venant (linie plind) si Rankine (linie intreruptd), pe contur c=1

Pentru solicitarea la forfecare pura (o, =7, 0, =—7), din (3.9) rezulta

Oun =0, — Vo, =(1+Vv)7 (3.12)

De unde, conform teoriei St. Venant, materialul cedeaza la forfecare pentru
O

7, = (3.13)

1ty

Pentru multe materiale v = 0,3 si cu aceasta valoare din (3.13) se obtine
7, =0,770, (3.14)

Teoria poate fi aplicata in cazul unor ruperi fragile ale materialelor de
constructii (beton, caramida) solicitate la compresiune, cum ar fi cazul de
cedare prezentat in figura 2.26e. De asemenea, teoria ar putea fi eventual
aplicata la materiale pentru care conditia (3.14) este indeplinita, cum ar fi
cazul unor materiale compozite. In prezent aceastd teorie este totusi putin
utilizata.
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Teoria tensiunii tangentiale maxime tmax (Tresca)
Teoria a fost propusa de Coulomb si a fost dezvoltata si verificata de Tresca
si Guest. Ea admite drept criteriu de stare limita tensiunea tangentiala
maxima. Tensiunile tangentiale maxime pentru starea spatiala si respectiv
plana de tensiuni sunt date de (2.64). Pentru solicitarea la tractiune uniaxiala
CU Gech tensiunea tangentiala maxima este

Toax = Feoh (3.15)

2

Egaland tensiunea tangentiala maxima din (2.64) cu cea data de (3.15) se
obtine pentru starea spatiala de tensiuni

O-l _0-3 — O-ech (316)
2 2
iar pentru starea plana de tensiunicu o, =0:
0,-0, — Oech (317)
2 2

Dupa simplificare rezultd, pentru starea spatiala si respectiv plana de
tensiuni (cu 0, =0):

Oy =0,— 03, O,y =0,—0, (3.18)
Tnlocuind tensiunile principale cu cele date de (2.38) se poate trece la

sistemul de referinta general xOy. Astfel, pentru starea plana de tensiuni se
obtine

Oopy = \/(GX -0, )2 +4TX2y (3.19)

n figura 3.10 se prezintd domeniul de sigurantd propus de citre teoriile

Tresca si Rankine pentru starea pland de tensiuni. In cadranele 2 si 4

domeniul este delimitat de doua drepte inclinate avand ecuatiile derivate

din (3.18), marcate cu linie intrerupta in figura 3.10:
A Py B2 % (3.20)
oL OL oL OL

Pentru cadranele 1 si 3 teoria Tresca adopta modelul Rankine si rezulta astfel

un domeniu hexagonal neregulat.
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C(-1,0)

H(-1,-1) D(0,-1)

Fig. 3.10. Domeniile in care materialul nu cedeazd, conform teoriilor
Tresca (linie plind) si Rankine (linie intreruptd); pe contur c=1

Pentru cazul starii spatiale de tensiuni suprafata de cedare este suprafata
laterala a unei prisme hexagonale regulate a carei axa de simetrie este egal
departata de cele trei axe de coordonate 61, 62 si 63 (axa hidrostaticd).
Sectionand prisma cu un plan perpendicular pe axa hidrostatica (planul i) se
obtine un hexagon regulat (fig. 3.11), iar la sectionarea cu un plan de
referinta se obtine un hexagon neregulat, ca cel din figura 3.10. Aceasta este
reprezentarea Becker-Westergaard. In punctele aflate pe suprafata laterala
a prismei incepe cedarea materialului (c=1) iar la interiorul prismei este zona
sigurad, in care materialul nu cedeaza (c>1).

cs suprafata
de curgere

G3

b)

Fig. 3.11. Reprezentarea Becker-Westergaard a suprafetei de cedare Tresca (a)
si sectiunea cu planul i, perpendicular pe axa hidrostaticd (b)
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n cazul solicitarii la forfecare purd, din (3.15) rezulta
=%

2
Aceasta relatie a fost verificata experimental, de catre Bauschinger si altii,
pe mai multe materiale metalice cu cedare ductild. S-a demonstrat astfel ca
teoria Tresca poate fi aplicatda pentru cedarea ductila. Pentru intregul
domeniu materialul nu cedeaza atunci cand

(3.21)

|0'1|<0'C; |02|<O'C; |al—(72|<0'c (3.22)

Sigur ca la proiectare se va tine cont de coeficientul de siguranta adoptat.

Un dezavantaj al teoriei consta in neglijarea unei tensiuni principale in cazul
starii spatiale de tensiuni. Alta deficienta importanta o reprezinta faptul cain
cazul solicitarilor echitriaxiala si echibiaxiala teoria prezice in mod eronat ca
nu se produce ruperea, indiferent de valoarea tensiunilor principale,
deoarece Gech = 0. Teoria nu poate fi utilizata pentru aceste stari de tensiuni.

Teoria energiei potentiale de deformare elasticG maxima Uimax
(Beltrami)

Teoria a fot propusa de E. Beltrami si la dezvoltarea ei au contribuit Haigh si
altii. Ea presupune ca pentru un material dat energia potentiala specifica de
deformare elastica U; este aceeasi, indiferent de starea de tensiuni. Pentru
o solicitare compusa se ajunge la starea limita de tensiuni intr-un punct
atunci cand energia U; atinge valoarea sa limita pentru solicitarea la
tractiune uniaxiald. Pentru starea spatiala de tensiuni energia Ui este data
de (2.100) iar pentru solicitarea la tractiune uniaxiala in tabelul 2.12. Egaland
tensiunea de la solicitarea la tractiune pentru o, = o, cu cea pentru stare

spatiala de tensiuni se obtine succesiv
2

O-ech 1 2 2 2

- = | +0, +0;-2v(o,0,+0,0,+0,0. 3.23
oF 2E|: 1 2 3 ( 192 203 3 1)} ( )
o :\/0'12+0'22+a§—2v(0'10'2+0203+0'30'1) (3.24)
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Pentru starea pland de tensiuni (cu o, = 0) tensiunea echivalenta devine

Oy = \/012 +0; —2vo,0, (3.25)

in reprezentarea Becker-Westergaard suprafata de cedare pentru starea
spatiald de tensiuni este cea a unui elipsoid de rotatie Tn jurul axei
hidrostatice [Bia C., 1983]. Pentru o stare plana de tensiuni (cu o, =0) curba

limita a domeniului de siguranta este
o’ +0:-2vo,0,=0" (3.26)
1 2 1¥2 L .
Aceasta este o elipsa cu axa mare orientata pe directia bisectoarei principale

(prin cadranele 1 si 3). Rotind sistemul de referinta astfel incat sa coincida
cu directia bisectoarelor se pot determina semiaxele elipsei [Tripa M., 1967]:

o . o,

Vi—v' 4y

Tn figura 3.12 se prezint3, in coordonate o,/o, 0,/0, , elipsa Beltrami-

(3.27)

Haigh si hexagonul Tresca. Se observa ca ambele domenii au aceleasi
intersectii cu axele. nsd pe directia diagonalei principale dimensiunea elipsei
este mai micda decat a hexagonului, in timp ce pe directia diagonalei
secundare dimensiunea elipsei este mai mare.

Pentru solicitarea la forfecare pura se inlocuieste in (3.25) 0, =7,0, =—7 si

rezulta
oL
] — (3.28)
b 20+y)
Pentru v =0,3, din (3.28) se obtine
7, =0,620, (3.29)

Teoria Beltrami-Haigh este destinata cedarii ductile a unor materiale
metalice precum otel cu un continut redus de C, aliaje de aluminiu etc. In
prezent aceasta teorie este mai putin utilizata.

176



Fig. 3.12. Domeniul teoriei Beltrami (linie plind) si respectiv Tresca (linie
intreruptd); pe conturul elipsei incepe cedarea materialului (c=1)

Teoria energiei potentiale de deformare elasticd

modificatoare de formd Uir.max (von Mises)

Teoria a fost propusa de Huber si dezvoltata de Richard von Mises si Henkey.
Pentru simplificare va fi numita in continuare Teoria energiei modificatoare
de forma sau Teoria von Mises. Ea se bazeaza pe ipoteza ca pentru un
material dat energia potentiala specificd de deformare elastica
modificatoare de forma Uir este aceeasi, indiferent de starea de tensiuni.
Spre deosebire de teoria Beltrami, teoria von Mises considera numai o parte
din energia potentiala de deformare si anume fractiunea care produce
modificarea formei. Pentru starea spatiala, plana si uniaxiald de tensiuni
energia Uir este datd in tabelul 2.12. Pentru starea uniaxiald de tensiuni cu
o, = 0, energia modificatoare de forma devine

1+v
UlF = 3—EUezch (330)
Egaland energia potentiald modificatoare de forma data de (3.30) cu energia
pentru starea spatiala de tensiuni din tabelul 2.12 se obtine

1+v , 1+v

Eaech = E[af +0r+07 —(0102 + 0,0, +030'1)] (3.31)
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de unde rezulta

Oy = \/0'12 +0; +07; —(0'10'2 + 0,0, +0'30'1) (3.32)
sau
1 2 2 2
Oech :E (0_1_0-2) +(O-2_O_3) +(03_01) (3.33)
Pentru starea plana de tensiuni din spatiul 61-0; relatia (3.32) devine
Oty = \/012 +o0.-0,0, (3.34)

Tnlocuind tensiunile principale cu cele din (2.38) se obtine tensiunea
echivalenta pentru sistemul de referinta general xOy, starea spatiald si
respectiv plana de tensiuni

Gech =

\/(O'X -0, )2 +(0'y -0, )2 +(o, -0, )2 + G(z'xzy "‘sz +er) (3.35)

1
2

_ 2 2 2
O = \/GX +o,-0,0,+31,,
Domeniul de siguranta al teoriei von Mises il reprezinta elipsa rotita la 45°
2 2 2
o, +0, —0,0,=0] (3.36)

Rotind sistemul de referinta astfel incat sa coincida cu directia bisectoarelor
se pot determina semiaxele elipsei [Tripa M., 1967]:

\/EO'L; \/%GL (3.37)

Tn figura 3.13 se prezinta domeniul de siguranta von Mises (marcat cu gri) in
comparatie cu domeniile Rankine si Tresca. Se observa ca cele trei domenii
au comune punctele de intersectie cu axele si cu bisectoarea principala.

Pentru forfecare pura se inlocuieste in (3.36) o, =7; 0, =—7 si se obtine

o, =0,5770, (3.38)

1
TLZE
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2 von Mises

Ran@e B(D,1)

G(1,1)

Fig. 3.13. Domeniul teoriei von Mises (linie plind), respectiv Rankine si Tresca (linie
intreruptad); pe conturul elipsei incepe cedarea materialului (c=1)

Valoarea tensiunii tangentiale limita data de (3.38) este confirmata de
determinarile experimentale efectuate pe mai multe materiale metalice cu
cedare ductila la solicitari statice si la temperatura mediului.

Tn reprezentarea Becker-Westergaard suprafata de cedare a teoriei von
Mises este suprafata lateralad a unui cilindru avand drept ax3, la fel ca prisma
hexagonald Tresca, axa hidrostatica. Sectionand cilindrul cu un plan
perpendicular pe axa hidrostatica (planul i) se obtine un cerc (fig. 3.14).
Sectionarea cilindrului cu un plan de referinta da o elipsa rotita la 45°,
similara cu cea din figura 3.13.

Teoria von Mises este probabil cea mai utilizata pentru cazul cedarilor
ductile. Ea este in buna concordanta cu rezultatele experimentale obtinute
pentru mai multe materiale metalice (otel cu un continut redus de C, aliaje
de Al, Cu etc.). in plus prezintd avantajul ci limita sa de cedare este o curb3
continua si astfel se poate lucra cu o singura ecuatie. Cu toate acestea, asa
cum se va arata mai jos, are un domeniu limitat de utilizare, la fel ca toate
celelalte teorii.
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suprafata S
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01+0:+03=0

G, d } b}
Fig. 3.14. Reprezentarea Becker-Westergaard a suprafetei de cedare von Mises (a)
si sectiunea cu planul i, perpendicular pe axa hidrostaticd (b)

Teoria Mohr-Coulomb

Aceasta teorie are la baza un concept diferit fata de teoriile prezentate mai
sus. Ea nu considera o echivalenta intre doua stari de tensiuni, ci se bazeaza
cercurile lui Mohr pentru diferite stari de tensiuni limita in care incepe sa se
producd cedarea materialului. Tn figura 3.15 sunt mai multe cercuri Mohr
pentru diverse stdri limitd de tensiuni. In general se observa o crestere a
diametrului cercurilor la trecerea de la tractiunea biaxiala sau triaxiala la
compresiune. Christian Otto Mohr postuleaza ca exista o infasuratoarea a
tuturor cercurilor de stare limita si cedarile ar urma sa se produca pentru o
combinatie dintre tensiunile normare ¢ si tangentiale t data de coordonatele
punctului in care cercul pentru starea limita de tensiuni este tangent la
infasuratoare. Coulomb a fost primul care a observat ca un material cedeaza
la 0 anumita combinatie intre tensiunile normale si cele tangentiale. Ecuatia
infasuratorii cercurilor de stare limita (numita si curbd intrinsecd) poate fi
determinata pentru un numar finit, dar suficient de mare de cercuri de stare
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limita, trasate pe baza datelor experimentale. Odata cunoscuta ecuatia
infasuratorii, se poate afirma ca o stare oarecare de tensiuni va fi una limita
daca cercul lui Mohr care ii corespunde este tangent la aceasta, iar daca
intersecteaza curba intrinseca, atunci materialul cedeaza. Pentru o stare de
tensiuni oarecare se poate prezice la ce combinatie 6-t va ceda materialul.
Stiind unghiul 2a (fig. 3.15) s-ar putea prezice chiar si ce unghi face suprafata
de rupere cu axa epruvetei, nsa fara a putea generaliza. Astfel, in cazul
incercarii la torsiune sectiunea de rupere poate fi la 90° sau la 45°, functie
de natura cedarii (ductila sau fragild), dupa cum se vede in fig. 2.25, desi
cercul limita pentru torsiune este unul singur, cel cu centrul in origine.

Fig. 3.15. Trasarea infdsurdtorii cercurilor de stare limita: cercul Mohr pentru
tractiune echibiaxiald degenereazd in punctul 1; cercul cu centrul in O; este
pentru tractiune biaxiald; Os - tractiune uniaxiald; O, - forfecare; Os —
compresiune uniaxiald; Og - compresiune biaxiald

Conform teoriei Mohr, pe curba intrinseca materialul incepe sa cedeze (c=1).
La interiorul curbei se afla zona sigura iar la exterior cea in care materialul
cedeaza (c<1). La interiorul curbei intrinseci pot fi trasate alte curbe pentru
coeficienti de siguranta constanti. Cu cat punctele din zona sigura sunt mai
indepartate de curba intrinsecad, cu atat coeficientul de siguranta este mai
mare, asa cum se arata in figura 3.16.
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Fig. 3.16. Materialul incepe sd cedeze pe curba intrinsecd (c=1); la interiorul
curbei intrinseci se afld zona sigurd, in care materialul nu cedeazd

Se pune intrebarea daca domeniul delimitat de curba intrinseca este unul
inchis, asa cum au fost domeniile celorlalte teorii, delimitate de curbele de
stare limit3. Tn capitolul 2 s-a ardtat c3 pentru starea echitriaxiald de tensiuni
(tractiune sau compresiune) cercurile lui Mohr degenereaza in puncte. La
tractiunea echitriaxiald ruperea este intotdeauna fragila [Christensen R.,
1967]. Pentru compresiunea echitriaxiala comportamentul materialelor este
intotdeauna ductil, dar nu s-a putut realiza inca la o presiune suficient de
mare pentru a produce fisurarea [Dieter G., 1988 ]. Rezulta ca punctul de
cedare in care degenereaza cercurile lui Mohr la compresiune echitriaxiala
se afla pe semiaxa negativa o, dar la o distanta foarte mare de origine.
Deoarece domeniul marginit de curba intrinseca trebuie sa treaca prin
aceste douad puncte de pe axa Og, insemna ca el este totusi unul inchis.

Pentru cazul starilor triaxiale de tensiuni este clar ca infasuratoarea nu poate
fi tangenta decat la cercul Mohr cel mai mare, cu diametrul o, —o; numit si

cerc determinant. Astfel influenta tensiunii principale intermediare o2 este
neglijata, ceea ce constituie o deficienta a teoriei. Cu toate acestea,
experientele arata ca influenta tensiunii principale intermediare este
limitata. Pentru fonta [Ponomariov S.D., 1960] apreciaza ca eroarea
introdusa prin neglijarea lui o2 nu depaseste 15%, insa mai sunt necesare
cercetari Tn domeniu. Alti cercetatori considera ca aceasta eroare poate
atinge chiar 15+33% [Yu M-H, 2018].
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Un important dezavantaj al acestei teorii o reprezinta dificultatea
determinarii curbei intrinseci, datorita volumului mare de date
experimentale necesare, obtinute pentru o gama larga de stari de tensiuni.
Pentru simplificare, Ludwig Prandtl a propus aproximarea unor portiuni din
curba intrinseca cu semidrepte. Aceastd aproximare a condus la o utilizare
pe scard largd a teoriei Mohr-Coulomb. in figura 3.17 se prezinta inlocuirea
portiunii de infasuratoare dintre starile de tensiuni de tractiune si respectiv
compresiune uniaxiala cu segmente din dreptele tangente la cele doua
cercuri de stare limitd. Tn acest caz sunt necesare numai doud tipuri de
experimente pentru a determina cercurile limita: la tractiune si respectiv
compresiune uniaxiala.

n figura 3.17 s-a mai trasat (cu linie intreruptd) un cerc pentru starea limit
de tensiuni cu tensiunile principale 61, 62. Segmentele de dreapta [01B],
[02C] si [0O3D] unesc centrele cercurilor cu punctele de tangenta ale celor
doua drepte iar dreptele Oi1C’' si BC sunt paralele. Din asemanarea
triunghiurilor 0103D’ si 010,C’ rezulta

[0,D'] [00;] [0,D]-[0OB] [00]-[00;]

[0C] [00,]" [0€]-[08] [00]+[00,] >

Tnlocuind mérimea segmentelor cu tensiunile din figura 3.17 se obtine

(0-1_0_2)_O_LT _Our _(0-1_0_2)

= (3.40)
|O-LC|_O-LT O 7 +|GLC|
de unde rezulta
o
o, ——-0,=0, (3.41)
|O'LC|
Notand raportul constant
o
k=L (3.42)
|0LC|

si In membrul drept o, =0, , rezulta relatia lui Mohr-Coulomb pentru
stare plana de tensiuni (cu o, =0):

O =0, —Ko, (3.43)

ec

183



Pentru starea triaxiala de tensiuni se neglijeaza influenta tensiunii
intermediare o, si(3.43) devine

Oen = 0, — Ko (3.44)

Fig. 3.17. Teoria Mohr-Coulomb: inlocuirea unei portiuni de curbd intrinsecd
cu segmente din dreptele tangente la cercurile limitd pentru tractiune
si respectiv compresiune

Pentru cazul particular in care
o =lo|=k=1 (3.45)

Aceasta situatie se intalneste la cedarea ductild, cand relatia (3.43) devine
(3.18) si teoria Mohr-Coulomb degenereaza in teoria Tresca, asa cum se
arata in fig. 3.18. Se observa ca cercurile limita la tractiune si compresiune
uniaxiala au acelasi diametru, deoarece in acest caz tensiunile limita sunt
cele de curgere la tractiune si respectiv compresiune si sunt aproximativ

o, . Dreptele tangente la cele doua

egale intre ele o,; =0, =|oc|=|o,|=

cercuri, care nlocuiesc curba intrinseca, devin astfel paralele.

Se observa ca teoria Mohr-Coulomb poate fi aplicata atat pentru cedarea
fragila cat si pentru cea ductila, caz in care degenereaza in teoria Tresca (fig.
3.18).
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Fig. 3.18. llustrarea teoriei Mohr-Coulomb pentru cedarea ductild (0.=0.=0.)

Tn spatiul 01-02 ecuatia (3.43) reprezintd o dreapt. La deducerea ei s-au
folosit cercurile Mohr pentru starea limitd la tractiune si compresiune. In
spatiul o, —o, aceste stdri de tensiuni se gasesc in cadranele 2 si 4. Pentru
cadranele 1 si 3 adopta teoria Rankine. Astfel domeniul de siguranta al
teoriei Mohr-Coulomb devine un hexagon neregulat (fig. 3.19).

n figura 3.20 se arat3 reprezentarea Backer-Westergaard a ecuatiei (3.44),
considerata pentru perechi succesive de tensiuni principale. Suprafata de
cedare Mohr-Coulomb este suprafata laterald a unei piramide hexagonale,
cu axa hidrostatica. La interiorul piramidei se afla domeniul de siguranta
(c>1).

Pentru solicitarea la forfecare purd se finlocuieste in (3.43)
0,=T7,,0, =T, 0, =0 sirezulta
O,

’l' =
b o1+k

(3.46)

Pentru cedarea ductild k =1 si se obtine 7, =0, /2, lafel cala teoria Tresca.

Tn spatiul o-t ecuatia dreptelor tangente la cercuri (fig. 3.17) poate fi scrisd
astfel
r=otana +cC (3.47)

unde tana este panta dreptei, o este unghiul de frecare internd iar

coeficientul ¢ se numeste coeziune.
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Pentru a = 0° teoria Mohr-Coulomb degenereaza in teoria Tresca iar pentru
a =90° se reduce la teoria Rankine. Ecuatiile (2.55) pot fi rescrise functie de
unghiul a (complementul lui @) si expresia teoriei Mohr-Coulomb mai
poate fi scrisa

7, =0,SINa+C-CoS (3.48)
unde
O, —O. o, +0.
r,=—4—2%, o, =—+—2% (3.49)
2 2
0,
o, 0, =1
—+——=1 Orr G ,
Orc Orr e
. B(0,or1) -~
.\. /‘—’_.-r" ———/—
=X P
-‘_-F' \_\ // I
- ', e I
. ~
C(OLc.0)] __~~ | A(SLT1,0)
tl i fb
a N
G
I @ s 1
I s \'\_ /
// b /
O-l I # ?\
——=1 1] o ;™
Orc | Vi / > 0y _1
| it / o
I - f LT
ra
| < /
| f— | o o,
s .," —1+ = :].
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o
7 %" 4 D(0,61¢)
Orc

Fig. 3.19. Domeniul de sigurantd al teoriei Mohr-Coulomb
(delimitat cu linie intreruptd, c=1) si domeniul Rankine (linie plind)
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de curgere

Fig. 3.20. Reprezentarea Becker-Westergaard a suprafetei de cedare Mohr-
Coulomb (a) si sectiunea cu planul i, perpendicular pe axa hidrostaticd (b)

Validarea experimentald a teoriilor de stare limitd

Asa cum s-a aratat mai sus, toate teoriile de stare limita trebuie sa aiba o
solidd confirmare experimentald pentru a fi acceptate. In continuare se vor
prezenta cateva experimente ale caror rezultate vor fi comparate cu
predictiile date de diferite teorii de stare limita.

Tn figura 3.21 se prezint3 rezultatele testelor efectuate de Taylor si Quinney
pe epruvete din otel ductil, aluminiu si cupru, supuse la solicitari compuse,
comparativ cu predictiile teoriilor Tresca si von Mises. Se observa ca teoria
von Mises concorda mult mai bine cu rezultatele experimentale. Valorile
tensiunii tangentiale de curgere functie de cea normala sunt de asemenea
mai bine prezise de teoria von Mises, asa cum se poate constata din relatiile
(3.21), (3.38) si figura 3.21.

Tn figura 3.22 sunt prezentate rezultatele experimentale obtinute pentru
unele oteluri, aliaje de aluminiu si fonta cenusie, comparativ cu domeniile
de siguranta ale teoriilor Rankine, Tresca si von Mises. Se constata din nou
ca teoria von Mises modeleaza mai bine cedarea ductila iar teoria Rankine
cedarea fragila a fontei cenusii.
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T von Mises
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Fig. 3.21. Predictiile teoriilor Tresca si von Mises comparativ cu rezultate
experimentale pentru unele materiale cu ceddri ductile
[Taylor G.I., Quinney H., 1931]

von Mises *
GEIG[] N / Cedare ductila {G[]:Gc)

o OtelNi-Cr-Mo
e Otel AISI 1023
o Aliaj Al 2024-T4
m Aliaj Al 35-H

—1 61/6¢

Cedare fragila (o,=0,)
& Fontd cenusie

[ L e

Fig. 3.22. Rezultate experimentale pentru unele materiale cu ceddri ductile si
fragile, comparativ cu domeniile de sigurantd date de teoriile Rankine, Tresca
sivon Mises [Dowling N.E., 1999]
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n figura 3.23 se prezintd rezultatele testelor la solicitdri compuse efectuate
pe epruvete din materiale cu cedari ductile si fragile, comparativ cu
domeniile de siguranta ale tuturor teoriilor prezentate mai sus, cu exceptia
teoriei Mohr-Coulomb. Se constata din nou ca teoria von Mises modeleaza
mai bine cedarea ductila iar teoria Rankine pe cea fragila.

Rankine o) 2/ 0,
St. Venant __ \ e
(\':0.35) // 1'0 %
/ >
Beltrami-_| - s, /
Haigh 2 //
(\!:0.35) / y 1 0’5 .
/7 “von Mises
-1,0 7 . Tresca ) o, KGC
-0,5 0 0,5 y 1,0
p /
+
T '0,5 /A +
: 7 /09 +¢
\ Y .
\ P >, e
-1,01 & H
Wig, =

+ Fonta cenusie oCu
¢ Otel a Al

Fig. 3.23. Rezultate experimentale pentru unele materiale cu ceddri ductile si
fragile, comparativ cu domeniile de siguranta date de diverse teorii
de stare limitd [3] (reprodus prin amabilitatea Vishay Measurments Group GmbH)

Din cele prezentate mai sus reiese ca teoria von Mises are o confirmare
experimentala mai buna in comparatie cu teoriile Tresca, St. Venant si
Beltrami-Haigh in cazul cedarilor ductile. Din acest motiv, in prezent ea tinde
sa inlocuiasca celelalte teorii pentru cazul cedarilor ductile. Cu toate acestea,
celelalte teorii s-ar putea sa dea rezultate mai bune pentru anumite categorii
de materiale si anumite stari de tensiuni si in consecintd nu vor fi

abandonate.
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Recomandadri privind utilizarea teoriilor clasice

Conditia pentru ca materialul sa atinga o stare limitd poate fi exprimata cu
ajutorul unei ecuatii de forma f(0y, 02, 03) = 0, care poate fi reprezentata
printr-o suprafata limita in spatiul tridimensional, avand drept coordonate
tensiunile principale, unde functia f este data de teoriile de stare limita.
Aceasta suprafata delimiteaza domeniul de siguranta pentru un material,
asa cum s-a aratat mai sus. Teoriile de stare limita se bazeaza implicit pe
ipoteza ca exista un factor care are o influenta determinanta asupra
rezistentei materialului supus la solicitari compuse.

n tabelul 3.1 s-au sintetizat cateva dintre formulele stabilite mai sus pentru
tensiunea echivalenta in stare biaxiala de tensiuni. Formulele au fost
particularizate pentru starea de tensiuni(o, =0;0,=0;7, =7), care se
intalneste la arbori de transmisie. Se observa ca relatiile in sistemul de
referintd xOy sunt generale, celelalte fiind cazuri particulare ale acestora. in

tabelul 3.2 sunt prezentate cateva recomandari privind utilizarea teoriilor de
stare limita.

Tab. 3.1. Tensiuni echivalente pentru stare pland de tensiuni

Teoria STAREA DE TENSIUNI / TENSIUNEA ECHIVALENTA
Wl 1, =
xy
Ox \L U1 T=—
Caz general (xOy) Tensiuni Incovoiere cu

principale (102) torsiune etc.

_ GX+O'y

+ O =

O, ech

ech —
2

max O¢n = 0 1 2 2
%\/(Ux—ﬁy)2+4TX2y E(a—i-\/a +4r )

2
2 |~ _ [ 2
Trmax Oeen = \/(O-x - O-y) +4r Oech = |O-l 02| Onh =NO  + 47
Ogcn = Oech =
U _ [ 372
1F .max O,y =NO +0T

2 2 2 2 2
\/GX +o,—0,0,+31,, \/0'1 +0, —0,0,
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Tab. 3.2. Recomanddri privind utilizarea teoriilor de stare limitd

Teoria Recomandari privind utilizarea:

O max Pentru cedare fragila;

(Rankine) Cand tensiunile normale sunt mari in raport cu cele
tangentiale;
Uneori este utilizata doar pentru simplitatea sa, Thsa in
situatii neadecvate (pentru materiale cu cedare tenace etc.).

Trax Pentru cedare ductil3;

(Tresca) Nu se recomanda atunci cand tensiunile tangentiale sunt
mici in raport cu cele normale;
Nu poate fi folosita in cazul tractiunii/compresiunii
echibiaxiale sau echitriaxiale (hidrostatica).

UlF_max APentru cedare ductil3;

(von In cazul tractiunii/compresiunii echibiaxiale da aceleasi

Mises) rezultate ca teoria Omax;
Nu poate fi aplicata in cazul tractiunii/compresiunii
echitriaxiale (hidrostatica).

Mohr- Pentru cedare ductila sau fragil3;

Coulomb Utilizarea este conditionata de obtinerea curbelor intrinseci;
Nu poate fi folositd n cazul tractiunii/compresiunii
echibiaxiale sau echitriaxiale (hidrostatica), la rupere ductila.

3.3.3. Alte teorii de stare limita

Teoria Hosford

Tn 1972 Hosford a propus o generalizare a teoriei von Mises pentru materiale

izotrope astfel

1 n n n
o ={3[lo-al +lo-af' +los i

(3.50)

unde ne[l,o) este o constanta de material.

Cand n=1 teoria Hosford degenereaza in teoria Tresca iar cand n=2 devine
identica cu teoria von Mises. Pentru alte valori ale lui n (care nu sunt
neaparat numere intregi) teoria Hosford da pentru tensiunea echivalenta
valori intermediare intre teoriile Tresca si von Mises.
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Pentru starea plana de tensiuni cu o, =0 relatia (3.50) devine

1 n n n
R ey s

n figura 3.24 se prezintd domeniile de sigurantd pentru n=1 (Tresca), n=2
(von Mises) si respectiv n=10.

Fig. 3.24. Domeniul de sigurantd al teoriei Hosford variazd intre cel al teoriei
Tresca (n=1) si respectiv von Mises (n=2); se dd un exemplu pentru n=10
(cu linie punctatd)
Se observa ca teoria Hosford poate asigura o trecere de la modelul Tresca
(n=1) la modelul von Mises (n=2). In figura 3.25. se prezint3 suprafetele de
curgere pentru testele la tractiune biaxiala efectuate pe un otel cu 0,02% C
si 0,15% Mn, laminat la rece. Se observa ca teoria von Mises modeleaza bine
initierea curgerii (¢ =0,2%) in timp ce teoria Hosford concorda bine cu
rezultatele experimentale chiar si la alungiri specifice de zece ori mai mari,
putand fi folosita pentru calcule in domeniul elasto-plastic. Aceste calcule
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sunt necesare, de exemplu, pentru tehnologiile de deformare plastica la
rece. Flexibilitatea teoriei Hosford ii permite sa se adapteze usor la o gama
variata de materiale izotrope cu cedare ductila.

Teoria a fost dezvoltata si pentru materiale anizotrope, acest model
matematic fiind denumit Logan-Hosford. Pentru materiale anizotrope pot fi
utilizate si alte teorii: Hill 1993, YId2000 (dezvoltata de catre Barlat) etc.
Aceste teorii pot fi aplicate la o gama mai larga de materiale, cum ar fi
polimeri, unele compozite sau unele materiale metalice. Produsele laminate
la rece, de exemplu, sufera un proces de ecruisare si in consecintd nu sunt
izotrope.

1,5
£

e .

1 &= s
o ¢=0.2%

| e 2% hd

0,5 — von Mises

----- Hosford |
0,5

Fig. 3.25. Rezultatele testelor la tractiune biaxiald a unui otel
(0,02% C, 0,15% Mn) laminat la rece [4]
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Teoria Christensen

Pentru materiale izotrope Christensen a dezvoltat o alta generalizare a teoriei
von Mises, valabila atat pentru cedari ductile, cat si fragile. Teoria cuprinde
douad subcriterii separate care tin cont de mecanismul de cedare si pot fi
exprimate astfel [Christensen R., 2013]:

O
0t <1

Oc
1 1
(———](614-62-}-(73)-!- (3.52)
Ot O ¢
1 [ 2 2 2
(51_52) +(O'2_63) +(03_01) JSl
20,0
1
Osﬁézjqéau; 0,50, 0,50.; (3.53)
Oc

Pentru o ; =0 cedarea este ductila si teoria Christensen se reduce la

teoria von Mises. In reprezentarea Becker-Westergaard suprafata de cedare
data de criteriul (3.52) este un paraboloid. Criteriul (3.53), aduce corectii
pentru cedarea fragila si sectioneaza paraboloidul cu trei plane, in domeniul
tractiunii triaxiale, taind mici felii, care se indeparteaza. Pe paraboloid raman
trei suprafete plate eliptice. in figura 3.26 se prezintd domeniul de sigurant3
al teoriei Christensen (stare plana de tensiuni). Se observa ca domeniul
marginit de criteriul (3.52) pentru stare plana de tensiuni, la fel ca la teoria
von Mises, este o elipsa rotita la 45°, dar translata pe directie bisectoarei
principale, spre cadranul 3. Criteriul (3.53), care corijeaza domeniul eliptic,
este reprezentat pentru o cedare fragila, cu o ; /GLC =0,3 si este figurat cu

doua drepte trasate cu linie punct. Domeniul cuprins intre aceste drepte si
portiunea elipsei trasata cu linie intrerupta se indeparteaza. Teoria a fost
verificata experimental pe mai multe materiale, de la unele cu cedare ductila
pana la unele cu fragila. Ea prezice o tensiune de cedare la forfecare

O1 '|O-|_c |

3
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Fig. 3.26. Domeniile de sigurantd ale teoriilor Christensen si Rankine (03=0)

Teoria perechii de tensiuni tangentiale (YU Mao-Hong)

Aceasta teorie a fost propusa de YU Mao-Hong in 1961. A fost dezvoltata
treptat, ajungand sa fie considerata in prezent o teorie unificatoare a mai
multor alte teorii. Notand

0,0, o, +to; . .
T = > , Oy = > 1,]=123 (3.55)
se observa ca
Tia =Tt T T =T3+ Ty, Ty =Ty t+T; (3.56)

Teoria poate fi formulata astfel

o,+0, ) o, +ao,
o,—a—=——=0;, azél—
+a
(3.57)
o, to o, + oo
L2 _qgo,<0,; 0,22
2 l+ox
unde
o
o ="t (3.58)
Oc



Pentru cedare ductila a =1 si (3.56) devine

0, +0, ] o, + 0o,

T3 +t7,=0,—————=0,, 023—2
(3.59)

o, +0, o, + 0,

T3+ Ty = —0,50,, 0,2

2

Avand in vedere relatiile (2.64), precum si ecuatiile teoriilor Tesca (3.18) si
von Mises (3.33), YU Mao-Hong numeste aceste teorii ca facand apel la o
tensiune tangentiala si respectiv trei tensiuni tangentiale si formuleaza
recomandari privind domeniul lor de aplicabilitate (tab. 3.3).

Tab. 3.3. Domenii de aplicabilitate ale unor teorii de stare limitd [Yu M.-H., 2002]

7, /O'L Teorie de stare limita recomandata
0,31-0,41 -
0,48-0,53 O singura tensiune tangentiala (Tresca)
0,54-0,62 Trei tensiuni tangentiale (von Mises)
0,67-0,71 Doua tensiuni tangentiale (Yu)

Teoria Yu poate fi aplicata atat pentru cedari fragile cat si pentru cedari
ductile si prezice urmatoarea relatie intre tensiunile tangentiale si cele
normale

7, =0.6670 (3.60)

n reprezentarea Becker-Westergaard suprafata de cedare a teoriei unificate
este cea a unei piramide cu baza un dodecagon. Teoria unificatoare Yu
reuneste teoriile Rankine, Tresca, von Mises, Sokolovski, Schmidt-Islinski,
Mohr-Coulomb, Sdobirev si Pisarenko-Lebedev.

Teoria Mohr-Coulomb liniard modificata

Desi teoria Mohr-Coulomb poate fi folosita atat pentru cedari fragile cat si
pentru cedari ductile, totusi in prezent ea este utilizata in special pentru
cedari fragile ale unor materiale geotehnice sau de constructii, fonta,
ceramici tehnice etc. Pentru domeniul cedarilor ductile ea degenereaza in
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teoria Tresca, care tinde sa fie inlocuita de teoria von Mises. Pentru o mai
buna potrivire cu datele experimentale s-au propus unele modificari ale
teoriei clasice. in figura 3.27 se prezintd domeniile teoriilor Rankine, Mohr-
Coulomb (clasica si modificatd), pentru un material cu comportament fragil.
Dreptele din cadranele 2 si 4 sunt trasate intre punctele C(oyc,0) si D(0,0.c)
de intersectie cu axele si respectiv punctele L(-o1, ovr) si M(owr,-o17) de pe
axa forfecarii, care este bisectoarea unghiurilor drepte din cadranele 2 si 4
(pe aceasta dreapta tensiunile normale sunt egale in modul si de semne
contrare, asa cum se intalneste la forfecare). In figura 3.28 se prezintd
aceleasi domenii, Tmpreuna cu rezultate experimentale pentru fonta
cenusie. Se observa ca teoria Mohr-Coulomb modificata modeleaza bine
rezultatele experimentale si in consecinta aceasta modificare este
acceptata.

o (|O-££' _O-LT) 1
) =
Orc |O-LC' OLr
o,
2 1
—
[ Orr G,
g 2
S RS L(-o0,,,0
6] ¢ (-61r,92r) BO.O1r)
S| S - >, 7 ..
© b T - /‘\‘\43’ s ir
"},// O@\\ // |
- y
C(orc,0)f .5~ O | a(o1r,0)
N
I A A o
I S A /e
| . i
O- “ N -
1
— =1 s / UM(0.7,-01r)
Orc | o // / ( )
I . ‘ Cic|— 0O c
[ e //// |"(|7J0'1 2 =1
[ A }{ |O-£C' Orr Orc
, ’
: g A 5
- . E— - —
e A Orr Orc
‘ o, 1p0.61c)

Fig. 3.27. Domeniile de sigurantd ale teoriilor Rankine (linie plind), Mohr-Coulomb
clasicd (linie intreruptd) si Mohr-Coulomb modificatd
(linie-doud puncte si linie intreruptd)
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02 [MPa] %44,

M-C = Mohr-Coulomb
M-C-m = Mohr-Coulomb modificat

© Date experimentale pentru fonta cenusie

Fig. 3.28. Unele domenii de sigurantd si rezultate experimentale
pentru fonta cenusie [Dowling N.E., 1999]

Aceasta modificare a teoriei Mohr-Coulomb poate fi interpretata ca o
modelare a unei portiuni din curba intrinseca cu segmente din dreptele
tangente la cercurile limita pentru compresiune si forfecare (fig. 3.29), in loc
de dreptele tangente la cercurile limita pentru compresiune si tractiune, asa
cum s-a procedat la teoria Mohr-Coulomb clasica.

Din figura 3.28 se observa ca teoria modificata modeleaza mai bine
rezultatele experimentale in cadranele 2 si 4, pentru fonta cenusie.
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OLc 1.=GC
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Fig. 3.29. Modelarea unei portiuni din curba intrinsecd cu drepte tangente
la cercurile limitd pentru tractiune si forfecare

Teoria Mohr-Coulomb cu infdsurdtoare circulard

Aceasta teorie propune inlocuirea unei portiuni din curba intrinseca cu un
arc de cerc (C) tangent la cercurile limita pentru tractiune, forfecare si
compresiune, in punctele T, Tr si respectiv Tr. In figura 3.30 se prezinta cazul
unei cedari fragile [Barsanescu P.D., 2018].

T
(© o

Compresiune; | Forfecare Tractiune /
Oc; 0 Or) o
j T, T,
O c Oir

Fig. 3.30. Inlocuirea unei portiuni din curba intrinsecd cu un arc de cerc tangent
la cercurile limitd pentru tractiune, forfecare si compresiune

199



Pentru stare plana de tensiuni, tensiunea echivalenta este

1 2— 2K (1+k)+k-k&
Oy =—| 0,—ko,+ |07 +k*c: -2 o ( 5 ) 6,0, (3.61)
2 kST
unde
k=, k=L (3.62)
|0|_c| Ot

in spatiul o, — 0, zona consideratd sigura este marginitd de dous segmente

de hiperbola. Pe conturul zonei sigure materialul incepe sa cedeze (c=1).
Cazul particular o ; =0 corespunde ceddrii ductile, cand k=1 si (3.61)

devine

2— 4k +k& -

2 1~'3
kST

1
Ot =5 0,— 0, -‘r\/le +oi-2 (3.63)

Teoria Mohr are un domeniu larg de aplicabilitate. Totusi, in forma Mohr-
Coulomb ea este utilizata in special pentru materiale cu cedare fragila,
datorita faptului ca pentru cedarea ductila ea degenereaza in teoria Tresca,
care este inlocuita tot mai mult cu teoria von Mises. Teoria Mohr cu
infasuratoare circulara inlatura acest dezavantaj si de aceea poate fi aplicata
atat pentru cedarea fragila, cat si pentru cea ductila.

Tn figurile 3.31+3.35 sunt prezentate domeniile de sigurant pentru teoria
Mohr-Coulomb cu infasuratoare circulara si alte teorii clasice, pentru cateva
materiale metalice si nemetalice. Se observa ca teoria cu infasuratoare
circulara concorda destul de bine cu rezultatele experimentale. Pentru
k¢ — 1 teoria Mohr-Coulomb cu infisurdtoare circulard degenereazd in

teoria Rankine (fig. 3.35).

Teoria poate fi utilizata pentru cedari ductile si fragile, dovedind o buna
adaptabilitate la o gama larga de materiale. Pentru unele materiale aceasta
teorie ar putea fi utilizata doar in cadranele 2-4, iar teoria Rankine in
cadranele 1-3. O situatie similara se intalneste in cazul teoriei Tresca,
combinata cu teoria Rankine.
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Fig. 3.31. Domeniile de sigurantd pentru unele teorii si determindri experimentale
pentru aliaj de Al 6061-T6, k=1,053 (M-C = Mohr-Coulomb;
M-Cc = M-C cu infdsurdtoare circulard)

300[— von Mises
— M-Cc
*  Experiment

-100

-200

-300 0, [MPa]

-300 -200 -100 0 100 200 300

Fig. 3.32. Domeniile de sigurantd pentru unele teorii si determindri experimentale
pentru otel inoxidabil austenitic TRIP, k=0,9 (von Mises = elipsd;
M-Cc = M-C cu infdsurdtoare circulard)
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Fig. 3.33. Domeniile de sigurantd pentru unele teorii si determindri
experimentale pentru Nylon, k=0,955 (M-C = Mohr-Coulomb;
M-Cc = M-C cu infdsurdtoare circulard)
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Fig. 3.34. Domeniile de sigurantd pentru unele teorii si determindri experimentale
pentru fontd cenusie, k=0,311 (M-C = Mohr-Coulomb;
M-Cc = M-C cu infdsurdtoare circulard)
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Fig. 3.35. Domeniile de sigurantd pentru unele teorii si determindri experimentale
pentru fontd cenusie grafiticd, k=0,33 (M-C = Mohr-Coulomb;

M-Cc = M-C cu infdsurdtoare circulard); cdnd kgr — 1
teoria M-Cc degenereazd in teoria Rankine

Pentru o mai buna concordanta cu rezultatele experimentale, teoria Mohr-
Coulomb cu infasuratoare circulara poate fi combinata cu teoria Rankine:
prima se foloseste in cadranele 1 si 3, iar a doua in cadranele 2 si 4 (fig. 3.36),
la fel cum se procedeaza cu teoriile Tresca si Mohr-Coulomb liniara.
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Fig. 3.36. Domeniul de sigurantd pentru teoria Rankine (cadranele 1 si 3) combinat
cu domeniul teoriei Mohr-Coulomb cu infdsurdtoare circulard (cadranele 2 si 4)
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Teoria Mohr-Coulomb cu considerarea tensiunii principale
intermediare

Se observa ca o stare de tensiuni este cu atat mai periculoasa cu cat cercurile
lui Mohr care o reprezinta se apropie mai mult de curba intrinseca, pe
conturul careia materialul incepe sa cedeze. Altfel spus, o stare de tensiuni
este cu atat mai periculoasa cu cat cercul lui Mohr asociat ei are un diametru
mai mare sau se apropie mai mult de starea de tensiuni echitriaxiald, zona
in care cele doua ramuri ale curbei intrinseci sunt mai apropiate (figurile 3.15
si 3.16).

O deficienta importanta a teoriei clasice Mohr-Coulomb o reprezinta faptul
ca nu poate lua in considerare tensiunea principald intermediara, deoarece
curba intrinsecad este infasurdtoarea cercurilor limita exterioare. Pentru a
considera si influenta tensiunii principale intermediare, aceasta teorie
modificata utilizeaza tot cercurile Mohr exterioare (determinante), insa
modificate functie de tensiunea principala o,. Cercul determinant

reprezinta o stare plana de tensiuni, care este presupusa a fi la fel de
periculoasa ca starea spatiala de tensiuni initiald, in urmatoarele doua
situatii [Comanici A.M., Barsanescu P.D., 2018]:
e Diametrul cercului se modifica (creste sau scade, dupa caz) si aceasta
fost denumita ipoteza inflatiei;
e Cercul se deplaseaza pe axa tensiunilor normale (spre dreapta sau
spre stanga, dupa caz) si aceasta fost denumita ipoteza translatiei.
Atat prin cresterea diametrului cercului determinant, cat si prin translarea
sa catre valori pozitive ale tensiunii normale (adica catre punctul de tractiune
echitriaxiald) starea de tensiuni plana devine mai periculoasa. Cele doua
ipoteze sunt prezentate schematic in figura 3.37.

Egaland energiile potentiale modificatoare de forma pentru starile de
tensiuni considerate echivalent de periculoase (tab. 2.12) se obtine

p=2[ 5000+ {Blor -0 +120,(00 01 -2,) |

(3.64)

52%[—(0‘1+0'3)+\/(0'1+03)(0'1+0'3 —40'2)+40'22J
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Fig. 3.37. Stdri de tensiuni considerate echivalent de periculoase: ipoteza inflatiei
(raza cercului determinant creste sau scade cu p) si ipoteza translatiei (centrul
cercului determinant transleazd in stdnga sau in dreapta cu 6)

Astfel aceasta modificare a teoriei clasice Mohr-Coulomb face apel si la
energia modificatoare de forma.

Ipotezele de mai sus au fost validate prin prelucrarea statistica a rezultatelor
experimentale obtinute pentru fonta cenusie aflata in stari de tensiuni
triaxiale. Pentru datele experimentale disponibile ambele ipoteze au furnizat
rezultate mai precise decat teoriile clasice Rankine si Mohr-Coulomb. Totusi,
cele mai bune rezultate au fost obtinute pentru media aritmetica a datelor
furnizate de cele doua ipoteze.

Teoria cu trecere continud de la energia totald la cea
modificatoare de formd

Un dezavantaj al teoriei von Mises 1l reprezinta faptul ca nu poate fi utilizata
pentru stari echitriaxiale (hidrostatice) de tensiuni. Acest lucru este
consecinta faptului ca energia modificatoare de volum este neglijata, iar la
solicitarile echitriaxiale are loc numai o variatie a volumului.
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Asa cum s-a aratat mai sus, teoria Beltrami-Haigh considera intreaga energie
potentialda de deformare elastica, in timp ce teoria von Mises considera
numai energia de modificare a formei. Cu toate ca teoria von Mises este in
prezent mult mai utilizata, in figura 3.23 se observa ca exista rezultate
experimentale intre elipsa Beltrami-Haigh si elipsa von Mises. Pentru a putea
modela si aceste rezultate, s-a propus un model matematic care asigura o
trecere continua intre cele doua teorii [Barsanescu P.D., Comanici A., 2017].

Tensiunile echivalente date de teoriile Beltrami-Haigh si von Mises pot fi
scrise functie de invarianti astfel

O =17 =2(14+ V)1, (3.65)

O =12 =3I, (3.66)

Pentru a asigura trecerea continua intre cele doud teorii se propune
urmatoarea forma a tensiunii echivalente

Oun =12 = (2+K,)1, (3.67)
unde coeficientul ky este
U +2vU,,
=_1F = "WV 3.68
Ky U, (3.68)
Deoarece
U, =U,+U, (3.69)

rezulta urmatoarele situatii extreme:
e cand se neglijeaza energia modificatoare de volum (U,, =0) rezulta

k, =1 si (3.67) degenereaza in relatia von Mises (3.66);

e cand se neglijeaza energia modificatoare de forma (U, =0) rezulta
k, =2v si(3.67) degenereaza in relatia Beltrami (3.65).

Rezulta cd acest coeficient ia valori in intervalul k, €[2v,1].

Coeficientul kw poate fi scris functie de tensiunile principale astfel

« - 2 21/(1—1/)(0'l +0, +03)2 ~(1+v)(0,0, + 0,0, +050,)

(3.70)
"3 oy +0; +05 —2v(0,0, + 0,0, + 0,07
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n figura 3.38 se prezintd domeniile de sigurant3 pentru valorile extreme ale
coeficientului kw si pentru valoarea intermediara Kk, = 0,8. S-a realizat astfel
o tranzitie continua intre teoriile von Mises si Beltrami, zona in care se gasesc
valori experimentale pentru unele materiale (fig. 3.23). Teoria modeleaza
cedari ductile si a fost validata cu rezultate experimentale.

1,5

g,/0 .
/Oy von Mises

1

Beltrami

Gl/cLTj
15!

’

1,5

r

— k,=0,6 (Beltrami)
- k,=0,8
k,=1,0 (von Mises)

-1,5

Fig. 3.38. Domeniile de sigurantd pentru diferite valori ale coeficientului k.,

3.4. CALCULUL LA SOLICITARI COMPUSE

Spre deosebire de solicitarile simple, in cazul solicitarilor compuse apar mai
multe tensiuni simultan. Calculul analitic permite determinarea starii de
tensiuni din corpuri cu o geometrie relativ simpl3, care au simetrii. Tnsa cu
ajutorul Metodei Elementelor Finite pot fi determinate tensiunile in orice
nod al retelei de discretizare a unor corpuri cu geometrie simpla sau
complexa. Indiferent daca se lucreaza cu metode analitice sau numerice,
proiectantul este cel care decide cum se vor face calculele pentru starea
complexa de tensiuni din punctul cel mai solicitat al corpului sau al structurii.
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Aceste tensiuni trebuie sa fie combinate intr-un anumit mod pentru
dimensionarea si verificarea organelor de masini si a elementelor
structurale. Tns3 alegerea metodei de calcul in cazul solicitarilor compuse
poate fi dificila in unele situatii si implica multa responsabilitate. Aceasta
alegere trebuie sa fie facuta pe baza unei cunoasteri aprofundate a
caracteristicilor materialului si a metodelor de calcul. Experientele au aratat
ca tensiunea rezultantda nu poate fi utilizata pentru calcule de rezistenta
decat in cazuri particulare, cand tensiunile actioneaza pe aceeasi fateta si au
aceeasi directie. Asemenea situatii de intalnesc la solicitari compuse cum ar
fi: Tncovoiere cu solicitari axiale, torsiune cu forfecare, solicitari axiale
excentrice, incovoiere oblici etc. In toate celelalte cazuri calculul de
rezistenta se face pe baza teoriilor de stare limita. Pe baza acestor teorii,
calculul la stari de tensiuni multiaxiale se reduce la unul pentru solicitari
axiale

O,

ech So-a; O, =

a

(3.71)

Tensiunea o, poate fi o limita periculoasa (curgere sau rupere) pentru
solicitarea la tractiune sau compresiune. Coeficientul de siguranta c trebuie
sa fie mai mare decat in cazul solicitarilor simple. Recomandari privind
alegerea coeficientului de siguranta se gasesc in literatura [Buzdugan G.,
1986]. In tabelul 3.4 se sintetizeaza principiile de calcul la solicitdri compuse.

Tab. 3.4. Calculul la solicitari compuse

Nr. | Starea de tensiuni Indicatii si formule Solicitari (exemple):
1 Tensiuni care | Se calculeaza o TENSIUNE -Incovoiere cu
actioneaza pe | REZULTANTA, prin sumare solicitari axiale;
aceeasi fateta a | algebrica -Torsiune cu
elementului  de o, = zo-ii; o, <0, forfecare;
volum si au i -Incovoiere oblica;
aceeasi directie T, = Zfij; T, <7, -Solicitari axiale
0] excentrice etc.
2 Stari de tensiuni | Se calculeaza o TENSIUNE -Torsiune cu
multiaxiale (alte | ECHIVALENTA, pe baza unei incovoiere;
cazuri decat cele | teorii de stare limita -Solicitari
delanr.1) O <O, multiaxiale.
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CAP. 4




Colajul din acest capitol a fost realizat partial cu ajutorul:

https://www.comtesfht.com/unique-equipment-for-multiaxial-loading-multiaxial

https://tgadvisers.com/steam-turbine-last-stage-free-standing-blade-cracking/
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4. SOLICITARI COMPUSE
4.1. INCOVOIERE CU SOLICITARI AXIALE

Atat la incovoiere cat si la solicitdri axiale apar tensiuni normale. Cand
acestea actioneazd pe aceeasi fateta a paralelipipedului elementar se
calculeaza tensiunea rezultantd, prin sumarea lor algebrica. Se prezinta in
continuare cateva probleme de acest tip.

Problema 4.1
Sa se dimensioneze grinda din figura 4.1 stiind ca are sectiunea patrata,
L=3m, g=5kN/m, 6,=150MPa si 0=30°.

Rezolvare
Se descompune incarcarea uniform distribuita g dupa directiile axelor Ox si
Oy, componentele fiind si ele uniform distribuite

g, =dsine; g, =qcosa (4.1)

Se calculeaza reactiunile din ecuatiile de echilibru. Se tine cont de faptul ca
reactiunile pe directia axei Oy sunt egale, datorita simetriei (fig. 4.2 si 4.3):

Y F =0&X,-q,L=0= X, =qLsina

(4.2)
ZM(D =0<:>YL—qu-£=0:>Y :%cosa
2 2
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Fig. 4.1. Grindd inclinatd, incdrcatd cu o fortd uniform distribuitd pe verticald

Tn figura 4.2 se prezintd forta axiala qx (sdgetile indica directia si dreptunghiul

arata ca repartitia fortei este uniforma). Se scrie forta axiala in sectiunea x
N(x)=0a,-x N(x)=qgxsine; xe[0,L]
. (4.3)
N(0)=0; N(L)=gLsina

Se observa ca forta axiala are o variatie liniara, cu valoarea maxima in
reazemul 2.

Forta taietoare in sectiunea x este
. 1 .
T,(x)=Y-q,% T,(x) =EqLc03a—qxc03a, T, €[0,L]

] (4.4)
T,(x)=0= X=2

212



Deoarece forta taietoare este derivata momentului, rezultd ca momentul
Tncovoietor are un punct de extrem la jumatatea deschiderii L.

Fig. 4.2. Forta axiald gy si diagrama N

Momentul incovoietor in sectiunea x este un vector orientat pe directia axei
Oz (directia lui este stabilita cu regula burghiului drept) si din acest motiv va
fi notat M,. Se scrie momentul in sectiunea x (fig. 4.3):

q,L ’
Mz(x):Yx—qyx-g; MZ(X):{YTJX_%X?; M, e[0,L]
(4.5)

Mz(x):q?y(Lx—xz); MZ(X)=%(LX—XZ)COSQ
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Variatia momentului este parabolica, cu un punct de extrem la jumatatea
deschiderii. Se observa ca momentul se anuleaza la capetele grinzii, ceea ce
reprezinta o verificare. Momentul Tncovoietor maxim este

L 2
M, o =M, (%j _Y =%c05a (4.6)

8

Fig. 4.3. Componenta fortei uniform distribuitd pe verticald si diagrama
momentului incovoietor

Deoarece tensiunea produsa la incovoiere este de regula mult mai mare
decat cea de la solicitari axiale, se va face dimensionarea cu tensiunea
rezultanta in sectiunea in care momentul incovoietor este maxim, x=L/2.
Forta axiald in aceasta sectiune este

N[Ej:qxgzq—l'sina (4.7)

2 2
Notand cu a latura sectiunii patrate, tensiunea normala produsa de tractiune
in sectiunea periculoasa este:
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L)1 gLsina
G)Et) = N (ij = qZT (48)

Tensiunea produsa la Tncovoiere in sectiunea periculoasa se determina cu
formula lui Navier

gl’cosa 6

6 _3 gl’cosa
4

a3

W 8 a

z

M
o) = —Lmax — (4.9)

Cele doua tensiuni actionand pe aceeasi fateta a elementului de volum si
avand aceeasi directie, se calculeaza tensiunea rezultantda maxima prin
sumare algebrica

s gLsina 3 gl’cosa
Crerma =0 + 0 =3 <24

rez.max X 2 3
) 32":‘_ 4 2 (4.10)
O 1o max :q—2 Sina+—-—CoS«a
2a 2 a
Pentru dimensionare se pune conditia
gLsina 3 gl’cosa <
Orgmax =03 & 2a2 +Z’ a3 50, (4.112)

Se ajunge la rezolvarea unei ecuatii de gardul al treilea. Deoarece L>>a se
observa ca tensiunea produsa de incovoiere este mult mai mare decat cea
introdusa de tractiune. Pe de alta parte, nu ne intereseaza sa aflam
radacinile ecuatiei cu precizie, deoarece valorile lui a vor fi oricum rotunjite
conform cu recomandarile STAS 75-90.

Din aceste motive se va evita rezolvarea ecuatiei de gradul al treilea si se
face mai intai o predimensionare la Tncovoiere, urmata de o majorare a
valorii gasite si apoi de verificarea tensiunii la solicitarea compusa.

Se va lucra cu unitatile de masura [N], [mm] si [MPa].
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2 2
3 gL csomg(ja:aZSiqL cosa
4 a 4 o,

(4.12)
\/3 5.30002 - 0,866
a>3>.

~57,97mm

150

Se majoreaza latura patratului la valoarea a=60mm si se verifica pentru
solicitarea compusa

qL(. 3L J
Orezmax — 5.2 SIna +—--—CO0Sa
2a 2 a

_5.3000(0’5%_3000

Oreamax — A an2 T AR
' 2-60? 60

(4.13)
-0,866j ~136,4MPa < o,

Deoarece tensiunea maxima este cu putin mai mica decat tensiunea
admisibilad si dimensiunea de 60mm este cuprinsa in STAS 75-90, se adopta
aceasta valoare finala pentru latura patratului.

n figura 4.4 se prezinta repartitia tensiunilor in sectiune. Se observa c la
solicitarea compusa la tractiune cu incovoiere axa neutra se deplaseaza si nu
mai coincide cu axa geometrica. Deplasarea axei neutre y se determina
anuland tensiunea rezultanta ore;. Ecuatia poate fi scrisa pentru sectiunea
curenta x, insa in cele ce urmeaza s-a considerat numai sectiunea in care
momentul incovoietor este maxim

NG, M. (x)-y

Ore; (X! y) = O->(<t) + GS) g I =0
gLsina ql’cosa 12
o (y)= + ZEy=0= (4.14)
(V) 2a’ 8 a’
a’ fan
=——Ttana
y 3L
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y /| ot -gfi) rez.min= O-00

qﬁ e axd

" neutra

E ' ~_ geometrica |~

L

d o'l O = gltl+gl)

rez.max

Tractiune Incovaiere @’ac‘giune + Incovoie@

Fig. 4.4. Repartitia tensiunilor normale la problema 4.1
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4.2. TORSIUNE CU FORFECARE

Aceasta solicitare apare, de exemplu, la arcurile elicoidale cu pas mic.
Arcurile elicoidale sunt utilizate pentru stocarea/redarea energiei,
absorbirea socurilor sau mentinerea unei forte intre corpuri aflate in contact.
Ele sunt utilizate la suspensiile vehiculelor, pentru inchiderea supapelor la
motoare cu ardere interna (fig. 4.5) etc. Arcurile elicoidale cu pas mic sunt
solicitate in special la torsiune cu forfecare. Ambele solicitari dau tensiuni
tangentiale care, in acest caz, se pot suma algebric.

Fig. 4.5. Arc elicoidal de compresiune
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in figura 4.6 s-a notat cu a unghiul elicei. Functie de acest unghi eforturile
care apar in spirele unui arc elicoidal pot fi scrise

N=Fsina, T=Fcosa, M,=FRcosa; M,=FRsina (4.15)

Fig. 4.6. Eforturile care apar in spirele unui arc elicoidal

Tntr-o primé& aproximare, la arcurile cu pas mic se pot neglija fortele axiale N
si momentul Tncovoietor M;. Raman momentul de torsiune My si forta
taietoare T. Ambele eforturi dau tensiuni tangentiale 1.

Daca pasul resortului este mic (a<14°), se neglijeaza efortul axial N si
momentul Tncovoietor M;, care depind de sina (sin14°=0,242; cos14°=0,970)
[Miroliubov 1., 1973]. Tn aceste conditii se considerd doar eforturile moment
de torsiune My si forta taietoare T, care depind de cosa.

n figura 4.7 se prezintd spira unui arc elicoidal cu pas mic, comprimat cu
forta F, care actioneaza centric (pe axa arcului). Forta poate fi redusa la
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centrul spirei O (F=T; M=FR). in figura 4.8 se vede repartitia tensiunilor
tangentiale T, provenita din torsiune (b) si t’, provenita din forfecare (c) in
sectiunea spirei.

Fig. 4.7. Reducerea fortei la centrul spirei

Fig. 4.8. Eforturile din spira arcului (a), tensiunea provenitd din torsiune (b)
si cea provenitd din forfecare (c)

Tensiunea tangentiald maxima apare in punctul P (fig. 4.8), in care cele doua
tensiuni tangentiale se sumeaza algebric, deoarece actioneaza pe aceeasi
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fatetda si sunt orientate pe aceeasi directie. Tensiunea de forfecare t” se
calculeaza cu formula lui Juravski [Barsanescu P.D., Ciobanu O., 2001]:

, » FR 4 F
Toormax = ¢ TT =—+_-"—
w3 A
(4.16)
16FR 16 F 16F(D 1j
Trez.max — 3 +——- = 2 —+—
d 3 nd® md°\2d 3

Arcurile cu pas mic, la care D/d>10, se calculeazd numai la torsiune
[Miroliubov I., 1973], deoarece

' >> " (4.17)
Predimensionarea arcurilor elicoidale se face din conditia de rezistenta
T rez.max S [ (418)

Pentru otelurile de arc se recomanda t,=400-600MPa [Buzdugan G., 1986].
Dimensionarea arcurilor este mai complicata si trebuie sa tina cont de
solicitarile variabile, eventuala posibilitate de aparitie a flambajului etc.

Calculul sagetii f (deplasarea punctului de aplicare a fortei F) se poate face
egaland lucrul mecanic exterior cu energia potentiald de deformare elastica
acumulata in arc. Contributia forfecarii la aceasta energie este mica si poate
fi neglijata. Tn cazul arcurilor elicoidale cu pas mic lungimea total3 a sarmei /
din care este confectionat arcul poate fi aproximata ca fiind lungimea unei
spire (considerata a fi cea a unui cerc) inmultita cu numarul de spire n. Pentru
un arc confectionat din sdrma cu sectiunea circulara se poate scrie succesiv

2 2
_Ff M 1M1

L : = — I=27Rn
2 2Gl, =Gd
32F°R°n
¢ 64FR°n
Gd*
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4.3. INCOVOIERE DUBLA (OBLICA)

Tncovoierea oblicd sau dubld se produce atunci cand vectorul moment
incovoietor nu actioneaza dupa directia unei axe principale de inertie a
sectiunii transversale a grinzii (fig. 4.9).

Barele cu sectiuni circulare sau circulare inelare nu sunt supuse la incovoiere
oblica deoarece in acest caz orice dreaptd suport care trece prin centrul de
greutate este o axd de simetrie si deci si axd principald de inertie.

Fig. 4.9. Incovoiere dubld (oblicd): directia vectorului
moment incovoietor M nu coincide cu o axd principald de inertie

Componentele momentului Tncovoietor dupa directiile axelor sunt

M, =M cosa
M, =Msina (4.20)
tana=M /M,

Fiecare dintre aceste componente ar produce o incovoiere simpla, daca ar
actiona singura. Tensiunile introduse de fiecare componenta a momentului
incovoietor se calculeaza cu formula lui Navier
’ sz . " Myz
< :—’ O-X =
| I
z y

(4.21)
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Cele doua tensiuni actioneaza pe aceeasi fateta si directie si in consecinta se
sumeaza algebric

(4.22)

Sa ne imaginam un burghiu drept orientat pe directia si in sensul momentului
incovoietor. Pentru a Tnainta in sensul momentului se aplicd asupra
burghiului un cuplu de forte: o forta iese din plan si cealalta intra in plan.
Fortele care ies din planul sectiunii dau tractiune si sunt considerate pozitive,
iar cele care intra in planul sectiunii dau compresiune si sunt considerate
negative. Astfel dreapta suport a momentului incovoietor imparte planul
sectiunii transversale in doua semiplane, unul pozitiv si unul negativ (fig.
4.10). Axa neutra imparte si ea planul in doua semiplane, unul pozitiv si unul
negativ. In mod similar, cAnd burghiul drept nainteazd pe directia axei
neutre, atunci el indica de care parte a axei vor fi tensiuni pozitive si respectiv

—

negative. In cazul Tncovoierii simple directia vectorului M si cea a axei
neutre coincid.

OF"

_.,
M semiplanul O = 0 Axa
e heutra

semiplanul o < ()

Legenda

. @ = fortaftensiunea iese dinplan >0

aF = fortaftensiunea intrain plan <0
m) = directia de inaintare

Fig. 4.10. Inaintarea burghiului drept pe directia axei neutre
siimpdrtirea planului in doud semiplane, unul pozitiv si unul negativ

222



Se aplica regula de mai sus pentru M; si My si din figura 4.9 se observa cd in
primul cadran cele doua tensiuni au semne diferite. Pe axa neutrd a
incovoierii oblice tensiunile rezultante sunt nule si se poate scrie

sz _ M yz M y I

|
=0 =0=Dy=—2-—‘Z2z7=tan L7z 4.23
Ore; I I y M |y (a)ly ( )

z y z

unde a este unghiul pe care il face momentul incovoietor M cu abscisa iar
tana este data de (4.20). Aceasta este ecuatia unei drepte care trece prin
origine, avand panta

I
m :tan,B=|—Ztana (4.24)
y

Se observa ci panta axei neutre are acelasi semn cu tana. n consecintd, axa
neutrd trece prin cadranul in care se afld momentul rezultant M.

Observatie:
* CGnd I, >l =>tang>tana= f>a;

* CGnd I, <l = tanpg<tana = f<a.

Ca o consecinta a observatiei de mai sus, se poate afirma ca axa neutra este
intotdeauna cuprinsa intre directia momentului incovoietor rezultant M si
axa principala fata de care momentul de inertie este minim (fig. 4.11).

Conform formulei lui Navier, tensiunile normale maxime se afla in punctele
cele mai indepartate de axa neutra, respectiv B si D in figura 4.12. Din aceste
puncte de duc paralele la axa neutra si apoi o normala la acestea. Fata de
aceasta normala se reprezinta variatia tensiunii normale rezultante ore;.

Notand tensiunea maxima in modul
Gmax = Mmax {Grez.max ! |Grez.min |} (4-25)

dimensionarea se face din conditia
Crax SO0, (4.26)
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axa
A Neutra

@ @

& |m

hi2

h/2

e

©
c® =D

Fig. 4.11. Axa neutrd si momentul incovoietor rezultant M trec prin acelasi cadran.
Axa neutrd se afld cuprinsd intre directia lui M si axa fatd de care momentul de
inertie este minim.

B b/2 AY p/2 axaneutrd

RV
XS5 P
%

Fig. 4.12. Repartitia tensiunilor rezultante

rez.min
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Problema 4.2

Bara de otel cu sectiunea din figura 4.13 este incdrcata cu momentul
Tncovoietor M=3,5kNm. Stiind ca a=30°, sa se determine tensiunea normala
maxima din bara si unghiul B pe care il face axa neutra cu orizontala.

#l</
o
l 90

Fig. 4.13. Sectiunea grinzii si momentul incovoietor M

Rezolvare
Componentele momentului Tncovoietor M sunt

M, =M cos30°% M, ~3,03kNm =3,03-10° Nmm

. . (4.27)
My =M sin30°; My ~1,75kNm =1,75-10" Nmm
Se calculeaza momentele de inertie si modulele de inertie axiale
3 6
Iz:38 90 z2,31-106mm4;WZ: I, :2,31 10 ~513-10*mm’
12 Y max 45
90-38° I, 412.10° (4.28)
I, =" ~4,12-10°mm*; W, = — === ~217-10*mm°
booo12 . 19
Tensiunea rezultanta maxima este
M .108 .10°8
O e max =&+—y; O rer max = 3,03 104 + L75 104 ~139,71IMPa  (4.29)
' W, W, ' 513-10* 2,17-10
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Tensiunea rezultanta minima este Grezmin=-139,71MPa.

Se calculeaza unghiul B pe care il face axa neutra cu orizontala si se traseaza
diagrama tensiunilor normale (fig. 4.14):

2,31-10°

mtan 30°~ 3, 2371 = ﬁ = 72,830 (430)

I
tan,le—ztana; tan B =
y

——Axa neutra

—————————

o

Fig. 4.14 Trasarea axei neutre si a diagramei tensiunilor normale rezultante

In figura 4.15 se prezintd repartitia tensiunilor rezultante pe intreaga
sectiune. Se observa ca exista un plan [abcd] care contine varfurile
tensiunilor de tractiune si respectiv originile tensiunilor de compresiune,
reprezentate ca vectori.
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rez.min

o

rez.max

Fig. 4.15. Repartitia tensiunilor rezultante in sectiunea transversald

4.3.1. Calculul deplasarilor

Se considera ca fiecare componenta a momentului Tncovoietor actioneaza
independent. Aceste componente produc sagetile f; si fy, care pot fi compuse
vectorial, ca in figura 4.16 si astfel poate fi determinata sageata rezultanta f.

Sagetile pot fi calculate cu relatii din RM [Barsanescu P.D., Ciobanu O., 2001].
Ele sunt proportionale cu raportul dintre componentele momentului si
momentul de inertie axial corespunzator

f =—cMZ; f,=c—~ (4.31)

unde s-a considerat pozitiva deplasarea in sensul unei axe.
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Fig. 4.16. Sdgeata totald se obtine prin compunerea vectoriald a sdgetilor
date de componentele momentului incovoietor M

Sageata rezultanta si panta directiei sale sunt date de

f I I (4.32)
tanQ):_y:__y.MZ —__y. 1
, I, M, I, tana
Deoarece
tangptan f=-1 (4.33)

rezulta ca directia sagetii rezultante si directia axei neutre sunt reciproc
perpendiculare, asa cum se vede in figura 4.17.

b/2 Ay b/2 , Axa

A neutrd

h/2

///
>

=

<
\'
|
!
|

IR ]

h/2

|
i .. Directia
|

C D

Fig. 4.17. Axa neutrd si directia sdgetii sunt reciproc perpendiculare
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4.4. SOLICITARI AXIALE EXCENTRICE

n practica inginereascd apar frecvent cazuri in care fortele axiale nu pot fi
aplicate in centrul de greutate al sectiunii transversale. in figura 4.18 forta F,
paralela cu axa Ox, nu este aplicata in centrul de greutate O al sectiunii, ci in
polul P(zo,yo). Tn aceste situatii apar solicitdri suplimentare fatd de tractiunea

sau compresiunea centrica si anume incovoiere dubla cu tractiune.
F 9

1 F
y ;2,1 P (z4,Yo)

o 1 K7,
< Y

/-"

Fig. 4.18. Solicitare axial excentricd (O este identic
cu centrul de greutate al sectiunii transversale)

N z My

Oy, =—+ y+—12
A, I,

rez =E+%y+ FZO z
A, I,

E (4.34)

Oy =— 1+M+£
rez A L Iy
A A
A [ Iy
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Ecuatia axei neutre se determina din conditia ca tensiunea rezultanta sa fie

nula
| |
z y
4.35
Z.z +L.2=1 ( )
| |
-y -z
Z, Yo

Aceasta este ecuatia dreptei prin taieturi (fig. 4.19). Taieturile cu axele sunt

i2 i2
a=——>; b=—-=% (4.36)
Z, Yo

Ele au semne contrare coordonatelor punctului P (zo, yo) de aplicare a fortei
si Tn consecinta axa neutra trece prin cadranul opus celui in care actioneaza

forta F.

M(0, b)

d

Fig. 4.19. Tdieturile dreptei

Proprietdtile axei neutre:

e Se observa ca atunci cand punctul de aplicare a fortei se indeparteaza
de centrul de greutate al sectiunii transversale (originea sistemului
de axe), axa neutra se apropie de originea O. Axa neutra trece prin
origine atunci cand

Z,>0o=>a—>0;, yy>0=b—->0 (4.37)
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e Invers, cand punctul de aplicare a fortei se afla in originea 0(0,0), axa
neutra taie axele de referinta la infinit
z,>0=>a—>w y,>0=>b->w (4.38)

si bara este solicitatd numai la tractiune sau compresiune centrica
(functie de sensul fortei);

e Daca punctul P de aplicare a fortei este situat pe o axa centrala de
inertie, atunci axa neutra este perpendiculara pe acea ax3;

e Cand punctul de aplicare a fortei se misca pe frontiera samburelui
central, axa neutra se misca tangenta pe frontiera sectiunii;

e Daca punctul de aplicare a fortei se misca pe o dreapta oarecare,
atunci axa neutrd se roteste in jurul unui punct numit antipolul
dreptei [Tripa M., 1967];

e Axa neutrd Tmparte sectiunea in doud: de o parte exista numai
tensiuni normale pozitive, iar de cealalta parte negative;

e Centrul de greutate al sectiunii transversale se afla intre punctul de
aplicare a fortei si axa neutr3;

e Cunoscand punctul de aplicare a fortei P(zo, yo), cu ajutorul ecuatiilor
de mai sus se poate determina axa neutrad. Reciproc, cunoscand
ecuatia axei neutre se pot determina coordonatele punctului de
aplicare a fortei P(zo, yo) pentru o sectiune data.

Pentru stabilirea punctelor cele mai solicitate ale sectiunii se procedeaza la
fel ca la incovoierea dubla. Pentru tractiune excentrica (N>0) tensiunile in
aceste puncte sunt
N M, M N M, M
Oy max :_+_z+_y; O min =———2__1 (439)
A W, W, A W W

Tn cazul materialelor cu cedare tenace, la care tensiunea de curgere la
tractiune este aproximativ egald cu tensiunea de curgere la compresiune,
conditia de rezistenta este

o =—+—+ <o 4.40
X.max A W a ( )

231



Rezultd o ecuatie de gradul al treilea, ale carei radacini vor fi rotunjite la valori
liniare admise de STAS 75-90. Din acest motiv, ecuatia se rezolva aproximativ
astfel:

1. Se neglijeaza in prima faza efectul fortei axiale (care uzual introduce
tensiuni normale relativ mici comparativ cu incovoierea) si se face o
predimensionare la incovoiere oblica;

2. Se majoreaza dimensiunile sectiunii astfel obtinute si se face
verificarea conditiei de rezistenta (4.40). Se modifica prin Tncercari
dimensiunile sectiunii, pana cand se obtine un coeficient de siguranta
cu putin mai mare decat cel propus.

n cazul comportamentului fragil, intre tensiunea de rupere la compresiune
Orc Si cea de rupere la tractiune o exista relatia or.>> o si conditiile de
rezistenta sunt

Ux.max S O_at; O_x.max > 0

0 (4.41)

|O_x.min| S|O-ac|; O

X.min

4.4.1. Sdmbure central

Sédmburele central reprezinta o zona care include centrul de greutate al
sectiunii transversale, avand proprietatea ca frontiera sa este locul geometric
al punctelor de aplicare ale fortelor normale, determinate astfel incat axa
neutra se deplaseaza tot timpul tangenta la sectiune si in consecinta
tensiunile normale au acelasi semn pe toata sectiunea. Atunci cand forta
normala se apropie de centrul de greutate, axa neutra se indeparteaza de
sectiune. Cand forta normala este aplicata tnafara sdmburelui central, axa
neutra taie sectiunea si de o parte a sa exista tensiuni normale pozitive, iar
de cealalta tensiuni normale negative.

in cazul materialelor cu cedare fragild, care rezisti mult mai bine la
compresiune decat la tractiune (fonta, beton etc.), este important sa se evite
tensiunile normale pozitive. Pentru a realiza acest lucru, incarcarea la
compresiune trebuie sa fie aplicata in zona samburelui central.

Se vor da cateva exemple privind determinarea samburelui central.
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Problema 4.3
Sa se determine samburele central pentru o bara cu sectiunea circulara,
avand diametrul D=2R.

Rezolvare
Se determinda momentele de inertie axiale si razele de inertie

| =] :”_D‘" A:ﬂ.—DZ i2 i2 I_Z:ﬂ._D4 4 :D_2 (442)
Y 4 * YV A 64 zD* 16

Se traseaza axa neutrd tangenta la sectiunea circulara, de exemplu in punctul
A(O,R), cain figura 4.20. Ecuatia tangentei in A (fig. 4.20) este

yzRa%zl (4.43)

Taieturile cu axele ale acestei drepte sunt a > ;b =R = D/2.
Cu (4.36) se determina coordonatele punctului de aplicare a fortei

i2 i2
a=-—r=z=->; a»>wo =z,->0
%o a (4.44)
i2 i 2 D2 2 D
b:_L:yO:_L’ _Iz'_’ yO:__._:__:__
Y b D 16 D 8 4

Coordonatele punctului de aplicare a fortei sunt P(0,-R/4). Cand axa neutra
se roteste tangenta pe conturul cercului de raza R se obtine samburele
central, care este un cerc de raza r=R/4 (fig. 4.20).

Y A Axaneutrs

Sambure
central

Fig. 4.20. Sdmburele central al unei bare cu sectiunea circulard
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Problema 4.4
Sa se traseze samburele central pentru profilul I din figura 4.21.

+= =
Li?l VAL i |
M~
T N — L y=12t
: |
| t;\ ;
| s |
S -7 11 .
N N/ z
/] |
l IC’ t |
| W |
i
¥ re— e . y=-12t
) 10t
- =

Fig. 4.21. Trasarea sGmburelui central al unui profil I nestandardizat

Rezolvare
Centrul de greutate al sectiunii se afla la intersectia axelor de simetrie, care
sunt si axe principale de inertie. Deoarece sectiunea profilului are doua axe
de simetrie, samburele sau central va avea si el dubla simetrie. Pentru
determinarea samburelui central se vor parcurge etapele de mai jos:
1. Se calculeaza caracteristicile geometrice ale sectiunii transversale
A= 60t>; l, =5520t*; I, = 335t*
i;=1,/A=92t% i’=1 /A~b5,6t’ (445
z z 7 y y 1
2. Se traseaza pozitiile extreme ale axei neutre tangenta la profil, respectiv
perechile de drepte paralele cu axele z=5t; z=-5t; y=12t; y=-12t. Aceste
ecuatii pot fi rescrise sub forma dreptei prin tdieturi si datorita dublei simetrii
se vor utiliza numai doua pozitii ale axei neutre

BT (4.46)



Din (4.35), (4.36) si (4.46) rezulta pentru cele doua drepte

i2 i2 2 i2
a=——y—5t:>20=5—yt=5’5€?[t =1,12t; b:—|i—>oo:>yo—>0
Zo Yo (4.47)
i2 iZ 92t _
b=—"_=-12t=>y,=—+= =7,6)t,a—>0=12,—>0
Yo 12t 12t

Celor doua pozitii ale axei neutre le corespund punctele de aplicare a fortei
B(1,12t;0) si C(0;7,(6)t). Se traseaza punctele simetrice B’ si C’, care
corespund celorlalte doud pozitii extreme ale axei neutre. in baza celei de-a
treia proprietati a axei neutre (prezentata mai sus) se unesc aceste puncte
cu segmente de dreaptd, trasand astfel frontiera sdmburelui central. Cand
forta este aplicata in B, ecuatia axei neutre este z=-5t. Cand forta este
aplicata in C, ecuatia axei neutre este y=-12t. Cand punctul de aplicare a
fortei se deplaseaza de la B la C, axa neutra se roteste in jurul coltului din
stanga-jos al sectiunii (fig. 4.22), care este antipolul dreptei. Pentru aplicarea
fortei in zonele samburelui central care depdsesc conturul profilului se
sudeaza placi masive la capetele stalpului, perpendiculare pe axa acestuia.

= =
Ty T

o N ~12t

A | i_ "f.
T
s N\e
g =
: /1 '
N S
. " .
_.\_ — —— Y Y:_

Rotirea ,-’”\3:\\ 10t ‘
axei neutre ™

Fig. 4.22. Rotirea axei neutre cdnd forta se deplaseazd de la B la C
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4.5. TORSIUNE CU INCOVOIERE

La toate solicitdrile compuse prezentate panad acum in acest capitol s-au
studiat doar cazuri Tn care tensiunile sunt pe aceeasi fateta si au aceeasi
directie. Tn consecintd, s-a calculat o tensiune rezultantd, prin sumare
algebrica si s-a pus conditia ca ea sa fie mai mica decat tensiunea admisibila.

in continuare vor fi prezentate cazuri in care tensiunile nu indeplinesc
conditiile de mai sus si din acest motiv se va calcula o tensiune echivalenta,
cu ajutorul unei teorii de stare limita. Tensiunea echivalenta trebuie sa fie
mai mica decat tensiunea admisibila.

Starea de tensiuni care apare la solicitarea la torsiune cu incovoiere este
prezentata in figura 4.23. Ca urmare a solicitarii la torsiune apar tensiuni
tangentiale T, iar la incovoiere tensiuni normale o. Este o solicitare frecvent
intalnita Tn constructia de masini, cum ar fi in cazul arborilor de transmisie.
Se observa ca la aceasta solicitare apare o stare plana de tensiuni, pentru
care se gasesc cateva relatii de calcul a tensiunii echivalente Tn tabelul 3.1 si
recomandari de utilizare in tabelul 3.2. Se vor prezenta in continuare cateva
exemple de rezolvare a unor probleme care implica aceasta solicitare.

Fig. 4.23. Starea de tensiuni la solicitarea la torsiune cu incovoiere

Problema 4.5

Fie bara cotita din figura 4.24a, formata din doua bare reciproc
perpendiculare, cuplate in nodul rigid 2 si avand sectiunea circulara, cu
diametru d. Forta F este perpendiculara pe planul barei. Se cere sa se traseze
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diagramele de eforturi, sa se calculeze tensiunea echivalenta si deplasarea
punctului de aplicare a fortei F pe directia fortei. Materialul cedeaza ductil.

Rezolvare
Pentru o bara in consold se vor face sectiuni pornind de la capatul liber,
pentru a evita calculul reactiunilor. Pentru fiecare bara s-a ales un sistem de

2,017

referinta ortogonal drept (x'y’z’ si x”’y’’z”’) cu axa x orientata in lungul barei.

Fig. 4.24. Bard cotitd (cadru) incdrcatd cu forta F (a)
si reducerea fortei la nodul 2 (b), (c)

Pentru bara 3-2 se alege sistemul de referinta x’y’z’ (cu originea in 3), se face
sectiunea x; si se scriu eforturile in sectiune.
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Se va explica in continuare cum se adopta sistemul de referinta x”y”z” pentru
bara 2-1 (cu originea in 2). Deoarece axa x se alege conventional in lungul
barei, ne imagindm ca sistemul x’y’z’ este translat Tn lungul axei Ox’, pana
ajunge cu originea in 2. Se roteste apoi sistemul de referinta in jurul axei
normale la planul cadrului (y’), pe drumul cel mai scurt, pana cand una dintre
axe se suprapune cu bara 2-1. Aceasta axa se noteaza cu x”’ iar axa y’ devine
y”. Se verificd daca axa ramasa (z”’) formeaza cu celelalte douad un sistem
triortogonal drept. Se face apoi sectiunea x,. Pentru estimarea mai facila a
eforturilor din bara 2-1 se face reducerea fortei F la nodul 2, adaugand si
scazand F, ca in figura 4.24b. Cele doua forte de sensuri contrare (marcate cu
X) formeaza un cuplu de forte M= FL, orientat dupa axa barei 1-2. Bara
fncarcatad cu acest cuplu (care produce torsiune) si cu forta F (care produce
incovoiere si forfecare) poate fi apoi izolata, ca in figura 4.24c. Cu M; se
noteaza momentul Tncovoietor dirijat dupa axa Oz’ sau Oz”. Astfel eforturile
din barele 3-2 si 2-1 sunt

N(x)=0; T,(x)=-F M,(x)=-Fx; xe[0L]

48
N(%)=0; T,(x)=-F; M,(x)=-Fx; M,(x,)=FL (4.48)

Se traseazd diagramele de eforturi (fig. 4.25 ). Tn mod conventional diagrama
de moment Tncovoietor se reprezinta in planul in care are loc deplasarea
(sageata).

F FL

a) b)
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-6FL

©

\\
N
NN/ FL
c)
Fig. 4.25. Diagramele de fortd tdietoare (a), moment de torsiune (b)
si moment incovoietor (c)

Efectul fortei taietoare este neglijabil Tn cazul barelor lungi. Rezulta ca
sectiunea periculoasa se afla in incastrare, unde momentul incovoietor are
valoarea maxima in modul. Tn sectiunea periculoasd cele doud momente au
valorile

M, o =|-6FL[; M, =FL (4.49)

X

Se calculeaza tensiunile din sectiunea periculoasa

o,=0= T, =7=—21 (4.50)

Sectiunea circulara are caracteristicile geometrice

rd® rd®
WZZE; Wp:E:szz\Nz (451)

Pentru cedare ductila se calculeaza tensiunea echivalenta cu teoria Tresca:
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2 2
JM?Z  +M?
Oy =\ G +47% = (MT"“] +4(MX] =L (4.52)

W W

z p z

Dimensionarea barelor cadrului se face din conditia de rezistenta

O-ech < O-a =
6FL)" +(FL) 3237.
Oech = \/( ) ( ) = 32 373 L < o, (453)
w zd

z

4> 324/37 -FL
o,

Calculul deplasdrii punctului de aplicare a fortei se poate face cu metoda
Maxwell-Mohr [Barsdnescu P.D., Ciobanu 0., 2001]. Tn acest scop se adaugs
o forta unitara (1N) fictiva in punctul si pe directia in care se calculeaza
deplasarea. In cazul de fatd este suficient s& facem F=1N si se scriu apoi
momentele fictive

m, (x)=-1x%=-x
m, (X,)=-1-x, =X, (4.54)
m,(x,)=1-L=L

Sageata Tn punctul 3, pe directia fortei F, se calculeaza astfel

f, :%Hm (x)m, (x)dx, +1LMZ (%,)m, (xz)dxz}

(4.55)
1 6L
+—— | M, (%) m, (x,)dx,
Glp 0
Tnlocuind si efectuand, rezultd
f,=FL 3—7~i+6-i (4.56)
3 El, Gl
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4 4
A R c S (4.57)

|
ST L 7 2(L+v)

Pentru v=0,3 se obtine

3 3
= E (12,3+7,8)=20,1 = (4.58)
El El

z z

Primul termen din paranteza reprezinta efectul incovoierii, iar al doilea pe cel
al torsiunii. Rotirea unei sectiuni se poate determina in mod similar,
adaugand un moment unitar (INmm) in planul rotirii care trece prin
sectiunea respectiva.

Problema 4.6
Sa se dimensioneze bara de sectiune circulara din figura 4.26 stiind ca
F=4,5kN, a=200mm, L=150mm. Bara poate fi confectionata din doua
materiale:
e Fontd cenusie Fc300, cu tensiunile de rupere la compresiune si
respectiv la tractiune or,.=1130MPa si 6:=360MPa;
e Aliaj de aluminiu Al 2024-T4, cu tensiunea de curgere 6.=320MPa.
Se cere:
e S3 se dimensioneze bara confectionata din cele doua materiale;
e Sa se determine starea de tensiuni din incastrare, in punctele A, B, C
si D.

Rezolvare
La fel ca la problema 4.5, sectiunea periculoasa se afla in incastrare, unde
eforturile sunt

T, =F=4,5kN
M, = Fa=4,5-200 = 900kNmm (4.59)
M, = FL =4,5-150 = 675kNmm

Tensiunile corespunzatoare solicitarilor simple sunt prezentate mai jos.
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Forfecare (formula lui Juravski):

7! _4 T—y 7! _ B (4.60)
Y3 AT Y 3 gd? '
Torsiune:
M Fa
=" " =16—— 461
Xy Wp Xy 7[d3 ( )
Incovoiere (formula lui Navier):
M FL
o,=—%;, 0,=32— 4.62
W 7d? (4.62)

Fig. 4.26. Bara cotitd (a) si sectiunea transversald din incastrare (b)

Dimensionare
1. Bara confectionatd din Fc300
Pentru cedarea fragila se adopta teoria tensiunii normale maxime (Rankine).
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Pentru solicitari statice si cedare fragila se alege un coeficient de siguranta
¢=3,3 [Buzdugan G., 1986] si se calculeaza tensiunea admisibila

o :&, o :@zlloMPa (4.63)
C

a
1

Tensiunea normalda maxima este

=39,69mm (4.64)

O max
’ 110~

:32F|_Saa:>d2i/32|:|_:i/32.4500.150
T

7o,

Pentru bara confectionata din Fc300 se adopta diametrul d=40mm (STAS
75-90).

2. Bara confectionatd din Al 2024-T4
Pentru solicitari statice si cedare ductila se alege un coeficient de siguranta
¢=1,8 [Buzdugan G., 1986] si se calculeaza tensiunea admisibila

o :£1 O, :@z].?gMPa (465)

a
C 18

Pentru cedarea ductila se adopta mai intai teoria tensiunii tangentiale
maxime (Tresca) si se calculeaza tensiunea echivalenta (se neglijeaza
tensiunea tangentiala provenita din forfecare):

W

p

2 2

z

Pentru sectiunea circulara plina se inlocuieste Wp=2W, si se obtine

\[MZZ-FMXZ 32\,(FL)2+(Fa)2 32F4[L2+a2
Gech = = =
W

<o,
, xd?® rd?® (4.67)
2 2 2 2
:d2§/32|:\/|_ +a ;dzi/32-45001\7/1950 [
7o, z
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Pentru bara confectionata din Al 2024-T4 se adopta tot diametrul d=40mm.

Se dimensioneazda acum bara pe baza teoriei energiei modificatoare de
forma maxime (von Mises):

2 2
«/4|v|2+3|\/|2
o =Not+3% = (%] +3 L - X

W 2W

P z

O

z

16Fv4L% +3a° 16Fv4L% +3a°

ech
7d® 7o,

2 2
d Zi/16 4500\/4 1507 +3-200 ~38,9mm

1797«
Se adopta tot d=40mm, dimensiune admisa de STAS 75-90.

Observatii:

e Bara confectionata din Al 2024-T4 a fost dimensionatda pe baza
teoriilor Tresca si von Mises si au rezultat valori apropiate. Tinand
cont de recomandarile STAS 75-90 s-a adoptat aceeasi valoare
pentru diametrul d la dimensionarea cu ambele teorii;

e Desi barele confectionate din Fc300 si Al 2024-T4 au acelasi
diametru, prima cedeaza fragil si are c¢=3,3 (fata de on) iar a doua
cedeaza ductil si are c=1,8 (fata de o).

Tensiunea normala provenita din Tncovoiere este nuld pe axa Oz, maxima in
A (tractiune) si minima in C (compresiune). Tensiunea tangentiala provenita
din forfecare este maxima pe axa Oz si nula in A si C (conform formulei lui
Juravski) si se opune fortei exterioare F. Tensiunea tangentiald provenita din
torsiune este maxima la periferia cercului, tangenta la acesta si creeaza un
cuplu contrar momentului de torsiune care incarca bara (tab. 4.1). Avand in
vedere cele de mai sus, se calculeaza tensiunile in punctele solicitate.

n tabelul 4.1 se prezintd tensiunile tangentiale provenite din forfecare si
respectiv torsiune si apoi se calculeaza tensiunile rezultante. Tensiunile
provenite din solicitarile simple au fost calculate mai sus.
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Tab. 4.1. Tensiuni in incastrare (Problema 4.6)

Solicitare Tensiuni
Repartitie A B C D
’ ’
Forfecare 0 Ty 0 Ty
H 14 14 14 ”
Torsiune Ty Ty Ty Ty
incovoiere o, 0 -0, 0
14 14
. . . . v TXY r__n Txy ’ + ”
Tensiuni la solicitarea compusa Ty ~ Ty Ty T Ty
Oy —Oy

Se calculeaza tensiunile tangentiale rezultante maxime din punctul D

y ., M, 4T, 16Fa 4 4F 16F(a 1
Trez:Txy+Txy: +——= 3 T3 2~ 2 da'3
(4.69)
:%(200 1j:£(5+0,33)z76,4MPa
-

40 3

Trez
T
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Problema 4.7
La bara din figura 4.24a se adauga forta F/3, care actioneaza pe directia barei
3-2 (fig. 4.27). Sa se traseze diagramele de eforturi pentru aceasta incarcare.

Barele au sectiune circulara.
}(” -~

Fig. 4.27. Bard cotitd (cadru) incdrcatd cu fortele F si F/3

Rezolvare
Eforturile din bare sunt

N(Xl):_%; Ty(xl):_l:; Mz(xl):_FXl; x €[0,L]

N(x,)=0; T,(x,)=-F; Tz(xz)z—%; X, €[0,6L] (4.70)

F
M, (X, ) =—Fx,; My(xz):—gxz; M, (x,)=FL

Indicele arata directia dupa care este orientat efortul respectiv. M, si My sunt
momente Tncovoietoare, iar My moment de torsiune. Diagramele de eforturi
sunt prezentate Tn figura 4.28. Diagramele de moment incovoietor sunt
prezentate in planul in care are loc deplasarea.
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-6FL

\\
AN
N -FL
Fig. 4.28. Diagramele de eforturi pentru bara din fig. 4.27

Deoarece barele de sectiune circulara nu sunt supuse la incovoiere oblica,
diagramele M, si My se compun vectorial in fiecare punct si astfel se obtine
diagrama de moment Tncovoietor rezultant My (fig. 4.29). Momentul
rezultant maxim se determina cu teorema lui Pitagora:
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rez.max

— J(-2FL)’ +(=6FL)’ =JAOFL ~6,325FL  (4.71)

-6FL

M}'e:_max :\/EFL

2FL
FL

Fig. 4.29. Trasarea diagramei M.,
(M, este in plan vertical, M, in plan orizontal)

Calculul de rezistenta se face pentru solicitarea la incovoiere cu torsiune, cu
momentul Tncovoietor rezultant maxim si momentul de torsiune.

4.5.1. Calculul arborilor de transmisie

Arborii de transmisie au rolul de transmitere a puterii, prin intermediul
rotilor dintate, a lanturilor cu role (cazul bicicletei) sau a curelelor de
transmisie.

Calculul arborilor prezentat aici este unul de predimensionare.
Dimensionarea se face la disciplina Organe de Masini si mai cuprinde calcule
la solicitari variabile, la vibratii, de rigiditate, tine cont de alte influente etc.

Se prezintd mai jos calculul unui arbore intermediar de transmisie dintr-o
cutie de viteze. Arborele OD este rezemat pe doua lagare, B si D. Pentru
simplificare rotile dintate au fost prezentate in figura 4.30 prin suprafetele
lor de rostogolire.
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Fig. 4.30. Arbore intermediar dintr-o cutie de viteze

Arborele primeste miscarea de la pinionul 1, care angreneaza (in planul xOy)
cu roata dintata 2, cu raza R,=100mm. Pe arbore se mai afla roata 3, cu raza
R3=200mm, care angreneaza (in planul xOz) cu roata 4, careia i transmite
miscarea de rotatie. Toate rotile au dantura dreapt. in cazul angrenajelor cu
dantura inclinata apar si forte axiale (fig. 4.31). Tensiunea admisibila este
62=200MPa. Se cunosc P=3kW, n=95,5rot/min. Din ecuatia de echilibru a
momentelor de torsiune se determina fortele tangentiale T’ si T” care apar
in angrenari. Componentele pe directie radiala se determina stiind unghiul
de angrenare a=20°. Pentru calculul lui M se utilizeaza unitatile de masura:
M; [Nm]; P[W]; n[rot/min]:

:@_E:@.sooozgowm
r n x 955 (4.72)
T"R,=T"-R;=M,; R'=T'-tana; R"=T"-tancx

M

t

Inlocuind rezultd: T' = 3kN; T" ~ 1,5kN; R’ = 1kN; R" =~ 0,5kN.
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Fig. 4.31. Arbore de transmisie cu roti dintate
cu danturd inclinatd

Pentru calculul reactiunilor lagarele B si D se inlocuiesc cu reazeme simple in
cele doua plane (xOy si xOz). Diagramele de eforturi in cele doua plane sunt
prezentate in figura 4.32.

Din ecuatiile de echilibru se calculeaza reactiunile

V, =-1812,5N; V, =-687,5N

(4.73)
H, =-3937,5N; H,=-437,5N

Se traseaza apoi diagramele de momente incovoietoare M,, My si de moment
de torsiune M.

Deoarece sectiunile cele mai solicitate sunt B si C, s-au determinat
momentele Tncovoietoare rezultante numai in aceste sectiuni. in continuare
se va lucra numai cu momentul Tncovoietor rezultant maxim (cel din
sectiunea B) si momentul de torsiune (fig. 4.33)
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Fig. 4.32. Diagramele de eforturi pentru arborele din fig. 4.30

[kNm]

Fig. 4.33. Determinarea momentelor incovoietoare rezultante
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Sectiunea periculoasa este in C, unde momentul incovoietor rezultant este
maxim si existda un moment de torsiune. Utilizand teoria de stare limita
Tresca (Tmax) Se poate scrie

M2 . +M?
_ 2 2 _ rez.max X
Oup =NO“ +47° = W <o,

z

JIMZ, o +MZ =4/0,4+0,3% =0, 7kNm = 7-10°Nmm

_7rd3
£32

. 5
wgzoojd 23%:)(1 >32,9mm
7Z'd 20072'

Se adopta valoarea standardizata d=34mm (STAS 75-90).

(4.74)
W

Concluzii:

e Din motive constructive arborii nu au o sectiune constanta pe toata
lungimea si diametrul lor variaza in trepte (pe tronsoane);

e Dimensiunile finale ale tronsoanelor arborilor vor fi stabilite in urma
calculului la rigiditate, oboseald si la vibratii;

e Calculul la oboseala tine cont de materialul si volumul arborelui,
calitatea suprafetelor si prezenta concentratorilor de tensiuni (canale
de pana, raze de racordare intre tronsoane, rulmenti presati pe
arbore etc.);

e Mai sus s-au prezentat numai elemente de baza pentru calculul de
predimensionare a arborilor. Calculul complet este fundamentat la
disciplina de Organe de masini, unde se utilizeaza si diferiti coeficienti
de influenta stabiliti experimental.
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4.6. PROBLEME RECAPITULATIVE

Problema 4.8
Sa se dimensioneze bara cu sectiunea circulara din figura 4.34, stiind ca
F=6kN, L=350mm si 6,=190MPa.

Fig. 4.34. Bard in consold incdrcatd cu trei forte

Rezolvare

Deoarece la barele cu sectiune circulara nu apare incovoierea oblica, se
determina forta rezultanta R = V10F (fig. 4.35). Aceasta forta produce un
moment Tncovoietor care este maxim in incastrare. Ramane forta 5F care
solicita bara la tractiune. Se calculeaza unghiul a

tana=3?F=3:>az71,565° (4.75)

Se traseaza apoi diagramele de eforturi (fig. 4.36).

Fig. 4.35. Compunerea fortelor care dau moment incovoietor
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Fig. 4.36. Diagramele de eforturi pentru bara din fig. 4.34

De la incovoiere cu tractiune rezulta tensiuni normale pe aceeasi fateta si cu
ajutorul lor se calculeaza tensiunea rezultanta in incastrare, unde momentul
incovoietor este maxim.

O ez max :O->(<t) +6>((i) :ﬂ‘i'_iSO'a
. A Z

O rez.max =9F- 42 +\/EFL 323 <o, (4.76)
' 7d 7d

4AF L
= [ 5+8J10— | <
O ez max ﬂ_dz( dj O,

Deoarece L>>d, tensiunile provenite din Thcovoiere sunt sensibil mai mari
decat cele provenite din tractiune. in acest caz se poate evita rezolvarea unei
ecuatii de gardul al treilea facand o predimensionare la incovoiere, urmata
de majorarea diametrului si de o verificare la solicitarea compusa.
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32/10FL - (113 <o,=d> s/@
i 7G4 (4.77)

i i/32\/1_0 -6000- 350
B 190

~70,87mm

Se majoreaza diametrul la d=72mm si se verifica la solicitarea compusa

= | S+ENTO |

d?
_ 4-6000
2

rez.max
12

(4.78)
(o2

(5+8\/1_0%) ~188,6MPa < o, =190MPa

Verificarea fiind facutd, se adopta d=75mm, din STAS 75-90.

in figura 4.37 se prezintd variatia tensiunilor in sectiunea din ncastrare.
Tensiunea rezultantd minima se calculeaza scazand din tensiunile de la
tractiune pe cele de la incovoiere

O'rez.min = 4—2(5—8\/170£j, O ez min ~ —173, 86MPa (4.79)
' 7d d ‘
A

Incovoilere

Incovoiere
+Tractiune

csl‘lCZ. max

o

rez.min

Fig. 4.37. Variatia tensiunilor in sectiunea infinit vecind incastrdrii
(a.g.=axa geometricd; a.n.=axa neutrd)
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Problema 4.9

Fie bara de otel incastrata la baza si incarcata cu fortele F1=50kN, F,=60kN si
F3=25kN, ca in figura 4.38. Sa se determine tensiunile si directiile principale,
precum si tensiunile tangentiale extreme in punctul P.

p |

| C
»7
hl

1

I
I
I
I
I
1K

200

Fig. 4.38. Bard incastratd si solicitatd cu forte
care actioneazd in planele de simetrie

Rezolvare

Se scriu eforturile in sectiunea care contine punctul P si se reprezenta in
figura 4.39. Momentele sunt considerate pozitive cand burghiul drept
fnainteaza in sensul pozitiv al unei axe de referinta. Pentru a evita incarcarea
figurii cu notatii, in cele ce urmeaza bratul momentului poate fi desemnat si
printr-un segment paralel si congruent. Cu toate acestea, definitia
momentului trebuie avutd permanent in vedere. Tn figura 4.39 s-a
reprezentat si un element de volum construit in jurul punctului P.
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Fig. 4.39. Eforturi in sectiunea care contine punctul P

Eforturile au urmatoarele valori
N = F, = 60kN; Ty =F, =25kN; T, =F =50kN

[KL]
M, =—F, -~ = 250,15 =-3,75kNm

(4.80)
[AD]
M, =F 5 —Fl[AG]
M, =60-0,075-50-0,35=—13kNm
Caracteristicile geometrice ale sectiunii transversale sunt
A=150-50 = 7500mm* = 7,5-10°m?
3
I, = 50-150 =14,1-10°mm* =14,1-10°m* (4.81)

Y 12
3
I =150 S0 ~1,56-10°mm* =1,56-10"°m*

z

Se calculeaza apoi tensiunile din punctul P (fig. 4.40).
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Tensiunile normale sunt

o :ﬂ+|Mz|yP _‘MV‘ZP

A ! !y (4.82)

4 6 6
o = 6-10 +3,75 10 625_13 10 265 ~ 45MPa
50-150  1,56-10 14,1-10

Tensiunile tangentiale din punctul P se calculeaza cu formula lui Juravski
[Barsanescu P.D., Ciobanu O., 2001]:

_Tzsy _Tz(AiZGl). _ 5104 (503)
"7 T [GHN, T 50414,110°

Iy

~8.87MPa  (4.83)

Forta tdietoare Ty nu produce tensiuni in punctul P deoarece acesta se afla
pe o suprafata liberd (z,, =7, =0).

21 ve | 2
| J | /)
C""' A * C,'l“ A
X P I-ﬁ“._ A ‘\\-K'“EP (Ta
zZ
rd Gl z
M, P o lp o
< v A4 >
v =t 4 y =
M, T
'- Z
L J ¥
G G
5o | 50 |1
a) b)

Fig. 4.40. Scheme pentru calculul tensiunii normale (a)
si tangentiale (b) in punctul P
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Se traseaza cercul lui Mohr pentru starea de tensiuni din P (fig. 4.41).

2
R= (%) +72; \[22,52+8,87% ~ 24,2MPa

0, =[0S,]=[00,]+R; o,=22,5+24,2=46,7MPa (4.84)
o,=[0S,]=[00,]-R; o,=225-24,2=-17MPa
To =R=24,2MPa; 7, =-R=-24,2MPa;

ma

Se calculeaza tensiunea von Mises in punctul P si unghiul 6,

[ 2
Oech = \/0'1 +o, -0,0,

> (4.85)
G = (46,72 + (L 7)’ —46,7(~1,7) ~ 47,6MPa
tan(26, ) = 887 £0,394= 0, ~10,76° (4.86)
22,5
T o,=45[MPa] o,f .
[MPB] * > o X7
225 | 225 IL I
P —

T,,=8,87 [MPa]

r

U =
1 Mpa]

Fig. 4.41. Cercul lui Mohr pentru starea de tensiuni din punctul P
(sunt figurate tensiunile in sistemul xOz si in sistemul 102)
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4.7. CONCLUZII:

1. Calculul la solicitari compuse se desfasoara dupa una dintre cele
doua modalitati, functie de starea de tensiuni:

e (Cand exista doar tensiuni care actioneaza pe aceeasi fateta si
aceeasi directie se calculeaza prin sumare algebricda o
tensiune rezultanta care nu trebuie sa o depaseasca pe cea
admisibila;

e Pentru toate celelalte cazuri se calculeaza o tensiune
echivalenta, cu ajutorul unei teorii de stare limita. Tensiunea
echivalenta trebuie sa fie mai mica sau egala cu tensiunea
admisibila;

2. Succesul calculului la solicitari compuse, fie ca starea de tensiuni
multiaxiala este determinatd analitic sau numeric (cu Metoda
Elementelor Finite), depinde in buna masura de alegerea unei teorii
de stare limita corespunzatoare materialului si starii de tensiuni cu
care se lucreaza. Aceasta alegere nu este intotdeauna usor de facut,
intrucat exista in prezent peste 200 de astfel de teorii. Totusi, doar o
parte dintre aceste teorii sunt frecvent utilizate.

3. Tn capitolele urmatoare vor fi prezentate si alte calcule la solicitari
compuse. Acestea vor fi dedicate unor anumite categorii de corpuri
(bare curbe, vase sub presiune etc.).
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Colajul de la acest capitol a fost realizat cu ajutorul:

https://bikefair.org/blog/guide-how-to-choose-the-right-bike-size

https://www.indiamart.com/proddetail /gantry-cranes-1202337097.html
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5. CADRE

Tn practicd se intalnesc frecvent structuri plane sau spatiale formate din bare
drepte cu diverse directii, Tmbinate intre ele prin noduri. Tn mod
conventional nodurile sunt considerate rigide, adica nu permit deplasari
liniare sau rotiri ale unei bare fata de alta. Asemenea structuri se numesc
bare cotite sau cadre. Spre deosebire de mecanisme, cadrele permit numai
deplasari elastice.

La fel ca barele drepte, cadrele pot fi static determinate sau static
nedeterminate. In barele cadrelor apar solicitari compuse, in special din
categoria solicitdri axiale cu ncovoiere. in cazul cadrelor cu bare lungi
supuse la compresiune trebuie facut un calcul la flambaj si de obicei acesta
furnizeaza dimensiunile finale ale barelor. Totusi flambajul structurilor este
o problema mai complicatd, care depaseste cadrul acestei prezentari.
Problema flambajului cadrelor poate fi rezolvata fie analitic (pornind de la
studiul formei deformate a cadrului) fie numeric, prin Metoda Elementelor
Finite. In continuare se va prezenta, cu ajutorul unor exemple, trasarea
diagramelor de eforturi la cadre.

5.1. CADRE STATIC DETERMINATE

Regulile de semn pentru trasarea diagramelor la cadre sunt aceleasi ca la

bare drepte, cu exceptia faptului ca la trasarea diagramei de moment

Tncovoietor se dubleaza conturul cadrului cu o fibra punctata. Daca bara se
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deformeaza astfel incat fibra punctata se afla la exteriorul curburii (este
tractionatd) momentul este considerat pozitiv. Cand bara se deformeaza
astfel incat fibra punctata afla la interiorul curburii (este comprimata)
momentul este considerat negativ. In figura 5.1 se observd ca eforturile
moment si forta normala sunt simetrice fata de o axa, iar fortele tdietoare
sunt simetrice fata de un punct sau antisimetrice. Acest lucru are consecinte
asupra calculului reactiunilor si a trasarii diagramelor de eforturi astfel:

e Structurile simetrice, cu rezemari si incarcari simetrice au reactiunile
simetrice, diagramele de moment incovoietor si forte axiale
simetrice si diagrama de forte taietoare antisimetrica;

e Structurile simetrice cu Tincarcari antisimetrice au rectiunile
antisimetrice, diagramele de moment incovoietor si forte axiale
antisimetrice si diagrama de forte taietoare simetrica.

Trebuie mentionat faptul ca simetria in Rezistenta Materialelor implica si
simetria deformatiilor. Pentru realizarea acestui lucru barele simetrice
trebuie sa aibd aceeasi sectiune transversald si sd fie confectionate din
acelasi material.

) B

b) c)

Fig. 5.1. Regula de semn pentru eforturi: moment incovoietor (a),
fortda tdietoare (b) si fortd normald (c)
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Exemplul 5.1
Sa se traseze diagramele de eforturi la cadrul din figura 5.2a.

F 3

) 3 i :3
) Jia b, F
: : F "%, L
__________________ L 1 X Y X 71— __ |
1 a0 2 ? "X T |2

y
a) b) c)

FL

G'-) ¢/ rabaterea
PN

diagramei

FL

Fig. 5.2. Trasarea diagramelor la un cadru plan format din doud bare

Pentru cadrul in consola se fac sectiuni pornind dinspre capatul liber, pentru
a evita calculul reactiunilor. Se dubleaza cadrul cu o linie punctata.

La fel ca la bare drepte, se face cate o sectiune in fiecare regiune (3-2 si
respectiv 2-1), se izoleaza o portiune din structura, care este considerata
incastrata in sectiune si se scriu eforturile fata de incastrare (fig. 5.2b, 5.2c).
La stabilirea semnului momentului Tncovoietor se considera numai fibra
punctata de pe bara sectionata

N(x)=0; T,(x)=F M,(x)=Fx

N(x,)=F; T,(x)=0; M,(x,)=FL 5-1)

Se reprezinta grafic aceste functii, pe desenul cadrului. Se observa ca in
nodul 2 se obtine aceeasi valoare a momentului incovoietor M; in ambele
bare.
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Acest lucru reprezinta si un criteriu de verificare a diagramei de moment in
nodurile care fac jonctiunea dintre doua bare. Criteriul se mai numeste
rabaterea digramei de moment. Din diagramele de eforturi se observa ca
barele cadrului sunt supuse la urmatoarele solicitari compuse:

e Bara 1-2 este supusa la tractiune cu incovoiere;

e Bara 2-3 este supusa la forfecare (care poate fi neglijata in cazul
barelor lungi) cu incovoiere.

Exemplul 5.2
Sa se traseze diagramele de eforturi la cadrul din figura 5.3.
L 3L
[
F=2qL X
v 1 4 3
ST~ ~———~—T17T— "~ ~""7"7"7 |
xl .rf i« —
I
! X3W 1
/ | 1A,
J AN
!
: @ -rvq
# 2
/
X /
/ )
/ Y
!
/
Lo
i !
Hl r
@ X 4L
Vq

Fig. 5.3. Cadru avdnd un nod (4) care face jonctiunea intre trei bare
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Trasarea diagramelor de eforturi implica parcurgerea urmatoarelor etape:
1. Seimparte cadrul in regiuni;

Se figureaza si se calculeaza reactiunile;

Se dubleaza cadrul cu o fibra punctat3;

Se face o sectiune in fiecare regiune si se scriu eforturile;

Se traseaza diagramele de eforturi;

Verificarea diagramelor de eforturi.

oukwnN

Calculul reactiunilor
> X;=0<H,—qL=0=H, =qL
dYY, =0V, +V,-F=0=V,+V,-2qL =0
2 My =0V, 4L+qL-35L=0=

v, :—qu =-0,875qL (5.2)
> My, =0<i>v1.4|__H1.3|__|:.4|__q,__%=0:>

V|, == %qL =2,875qL

Se observa ca reactiunile V1 si V; astfel calculate verifica ecuatia a doua de
echilibru (suma proiectiilor fortelor pe verticala).

Trasarea digramelor de eforturi

Se face cate o sectiune prin fiecare regiune si se scriu eforturile (fig. 5.4).
Se calculeaza ipotenuza triunghiului 1-4-4’ si apoi functiile trigonometrice
ale unghiului a (fig. 5.4d):

. 4
SN =——, COSa =

1
N Nixj

Eforturile din barele cadrului sunt calculate in tabelul 5.1.

(5.3)

Se traseazd apoi diagramele de eforturi (fig. 5.5). In final se verifica
diagramele de eforturi.
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L

| I
F=2qL F=2qL X3
: B 4 4
s 1 s L
X1 i /
| !
a) i j
| /
<t ! { <t
i /
L i ./Ir y,
X I vofr
44 !
@1 9 T
v, AN >
Hl @ i X.l

Fig. 5.4. Sectiondri in vederea scrierii eforturilor

Tab. 5.1. Eforturile din barele cadrului din fig. 5.3

Ba- N T M,
ra
7 N()=0 T(x)=-F M, (x)=-Fx
T(x)=-2qL M, (x,)=-2qLx,
+3 (X2)=_Hl T(XZ):V1—F MZ(XZ):Vl(L+X2)_
(x,)=-qL T(x,)=0875qL | —Hy-4L—F(L+x,)
M, (x,)=0,875qLx, —
3,125qL*
3 N(XS)__Vz T(X3)=qx3 MZ(X3)——q—X§
N (x;)=0,875qL 2
41 N(x)=—H,cosa | T(x)=—H,;sina | M,(x"y")=V,x'=H,y’
-V, sina +V, cosa X'=xcosa; Yy =xsina

N (x) ~ -3,032qL

T (x)=-0,273qL

M, (x)=-0,273qLx
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Variabilele din tabelul 5.2 iau valori in urmatoarele intervale: x €[0,L];
x, €[0,3L]; x, €[0,L]; x e[0,/17L].

0,8754L

=]
:{3 0,875qL
—
—

-3,032qL -0,273qL
-3,125qL2

-2ql?

-0,5qL2

-1,125qL2

Fig. 5.5. Diagramele de eforturi pentru cadrul din fig. 5.3
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Verificarea diagramelor:

e Forta taietoare este derivata momentului Tncovoietor si din acest
motiv pot fi facute acelasi verificari ca la barele drepte;

e La nodurile formate din doua bare are loc rabaterea diagramei de
moment incovoietor (nodul 3);

e Se verifica echilibrul nodurilor formate din mai mult de doua bare
(nodul 4) astfel: se izoleaza o vecinatate infinit mica a nodului, cu
portiunile de bara si fibrele punctate aferente. Cu regula fibrei
punctate se stabileste sensul momentului Tncovoietor din fiecare
bara. Acestor momente li se atribuie valorile din infinita vecinatate a
nodului (Tn modul) si se verifica daca nodul este in echilibru (fig. 5.6).

1,125qL2

Fig. 5.6. Verificarea echilibrului unui nod in care
se intdlnesc mai mult de doud bare

5.2. CADRE STATIC NEDETERMINATE

La fel ca la bare drepte, se stabileste gradul de nedeterminare ca diferenta
dintre numarul necunoscutelor si numarul ecuatiilor de echilibru:
GN = NN — NE . Dupa cum se stie, pentru structuri plane numarul ecuatiilor
de echilibru este trei. Pentru ridicarea nedeterminarii unui sistem trebuie sa
se scrie ecuatiile de echilibru completate cu un numar suplimentar de ecuatii
(egal cu gradul de nedeterminare GN) provenite din studiul deformatiei
sistemului.

Cadrele pot fi static nedeterminate exterior (necunoscutele sunt reactiuni),
static nedeterminate interior (necunoscutele sunt eforturi) si static
nedeterminate interior si exterior (necunoscutele sunt reactiuni si eforturi).
n tabelul 5.2. se face o clasificare a cadrelor static nedeterminate.
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Tab. 5.2. Clasificarea cadrelor static nedeterminate

Cadre Exemple
static , Grad
. Figura Necunoscute .
nedeterminate nedeterminare
]j V1, Hi, My, V2 o
EXTERIOR 1 5 (NN=4) GN=4-3=1
INTERIOR \ Vll Hl(,NVI\j'—g)’ s GN=6-3=3
1 Zé -
EXTERIOR S| Vi, Hy, My, Vo, N, T, M, o
INTERIOR = 2} (NN=7) GN=7-3=4

Gradul de nedeterminare poate fi redus daca sistemul este simetric sau
antisimetric, asa cum se arata in tabelul 5.3.

Tab. 5.3. Efectul simetriei/antisimetriei asupra diagramelor de eforturi

Diagrame Eforturi pe axa
Sisteme de simetrie
N M, .. ./
antisimetrie
T=0
Simetrice Simetrica Antisimetrica Simetrica
N=0;M, =0
. . . - . -, . .| N=0;M, =0
Antisimetrice | Antisimetrica Simetrica Antisimetrica T %0
#*

Observatii:

o Din tabelul 5.3 se observa ca o axd de simetrie reduce gradul de
nedeterminare cu o unitate (T=0 pe axa) iar o axd de antisimetrie
reduce gradul de nedeterminare cu doud unitdti (N=0 si M;=0 pe axad);

e Utilizarea acestor proprietati poate aduce simplificari semnificative la
ridicarea nedeterminarii si trasarea diagramelor de eforturi;

e Metoda losipescu de incercare la forfecare pura se bazeaza pe aceste

proprietati.

Ea utilizeaza o epruveta simetrica, cu

sectiune

predeterminata de rupere (slabita la mijloc prin realizarea a doua




crestaturi), incarcata si rezemata antisimetric. Pe axa se simetrie a
epruvetei (in sectiunea slabita) apare un singur efort nenul: forta
tdietoare T, care va produce ruperea epruvetei la forfecare pura
[Barsanescu P.D., Ciobanu O., 2001].

Cadrul din figura 5.7a este simetric si reactiunile sunt simetrice. Se
sectioneaza dupad axa de simetrie si se considera incastrare in sectiune.
Deoarece forta tdietoare este nula pe axa de simetrie, in aceasta incastrare
apar numai doud reactiuni (Ma si Na). In consecintd, in loc s3 se rezolve
cadrul din figura 5.7a se rezolva cel din figura 5.7b, care are un grad de
nedeterminare mai mic (GN=5). Diagramele de eforturi pentru intregul cadru
se vor trasa prin simetrie (N, M;) sau antisimetrie (T).

(I

a) b)
Fig. 5.7. Reducerea gradului de nedeterminare la un cadru simetric

Uneori sunt necesare unele artificii pentru a beneficia de avantajele
simetriei/antisimetriei.

Cadrul simetric din figura 5.8a este incarcat cu o forta care actioneaza pe axa
de simetrie. Pentru a putea sectiona dupa axa de simetrie, forta F se
descompune in doua forte simetrice F/2, infinit apropiate (fig. 5.8b).

Cadrul din figura 5.9a este simetric dar este incarcat nesimetric si are GN=3.
El poate fi studiat prin suprapunerea efectelor de la sistemul simetric 5.9b si
cel antisimetric 5.9c. Studiul cadrului initial (cu GN=3) poate fi inlocuit astfel
cu studiul cadrelor 5.9d (cu GN=2) si respectiv 5.9e (cu GN=1). Diagramele
de eforturi la cadrele 5.9b si respectiv 5.9¢c se construiesc prin simetrie sau
prin antisimetrie. Diagramele de eforturi pentru cadrul 5.9a se traseaza apoi
prin suprapunerea efectelor.
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‘,ﬂ_—»O

Fl F/2i|lF/2

a) b)

Fig. 5.8. Forta de pe axa de simetrie se descompune in doud forte
infinit apropiate si apoi se sectioneaza cadrul pe axa de simetrie

ol TSRS Y L I
' T,

Il
+

| — | I 1 I 1 | p—| | | | p—|
a) b) c)
F | MA Fl ILTA
AI: N A
| 8 '[N,=0
! oA
: T.=0 : M,=0
i i
i |
o ==
simetric antisimetric
d) e)

Fig. 5.9. Rezolvarea cadrului incdrcat nesimetric (a) prin suprapunerea
efectelor (b, c) si sectionare pe axa de simetrie (d, e)
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Exemplul 5.3

Sa se traseze diagramele de eforturi pentru cadrul din figura 5.10. Toate
barele cadrului au aceeasi sectiuni transversald si sunt confectionate din
acelasi material.

2L Va1
5[ 1.
J A H2
y @)
| F
>4
|
‘ O
I T Hy
ML~
Vl

Fig. 5.10. Cadru static nedeterminat exterior

Cadrul este static nedeterminat exterior. Pentru rezolvarea sa vor fi parcurse
urmatoarele etape:

e Se figureaza reactiunile (H1, V1, M1, Ha si Va);

e Se stabileste gradul de nedeterminare: GN =5-3=2. Se spune ca

acest cadru este dublu static nedeterminat;

e Seridica nedeterminarea prin metoda cea mai convenabila;

e Se traseaza si se verifica diagramele de eforturi.
Tn cele ce urmeazid se va ridica nedeterminarea prin doua metode:
Castigliano si Metoda eforturilor. Metoda eforturilor implica in general un
volum mai mic de munca, mai ales daca este asociata cu metoda de integrare
grafo-analitica Mohr-Veresceaghin [Barsanescu P.D., Ciobanu O., 2001], dar
exista unele situatii in care nu poate fi aplicata. Metoda Castigliano necesita
in general un volum mai mare de munca, insa este universala.
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Se scriu ecuatiile de echilibru
H,+F+H,=0
V,+V, =0 (5.4)
2 My =0=V,-2L-H,-2L-FL+M, =0

5.2.1. Ridicarea nedeterminarii prin metoda Castigliano

La unele sisteme static nedeterminate exterior o reactiune poate fi aflata
din ecuatiile de echilibru. Acea reactiune se numeste static determinatad.
La metoda Castigliano se face derivarea numai functie de necunoscute
static nedeterminate. Pentru cadrul dublu static nedeterminat din figura
5.10 este convenabil sa se aleaga ca necunoscute static nedeterminate
reactiunile din reazemul 2 (V3, Hz). Se va face cate o sectiune prin fiecare
regiune si se vaizola doar portiunea dinspre reazemul 2, cain figura 5.11,
pentru a evita exprimarea necunoscutelor unele fata de altele, cu
ajutorul relatiilor (5.4).

3 .
xﬂ'\l
-
N F »
xnn
— v
L
| 4
M, N Lo~
v,

Fig. 5.11. Sectiondri dinspre reazemul 2
(reactiunile din 2 sunt desemnate necunoscute static nedeterminate)
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Relatiile necesare metodei Castigliano sunt centralizate in tabelul 5.4.

Tab. 5.4. Relatiile necesare metodei Castigliano (exemplul 5.3)

Regi- | x e M, (x) oM, (X)) oM, (x;)

unea oV, oH,

2-3 X, € |\/|Z(X1)=V2X1 X 0
[0,2L]

34 | x,e M, (x,)=V,-2L—H,Xx, 2L —X,
o.L]

41 | xe M, (%) =V, 2L - 2L —(L+x;)
[0.L] —H, (L+%, )~ Fx,

Cele doua ecuatii suplimentare puse la dispozitie de metoda Castigliano
pentru ridicarea nedeterminarii sunt (s-a tinut cont numai de efectul
incovoierii, care contribuie preponderent la energia potentiala de deformare
eIasticé)

[j dx1+j M (x) ( )dx2+
2
6M
J- M ( 3) (X) 3]:0
V. (5.5)
[j (Xl)dx1+f M., (x,) (Xz)dx2+
8M
J. M ( 3) (X) 3]:0
2
Tnlocuind in (5.5) relatiile din tabelul 5.4, rezult3
32
—V,-4H,-F =0
3 . s :>v2=—%|= H ——%F (5.6)

-4V, +—H,+-F=0
3 6
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Nedeterminarea fiind astfel ridicata, celelalte reactiuni pot fi aflate din
ecuatiile de echilibru (5.4). Se scriu eforturile

N(x)=H, N(x)=V,; N(x)=V,

(5.7)
T(Xl):_vz; T(XZ): H,; T(Xa): H,+F

si se traseaza diagramele de eforturi (fig. 5.12).

% LG T TR AT

3

11 )

__F 56
28 H-H

17

28

N mnmnm
=)
=)

9
——FL
28

Fig. 5.12. Diagramele de eforturi pentru cadrul din fig. 5.10
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5.2.2. Ridicarea nedeterminarii prin metoda eforturilor
Pentru ridicarea nedeterminarii prin metoda eforturilor se vor parcurge
urmatoarele etape:

e Se aleg ca necunoscute static nedeterminate reactiunile din reazemul
2 (V2 si Hy), la fel ca la metoda Castigliano;

e Se indeparteaza un numar de legaturi egal cu gradul de
nedeterminare si astfel se obtinea o structura static determinata,
numitd sistem de bazd. In cazul de fatd reazemul 2 va fi indepartat si
inlocuit cu reactiunile pe care acesta le introduce;

e La aceasta metoda necunoscutele static nedeterminate vor fi notate
cu X1 si X2 (de exemplu Ha=X1 si V2=X2). Astfel X1 si Xz trec din categoria
reactiunilor Tn cea a fTncarcarilor. Altfel spus, daca X1 si Xo ar fi
cunoscute, structura ar fi static determinata;

e Pentru gradul de nedeterminare GN=2 se scrie sistemul general de
doua ecuatii canonice liniare cu doua necunoscute (X1 si Xz). Acest
sistem depinde numai de gardul de nedeterminare si nu depinde de
forma, rezemarea si incarcarea sistemului

511)(1 +é‘12X2 +510 =0

(5.8)
Oy X, +0,X,+0,,=0

unde 9, =9d,,;

e Se calculeaza coeficientii de influenta 5”, care reprezinta deplasari
fictive;
e Se rezolva sistemul (5.8) si se obtin necunoscutele X; si Xz;

e Se traseaza si se verifica diagramele de eforturi.

Sistemul de baza nu este unic. De exemplu, un alt sistem de baza se poate
obtine in acest caz prin inlocuirea articulatiei 2 cu un reazem simplu cu
incarcarea Hy=X1 si Tncastrarea 1 poate fi inlocuita cu o articulatie cu
incarcarea M1=X;. Desigur, este de preferat sa se aleaga sistemul de baza care
presupune un volum mai mic de munca pentru calculul necunoscutelor static
nedeterminate. Tn cazul de fat, acesta este obtinut prin indepértarea
reazemului 2 (fig. 5.13).
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Fig. 5.13. Sistem de baza pentru cadrul din fig. 5.10

Tn vederea determindrii coeficientilor de influentd sistemul de bazi (SB) se
studiaza cu atatea Tncarcari cati indici independenti au coeficientii §; din
sistemul de ecuatii canonice. Se traseaza urmatoarele diagrame de moment
fictive:
e M, — SB cu incarcarile reale si necunoscutele static nedeterminate
nule;
e m; = SBincarcat numaicu X; = 1.

Indicii coeficientilor ;i arata functiile sau diagramele care furnizeaza
momentele Tncovoietoare utilizate pentru calculul coeficientului respectiv.

Pentru cadrul de fata, cu gradul de nedeterminare GN=2, sistemul de baza se
studiaza cu trei incarcari (indicii independenti ai coeficientilor de influenta &;;
sunt trei, respectiv 0, 1 si 2). Aceste trei incarcari ale sistemului de baza sunt
sintetizate in tabelul 5.5.
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Tab. 5.5. Incdrcdrile sistemului de bazd pentru cadrul din fig. 5.10

- Incarcare Diagrama
Cazul de incarcare a SB F X, X, trasat3
1 A .,F.,i.o X1:O X2=O MO
(incarcari reale)
3 F = O Xl = O X2 = m2
Observatii:

e Momentele Mo(xi) se scriu pentru sistemul de baza incarcat numai cu
sarcinile reale (F, in cazul din fig. 5.10);

e Momentele mi(xi) se scriu pentru sistemul de baza incarcat numai cu
sarcina fictiva X1=1;

e Momentele my(xi) se scriu pentru sistemul de baza incarcat numai cu
sarcina fictiva X;=1.

Procedand astfel, in locul unei probleme dublu static nedeterminate se vor
rezolva trei probleme static determinate, ceea ce reprezinta un avantaj.

Pentru economie de spatiu s-au reprezentat incarcarile si diagramele pe
sistemul de baza (fig. 5.14). Pentru situatii mai simple diagramele de eforturi
pot fi trasate direct, fara a mai scrie functiile Mo, m1 si m; si apoi coeficientii
de influenta 6; pot fi determinati rapid, prin integrare grafo-analitica cu
metoda Mohr-Veresceaghin. Aceasta metoda a fost aplicata in volumul 1
[Barsanescu P.D., Ciobanu O., 2001] la bare drepte static nedeterminate.

Desigur ca trasarea directa a diagramelor de eforturi necesita o anumita
experienta.

Acest prim exemplu de utilizare a metodei eforturilor pentru ridicarea
nedeterminarii la cadre va fi rezolvat atat prin integrare analitica, cat si prin
integrare grafo-analitica, pentru o mai buna intelegere a metodei.

Tn cazul unor sisteme mai complicate, cum ar fi barele curbe, nu se poate
utiliza integrarea grafo-analitica.
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Fig. 5.14. Sistemele de bazd cu incdrcdrile si diagramele din tab. 5.5

Functiile Mo, m1 si mz sunt cuprinse in tabelul 5.6. Ele vor fi utilizate pentru
determinarea coeficientilor de influenta &§;; prin integrare analitica, asa cum
se va vedea mai jos.
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Tab. 5.6. Momentele fictive pentru metoda eforturilor (cadrul din fig. 5.10)

Egi'a X, € M, (%) m, (x,) m, (x)
T lpag| M0 | me-0 | meu-1x
34 | xe

0.L] M, (%,)=0 m, (X, ) =-1-x, m,(x,)=1-2L
4-1 X; €

0.L] Mo (%) ==Fx; | m(%)=-1(L+X;) | m,(x)=1-2L

Cu functiile din tabelul 5.6 se determina coeficientii de influenta
1 2 L
8o =2, MoGm ()b + [ Mg 0 )m, (x, )l +

J M (), (%),

5 FL®
J(L+x)dXy; S ==-
Z!( +X;)dXy; Sy 5 ElL
1 2L L
W= '[m dx1+_|.mf(x2)dx2+.[mf(x3)dx3}
z o0 0
1 [& 2 | g L
LT ! ) dx, +J'[ (L+x)] dx, |; 511:§.E|Z

50 = 8 == 1) MO, 040+ 6 )m, (), +

[l m06)m, (x,)dx,]

1 L L
Sy = “E H(—XZ)QLdXZ—!(L+x3)-2de3}

41° (5.9)
Opp =0y =— El
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5 =Ei|2[jo“ Mo (), (%), + [ M, (3,)m, (3, )dx, +

L
[ Mo 06)m, (x)dx ]
1t FL®
S :E_IZ!;(_FXS)ZLdXS Sy = .
1 [ L L (5.10)
Sy =5 jm§(x1)dx1+fm22(x2)dx2+_[m§(x3)dx3
z [0 0 0
1% h 2 . 2
522=E J(xl) dx1+j(2L) dx2+_[(2L) de}
2L o 0 0
_2 L
2 3 El,
Tnlocuind coeficientii &; in (5.8) rezulta
8L’ 4° S5FL°
X -to+2=0 oy - ey
3EI, "' El, 6EI, 17708 2
s, B R 3 o)
— X, + - =0 X,=-—F=V,
El 3El, El 56

z z z

S-au obtinut aceleasi reactiuni ca la metoda Castigliano. Trasarea diagramei
de moment incovoietor M; se poate face simplu, prin suprapunerea celor trei
diagrame din figura 5.14, conform relatiei

M, (%) =Mg(x)+ X, -m (% )+ X, -m,(x) (5.12)

n continuare se vor calcula coeficientii de influenta &; prin integrare grafo-
analiticd (metoda Mohr-Veresceaghin). In acest scop functiile Mo, m1 si m
nu mai sunt scrise analitic ca in tabelul 5.6, ci se porneste de la diagramele
din figura 5.14, care sunt trasate direct (cu o anumita experienta). Se observa
ca la metoda analitica indicii unui coeficient & arata ce functii se folosesc
pentru calcularea sa. In mod asemanator, la metoda grafo-analiticd indicii
arata care diagrame din figura 5.14 se folosesc pentru calcului coeficientului.
Aranjarea diagramelor din figurile 5.15-5.19 are scop didactic.
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Explicatii privind calculul coeficientilor i (fig. 5-14-5.18):

Expresiile coeficientilor de influenta contin factorul 1/El, , pe care il

foloseste energia potentiala de deformare elastica produsa la
incovoiere. S-a neglijat energia potentiala provenita din alte solicitari
(forfecare si solicitari axiale), acestea fiind mici Tn comparatie ce cea
introdusa de Tncovoiere;

Indicii coeficientilor 6 arata ce diagrame se folosesc pentru calculul
fiecarui coeficient de influenta;

Expresia coeficientului 610 (fig. 5.15) cuprinde intre acolade suprafata
diagramei Mo Tnmultitd cu valoarea din diagrama mi masurata in
dreptul centrului de greutate al diagramei Mo. Triunghiul din
diagrama mj este dreptunghic isoscel si acest lucru reduce volumul
de calcul. Si alte triunghiuri din diagramele de mai sus au aceeasi
proprietate;

Coeficientul 620 (fig. 5.16) s-a calculat ca produsul dintre suprafata
diagramei Mo si valoarea din diagrama mj;, masurata in dreptul
centrului de greutate al diagramei Mo;

Coeficientul 611 (fig. 5.17) s-a calculat ca produsul dintre suprafata
diagramei mi Tnmultita cu valoarea lui m1 din dreptul propriului
centru de greutate;

Pentru calculul coeficientului 622 (fig. 5.18) se foloseste de doua ori
diagrama m;, si anume se inmulteste suprafata diagramei de pe
fiecare regiune cu valoarea lui m; in dreptul centrului sau de
greutate;

Pentru calculul coeficientului 612 (fig. 5.19) se folosesc diagramele m1
si my. Suprafata diagramei m1 se inmulteste cu valoarea din diagrama
mz, masurata in dreptul centrului de greutate al diagramei my;

Daca o diagrama m este formata din linii frante, metoda se aplica pe
regiuni;

Daca o diagrama trece prin zero si are o schimbare se semn, metoda
se aplica de asemenea pe regiuni;

La metoda eforturilor sistemul de baza trebuie sa aiba aceleasi
deformatii cu sistemul static nedeterminant.
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2 m m
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Fig. 5.15. Calculul coeficientului 610 prin metoda Mohr-Veresceaghin
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Fig. 5.16. Calculul coeficientului 6,0 prin metoda Mohr-Veresceaghin
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Fig. 5.17. Calculul coeficientului 611 prin metoda Mohr-Veresceaghin

2
N %(zu B
Js\w and SN 2
I>-<N X4
2L -
€614
2L L
@
3 1
ML~ "
vy
3
S A
ELL 2 3 3 El,

Fig. 5.18. Calculul coeficientului 6,2 prin metoda Mohr-Veresceaghin
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Fig. 5.19. Calculul coeficientului 612 prin metoda Mohr-Veresceaghin

5.2.3. Cadre static nedeterminate interior
Exemplul 5.4
Sa se traseze diagramele de eforturi pentru cadrul din figura 5.20a.

3L

b)
Fig. 5.20. Cadru static nedeterminat interior (a)
si sectiondri dupd axele de simetrie (b,c)
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Sistemele static nedeterminate interior sunt de reguld triplu static
nedeterminate, deoarece prin sectionarea unui ochiinchis se pun in evidenta
trei necunoscute static nedeterminate (eforturile N, T si M). Simetria sau
antisimetria reduc gradul de nedeterminare (v. tab. 5.3). In cazul de fat3
fiecare axa de simetrie reduce gradul de nedeterminare cu o unitate si astfel
cadrul ramane simplu static nedeterminat.

Se sectioneaza cadrul dupa axa de simetrie orizontala. Deoarece exista
simetrie si fata de axa verticald, eforturile din barele sectionate sunt
simetrice (fig. 5.20b). Se scrie ecuatia de echilibru a proiectiilor fortelor pe

verticala
F
F—2N:0:N:E (5.13)
Se mai face o sectiune dupa axa de simetrie verticala. Sfertul de cadru ramas
este SB ales si are doua regiuni. Prin fiecare regiune se face o sectiune (fig.
5.20c). Se va ridica nedeterminarea prin metoda eforturilor. Pentru GN=1 se

scrie ecuatia
0 X, +0,=0 (5.14)

Pentru sistemul de baza din figura 5.21 necunoscuta static nedeterminata nu
poate fi alta decat M=Xi. Se scriu eforturile (tab. 5.7) si se traseaza
diagramele Mo si ma.

L _FL

« > 2 1 “‘\
-— =K2 _ é \\\
[ — i [
| | | | | @y
| | 1 ! | ! |
i | <] | i |
R [ | R S T
"fM:x i 1 ml— 1
F/2 F/2 V=1
a) b) )

Fig. 5.21. Sistemul de bazd si diagramele My si m; pentru cadrul din fig. 5.20a
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Tab. 5.7. Eforturile din barele sistemului de bazd (fig. 5.21)

Regi- | x € M, (%) m, (%) M, (x)=M,(x)+
unea Xlrnl(xi)
C-B M =0 =1 FL
X € (%) ™ (%)=L | M, ()= =
[0;1,5L] 10
B-A X, € F ml(xl):]_ F FL
M =—— M = i
[O’ L] O(XZ) 2 X2 Z(XZ) 2 X2+ 10
Se calculeaza coeficientii de influenta
15L
[I M, ( X, ) dx, +J'M l(xz)dxz}
4 5 F FL2
510:E—IZO(—EXZJ'1'dX2:>5lOZ E_|Z
st . (5.15)
4 2
Oy =—o el _[ m ( dx1+J.ml (%, dxz}
)
4 e 10L
511 = EI ] £ 12 dX +J-12 dX j| 511 = E—IZ

Tn (5.15) s-a considerat coeficientul 4 pentru a tine cont de energia
inmagazinata de intregul cadru (sistemul de baza a fost considerat doar pe

un sfert de cadru).

Se traseaza diagramele de eforturi pentru un sfert de cadru. Momentul
Tncovoietor M; se determina usor, prin suprapunea efectelor, asa cum se

arata in tabelul 5.7.

Pentru intregul cadru diagramele se vor trasa prin simetrie sau antisimetrie
fata de doua axe (v. fig. 5.22), tinand cont de cele prezentate in tabelul 5.3:

e Diagramele M, si N sunt simetrice;
e Diagrama T este antisimetrica.
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Fig. 5.22. Diagramele de eforturi pentru cadrul din fig. 5.20a
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BARE CURBE
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Pentru realizarea colajului din acest capitol s-au folosit:

https://www.albinaco.com/bending-profiles/beams

https://www.indiamart.com/proddetail/crane-hooks-21689678730.html

https://www.quora.com/What-is-an-aircraft-wing-box-How-is-a-wing-box-made
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6. BARE CURBE

Tn structurile de rezistentd din constructia de masini si din ingineria civild se
intdlnesc frecvent organe de masini si elemente structurale care pot fi
asimilate cu bare curbe plane sau spatiale. Tn cele ce urmeaz se vor studia
doar barele curbe la care axa geometrica este o curba plana.

6.1. RELATII DIFERENTIALE INTRE EFORTURI

Pentru studiul barelor curbe se admit ipotezele de la incovoierea barelor
drepte:
e Sectiunea transversald are o axa de simetrie, cuprinsa in planul de
simetrie al barei;
e Fortele exterioare actioneaza in acest plan;
e Lungimea barei este mare in raport cu dimensiunile sectiunii
transversale;
e Este valabild ipoteza lui Bernoulli.

Tn sectiunea unei bare curbe incarcate apar in general trei eforturi: N, T si M..
Se izoleazad un element infinit mic dintr-o bard curbad, de lungime ds, asupra
cdruia actioneaza incarcarea gds (fig. 6.1).

Se scriu ecuatiile de echilibru, respectiv suma proiectiilor fortelor pe directiile
N, T sia momentelor fata de B:
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N —(N +dN)cos(de)+(T +dT)sin(da)+q~ds-sin[d7aj:O
T —(T +dT)cos(da)—(N +dN)sin(da)—q-ds~cos(d7aj:0 (6.1)

M —(M +dM)+TRsin(da)- NR(l—cos(da))—q-ds~sin(d7aj:0

Fig. 6.1. Izolarea unui element dintr-o bard curbd

Aproximand sin(da) ~da si cos(da) =1 si neglijand infinitii mici de ordin
superior rezulta

—dN+T-da=0
—dT —=N-da—-q-ds=0 (6.2)
—dM +T-R-da=0

Tnlocuind in (6.2) ds=R-da se obtine

N_T.OT_ N oM 63
ds R ds

ds R

Se observa ca atunci cand in (6.3) R — o« se obtin relatiile diferentiale de
la bare drepte [Barsanescu P.D., Ciobanu O., 2001]:

T dM

— = —=T (6.4)
dx dx

Relatiile (6.3) vor fi utilizate la trasarea diagramelor de eforturi la bare curbe.
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6.2. CALCULUL DE REZISTENTA AL BARELOR CURBE

Sub actiunea incarcarilor, in sectiunea barelor curbe apar urmatoarele
tensiuni:
e Tensiune normald o = N/A produs3 de forta axial3, considerats a fi
uniform distribuita;
e Tensiune tangentialda t, considerata ca variaza aproximativ dupa
formula lui Juravski;
e Tensiune normald o, provenita din incovoiere.

La fel ca la barele drepte lungi, tensiunea tangentiala este mica in raport cu
tensiunile normale si poate fi neglijatda. Ramane astfel solicitarea la
incovoiere cu forte axiale. Ambele tensiuni normale sunt pe aceeasi fateta si
in consecinta se vor suma algebric, obtinand o tensiune rezultanta care, in
cazul barelor curbe, se calculeaza cu o formula speciala. Exista mai multe
metode pentru calculul barelor curbe. Dintre acestea va fi prezentata in
continuare cea care utilizeaza un coeficient de forma a sectiunii transversale.

Se izoleaza un element din bara curba, supus la solicitari axiale cu incovoiere
si se studiaza deformatia acestuia (fig. 6.2). Momentul incovoietor va fi
considerat pozitiv atunci cdnd tinde sG micsoreze raza de curburd a barei.

Se admit relatiile de echivalenta de la barele drepte [Barsanescu P.D.,
Ciobanu 0., 2001]:

o=[odA M, =[oydA (6.5)
A A

Sectiunea initiald 1-1 se deplaseaza (O’ ajunge in O”’) si se roteste (ramanand
tot plang, in baza ipotezei lui Bernoulli) cu unghiul Adg si ajunge astfel in

pozitia 1’-1’. S-a notat cu p raza de curbura a barei. Se vor stabili mai intai
relatii geometrice intre deformatii.

arc(00')=ds, = p-de; arc(CB)=ds=(p+y)de
arc(BB')=arc(BB")+arc(B"B')~arc(0'0O")+arc(B"B')= (6.6)
&0s, +y-tg(Adg)
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z
Fig. 6.2. Deformatia unui element dintr-o bard curbd
Pentru Adg foarte mic se poate scrie
arc(BB') ~ g,ds, + y-Adgp (6.7)
unde ¢, este alungirea specifica a fibrei de pe axa geometrica.
Pentru solicitari in domeniul liniar-elastic se aplica legea lui Hooke
. Ads arc(BB’)
E=—, E = =
E ds ds
deo+y-Ad Ad
,_fopdo+y-Adp _ p (%er (/)J (6.3)
(p+y)de  p+y p-de

o= Eg:i(go_i_yWJ
ds,
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Tnlocuind tensiunea normald o in ecuatiile de echivalent3 (6.5) se obtine

i = gOJ‘Ld Ad¢ I A
Ep  “apty ds, ap+y
M Ad (69
2 _ So_[ @I y? dA
Ep  “ap ZPTY
n continuare se introduce un coeficient de formé a sectiunii
_——j (6.10)
APt y
Cu aceasta notatie integralele din relatiile (6.9) devin
J' dA:lJ’LdA=£J'Ly_ydA=A(1+k)
+Yy +Yy +Yy
AP Pa P Pa P P (6.11)
J,; Pty A Pt y
unde integrala
[ydA=s, =0 (6.12)
A

reprezinta momentul static al suprafetei transversale A fata de axa O’z, care
este nul deoarece axa geometrica trece prin centrul de greutate al sectiunii
transversale.

Cu aceste notatii sistemul (6.9) devine

$L=AQHQ%—MﬁM

S

My r Ad 0 (6.13)
L = —KkAg, + pkA=2

Ep ds,
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Radacinile acestui sistem sunt

=Nty Ly MM g
AE Yo, ds, AEp p  kp

Tnlocuind (6.14) in expresia tensiunii normale din (6.8) se obtine

G:E(N+&+&-LJ (6.15)
A p  kp pty

Observatii privind tensiunile normale din bare curbe:
1. Tensiunea normala o din barele curbe este invers proportionala cu raza de
curburg;
2. Cand M,=0 relatia (6.15) degenereaza in formula de la solicitari axiale;
3. Pentru N=0 se determina pozitia axei neutre, din conditia 6=0
k
y=——F (6.16)
1+k

Axa neutra se deplaseaza intotdeauna catre centrul de curburd. Pozitia ei
depinde doar de raza de curbura si de sectiunea transversala a barei curbe;

4. Se studiaza k pentru p — o (cazul barelor drepte), pornind de la

o

APTY

dA = pkA (6.17)

Neglijand la numitor y in raport cu p (bare cu raza mare de curbura), se
obtine succesiv

A

1jyzolAzpkA:silzzpkA:>kz ! (6.18)
Py P

Tnlocuind aceastd expresie a lui k in cea a tensiunilor normale ¢ se obtine
relatia cunoscuta de la barele drepte supuse la solicitari axiale cu incovoiere

A L, o A 1,
p°A



5. Formula care da tensiunile normale din sectiunea unei bare curbe poate fi
scrisa sub forma

c=C+D y
+
\ M” y y (6.20)
C=—+—%; D=—+
A Ap kAp

Se observa ca tensiunea ¢ este repartizata dupa o hiperbola (fig. 6.3) cu
asimptotele

y—>0o=0c=C+D (6.21)
yo>-p=0 >0 '

6. Deoarece coeficientul k este mult mai mic decat unitatea (k <<1),

coeficientul D din expresia lui ¢ (6.20) devine foarte mare. Tensiunea
normald maxima in modul se afla la interiorul curburii (unde y =-h,), ceea

ce conduce la cresterea raportului y/p+ vy (fig. 6.3).

7. Formula pentru calculul tensiunilor normale la bare curbe (6.15) este mult

mai complicata decat cea de la bare drepte supuse la solicitari axiale cu
incovoiere, respectiv

N M,

o, =—+

= (6.22)
AW,

Din acest motiv, utilizarea formulei de la bare drepte pentru barele cu raza
mare de curbura ar fi avantajoasa, chiar daca astfel s-ar introduce o anumita
eroare, atdta timp cat aceasta este acceptabild. Se foloseste raportul p/h

pentru a lua o decizie in acest sens. Astfel, pentru %210 se poate arata ca

folosirea formulei de la bare drepte in locul celei deduse la bare curbe nu
introduce o eroare mai mare de 3% [Horbaniuc D., 1979; Bia C., 1983]. Acest
raport delimiteaza in mod conventional domeniul barelor cu razd mare de
curburd, care pot fi calculate aproximativ cu (6.22). Pentru barele cu raza

mica de curbura, avem %<10 si se va folosi relatia (6.15).
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C+D

= 0
|
|
|
hiperbola 5/—*:
\\\ :
s |
\\I
’_
Oo

Fig. 6.3. Variatia tensiunii normale o(y) la bare curbe

La calculul de verificare se cunosc dimensiunile sectiunii transversale, se
poate calcula raportul p/h sifunctie de acesta se stabileste cu ce formule

se va lucra, (6.22) sau (6.15).

Tn cazul dimensiondrii insd, nu se cunoaste h. Din acest motiv se face o
predimensionare cu formula mai simpla, cea de la bare drepte (6.22) si se
adopta o dimensiune rotunjita pentru h. Se calculeaza apoi raportul p/h

Daca p/h>10 bara are raza mare de curbura si calculul se incheie.
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Daca p/h<10 bara are raza mica de curbura. Se majoreaza h si se verifica
cu (6.15). Daca tensiunea calculata este mai mare decat cea admisibila
urmeaza un calcul empiric: prin incercari se stabileste o valoare pentru h
care asigura o tensiune cu putin mai mica decat cea admisibila (fig. 6.4).

| calculul
{ barelor curbe

Verificare: Dimensionare: nu se cunosc
se cunoaste dimensiunile sectiunii, p/h=?
sectiunea,

! se calculeaza p/h

Ipoteza: p/h=10

dimensionare cu

p/h=10 p/h<10 (6.22)
se calculeaza se calculeaza
0 cu(6.22) O cu(6.15) v

|

@max}ga] [Umaxiﬁ]

{ N

( sToP ) | 1
Calcul prin incercari ,ff STOP \‘Iu
Se adopta valori pentru h —

Se calculeaza 0,5, cu (6.15)

.

Ormax$0,

maxX=

5TOP |
-/

Fig. 6.4. Schemd bloc pentru calculul barelor curbe

6.2.1. Calculul coeficientului de forma k

Coeficientul k depinde de forma si dimensiunile sectiunii transversale a barei
curbe. Tn cele ce urmeazi se va determina k pentru cateva sectiuni cu forme
uzuale: dreptunghiulara, circulara si trapezoidala (fig. 6.5).
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|dA
T ! dY
dA : dy : dy \o
i y / dA /(\ v h, 2z i y
AN T R e it Yo o
1 1 ? z
| | o
b B |
a) b) c)

Fig. 6.5. Sectiuni uzuale ale barelor curbe

Fie sectiunea dreptunghiulara din figura 6.5a, pentru care se calculeaza
coeficientul k

ke—t[—Y da

AAp+y
h/2
_ jliﬁ_ﬂm M (L—”]w (6.23)
T bh, pty hi.\ p+y
p+l
j—ﬂl—zlmp+bﬂ+c;k:-1+£m——ii
a+by b h h
Py

Integrala aferenta coeficientului k pentru sectiunea circulara din figura 6.5b
nu poate fi efectuata analitic. Din acest motiv se recurge la dezvoltarea in

R RERCRORE R

din care se va retine un numar finit de termeni.

serie
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1(1 1 1 1
K =—K[ziydA—?£yZdA+F£y3dA—F{y4dA+..}

y=rsing; dA=2zdy=2r?cos’a-da (6.25)

1(r ’ 1(r ! 5(r °
k==|—| +=| —| +—| —| +...
4\ p 8\ p 64\ p
Pentru calcule uzuale este suficientd adoptarea primilor doi termeni din

dezvoltarea in serie.

Pentru sectiunea trapezoidala din figura 6.5c coeficientul de forma k este
[Horbaniuc D., 1979]:

=M; dA = 2zdy; 22_b+ b

(h,-y)

2 y
K= (B+b)hhlp+y{b+ } (6.26)

e [

Particularizand (6.26) se poate obtine coeficientul k pentru sectiunea
triunghiularéd

b=0; :E; hzzzh
3 3 (6.27)
k:—1+g §+£ I 3'O+Zh—1
h{\3 h 3p—h

6.3. SECTIUNI RATIONALE

Sectiunea trapezoidald, orientatd cu baza mare cdtre centrul de curburd
(acolo unde tensiunile sunt mai mari) este rationald pentru barele curbe.
Aceasta sectiune se utilizeaza Tn special la carlige de macara, de tractiune
etc. Pentru economie de material si scaderea greutatii carligului se mai
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obisnuieste sa se indepdrteze material din zona axei neutre, unde tensiunile
normale sunt mici (fig. 6.6). Colturile sunt rotunjite pentru a preveni taierea
cablurilor de prindere.

Indepartarea materialului
din zona axei neutre

a) b) c)
Fig. 6.6. Sectiuni rationale pentru cérligul de macara

Pentru calculul barelor curbe se va vor trasa mai intai diagramele de eforturi
si apoi se va face dimensionarea. Sectiunea periculoasa este de obicei cea in
care momentul Tncovoietor este maxim, chiar daca forta axiala este nula. La
trasarea diagramei la bare curbe fortele tdietoare se proiecteazd pe directie
razei, iar cele axiale pe directia tangentei in punctul in care s-a facut
sectiunea.

Tn continuare se vor prezenta exemple cu calculul de verificare si de
dimensionare. Mai multe exemple se refera insa doar la trasarea
diagramelor la bare curbe. Dupa trasarea acestora se stabileste sectiunea
periculoasa si apoi calculele de rezistenta se efectueaza asemanator cu cele
din primele doua exemple. Diagramele de eforturi se hasureaza pe directia
normalei la curba.

304



6.4. APLICATII
Problema 6.1

Sa se verifice un carligul de macara din figura 6.7, stiind ca

h=45mm, b=16mm, B=32mm, F=100 kN si 06,=90 MPa.

F Y

)

Y
=
h 4
D —
M

-
Lo

Fig. 6.7. Cérlig de macara

Rezolvare
Se determina aria si pozitia centrului de greutate al trapezului

(B+b)h _ (32+16)45

_ =1080mm?
2
hl=h-2b+B=£~32+32=20mm
3 B+b 3 32+16
h _h 2B+b 45 64+16_25mm

273 B+b 3 32+16

: D=45mm,

(6.28)

Raza de curbura este egala cu distanta de la O la centrul de greutate:
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p:R:%+hl; R=22,5+20=42,5mm (6.29)

Se traseaza diagramele de eforturi schematizand carligul (fig. 6.8). La barain
consola se fac sectiuni dinspre capatul liber. Eforturile sunt scrise in tabelul

6.1.
— @ —

Fig. 6.8. Diagramele de eforturi pentru cdrligul de macara din fig. 6.7
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Tab. 6.1. Eforturile din cérligul prezentat in fig. 6.8

REBIU | \/ariabila N T M,
-nea
4-3 - - - -
3-2 ae . :
N(a)=Fsina | T(a)=Fcosa | M,(a)=—-FRsina
[0, 7]
2-1 X N(x)=F T(x)=0 M,(x)=0

S-a considerat pozitiv momentul Tncovoietor care micsoreaza raza de
curbura.

Se observa ca regiunea 4-3 nu este incarcata. Ea are rolul de a nu permite
cablului cu care se ataseaza greutatea F sd iasa de pe carlig in timpul ridicarii
si al transportului cu macaraua.

Sectiunea periculoasa este la a=90°, unde N=F si M,=-FR.
Se calculeaza raportul dintre raza de curbura si inaltimea sectiunii

42,5
L2520 (6.30)
h 45
Suntem in cazul barelor cu raza mica de curbura si in consecinta se va utiliza
formula de la bare curbe (6.15). Se calculeaza coeficientul k, neglijand

rotunjirile de la colturile trapezului

k=-1+
2:425 [, +32—16.(25+42’5)|nm_(32_16) (6.31)
(32+16)45 42,5-20

k =0,0998; % =10,02

Coeficientul k are o valoare subunitara. El trebuie considerat cu minim trei
cifre caracteristice. Deoarece in (6.15) k apare la numitor, este avantajos sa
se calculeze 1/k .
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Cu (6.15) se determina tensiunile de la interiorul si de la exteriorul curburii

y=h oo —<[p_FR_FR _h
A R kR R+h,
F h, 10° 25

Ot =77 ° = : =—34,7MPa
Ak R+h, 1080-0,0988 42,5+ 25

_ g FROFR B ) F b
y_hl:m‘”‘_A[F ]_ AK R+h,

4 P—
o =——0 =20 _g33ypa<o, —90MPa
1080-0,0988 42,5-20

(6.32)

Deoarece tensiunea maxima este mai mica decat cea admisibild, carligul
rezistd la incarcarea propusa.

Se face o dimensionare in regiunea rectiline 2-1, care este supusa numai la
tractiune, sectiunea fiind circulara

F 4F 4F
c=—, 0=—5<0,=>d> |—
A d 7o,
(6.33)
5
d> 4-10 ~ 37,6mm
90z

Se observa cd regiunea 2-1 se termina cu un filet (fig. 6.7).Diametrul d astfel
calculat este unul minim. in consecint3 se va adopta un filet standardizat cu
diametrul interior mai mare decat 37,6mm.

Problema 6.2
Sa se dimensioneze bara curba din figura 6.9 stiind ca: R=120mm; F=45kN;
6a=185MPa si sectiunea transversala este circulara.
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Fig. 6.9. Bara curbd (a) si schema pentru stabilirea eforturilor (b)

Rezolvare

Pentru bara in consola se fac sectiuni si se retine portiunea dinspre capatul
liber, pentru a evita calculul reactiunilor. Se scriu eforturile in sectiunea
6 €[0,90°] si se traseaza diagramele de eforturi (fig. 6.10).

(6.34)

Fig. 6.10. Diagramele de eforturi pentru bara curbd din fig. 6.9
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Sectiunea periculoasa este in incastrare, unde momentul incovoietor este
maxim Tn modul. Cu eforturile din aceasta sectiune se va face dimensionarea
barei (v. diagramele din fig. 6.10).

Deoarece nu se cunoaste diametrul barei (d =h) si nici raportul r/h, se
urmareste traseul calculului din figura 6.4. Asa cum s-a procedat n cazul
barelor drepte, se face initial o predimensionare la Tncovoiere si apoi se
majoreaza sectiunea si se verifica la solicitarea axiala cu incovoiere

M, . 32|-FR)| 32FR
=—*%t, o=———<0,=>0d2>3
W, 7d 7o,

3
N i/32-45~1o 120
195~

(6.35)

~ 65,6mm

Se majoreaza diametrul la d=67mm si se face verificarea la solicitarea
compusa

N M, AF 32FR 4F R
o=—+ ) o= 2+ 3 = 2 1+8_
A W, zd zd 7d d
4.45.10° 120 (6.36)
c=—""—|1+8~" |~ 98MPa <o,
767 67
Deoarece raportul
p _R_120 4, (6.37)
h d 67

suntem in cazul barelor cu raza mica de curbura si se continua cu formula
(6.15). Se calculeaza coeficientul k pentru sectiunea circularda cu (6.25),
retinand numai primii doi termeni

2 4 2 4
()L k:l(ﬁj +1(ﬁj ~0,0202
4\ p 8 Yol 4\ 120 8\ 120 (6.38)
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Tensiunea maxima se afld la interiorul curburii, unde y=-r=-d/2.

GZE(N+&+&.LJ

A p  kp p+y

oo 42( —FR+—FR. —r j; _ 42.5. r (6.39)
zd R kR R-r z7d® k R-r

o= 4 ﬁ; o~244,2> 0,

7672 T 120-335

Deoarece tensiunea din bara o depaseste pe cea admisibila, se majoreaza
diametrul la d=70mm. Cu aceasta valoare se reia calculul coeficientului de
forma si se gaseste

= D OREE EEE)
0 8\ p 120 81120 (6.40)
k =0,02217; % 51

Se recalculeaza tensiunea normala

s 4 For 4 4510035

zd?2 k R—r 2708 T 120-35  (6.41)
o~217,1> 0o,

Deoarece tensiunea este inca prea mare, se adopta d=75mm (din STAS 75-
90) si se reia calculul. Se obtine astfel

k =0,0256; %:39,05; o =180MPa < o, =185MPa (6.42)

Diametrul final al barei este adoptat d=75mm.

Se prezintd in continuare cateva exemple de trasare a diagramelor de
eforturi la bare curbe cu diverse incarcari.
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Problema 6.3
Sa se traseze diagramele de eforturi pentru bara curba din figura 6.11a.

| R
.I\ _ RcosB
@
£
%]
o
R(1-cos8) N
a) b)

Fig. 6.11. Bard curbd in consold, incdrcatd cu doud forte (a),
sectionare si bratele momentelor (b)

Rezolvare

Bara are o singura regiune si variabila ia valori in intervalul 8 €0, x].
Eforturile in sectiunea € sunt

T(6)=—-2Fcosf+Fsing
N (8)=2Fsin6+F cosé (6.43)
M, (6)=-2FRsin @+ FR(1-cos6)

Diagramele de eforturi sunt prezentate in fig. 6.12.

Fig. 6.12. Diagramele de eforturi pentru bara curba din fig. 6.11
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Problema 6.4
Sa se traseze diagramele de eforturi pentru bara curba din figura 6.13. O
asemenea forta distribuita poate proveni din presiunea vantului.

Fig. 6.13. Bard curbd incdrcatd cu fortd uniform distribuitd pe raza verticald

Rezolvare
Se figureaza si se calculeaza reactiunile. Se face cate o sectiune prin fiecare
dintre cele doua regiuni ale barei (fig. 6.14).

Jo
i
d

o
Rsinf3 J +

Fig. 6.14. Figurarea reactiunilor, impdrtirea in regiuni
si sectionare in fiecare regiune
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n figura 6.15 sunt izolate portiuni de bard in vederea scrierii eforturilor.

13 N T

——

Y
r
<
o

&
v

Fig. 6.15. Izolarea portiunilor din bard in scopul scrierii expresiilor eforturilor
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Se calculeaza reactiunile din ecuatiile de echilibru

V,+V,=0; H, =Q=gR;

R gR
ZM(D=0<:>v2-2R—Q.E=o:>v2=T (6.44)
R gR
ZM(Z) :O©V1'2R+Q'E:O:>V1:_T

Eforturile din sectiunea a €[0,90°] sunt (fig. 6.15a):
N(a)=-V,cosa; T(a)=-V,sina; M,(a)=-V,R(1-cosa)  (6.45)
Eforturile din sectiunea £ €[0,90°] sunt (fig. 6.15b):

N ()= H,sin -V, cos f—-Q,sin 3
T(B)=H,cos f+V,sin f-Q,cos 3

M, (£)=—H,Rsin 8-V,R(1-cos 8)+Q,
Q, =QRsin g

Rsin (6.46)
2

Verificare diagramelor
Verificarea expresiei eforturilor N si T poate fi facutd dand valori unghiurilor
de mai sus astfel incat sa se ajunga in reazeme. Astfel, pentru « =0 si =0

din (6.45) si (6.46) rezulta reactiunile din reazemele 1 si respectiv 2
a=0= N(O):—VZ; T(O):O

(6.47)
f=0=> N(O):—Vl; T(O): H,
Tn reazeme reactiunile V1 si V, sunt orientate pe directia tangentei la bara
curba si sunt forte axiale iar Hy este orientata pe directie radiala si este forta
taietoare.

Verificarea diagramei de moment de face astfel: momentul este nul n
reazemele in care nu exista momente concentrate; in sectiunile in care exista
un moment concentrat M, in diagrama apare un salt egal in modul cu M.
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in figura 6.16 sunt prezentate diagramele de eforturi. Se observd cd in
sectiunea in care T =0 exista un punct de extrem al momentului, asa cum
prevad relatiile diferentiale intre eforturi (6.4). Sectiunea periculoasa este
cea in care momentul incovoietor este maxim in modul.

Fig. 6.16. Diagramele de eforturi pentru bara din fig. 6.13
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6.5. BARE CURBE STATIC NEDETERMINATE

La fel ca in cazul cadrelor, barele curbe pot fi static nedeterminate interior,
exterior si respectiv interior si exterior. Pentru ridicarea nedeterminarii pot
fi aplicate aceleasi metode care au fost utilizate la cadre. Daca se utilizeaza
metoda eforturilor, integrarea grafo-analitica Mohr-Veresceaghin nu poate
fi aplicata la bare curbe si coeficientii de influenta vor fi calculati numai prin
integrare analitica.

Se dau in continuare cateva exemple privind ridicarea nedeterminarii.

Fie bara curba din figura 6.17, pentru care se vor trasa diagramele de
eforturi.

Fig. 6.17. Bard curbd static nedeterminatd exterior (a) si sistemul de bazd (b)

Se figureaza cele patru reactiuni si se stabileste gradul de nedeterminare
GN =4-3=1. Bara este simplu static nedeterminata exterior
(necunoscutele sunt reactiuni). Pentru ridicarea nedeterminarii se va utiliza
metoda eforturilor. Pentru nedeterminarea simpla (GN=1) se scrie ecuatia

S, X, +8,=0 (6.48)

Se alege sistemul de bazd (SB), care este static determinat. Tn acest scop se
indeparteaza un numar de reactiuni egal cu GN.
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De exemplu, se indeparteaza reazemul 2 si se figureaza numai reactiunea
Vp=X1 (fig. 6.17b). Daca Xi ar fi cunoscut, sistemul de baza ar fi static
determinat. La ridicarea nedeterminadrii se vor considera numai efectul
momentelor Thcovoietoare, care au o contributie predominanta la energia
potentiald de deformare elastica. Se studiaza sistemul de baza in atatea
situatii cati indici independenti au coeficienti 6, respectiv 1 si 0 in acest caz.
Se traseaza urmatoarele diagrame de momente fictive (fig. 6.18):
* Pentru S.B. incdrcat cu sarcini reale (M) si X1=0 se traseaza diagrama
Mo;
* Pentru S.B. incdrcat cu X1=1 si fara sarcini (M=0) se traseaza diagrama
mi.
La fel ca la cadre, diagramele fictive se traseaza pe acelasi desen cu bara,
pentru economie de spatiu.

Fig. 6.18. Trasarea diagramelor de eforturi fictive pentru SB din fig. 6.17b

Se scriu eforturile fictive, coeficientii de influenta se calculeaza prin integrare
iar momentul incovoietor real M; se calculeaza prin suprapunerea efectelor

M,(6)=-M; m,(8)=-1-Rsiné

1 z/2 1 /2
8o =2 | Mo(0)-m,(0)Rd0; &, = - [ m(6)-m, (0)Rd6 (6.49)
z 0 z 0
5, AM

X1=_:

5 E_VZ; M, (0)=M,(8)+X ;:m,(6)
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in figura 6.19 sunt prezintate diagramele de eforturi reale.

027

Fig. 6.19. Diagramele de eforturi pentru bara curbd din fig. 6.17

6.5.1. Calculul zalei de lant

n cele ce urmeazd se va dimensiona zaua de lant din figura 6.20, stiind ca:
F=1kN; R=10mm; ca=250MPa.

L

I

I

I

I

! |
Lo o
|

I

I

i

i

i

N
h Od
4R

Fig. 6.20. Za de lant

Zaua de lant este un sistem static determinat exterior (fortele F sunt in
echilibru) si static nedeterminat interior (prin sectionare apar trei eforturi
necunoscute). Tn principiu, sistemele static nedeterminate interior sunt
triplu static nedeterminate. Zaua de lant are doua axe de simetrie. Asa cum
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s-a discutat la cadrele static nedeterminate, fiecare axa de simetrie reduce
gradul de nedeterminare cu o unitate. Tinand cont de dubla simetrie, zaua
de lant este simplu static nedeterminata. Se va ridica nedeterminarea cu
metoda eforturilor. Pentru GN=1 se scrie ecuatia de gradul intai (6.48).

Se alege apoi sistemul de baza (static determinat) cu necunoscuta static
nedeterminata Xi;=M. Fibra punctatda este amplasatd la exteriorul zalei,
pentru a respecta regula de semn de la bare curbe (momentul incovoietor
pozitiv micsoreaza raza de curburd). La metoda eforturilor se va tine cont
numai de influenta momentelor incovoietoare si expresia energiei de la bare
drepte, ceea ce reprezintd o aproximare. Energia potentialda pentru bare
curbe este prezentata Tn paragraful 6.6. Se sectioneaza zaua dupa axa de
simetrie orizontala si se figureaza eforturile (fig. 6.21). Pe axa se simetrie
fortele taietoare sunt nule (v. tab. 5.3). Datorita simetriei fata de axa
verticala eforturile sunt simetrice. Eforturile fictive sunt in tabelul 6.2.

|
| 301
M=X T

A J
N=F/2
a) b)

Fig. 6.21. Sectionarea zalei dupd axa de simetrie orizontald (a)
si stabilirea sistemului de bazad (b)
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Tab. 6.2. Eforturi in sistemul de bazd din fig. 6.21b

Reg. Vari- M, m, M, =M, + X,m
abila
32 | X€ M,(x)=0 m(x)=-1 | M,(x)=
[O;ZR] T—2
- FR
2(7r+4)
2-1 [O;E 2 M, () = m (a)=-1 M, ()=
T
—R(1-cosa) ?(1—0030{)—
T—2
FR
2(7r+4)

Cu eforturile fictive Mo si m1 din tabelul 6.2 se calculeaza coeficientii de
influenta si necunoscuta static nedeterminata Xi. Se multiplica toti
coeficientii de influenta cu 4, pentru a tine cont de faptul ca sistemul de baza
este pe sfert si metoda contabilizeaza energia intregului sistem

2R /2
510:§ [ M () m, (x)c+ | Mo(a)ml(a)Rda}
z 0 0
4 PF FR?(7—-2
510 :E—IZ J ER(l—COSO!)(—l)Rda:>510 :—$
4 2R z/2
S :E_IZ_-([ m? (x)dx + _([ mf(a)Rda} (6.50)
4 2R ) 7/2 2 2R(7Z’+4)
511:E_|z_-([(_1) dX+£(—1) Rda :>§ll:E—IZ
0, T—2
X,=—2: X, =M=——"_FR
S VR 2(z+4)

Momentul incovoietor real M, se scrie folosind suprapunerea efectelor (tab.
6.2).
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Diagramele de eforturi sunt trasate pe un sfert de za in figura 6.22.
Diagramele pot fi trasate pentru intreaga za prin simetrie.

FR
T+4

T
(]

F

Fig. 6.22. Diagramele de eforturi pentru un sfert de za

Sectiunea periculoasa este la & =90°, acolo unde momentul M; este maxim.
Se va face dimensionarea cu eforturile din aceasta sectiune
FR

M, «=——=014FR; N=0 (6.51)
' T+4

Pentru inceput se admite ipoteza

£_R.1o (6.52)

h d

Astfel bara este considerata pentru inceput cu raza mare de curbura. Se va
face o predimensionare numai la incovoiere, apoi la incovoiere cu solicitari
axiale (6.22) si se va verifica (6.52).
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M
Omax ® — B < O,
W

z

O = 0,14FR- 323 <o,=>d2>3 4,48FR (6.53)
d \j 7o,
’ 3
d> 3M z3185mm:>d1:4mm
7-250

Se majoreaza diametrul sirmeila d=5mm si se verifica la solicitarea compusa

O max - M +ﬁ; O = 0,14FR-3—23+4—F2
w, A 7d®  7zd
4F R 4.10° 10 (6.54)
o :_2[1,12—+1J; o= (1,12—+1] ~ 209MPa
zd d 257 5

Desi tensiunea la solicitarea compusa este mai mica decat cea admisibila,
totusi calculul nu poate fi oprit aici, deoarece ipoteza initiala (6.52) nu se
verificd. Se continua calculul tensiunii cu relatia (6.15) de la bare curbe. Mai
intai se calculeaza coeficientul de forma k pentru sectiune circulara, cu
(6.25), retinand numai primii doi termeni

2 4 2 4
k=21 L, kzl(ﬁj +1(£j ~0,0161
2l p) "8l 2\10) "8l 10 (6.55)
L 62,06
k

Tensiunea maxima se afla la interiorul curburii, unde y =—r.

O'Il(N +&+&Lj

A p  kp p+y
o- L (OA4FR O01FR (1)) OMF() 1 r (6.56)
zr R kR  R-r zr k R—r
3
_0A4I07) 620622 |~ -140,4MPa; 0, =|-140,4 <o,
22,5 10-2,5

Deoarece 0,4y < 0, , Se opreste calculul si se adopta o sarma cu d=5mm.
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Problema 6.5

Sa se traseze diagramele de eforturi pentru bara curba din figura 6.23. O
asemenea forta distribuita poate proveni din presiunea apei la o anumita
adancime.

Fig. 6.23. Bard curbd incdrcatd cu fortd uniform distribuitd pe directie radiald

Rezolvare
Se figureaza reactiunile si se scriu ecuatiile de echilibru

V,+V, - [aRsin6d6 =0
0
H,~H, + [aqRcosgd =0 (6.57)
0
V,-2R—[qR?sin6d6 =0
0

Datorita simetriei reactiunile sunt simetrice

V,=V,=qR; H,=H,=H (6.58)
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Se observa ca aceleasi reactiuni V s-ar obtine pentru o grinda dreapta de
lungime 2R, rezemata la capete si incarcata cu forta verticala g, uniform
distribuita pe lungimea grinzii.

La fel se intdmpla si in cazul unui un piston: forta rezultanta produsa de
presiunea care actioneaza asupra sa nu se modifica pentru diverse forme ale
capului pistonului si depinde numai de diametrul acestuia si de presiune.

Problema este simplu static nedeterminata (GN=1). Se ridica
nedeterminarea cu teorema lui Castigliano

@:O; jM(a) H ds=0 (6.59)

M (a)=VR(1—COSa)—qR2Isin(a—e)d6?+ HRsina
0

(6.60)
. M (a) .
M (a)=HRsina; ———=Rsina
oH
Din (6.59) si (6.60) rezulta
2” - 2 2 1 1 - V3
HR Jsm a-da=0; HR 5 a—Esta ;=0
0 (6.61)
A 2
—HR*=0=H=0
2
Astfel se ridica nedeterminarea si se obtin reactiunile V =qR, H =0.
Se observa ca momentul incovoietor si forta taietoare se anuleaza
M, (a)=qR*(1-cosa)—qR*cos(a - 0)|;
M, (a)=0qR?*(1-cosa)—qgR*(1-cosa) =0 (6.62)
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T =V,sina—qR|cos(a—0)-da
() =Visina—q ! (a-0) 663)
T(a)=0gRsina—qRsina =0

Se scrie forta axiala

N =-V.cosa—-QgR|sin(a—-0)-d@
() =~Vycosa—g !I (a=0) (6.64)

N (a)=—gRcosa—qR(1-cosa)=—qR

care este constanta si negativa (de compresiune) pe toata lungimea barei
(fig. 6.24).

_q R
Fig. 6.24. Diagrama fortelor axiale pentru bara din fig. 6.23

O aplicatie a acestei probleme se gaseste in cazul unor baraje de munte, care
sunt construite in arc de cerc. Se stie ca presiunea apei variaza liniar cu
adancimea, dar la o adancime constanta situatia este cea prezentata mai
sus: nu exista decat o diagrama de forte axiale, care sunt uniforme si
negative (de compresiune). Acest lucru este favorabil pentru beton, material
cu cedare fragil3, care rezista foarte bine la compresiune. Desigur, manopera
pentru construirea barajuluiin arc de cerc este mai scumpa si aceasta solutie
constructiva se adopta numai atunci cand pretul materialului economisit
este mai mare decat costul manoperei suplimentare.
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6.6. ENERGIA POTENTIALA DE DEFORMARE
ELASTICA A BARELOR CURBE

Problemele static nedeterminate prezentate mai sus au fost rezolvate
aproximativ, facand apel la expresia energiei potentiale de deformare
elastica de la bare drepte. Pentru un calcul mai precis se va deduce mai jos

expresia energiei potentiale pentru bare curbe.

In barele curbe plane apar eforturile: moment incovoietor M, forta
taietoare T si forta normala N. La fel ca la barele drepte si la barele curbe
lungi (In raport cu dimensiunile sectiunii transversale) influenta fortei
taietoare este mica si se poate neglija. Se considera un element de lungime
ds, detasat dintr-o bara curba. Energia potentiala de deformare elastica

fnmagazinata in acest element (v. fig. 6.2) este

du =%MZA(d(p)+%NA(dSO)

Din (6.14), rezulta

A(d(p)=i[N+ M, + MZsto
AEp p  kp

Energia potentiala produsa de momentul incovoietor este

dUl:lMZA(dgo): M, [y M. M, ds,
2 2AEp p  kp

Din (6.14) rezulta

A(ds,) =&, - ds, :é(N + I\;I;jdso

Energia potentiala produsa de forta axiala este

dU, = 2 Na(dsy) = | N Ms g,
2 2L p
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Energia potentiala de deformare elastica produsa de momentul incovoietor
si forta axiala in elementul de bara este egala cu suma energiilor potentiale
dU; sidU;

du=M: [N M Midge N PG Melge (670
2AEp p  kp 2AE P
de unde rezulta
2
du =2 [[Mo] K+l 2MN o ge (6.71)
2AE | p k yo,

Energia potentiala de deformare elastica inmagazinata de intreaga bara se
afla prin integrare pe lungimea barei curbe

2
U:L{I[MZJ k—+1ds+_[2MZN ds+IN2ds] (6.72)
2AE .

P ) K . P
Teoremele lui Castigliano se aplica astfel la bare curbe

2 _
oF

ik+1IMzz_6M2d5+IE(N5M2+M2@jds+j|\|@ds (6.73)
AE| k {p® oF ~ 1pl oF ToF)T { oF

oU 1 (k+1;M, oM, N oM,
= J' S ——rds+ | — ds
oM AE|{ k ¢ p° M . p oM
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CAP. 7
VASE CU PERETI SUBTIRI
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Pentru colajul din acest capitol s-au folosit:

https://www.deform.se/en/pressure-vessels

https://www.deform.se/en/pressure-vessels

https://sokodirectory.com/2018/11/households-to-pay-more-for-cooking-gas-as-prices-shoot-to-a-27-month-
high

https://www.greenhousepeople.co.uk/products/3028/t-joint-for-pipe/
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https://sokodirectory.com/2018/11/households-to-pay-more-for-cooking-gas-as-prices-shoot-to-a-27-month-high/
https://www.greenhousepeople.co.uk/products/3028/t-joint-for-pipe/

7. VASE CU PERETI SUBTIRI

Tn acest capitol vor fi prezentate corpuri din categoria vase de revolutie cu
pereti subtiri, destinate stocarii fluidelor la presiuni relativ mici.

Daca pe suprafata unui balon se traseaza o retea de meridiane si paralele,
atunci cand se umfla balonul se observa ca laturile unui element de
suprafata se maresc, dar unghiurile drepte nu se modifica (fig. 7.1). Acest
lucru indica o solicitare la tractiune biaxiala. Pe directie radiala, la interior
actioneaza asupra invelisului (mantalei) presiunea p, care trebuie sa fie
echilibrata de tensiunea normald din imediata vecinatate a suprafetei
interioare. Tensiunea pe directie radiald este mica in comparatie cu
tensiunile de la tractiunea biaxiala. La exterior presiunea este considerata
zero (se lucreaza numai cu presiuni peste cea atmosferica) si Tn consecinta
tensiunea normala pe directie radiala, din imediata vecindtate a suprafetei
exterioare, este si ea nuld. Rezulta ca tensiunile pe directie radiala sunt mici
si se neglijeaza. Elementul din mantaua vasului se considera supus doar la
tractiune biaxiald, pe directia meridianului, respectiv a paralelului. Tn acest
element de volum apar tensiuni pe directia meridianului om si respectiv a
paralelului op. Imaginea globului din figura 7.1 a fost preluata din [5] si
prelucrata.
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Conventional se considera ca un vas este cu pereti subtiri daca raportul
dintre razele exterioara si interioara indeplineste conditia

et 19 (7.1)

Fig. 7.1. Retea de meridiane si paralele si izolarea
unui element din mantaua vasului (marcat cu gri)

7.1. TENSIUNI IN MANTAUA VASULUI

Sectionand vasul cu plane care contin doua meridiane si respectiv doua
paralele infinit apropiate se detaseaza un element din mantaua acestuia.
Lungimile arcelor pe cele doua directii sunt: dsm pe directia meridianului si
dsp pe directia paralelului.

Ducadnd normalele in colturile elementului de volum detasat din anvelopa
vasului se afla centrele de curburda O1 si Oz si razele de curbura ale
meridianului pm si respectiv paralelului pp. Numai la sfera aceste doua raze
sunt egale. Se obtin astfel doua piramide rectangulare care au aceeasi baza
ABCD si aceeasi axa 01-0; (fig. 7.2).

Se considera ca presiunea p este constanta pe suprafata elementului de
volum detasat din mantaua vasului, care se afla intr-o stare plana de tensiuni
(tractiune biaxiald), cu tensiuni uniform repartizate pe grosimea peretelui h.
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Fig. 7.2. Detasarea unui element infinit mic din mantaua vasului

Tn figura 7.3 se prezinta fortele care actioneaza asupra unui element infinit
mic (vedere din lateral si de sus). Se scriu proiectiile fortelor pe directia axei
010;

de,

. . da,
20, -h-ds -sin +20p-h-dsm-smT: p-ds,ds,

ds, =p,da,; ds,=p,da,

d d
sin da, zda’“; Sin—p o — %0 (7.2)
2 2 2 2
da
Zo-m-h-pp-dap-dam+20p-h-pm-dam-7p:

p'pp'dap'pm'dam

Dupa simplificari, din ultima relatie (7.2) rezulta relatia lui Laplace:
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On % _P (7.3)

P Py N
Fortele care fac un unghi mic cu normala la planul figurii s-au reprezentat in
figura 7.3 cu simbolul fortelor normale la plan, care ies din plan.

Fig. 7.3. Fortele care actioneazd asupra elementului de volum din fig. 7.2:
vedere din lateral (a); vedere de sus (b)
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Fiind scrisda pentru un element de anvelopa infinitezimal, pentru care
p=constant, ecuatia lui Laplace este valabila pentru orice vas de revolutie cu
pereti subtiri, care contine gaze sau lichide.

Fie o anvelopa de forma oarecare, supusa la presiunea efectiva p. Prin
sectionare cu planul orizontal P se obtine o portiune se anvelopa de
suprafata S, a carei proiectie pe planul P este A. Unghiul dintre normala la un
element de suprafata dA si normala y la planul P este a. Forta produsa de
componenta verticald a presiunii, pCcoSa , care actioneaza pe suprafata S,
este egala cu rezultanta produsa de presiunea p care actioneaza pe suprafata
A (fig. 7.4). Se va demonstra in continuare acest lucru scriind proiectia
fortelor pe directia axei Oy

A

DY, :0c>j(pcosw)-dA:_[p-(dACOSa) (7.4)
S

dAcosa

Fig. 7.4. Sectionarea anvelopei cu un plan P

Ecuatia lui Laplace contine doua tensiuni necunoscute. A doua ecuatie va fi
cea de echilibru a proiectiilor tuturor fortelor pe verticala Oy (fig. 7.5).

n cazul presiunii exercitats de un gaz, care nu depinde de indltimea coloanei,
se poate scrie

o -A-cose, = p-ar’;, o, -2zrh-cose, = p-7r? (7.5)
r=p,Cosa, '

335



Din (7.5) rezulta

Po,
= 7.6
n = on (7.6)
A
c i
l—f/ h A
s
O, (o
paralel
meridian
a) b)

Fig. 7.5. Sectionarea vasului cu un plan orizontal, fara prezentarea
tensiunilor in sectiune (a) si apoi cu un plan vertical (b)

Ecuatia (7.6) a fost dedusa pentru o presiune constanta in toata incinta, asa
cum este in cazul vaselor care stocheaza gaze. Ea poate fi folosita si in cazul
vaselor care stocheaza lichide, daca coloana de lichid nu este mare. Se
reaminteste faptul ca la baza unei coloane de apa presiunea creste cu
1bar = 0,1MPa la fiecare 10m inaltime a coloanei.

Concluzii:

e Ecuatia lui Laplace (7.3) este valabila pentru vase care stocheaza
orice fluide (gaze sau lichide), deoarece a fost dedusa pentru un
element infinitezimal din mantaua vasului, pe Tnaltimea caruia
variatia presiunii lichidului este practic nul3;

e Ecuatia (7.6) a fost dedusa pentru vase care stocheaza gaze sub
presiune;
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e Se observd cd tensiunile sunt proportionale cu razele de curbura. Tn
consecinta, tuburile cu un diametru mai mic pot stoca presiune mai
mari, la aceeasi grosime a peretelui h;

e Ecuatia lui Laplace (7.3), impreuna cu (7.6), pot fi folosite pentru
determinarea tensiunilor din mantaua vaselor care contin gaze sub
presiune. Ecuatia (7.6) poate fi extinsa si la lichide, daca coloana de
lichid este suficient de mica;

e Pentru cazul vaselor care depoziteaza coloane de fluid mari,
presiunea variaza liniar cu Tniltimea coloanei (adancimea). Tn acest
caz ecuatia (7.6) nu mai este valabil3. Tn consecintd, este necesar si
se scrie din nou ecuatia de echilibru a fortelor pe directie verticala
(Oy). Deoarece aceasta ecuatie depinde de forma vasului, nu se
poate indica pentru ea o forma unica, asa cum s-a facut in cazul
vaselor care stocheaza gaze sub presiune.

La jonctiunea dintre vase de forme diferite apar salturi in diagrama de
tensiuni care nu pot fi calculate cu ecuatiile prezentate in acest capitol. Se
recomanda ca aceste jonctiuni sa fie ranforsate cu inele sau prin
suprapunere de material.

7.2. APLICATII
7.2.1. Vase care stocheaza gaze
Vase sferice

Datorita dublei simetrii tensiunile din mantaua vasului sferic pot fi aflate
direct din ecuatia lui Laplace
pp:pm:R; O-m:O-p:G

PR (7.7)
~ 2h
Tensiunile pe cele douad directii sunt egale si din acest motiv nu exista o
directie preferentiala de rupere a vasului (fig. 7.6). Asa cum se va vedea mai
jos, valoarea tensiunilor este minima in mantaua vasului sferic. Din acest
motiv, vasele sferice asigura un consum minim de material si deci o greutate

o
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minima a recipientelor. Portiuni din vase sferice se folosesc pentru
inchiderea vaselor cilindrice, ca in cazul cisternelor, de exemplu.

Fig. 7.6. Tensiunile pe cele doud directii sunt egale la vasul sferic

Vasele sferice mai prezinta avantajul cad au suprafata minima pentru un
volum dat. Din acest motiv sunt indicate pentru construirea rezervoarelor
mari, supraterane, destinate stocarii lichidelor inflamabile (petrol, benzina)
deoarece expun o suprafata mai mica la soare. Manopera pentru construirea
unui vas sferic este totusi mai scumpa. Decizia construirii unui vas sferic este
luata dupa un calcul tehnico-economic. Solutia se adopta numai daca pretul
materialului economist depaseste costul manoperei suplimentare.

Vase cilindrice

in cazul vaselor cilindrice generatoarea (meridianul) este o dreaptd si in
consecinta p,, — . Directoarea (paralelul) este un cerc de raza R (fig. 7.7).
Din ecuatiile (7.6) si (7.3) se calculeaza tensiunile din mantaua vasului

PR PR

:_; m:— 7.8
o, o on (7.8)
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Fig. 7.7. Vas cilindric inchis cu doud vase emisferice

Deoarece ap=20'm, vasele cilindrice se rup intotdeauna pe directia

generatoarei, adica o, este normala la suprafata de rupere (fig. 7.8).

Fig. 7.8. Vasele cilindrice sub presiune se rup pe directia generatoarei

Tn cazul cedarii ductile a vaselor cilindrice, inainte de fisurare apare o
umfldtura (dom). Fisurarea se va produce in varful domului. In cazul cedérii
fragile nu se produc deformatii vizibile cu ochiul liber.
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7.2.2. Vase care stocheaza coloane mari de lichid

Vase conice
Se vor trasa diagramele de variatie a tensiunilor la vasul conic cu raza la baza
R si indltimea H, simplu rezemat pe conturul bazei, suspendat si plin cu lichid

cu greutate specifica v (fig. 7.9).

y 1
-4 R r "
'Y
A 0, : / A
Pp
Om : O
a m
B c !
X I
Y ! -
a
i 1
0 X

Fig. 7.9. Vas conic umplut cu lichid (s-au evidentiat o, greutatea
lichidului de sub sectiunea y si presiunea hidrostaticd la H-y)

Generatoarea (meridianul) conului este o dreapta iar directoarea este un
cerc. Paralelele sunt de asemenea cercuri. Se face sectiunea y fata de varf,

se traseaza om, pp si determina unghiul a.
R

R r .
tanag=—=—: sinag=——-——:
H 'y JR?+H?
H
coS@x=——; p=y(H-Y); (7.9)
VR? +H? ( )

r sina

p —)OO, p = =
" P cosa cos’ a
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Din ecuatia lui Laplace rezulta

y Sina . do, H
o, == H- ; =0=>y=—
* h cosza( V)Y dy =5 (7.10)
H yH? sina  yRJR*+H?
y:—:o'p'maxz . > =
2 4h cos” « 4h

Se sectioneaza vasul la distanta y fata de varf si se scrie echilibrul fortelor pe
directia Oy. S-a considerat ca n sensul negativ al axei actioneaza greutatea
lichidului din conul de Tnaltime y si greutatea lichidului din cilindrul de
indltime H-y (marcate cu gri in fig. 7.9)

Din ecuatia de echilibru a fortelor pe directia Oy rezulta

o, - 2nth-cosa = y (Vg +V,

con cil

)<

o, 2rnrhcosa =;/E7zr2y+m2(H —y)}

y Sina
Tm 6h cosza( Y)y
7 RVRZ+H?

_y RNR AR e o 7.11
On = e ( y)y (7.11)
9% _0es3H—4y=0= y="H
dy 4

3H 3y sina |, 3yRVR* +H?
Onmax = Om| —— =_‘—2H =0 nmax = A
4 16h cos” « 16h
_ yRJRZ+H?

y=H=o0,(H)=0, oh

Diagramele de variatie a tensiunilor se reprezinta pe directia generatoarei
iar valoarea functiilor om si op de reprezinta pe normala la generatoare (fig.
7.10).

341



yRNVR* +H
6h

37RNR*+H’

16h

3H/4

H/2

Om

Fig. 7.10. Variatia tensiunilor principale din mantaua vasului conic plin cu lichid

7.2.3. Probleme

Problema 7.1

Sa se dimensioneze vasul sferic cu diametrul interior d=4m, care contine un
gaz cu presiunea p=10 bar, stiind ca mantaua este din otel, cu 0,=100MPa.
Care este masa mantalei (densitatea p=7850kg/m?3)? Sa se calculeze variatia
volumului vasului aflat sub presiune si a unitatii de volum a mantalei, stiind
ca E=210GPa si v=0,3.

Rezolvare

Se exprima presiunea in [MPa]: 10bar =1MPa.

Peretele mantalei este supus la tractiune echibiaxiala cu tensiunile date de
(7.7).

Dimensionarea se face pe baza teoriilor de stare limita. Pentru cazul cedarii
ductile se vor utiliza teoria von Mises.
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Teoria Tresca nu poate fi aplicata in acest caz deoarece indica eronat
Cpp=0,—0,=0-0=0 (7.12)

Din (7.12) rezulta ca pentru orice valori ale tensiunilor vasul nu cedeaza, ceea
ce este absurd.

Teoria von Mises pentru starea plana de tensiuni este particularizata la
tractiunea echibiaxiala astfel

O'ech=\/612+0'22—61~0'2=\/O'2+62—O"U=O' (7.13)

n acest caz particular teoria von Mises degenereaza in teoria Rankine. Se
face dimensionarea cu aceasta teorie

p—Rgaa:th—R- > 12000

2h 20, 2-100

=10mm (7.14)

Pentru aceasta grosime a peretelui se calculeaza volumul si masa mantalei

A =%;:[(R+h)3 -R|; v, =§n[(2+0,01)3—23}

V. ~505-10°mm? = 0,505m° (7.15)
M, =pV.; M_ =7850-0,505~~ 3964kg
M, ~ 3,964t

Se scriu ecuatiile constitutive pentru starea spatiala de tensiuni

& =£|:C71—V(62 +03)]
E

£, =é[0'2—v(61+03)] (7.16)

£ =%|:G3—V(61+02)}

Se particularizeaza (7.16) pentru tractiunea echibiaxiala, pentru care
o,=0,=0, 0,=0:
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& =&, == = 1-v

v E 2hE( ) (7.17)
2vo

Eg=——r
E

Circumferinta ecuatorului vasului fara presiune este 27R Cand vasul este
sub presiune aceasta se mareste cu Al =27Re& . Rezulta ca raza sferei se
mareste cu

R*(1-
== 1) P
5 (7.18)
1-2000 (1—0,3)
AR = s ~0,33mm
2-10-2,1-10
Cresterea volumului vasului aflat sub presiune este
AV =ﬂ7r[(R+AR)3—R3}
3
i (7.19)
AV = g7z(2ooo, 33°~2000°) ~ 4-10°mm? = 0,004m’
Variatia unitatii de volum a mantalei este
AV
g, = v e tE, g
20(1-
5 = o v)_ 2vo :2—6(1—21/)
- E E E (7.20)
Y
e =—I(1-2v
&, =&005(1—2-0,3); &, ~381:10°°
10-2,1-10
Variatia volumului mantalei este
AV, =V, -¢,
(7.21)

AV =505-10°-381-10"° =192405mm® ~1,92405-10*m°
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Problema 7.2

Vasul de la problema 7.1 este inlocuit cu unul cilindric, avanda aceeasi raza

R si acelasi volum. Care este masa mantalei vasului?

Rezolvare

Volumele si razele celor doua vase sunt egale si se calculeaza inaltimea H a

vasului cilindric

4R = ZRH = H = 2R
3 3

Tensiunile principale din mantaua vasului cilindric sunt

_ PR,

0,=0,=

; Gzzo-m:p_R
h 2h

Se dimensioneaza vasul cu teoria von Mises

Oech :\/0-12 +022 — 0,0, :g'p?Rgaa
h 273.p_R; h> @112:(?0 ~17,3mm;  h,y,, =18mm
(o3

a
Volumul mantalei vasului cilindric este

V, =27R*h+27RHh = 27Rh(R + H):2ﬁRh(R+%Rj:%ﬂth

V. = %75 -2000%-18 ~1,055-10°mm® =1,055m*

(7.22)

(7.23)

(7.24)

(7.25)

Economia de material (ca volum) care se realizeaza in cazul vasului sferic fata

de cel cilindric este:

V

m.sf ?

AV =V AV =1,055-0.505 = 0,55m*

m.cil

(7.26)

Se observa ca volumul mantalei vasului cilindric este aproximativ dublu fata

de cel al mantalei vasului sferic.
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Problema 7.3
Un vas cilindric cu diametrul interior de 3,5m este umplut cu un gaz la
presiunea de 0,85 MPa. Sa se dimensioneze vasul stiind ca 6,=75 MPa si sa
se determine starea de tensiuni din cordonul de sudura, executat in doua
variante constructive:

* Pe directia generatoarei (fig. 7.11a);

+ 1n spirald, la un unghi de a=60° fat3 de generatoare (fig. 7.11b).

b)

Fig. 7.11. Rezervor sudat: pe directia generatoarei (a) si elicoidal (b)

Rezolvare
Tensiunile principale din mantaua vasului cilindric, considerat cu pereti
subtiri, sunt

PR . PR
=0, =, 0,=0,=—— 7.27
o,=0 T2 =0n = op (7.27)

Deoarece vasele cilindrice cedeaza intotdeauna pe directia generatoarei (sub
actiunea lui op), se dimensioneaza peretele vasului cu teoria omax (Rankine)

0,85-1750 =19,8mm (7.28)

0'1=p—R£0'; h>
h a
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Se adoptda h=20mm (STAS 75-90)si cu aceasta valoare se recalculeaza
tensiunile

c :Mz74’4MPa; o :ﬁ:37,2MPa (7.29)
L 20 t2

La interiorul vasului tensiunea pe directie radiald egaleaza presiunea
0,4 = P=0,85MPa. Deoarece aceastd tensiune este mult mai mica decat

tensiunile principale, poate fi neglijata in raport cu acestea si in consecinta a
fost justificata Tncadrarea vasului in categoria celor cu pereti subtiri, in
mantaua carora exista practic o stare plana de tensiuni.

Cordonul de sudurd orientat pe directia generatoarei

Cordonul de sudura, la fel ca mantaua vasului, sunt ambele supuse la
tractiune biaxiald, cu tensiunile principale calculate mai sus (elementul de
volum A din fig. 7.12). Din figura 7.12 se observa ca axa principala 2 este
orientatd pe orizontala si de acest lucru trebuie sa se tina cont la calcularea
tensiunilor functie de unghiul de rotire 0 al elementului de volum.

Cordonul de sudurd orientat elicoidal
Axa Ox este normala la cordonul de sudura elicoidal si in consecinta unghiul
0 este complementul lui a, adica 68=30°.

Relatiile de variatie ale tensiunilor n jurul unui punct (2.33) si (2.34) se scriu
in functie de tensiunile principale, tinand cont de particularitatile de notare
(rotire de la directia principala 2 catre directia 1), adica

0,=0, o,=0,; 7, =0.

c(0)= 92791 L %2701 0520
2 2

r(e):—%sin 20

(7.30)

n (7.30) se inlocuiesc apoi tensiunile principale cu cele de la vase cilindrice
cu pereti subtiri (7.8) si se obtine

o(&)zZ—E(B—cosZG); r(&):Z—Esin 26 (7.31)
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Fig. 7.12 Starea de tensiuni din cordonul de sudurd si manta:
sudurd pe directia generatoarei (a) si elicoidald (b)

Se scriu tensiunile pentru diverse valori ale unghiului 8

9=0°:>O'(0°)=F2)—§=62; 7(0°)=0

PR_ .
(9=90°:>O'(90°)=T=O'1, z‘(90°)=0
9:45°:>O'(45°):§-p—R:o-m, (450):p_R:Tmax

4 h 4h
0-30°= o(30°) = 3. PR, (303 PR

8 h 8 h
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Se observa ca, rotind elementul de volum dinspre directia principala 2 catre
directia principala 1, s-au verificat valorile tensiunilor la 0° si la 90°. Se
traseaza cercul lui Mohr, cu datele numerice din problema (fig. 7.13), tinand
cont de faptul ca rotirea sectiunii (respectiv a elementului de volum) incepe
de la directia 2 (punctul S;) catre directia 1 (punctul Si1), adica inversul
sensului de rotire direct trigonometric adoptat la cercul lui Mohr (fig. 2.21).

T [MPa]

-+

T — 18,0

| o [MPa]

T, =-18.0

min

6,=74.4

r Y
v

Fig. 7.13. Cercul lui Mohr pentru starea de tensiuni din vasul cilindric

Cu ajutorul cercului Mohr (fig. 7.13) se pot prezenta apoi starile de tensiuni
care actioneaza asupra elementului de volum si sunt prezentate in figura 7.14
astfel: figura 7.14a (6=0°), figura 7.14b (6=30°) si respectiv pentru cazul in
care tensiunile tangentiale sunt maxime figura 7.14c (6=45°). Rotirea
sectiunii incepe de la directia 2 (punctul Sz) catre directia 1.
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2 B ”
1..—16,1MPa
a) b)
%\\ 1 %‘ég
o e X'
NS P
y 430? 6
45°
: hok
/
Tax— 18,0 MPa
c)

Fig. 7.14. Stdrile de tensiuni din elementele de volum A si B (v. fig. 7.12) si starea
de tensiuni pentru care tensiunile tangentiale sunt maxime
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CAP. 8

TUBURI CU PERETI GROSI
SI DISCURI IN ROTATIE
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La realizarea colajului din acest capitol s-au folosit urmatoarele surse:

https://www.indiamart.com/proddetail/alloy-steel-tube-15372776448.html|

https://buckeyeapp.com/ce-este-un-excavator/

https://economictimes.indiatimes.com/topic/underwater-submarine-services

https://www.aerocontact.com/en/virtual-aviation-exhibition/product/381-aircraft-jet-engine-parts

https://www.birosalesinc.com/product/biro-a16361-lower-shaft-bearing-assembly/

https://www.indiamart.com/proddetail/hydraulic-cylinder-7300080397.html
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https://www.indiamart.com/proddetail/hydraulic-cylinder-7300080397.html

8. TUBURI CU PERETI GROSI SI DISCURI N ROTATIE

Determinarea starii de tensiuni intr-o saiba detasata dintr-un tub cu pereti
grosi sau Intr-un disc aflat in rotatie uniforma conduce la probleme de
elasticitate plana, care vor fi studiate Th coordonate polare. Ecuatiile pentru
cele doua categorii corpuri sunt asemanatoare si din acest motiv se studiaza
de obicei impreuna.

8.1 TUBURI CU PERETI GROSI

Tuburile cu pereti grosi sunt destinate stocarii fluidelor la presiuni mari.
Uzual tuburile cu pereti grosi indeplinesc conditia ca raportul dintre raza
exterioara R; si cea interioara R; sa fie

&>1,2 (8.1)

Daca aceasta conditie nu este indeplinita, tubul se considera cu pereti subtiri.
Spre deosebire de tuburile cu pereti subtiri, la cele cu pereti grosi sunt
considerate si tensiunile pe directie radial3, variabile pe grosimea peretelui.

Tn prima fazs se vor studia tuburile de lungime infinit3 si deschise la capete,
caz care poate fi tratat in cadrul elasticitatii plane. Ulterior vor fi studiate si
tuburile inchise. Presiunile interioara si exterioara sunt considerate
constante pe toata lungimea tubului.
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8.1.1. Tuburi deschise

Se considera un tub supus la presiunea interioara pi si la presiune exterioara
pe. Din tub se detaseaza o saiba de grosime t, din care se izoleaza un element
de volum (fig. 8.1).

Pe

Fig. 8.1. Detasarea unei saibe din tub si izolarea unui element de volum

Pentru elementul de volum se scrie ecuatia de echilibru a fortelor pe directie
radiala (datorita simetriei tensiunile nu depind de unghiul ¢ ):

o, ~rdqp~t+%(0‘r~rd(p~t)dr—0rrdg0~t—20't ~dr~t~sind7(p=0 (8.2)

Tnlocuind sind%zd% si impartind (8.2) cu r-t-dr-de se obtine
do, S 7% _g (8.3)
dr r

Aceasta este singura ecuatie de echilibru care poate fi scrisa. Deoarece ea
contine doua tensiuni necunoscute, se va apela in continuare la ecuatiile
geometrice si constitutive pentru rezolvarea problemei.
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Se scrie ecuatia de echilibru in functie de deplasari. Se va nota cu u
deplasarea pe directie radiald a unui punct situat la distanta r fata de centru.

Deplasarea pe directie radiald a unui punct situat la distanta r+dr este

u +d—udr (8.4)
dr

Alungirea specifica pe directie radiala este

A(dr):u+d—udr—u:d—udr
dr dr
(8.5)
; _A(dr)_d_u
" odr dr

Ca urmare a deplasarii pe directie radiald u, raza r devine r+u si alungirea
specifica tangentialad (circumferentiald) poate fi scrisa
27z(r+u)—27zr_ u

& = y & =— 8.6
t - . (8.6)

Cu aceste alungiri specifice se scriu ecuatiile constitutive pentru starea plana
de tensiuni (in forma rigiditate, format sistem):

S (e +V8)——E (d—u+vﬂj
N A LU ¢

(8.7)
— (e, +ve, )= E (E+vd—uj
S PV 1-vAr dr
Tnlocuind (8.7) in (8.3) rezulta
du 1 du 1
+——-—Uu=0 (8.8)

Aceasta este o ecuatie diferentiala cu coeficienti variabili, de tip Euler, care
admite solutii de forma

u=A~r+E (8.9)
r
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Din (8.9) rezulta
; —=A-—— (8.10)

o =1 E - [A(l+v)—%(l—v)}
- r
EV . (8.11)
o, = A(l+v)+—(1-v
o] AL+ )|
Constantele A si B se determina din conditiile Ia limita
r=R =0 =-p
R1 r pl (8_12)

r=R,=o, =-p,

Presiunile au fost considerate cu semnul minus, deoarece solicitarea este la
compresiune (fig. 8.2).

>

Fig. 8.2. Tensiunea oy echilibreazad presiunile: p; la interiorul tubului (a)
si pe la exteriorul tubului (b)
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nlocuind (8.12) in expresia lui ordin (8.11), rezults

_pizl_vz{Aoﬁwq—gé(l—V{
_py:Lﬂﬂ{Aﬂ+v)—£%@—Vﬂ

Rezolvand sistemul (8.13) se obtin constantele A si B

A::I-_V. Rizpi_Rzzpe

E F\’zz—Rl2
B:1+V_R12R22(pi - pe)
E F\’zz—Rl2

Din (8.14) si (8.11) se obtin tensiunile normale

— Rlzpi_Rzzpe _R12R22(pi_p9)

" RI-R? r* (R —R?)

_Rip-Rip,  RIR:(Pi-P.)
" OR-R O P(R-R!)

Observatii:

(8.13)

(8.14)

(8.15)

* Tensiunile or(r) si oi(r) nu depind de conditiile de la capetele

tubului si reprezinta hiperbole;

* Suma tensiunilor este constanta (nu variaza cu r);
« Tn majoritatea cazurilor pi>pe si in consecintd 6x>6;;

* Tensiunea o; este maxima pentru r=R; (la interiorul tubului);
* Retelele de conducte lungi se considera deschise la capete si
se dimensioneaza/verifica cu (8.15), adica se afla intr-o stare

pland de tensiuni (tab. 8.1);

* Cazul tuburilor de lungime finita (inchise) este discutat mai

jos.
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8.1.2. Tuburi inchise

Tuburile scurte se calculeaza ca tuburiinchise care, pe langa tensiunile de mai
sus, mai sunt supuse si la o tensiune oy pe directia generatoarei
(longitudinald), adica se afla intr-o stare spatiald de tensiuni.

Tensiunea pe directie longitudinala o se calculeaza din echilibrul fortelor pe
directia generatoarei tubului. Aceste forte sunt create de presiunile
interioara (care actioneaza pe suprafata cercului de raza Ri) si respectiv
exterioard (care actioneaza pe suprafata cercului de raza Ry) din capacul care
inchide tubul si efortul N din manta, care este dat de tensiunea o care
actioneaza pe sectiunea transversala a tubului

o,-7(R; —RY)=p, 7R} - p,- 7R} =
2 2 A
_ PR -p.R; (8.16)
R; R
Astfel tuburile din retelele de conducte se considera a fi intr-o stare plana
de tensiuni, iar tuburile scurte intr-o stare spatiala de tensiuni (fig. 8.3).

O

Fig. 8.3. Un element de volum din tub se afld: intr-o stare spatiald de tensiuni, in

cazul tuburilor scurte (a); in stare pland de tensiuni, in cazul conductelor lungi (b)

Se observa ca tensiunea longitudinala este egala cu tensiunea medie
_ o, +o0,

n= (8.17)

o, =0,
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Tab. 8.1. Indicatii privind calculul de rezistentd al tuburilor cu perete grosi

Starg d(? Tensiuni Ecuatii Aplicatii

tensiuni

Plana Or, Ot (8.15) Retele de conducte

Spatiala Or, Oy, O (8.15) si Tuburi de lungime finita
(8.16) (cilindri hidraulici etc.)

Se vor discuta Tn continuare cateva situatii particulare pentru tuburile lungi
aflate Tn stare plana de tensiuni.

8.1.3. Cazuri particulare

Tub cu presiune interioard
Anuland presiunea exterioara (pe=0), din (8.15) rezulta

R2p, R, )’ 2n, R, )’
o, === P 5 1—[—1 ;O =—|§1 P 5 1+(—2j (8.18)
R, —R; r R, - R; r
Se reprezinta grafic functiile (8.18) pentru o jumatate de saiba detasata din
tub (fig. 8. 4).

!
7p.
2 p27i

2o o

2 241
Ry - K

Fig. 8.4. Variatia tensiunilor principale in tubul cu presiune interioard
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Tub cu presiune exterioard
Anuland presiunea interioara (pi=0), din (8.15) rezulta:

o=t i (B]] o= B fi(8]] e
R, —R; r R, — R r

Se reprezinta grafic functiile (8.19) pentru o jumatate de saiba detasata din
tub (fig. 8. 5).

0
2 |

2R 2 2
2 Ry + R

R "R

Fig. 8.5. Variatia tensiunilor principale in tubul cu presiune exterioard

Observatii:

Tensiunea maximd in modul este oy, la interiorul tubului (r=Ri1). Din acest
motiv, la tuburile cu presiune interioara ruperea se va produce pe directie
radialda (normala la directia lui o), fisura propagandu-se de la interior catre
exterior. Tuburile suspuse la presiuni exterioare mari pot ceda prin flambaj
(pierderea formei prin voalarea peretelui tubului).

8.1.4. Deplasari

Deplasarea u pe directie radiala a unui punct situat la raza curenta r, pentru
tuburi deschise si respectiv inchise (in sectiuni suficient de indepartate de
capete) este
r r
U=—|o —-v(io +o0,)|; u=—(o, —vo (8.20)
E|: t ( r I)] E( t r)
Deplasarea pe directie radiala a unui punct de pe suprafata interioara a unui

tub deschis, cu presiune interioara, se afla inlocuind in (8.20) pe=0 si r=R1:
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i 2 R2
u=RP(RAR (8.21)
E R —R
Deplasarea pe directie radiala a unui punct de pe suprafata exterioara a unui
tub deschis, cu presiune exterioard, se afla inlocuind in (8.20) pi=0 si r=R:

2 2
u —_ReP[R+R, 1 (8.22)
Rzz_Rlz

) E 2

8.1.5. Dimensionare/verificare

Se vor particulariza unele teorii de stare limita la tuburile cu pereti grosi.

Tuburi inchise
Tensiunile principale in cazul tuburilor inchise, cu presiune interioara, sunt
. O, + 0.
0,=0,, 0,=0,=———, O0,=0,
2
Valorile tensiunilor sunt date de (8.15) si (8.16).

(8.23)

r

Teoria von Mises
Pentru stare spatiala de tensiuni aceasta teorie da tensiunea echivalenta
(3.32) sau (3.33). Inlocuind (8.23) in oricare dintre aceste relatii se obtine

3
Oy = %(0} -0o,) (8.24)
Din (8.24) si (8.15) rezulta

:\/éRzz(pi_pe)

O (8.25)
R; —R’
La calculul de verificare trebuie sa fie indeplinita conditia
O <O, (8.26)
La dimensionare se fixeaza de regula Ri si se calculeaza R;
o
R, >R, a (8.27)
O, —\/5( pi - pe)
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La tuburi deschise starea de tensiuni este plana, tensiunile sunt date de
(8.15) si 0/=0. Tensiunea echivalenta von Mises devine

Y \/BR; +R/

O-ech - R2 _ Rlz (8.28)
2

Teoria Rankine

Aceasta teorie tine cont numai de tensiunea principala maxima o1. Din acest
motiv ea are aceeasi forma atat pentru tuburile deschise, cat si pentru cele
inchise.

Pentru verificare se va folosi

R +R? 2R?
Occh = Otmax = Rzz _ R12 P — R22 —2R12 P. < O, (8.29)
Dimensionarea se face cu relatia
o, + P
R, > —_—l (8.30)
2 =R, o,— P +2p,

Problema 8.1

Sa se verifice cilindrul unei prese hidraulice care are razele Rint=R1=200mm si
Rext=R2=240mm si este supus unei presiuni interioare pi=50MPa. Cilindrul
este confectionat din otel cu 6,=330MPa.

Rezolvare
La interiorul cilindrului apar tensiunile:
RZ +R? R?
Oimx = 52 p2 Pir Or="Pis 0y=—7=3 P
R, — R, —
2 Rl 2 Rl (8.31)
3 240% +200°

Ot max _ﬁ'SOZ 277,3MPa; o, =-50MPa;
' 2407 —-200

2
o =29 50113 64MPa
240 - 200 (8.32)

=0, =217,3MPa; o, =113,64MPa; o, =-50MPa
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1. Teoria Rankine
O, =0, =277,3MPa < o, =330MPa (8.33)

2. Teoria Tresca
Oy =0, — 03 = 277,3—(—50) =327,3MPa < o, =330MPa (8.34)

3. Teoria von Mises

o z%\/(al—az)z H(o,—0,) +(0, -0, )

Tecn (8.35)

%\/(277,3—113, 64)" +[277,3-(-50)]*+[113,64-(-50) ]

., =2835<0, =330MPa

Cilindrul hidraulic rezista conform tuturor teoriilor de mai sus.

8.2. TUBURI FRETATE

Din relatiile de mai sus se observa ca dimensionarea tuburilor supuse la
presiune interioara este posibild doar daca pi<<c,. Pentru a creste p; se poate
introduce o presiune exterioara pe de compresiune, care sa conduca la
micsorarea lui 6t.max. Acest lucru poate fi realizat prin introducerea presata a
unui tub Tn alt tub (fretare), ca in figura 8.6, prin bobinarea tubului cu un fir
puternic tractionat etc. Pentru obtinerea fretajului, intre cilindrul interior si
cel exterior trebuie sa existe un ajustaj cu strangere foarte precis. Fretajul
poate fi realizat astfel:
e Prin presarea tubului interior in cel exterior;
e Prin introducerea tubului interior in cel exterior, care a fost Incalzit
sub liniile de transformare;
e Prin racirea tubului interior (de exemplu in azot lichid) siintroducerea
sa presata Tn cel exterior.
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Fig. 8.6. Tuburi fretate: tubul 1 este introdus presat in tubul 2

Dupa fretaj cele doua tuburi vor avea raza comuna Ra. Pentru a realiza acest
lucru, cilindrul exterior se dilata iar cel interior se comprima. Se presupune
ca tuburile au lungimi egale (fig. 8.7).

Raza exterioara a tubului interior se executa cu foarte putin mai mare decat
raza interioara R’; a celui exterior. Dupa montarea fortata, tubul interior se
deformeaza radial cu 6, iar cel exterior cu .. Astfel se realizeaza strangerea
(serajul)

5=|5]+,] (8.36)

Tolerantele cu care se executa razele R’; (raza exterioara a tubului interior si
respectiv raza interioara a celui exterior) trebuie sa fie foarte stranse, pentru
a putea asigura serajul prevazut, dar aceasta tehnologie presupune si costuri
ridicate.

Dupa montarea fortata a tuburilor, intre ele apare presiunea de fretaj ps, care
produce deplasarile radiale:
e Uue(R2) la suprafata exterioara a tubului interior;
e Ui(R2) la suprafata interioara a tubului exterior (caz in care se
inlocuieste R1=R; si R,=R31n (8.21) si (8.22).
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Fig. 8.7. Realizarea fretajului
Legenda figurii 8.7:
0, =deformatia radiald a tubului interior;
0, =deformatia radiald a tubului exterior;
Ré =valoare minima a razei inainte de presarea tuburilor;

R, = valoarea razei comune dupd presarea tuburilor.

Se poate scrie ca suma celor doua deplasari produse de pr (luate Th modul)
este egald cu 6, care pentru tuburi din acelasi material este

PR, ([ RZ+R; R2 + R?
GYRTCH RSy S S = 1
2 S (8.37)
:pf:5E(RZZ—Rf).(R32_R22) '

2R} (R -R?)
8.2.1. Cazuri particulare

Cand in tubul interior este inlocuit cu o bara plina (R1=0) presiunea de fretaj
se determina cu

Es(R? - R?
P, _BR-R) . ) (8.38)
2R,R:

Pentru tuburi din materiale diferite presiunea de fretaj este [Buzdugan G.,
1986]:
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p, =2 1 (8.39)
f R2 .

1(RZ+R? 1 (R+R?
2 2 Vi |t 2 2TV,
E1 Rz_R1 Ez R3_R2

Cei doi cilindri pot fi studiati separat (tub interior de raze Ri si Ry, incarcat
Cu presiune exterioara ps si respectiv tub exterior, de raze R; si Rs3, incarcat
cu presiune interioara ps):

1. Tubul interior

2R?
r:R1:>O'r:0; O_tlmaxz—pfriRlz
? (8.40)
r=R,=>oc =-p;;, o p R, + Ry
=Ry r = My ="M
' R? -R?
2. Tubul exterior
RZ +R?
IF:RZ:>O_r:_pf; O-t.max:pfﬁ
3 (8.41)
. 2R;
r:R3:>O'r:O, O't:pfm

Tensiunile din tuburile fretate supuse la presiune se determinad prin
suprapunere de efecte (fig. 8.8): se aduna tensiunile de fretaj (8.40) si (8.41)
cu tensiunile produse de presiunea de serviciu in mantaua unui tub
monobloc cu raza interioara Ri si cea exterioara Rs. Tensiunile produse de
presiunea interioara pi in peretii tubului monobloc sunt

R, +R/
Ry —R’

I":R1:>0r ==Pii Oimx = B

R (RS -R;) R (RS +R; )

=R, =0, =-p—7—5—v =P (842
: G T T B
2
r:R3:>O'r=0; O-t:pi%
3_R1
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Tubinterio
CU P.=ps

Tub exterio
CU Pi=Ps

Tuburi fre-
tate cu p;

wxw wxw U

Fig. 8.8. Determinarea, prin suprapunerea efectelor, a tensiunilor
din tuburile fretate

Observatii:

e \Valoarea extrema a tensiunii o, este aceeasi la tuburile cu presiune

interioara, atat cele monobloc, cat si la cele fretate;
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e Ca urmare a fretajului se obtine o diagrama o in trepte: la interiorul
tubului interior (r=R1) ot scade, iar la interiorul tubului exterior (r=Ry)
creste, fata de cazul tubului monobloc. Deoarece Gtmax scade, se
evidentiaza astfel efectul favorabil al fretajului. Rational este ca cele
doua valori extreme ale lui 6; de mai sus sa fie egale (vezi mentiunea
,optim” din fig. 8.8);

e Problema tuburilor fretate se rezolva prin incercari, cautand o
strangere 6 care sa conduca la scaderea lui otmax pana la o valoare
convenabila;

e Asemenea situatii pot fi intalnite si la presarea unui rulment, a unei
bucse sau a unei roti dintate pe un arbore. Tn acest caz presiunea de
fretaj variaza in lungul imbinarii (este mai mare la extremitati si mai
mica Tn zona centrald). Nu exista o solutie analitica exacta pentru
acest caz. Din acest motiv se poate admite ca presiunea este uniform
distribuita Tn lungul Tmbinarii, obtinandu-se astfel o solutie
aproximativa. Problema poate fi rezolvata prin AEF;

e Un arbore plin poate fi considerat ca un tub cu raza interioara nula
(R1=0). Un rulment poate fi modelat, intr-o prima aproximare, numai
prin inelul sau interior, iar o roata numai prin butucul sau. Astfel se
poate face un calcul de rezistenta aproximativ, utilizand relatiile
deduse la tuburi fretate.

Problema 8.2

Sa se determine presiunea optima de fretaj pr dintre doua tuburi de otel cu
razele R1=40mm, R,=57mm si R3=73mm, stiind ca c,=500MPa si tuburile
fretate sunt incarcate cu presiunea interioara admisibila.

Rezolvare
Tensiunile maxime se produc la interiorul tuburilor:
1. Tubul interior (r=R1)
RZ+R? 2R?
o =—p; O(= 32 Rlz Pi—>53 : 2
Ry =R R, =R
o, =1,86p,—3,94p,

Pr (8.43)
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2. Tubul exterior (r=R3)

2
, R R,
TTR_RE|T R, PP

4 Rl2 R3 i R?:z + R12
o= YR ] [P TR R P
3 R1 2 3~
o,/ =0,274p, - p;; o/=114p, +4,17p,
Utilizand teoria von Mises, conditia de fretaj optim (fig. 8.8) se scrie

V(1) +(o7)" 07 07 = (o) +(07)" 007

= 4,63p7 -30,92p,p, —6,74p? =0= p, =6,9p,

Presiunea de fretaj se determina din conditia

(oY +(o1) =0t 0! =0,

2 2 2
\/(8,894pf) +8,894-6,9p% +(6,9p, ) =500=
p, =36,5MPa

Presiunea interioara admisibila este

P, =6,9p, =6,9-36,5 =251, 5MPa

Problema 8.3

(8.44)

(8.45)

(8.46)

(8.47)

Un tub fretat este compus din doua tuburi de otel, cu razele Ri=50mm,
R2=100mm si R3=150mm, cu strangerea 6=0,04mm. Tubul este supus la
presiunea interioara pi=1000 bar. Sa se calculeze presiunea de fretaj pr si
tensiunile principale pentru cazul tubului monobloc (fara fretaj) si pentru cel

fretat.

Rezolvare
Se transforma presiunea interioara in [MPa]:

p, =1000bar =100MPa
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Presiunea de fretaj este
SE(R;—R’)-(R: -R;)
Pr = 3(p2 _p2
2R](R:—R?)
£ 0,04-2,1.10° (1002 —502)(1502 ~100°)
- 2-100° (1507 - 50°

(8.49)
=19,7MPa

Py

Tensiunile din tubul monobloc sunt
r=R =50mm= o, =-p; =-100MPa;

2 2 2 2
Otmax = P R32 i R12 =100 1502 +502 =125MPa
' Ry —R; 150° -50

2 RZ_RZ
r=R, =100mm= o, = —p, R12(32—22):—15,6MPa; (8.50)
Rz (Rs - R1 )

R*(R +R;
o.=p M:m,smpa
R; (Rs _Ri)
2R?
r=R,=150mm=o0,=0; o, =p,——= =25MPa

Ra - R1
Pentru cele doua tuburi independente (fara a considera deocamdata
suprapunerea efectelor) valorile tensiunilor sunt urmatoarele:

1. Tubulinterior
r=R =50mm= o, =0;

2R? 2-100°

O-t.max pf R22 _ R12 1002 _502 (8 51)
r=R, =100mm= o, =-p, =-19,7MPa; '
2 2 2 2
o =p. R22+Fe12 __19 1002+502 _ _32.8MPa
R? - R 100° -50
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2. Tubul exterior
r=R, =100mm= o, =—p, =-19,7MPa;

2 2 2 2
oo —p, RER g 15074100
' R; —R, 150° -100
r=R,=150mm = o, =0;
2 2
o, = Py %=19,7%=31,5MP6\
Ry —R; 150 -100

3. Tubul fretat

(8.52)

Tensiunile din tubul fretat se obtin prin suprapunerea efectelor (tab. 8.2).

Tab. 8.2. Suprapunerea efectelor pentru tuburile fretate

R, =100 | 0r=-15,6 | or=ps=-19,7 | 0r=-15,6-19,7=-35,3

Raza Tensiuni principale [MPa] Observatii
[mm] Tub Doua Tuburi

mono- tuburi fretate

bloc indepen-

dente
R =50 0r=100 | 6:=0 0r=-100
0t=125 0t=-52,5 0t=125-52,5=72,5
Tub interior

0t=-32,8 0+=40,6-32,8=7,8
0:=40,6 or= pr=-19,7 | 0,=-15,6-19,7=-35,3 Tub exterior
0+=51,2 0+=40,6+51,2=91,8
R, =150 | o=0 or=0 0r=0
01=25 0+=31,5 0t=25+31,5=56,5

8.3. DISCURI N ROTATIE

Starea de tensiuni din discurile de grosime constanta aflate in miscare de
rotatie uniforma se determina in mod similar cu cea de la tuburile cu pereti
grosi. Deosebirea consta in faptul ca la discuri intervin fortele centrifuge si

presiunea exterioara pozitiva este orientata catre exterior.
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,Presiunea” exterioara poate proveni, de exemplu, din fortele centrifuge,
fiecare actionand asupra unei palete din multitudinea celor care sunt
montate la periferia unui disc de turbina.

Se discutd deocamdata cazul discurilor de grosime constanta, aflate in
miscare de rotatie uniforma, fara presiune interioara (pi=0) sau exterioara
(Pe=0).

Forta centrifuga elementara care actioneaza asupra elementului de volum
din figura 8.9 este

dF. =dme’r = pdV o’r =~ p-r-de-dr-t-o°r

8.53
dF, ~ L @?r’t-de-dr 85
g

Fig. 8.9. Disc in miscare de rotatie uniformd si detasarea unui element de volum
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Pentru elementul de volum se scrie ecuatia de proiectie a fortelor pe directie
radiald, asa cum s-a procedat si la tuburi. Cu aproximarea sin(d@/2) ~¢/2 se

obtine:
O'rr'd(0+%(0'rr-d(0)dl’ —o.r-dp+

Zr-d(p-dr-ra)Z—qurd—gp
g 2

Dupa impartirea cu t-dr-de rezula
r%+ar -0, + L2 =0
La fel ca la tuburile cu pereti grosi, se trece ecuatia in deplasari
du 1 du u (1_V2)7/-r~a)2

da? rdr P gE

unde u este deplasarea pe directie radiala.

Aceasta ecuatie diferentiala admite o solutie generala de forma

3 2
u:Ar+E—(l—v2)u
r 8gE
Din (8.57) se obtine
2 2
H:A+E2—(l—v2)yr @
r r 8gE
2,2
g
dr r 8gE

(8.54)

(8.55)

(8.56)

(8.57)

(8.58)

Tn relatiile constitutive se inlocuiesc alungirile specifice pe directie radiala si
tangentiald tindnd cont de (8.5), (8.6) si (8.58) si apoi se determina
constantele A si B din conditiile pe contur (pentru r=R; si r=R; avem o,=0 la

discurile fara presiune, vezi si fig. 8.2):

A=(1-v)(3+v)(RE+ Rg)gg%; B=(1-v)(3+v)RIR; ]
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Se scriu apoi tensiunile normale pe directie radiala si tangentiala

i [ (B8

r

89 r
, (8.60)
3+ 2
o = (3+v)yw | r? +R§+(R1R2j _1+3v 2
89 r 3+v
Din (8.60) se observa ca pentru 0<v<0,5 se obtine pentru orice r
o, >0, (8.61)
Se determina tensiunea radiala maxima
2
do _c[ 2R _ 20| o= fRR,
dr r R,
(8.62)

S N o W o G i Y

— r.max 8g

Tensiunea tangentiala nu are un maxim algebric in intervalul [R1, R2] si Tn
consecinta se determina doar valorile functiei la capetele intervalului

2

(r=R,) =0\ :%[(3+V)R;+(1_V)Rf]

2

o (r=R,) =0\ mn =%[(3+V)Rf +(1-v)R?]

(8.63)

Se observa ca tensiunea tangentiala este maxima pentru r=Ri, adicad la
interiorul alezajului. Din acest motiv ruperea discurilor in rotatie se produce
datorita unei fisuri care porneste de la interior si se propaga spre exterior pe
directie radiala.

Variatia tensiunilor principale pe directia razei discului este prezentata in
figura 8.10.
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;/a)z (3+ V)(R2 — Rl )

‘Vf [(3 + V)R§ +(1 —V)R.|2]

g

Fig. 8.10. Variatia tensiunilor principale functie de raza r

8.3.1. Cazuri particulare

Disc fard gaurd

Tn centrul discului deplasarea u pe directie radiald este nuld si in consecinta
B=0. Pentru a afla constanta A se pune conditia ca la periferia discului
(r=R2=R) tensiunea pe directie radiala sa fie nula (o=0) si astfel rezulta
[Buzdugan G., 1973]:

Gt

(3+v)7R2a)2 1+3v(rY
o, = 1- —
89 3+v R
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Ambele tensiuni sunt maxime si egale in centrul discului cu raza R=R

2 2
L, R (8.65)
89

(o}

Disc cu gaurd nula
Punand conditia R1=0 se gadseste ca tensiunea normala pe directie radiala
este nuld iar tensiunea tangentiala maxima este localizata tot in centrul
discului, Tnsa are o valoare dubla fata de cea din cazul discului fara gaura, cu
R2=R (8.65) si anume

(3+v)yR’e’

O-t.max = 49 (866)

Aceasta contradictie aparenta se explica prin faptul ca atunci cand in centrul
discului apare o gaurda infinit mica (R1—>0) tensiunea tangentiald in

vecinatatea ei se dubleaza si acesta este un fenomen de concentrare a
tensiunilor.

Concluzii:

e Tensiunile din disc depind de dimensiunile sale (R1, R2), densitatea
materialului p=y/g, coeficientul Poisson v si viteza unghiulara o si nu
depind de grosimea discului t;

e Turatia maxima pe care o poate atinge un disc de dimensiuni date
depinde numai de caracteristici de material (y, v si 0a). Din acest
motiv, la discuri in rotatie se poate calcula doar viteza unghiulard wmax
sau turatia maxima nmax. Turatia maxima poate fi depasita micsorand
raza exterioara R; sau schimband materialul din care este
confectionat discul cu unul care are greutatea specifica y mai mica.
Se poate adopta si un material tensiunea admisibila o, mai mare;

e La discul fara gaura tensiunile maxime sunt mai mici decat la cel cu
gaura si in consecinta el permite atingerea unor turatii mai mari;

e Tensiunea tangentialda maxima este dubla la discul cu gaura nula
(R1—0) in comparatie cu discul fara gaur3;
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e Daca discul este presat pe arbore, sau are presat un bandaj, sau are
palete la periferie (a caror actiune este considera ca o presiune
exterioara, orientata spre exterior, ca in fig. 8.9), atunci tensiunile din
disc se determina pe baza tensiunilor de la tuburi fretate si a celor de
la discuri, prin suprapunere de efecte. Presiunea exterioara de la
discuri pe va fi considerata de semn contrar celei de la tuburi.

Se poate determina un disc de egald rezistentd, cu grosimea variabila, la care
tensiunile nu depind de r si care permite atingerea unor turatii mai mari
decat discul de grosime constanta [Buzdugan G., 1973]. Grosimea discului
de egala rezistenta variaza conform functiei

2,2

2,2
t:toexp(—yw ' ]t:t0 exp(—ya) r j (8.67)

Oy go,

unde to este grosimea discului in centrul discului (r=0). Discul de egala
rezistenta trebuie sa aiba la periferie o tensiune pe directie radiala oo care
poate fi produsa, de exemplu, de fortele de inertie care actioneaza asupra
paletelor.

Problema 8.4

Sa se verifice discul de otel din figura 8.11 stiind ca: Ri=75mm, R;=300mm.
Discul este incarcat cu pe=22N/mm?si se roteste cu turatia n=3000rot/min.
Otelul din care este confectionat are 6.=110MPa, y=7,8x10°N/mm3, v=0,3.
Se va considera acceleratia gravitationald g=9,81m/sec?.

Rezolvare
Se calculeaza viteza unghiulara a discului in unitati ale SI

w=2m=o| P27 O -7 3000=1007| R4 (8.68)
sec 30 | min 30 Sec

Tensiunea maxima la discul fara presiuni (pi=pe=0) aflat in rotatie uniforma
este ot la interiorul alezajului (r=R1), unde ¢,=0

t.max

2
!’ ]/a) . !
Ol =0 [(3+v)R; +(1-v)R? ]; o1 =0 (8.69)
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Fig. 8.11. Disc in rotatie

Tensiunea maxima la tubul cu presiune exterioara este tot o la interior (r=R1),
unde 6:=0. Deoarece pe este orientata spre interior la tuburi si spre exterior
la discuri, ea va fi luata cu semnul minus

2
Otmax =~ R2 R12 (_pe) = 2R|§2—F\E)§’ O';’ =0 (8.70)
2 2

7,810 (1007)’
Ctme =T 9810

or_2:300°-22
T 3007 - 75°

!

[3,3.3002 +0,7.752] —58,98MPa
(8.71)

=46,93MPa

La interiorul alezajului tensiunile normale pe directie radiald sunt nule,
conform (8.70), iar tensiunile normale pe directie tangential3, date de (8.71),
sunt pe aceeasi fateta si pe aceeasi directie si in consecinta se aduna algebric
GFEZ = Gt’max + th.,max (8 72)
o,, =98,98+46,93=105,91MPa < o, =110MPa

Discul rezista la turatia propusa, deoarece tensiunea normala rezultanta este
mai mica decat cea admisibila.
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Pentru realizarea colajului din acest capitol s-au folosit:

https://www.nsenergybusiness.com/features/testing-wind-turbine-blades/

https://www.alexander-schleicher.de/en/service/technik/holm-im-fluegel/

https://www.green-mechanic.com/2016/09/torsional-testing-of-materials.html

https://www.tradeindia.com/products/steel-profiles-1205991.html
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9. TORSIUNEA LIBERA A BARELOR PRISMATICE

La torsiunea barelor cu sectiune circulara sau circulara inelara s-a admis
ipoteza lui Bernoulli. Experienta arata ca in cazul barelor cu sectiuni de alte
forme aceastd ipoteza nu mai poate fi acceptatd, deoarece are loc o
deplanare a sectiunilor transversale. Starea de tensiuni din aceste bare a fost
determinata de catre Saint-Vénant, cu ajutorul Teoriei Elasticitatii. Se admit
urmatoarele ipoteze:

e Sectiunea barei este constanta pe toata lungimea;

o La capetele barei de lungime L sunt aplicate momente de torsiune

concentrate si nu exista alte incarcari;

e Deplasarile u(z,y) pe directia axiala Ox sunt libere si in consecinta

gxza—u:0:>O'X=0;
OX

e In sectiune apar numai tensiuni tangentiale Ty Si Txz.

Aceste ipoteze caracterizeaza torsiunea liberd a unei bare drepte de sectiune
oarecare. Tensiunile tangentiale sunt nule pe suprafata libera a barei.

Se stie ca, In cazul torsiunii pure a barei cilindrice, orice sectiune transversala
circulara ramane plana si perpendiculara pe axa barei Ox (ipoteza lui
Bernoulli), rotindu-se numai cu

@ = 0X (9.1)



unde O este rotirea specifica [rad/m] si x distanta de la sectiunea considerata
fixa pana la cea curenta.

Deplasarile unui punct al sectiunii circulare fata de axe se determina
geometric (fig. 9.1 si fig. 9.2):
w=-0xy; V=0xz (9.2)

Deplasarea u in directia axei Ox este nul3, in baza ipotezei lui Bernoulli.

A,
7ol

Fig. 9.1. Deplasdrile unui punct A la torsiunea barei cilindrice

La rasucirea barelor prismatice se presupune ca deplasarile v si w din planul
sectiunii sunt determinate tot cu (9.2), insa deplasarea u nu mai este nula si
depinde de forma sectiunii si coordonatele punctului. Deplasarile u, v si w
sunt produse de lunecari in planele zOx si yOx.

Pentru a determina starea de tensiuni din barele supuse la torsiune se cauta
o functie de tensiuni ®(z,y) care sa fie constantd sau nuld pe conturul
sectiunii si ale carei derivate partiale sa dea componentele tensiunii
tangentiale intr-un punct al sectiunii

o

ay Tz —E—Txy (93)
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Functia ®(z,y) poate fi gasita pe cale analitica (in Teoria Elasticitatii),
experimentala (analogia cu membrana) sau numerica.

Fig. 9.2. Torsiunea unei bare cu sectiunea necirculard

Se pot scrie urmatoarele relatii geometrice (v. fig. 9.2):

[OP]~[OP']=r; arc(PP')=ds=rdg

rcosp=z2; rsinp=y; (0.4)
vxarc(PP')cosp =rdpcosp; w=-rdgsing '

v=zdp;, w=-yde
Rotirea specifica 0 este data de (9.1).
n continuare se aplicd ecuatiile fundamentale ale Teoriei Elasticitatii.

Tinand cont de faptul ca numai tensiunile Ty Si Tx; nu sunt nule, ecuatiile de
echilibru Cauchy (2.68) pot fi particularizate astfel:
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aTXy asz :O
oy 0z
or,,
X =0 (9.5)
OX
0T, _ 0
OX

Ecuatiile (9.5) arata cd tensiunile 7,, =7, si 7,, =7, nu depind de x.
Din (9.3) si prima ecuatie (9.5) rezulta
O’d  *D

- + =0

ooy oyor

Ecuatiile geometrice sau de deformatii (2.76) pentru lunecari pot fi
particularizate pentru acest caz astfel [Tripa M., 1967]:

(9.6)

;/Xy—29+g—u;
é (9.7)

u

=-y0+—

Ve =Y 0z

Din ecuatiile (9.7) si ecuatiile constitutive (2.80) rezulta

Ty :G[ZH+6—UJ
oy

(9.8)
7,=G (_y0+6_uj

0z

Se deriveaza txy in raport cu z si tx; in raport cu y si se obtine:
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8 2
i =G| 0+ ou
0z oyoz

2
or,, _cl o+ o°u
oy ozdy

Scazand apoi ecuatiile (9.9) se obtine

XZ _ 0 —
oy oz ozoy oyoz

Din (9.10) si (9.3) rezulta ecuatia lui Poisson

a 2 2
ai_ Ty G[_QJFGU GU]:_ZGQ

R ONGE

—2+—2 =-2G4
oz oy
Utilizand notatia
2 2
V= 6_2+8_2
oy: oz
ecuatia (9.11) poate fi scrisd comprimat
V2D =-2Go

(9.9)

(9.10)

(9.11)

(9.12)

(9.13)

Pentru determinarea functiei ® se pun conditiile pe conturul sectiunii
transversale. in figura 9.3 punctul P de pe conturul sectiunii se deplaseaz in
P’, ca urmare a deformarii barei sub actiunea M. Proiectiile deplasarii sunt

dz si dy. Deplasarea dz are loc in sens contrar axei Oz si este

negativa. Se

scriu cosinusii directori si se particularizeaza prima dintre ecuatiile (2.6):

m = cos (M, y)=COSa=—%; n=cos(M,z)=sina =

p,=ol+r,m+r,n=>7, m+7,n=0

dz 0@ dy 0@ _q 9P 45— const.
ds 0z ds oy ds
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An
a/
ds 2
o
P
dz -
dz<0; dy>0

Fig. 9.3. Studiul conditiilor pe contur

Din (9.14) rezulta ca functia ® este constanta pe conturul sectiunii. Deoarece
tensiunile tangentiale depind doar de derivatele lui @, rezulta ca variatia
functiei cu o contantd nu modifica tensiunile. Tn particular aceasts constanta
poate fi zero si functia poate fi nula pe contur ® =0.

Pe bazele prismei sunt aplicate doua momente de torsiune M de sensuri
contrare. Se scriu in continuare relatiile dintre eforturi si tensiuni, numite si
ecuatii de echivalentd [Barsanescu P.D., Ciobanu O., 2001]:

M, jrxzy T2 dA ”(a@ a(D ]dydz

) oD
(x®)=D+x 9.15
(X ) + X 8X = ( )

0%

Zﬂcbdydz+_”{ (yo) ——(—zq))]dydz

Aplicand formula lui Riemann pentru a doua integrala aceasta se reduce la
integrale pe conturul sectiunii, definit de curba I

J {%(W)%(z@)}dydz =d{ Jyez-] zdy]:o (9.16)

386



Din (9.15) si (9.16) rezulta
M, =2[ ®dA=2|[ @dydz (9.17)
A A

Integrala din relatia (9.17) reprezinta dublul volumului prismoidului care are
ca baze sectiunea transversala a barei si respectiv proiectia ei pe suprafata
®(z,y). Ea are n acelasi timp si rolul de moment de inertie conventional.
Functia @ poate fi determinata tinand cont ca ea trebuie sa satisfaca relatia
lui Poisson (9.13) si sa fie nuld pe conturul sectiunii transversale.

Tn cazurile intalnite in practica inginereascd rezultatele rezolvérii relatiilor de
calcul de la torsiunea elastica a barelor prismatice pot fi prezentate prin
analogie cu torsiunea barelor cu sectiune circulara astfel [Ponomariov S.D.,
1960]:
— IVIX
z-max - Wt
p=0L= M, L
Gl,
unde It si W: depind de forma si dimensiunile sectiunii transversale. |
caracterizeazd rigiditatea sectiunii la torsiune si se masoarad ih [mm?] iar W;
caracterizeaza rezistenta si se masoara in [mm3]. Pentru cazul particular al

sectiunii circulare rezulta li=Ip si Wi=W,. Cu My s-a notat efortul care, in cazul

(9.18)

torsiunii libere, este egal cu incarcarea M, = M,.

9.1. CAZURI PARTICULARE
9.1.1. Torsiunea barelor cilindrice

Relatiile pentru torsiunea parelor prismatice vor fi verificate in cazul
particular al barelor cilindrice cu sectiune circulara, pentru care formulele
sunt cunoscute si au fost deduse utilizand ipoteza lui Bernoulli [Barsanescu
P.D., Ciobanu 0., 2001].

Ecuatia cercului cu centrul in origine este

7° +y? =R? (9.19)
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Se cautad o functie de tensiuni de forma

CD(z,y):C(22+y2) (9.20)
Pe conturul sectiunii se alege functia de tensiuni de forma

®(z,y)=CR? =const. (9.21)

Constanta C se determina din conditia ca functia ®(z,y) sa satisfaca ecuatia
lui Poisson

2 2
TP, 0P _ 260 2c+2C=-260=C=-20
o’ oy 2
O=——(2"+ 9.22
> (2°+Y?) (9.22)
rxy:—ai):GH-z; rxzzai):—Ge-y
0z oy

Tensiunea tangentiala rezultanta este

7=t} +7% =GO\z* +y* =GOR (9.23)

Se scrie relatia de echivalenta pentru torsiune si se tine cont de (9.22) si
(9.23):

M, = [(zy2-7,y)-dA=GO[r’dA=GO-1,
A A
9.24)
M MR M M (
oGl =L =D g
I, R L, W, Gl,
S-au gasit astfel relatiile de la torsiunea barelor de sectiune circulara.
9.1.2. Torsiunea barelor cu sectiune eliptica
Se porneste de la ecuatia elipsei
Z2 y2
4+l =1 (9.25)
a’ b’
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si se cauta o functie de tensiuni de forma

2 2
Z .y
O=C| -+ (9.26)
(az b? ]
Pe contur functia este constanta si se scrie
O=C (9.27)

De unde

O'®_2C. o0 _2C
orr  at’ oy p?

2 2
a?+a—q2):2c-(i2+i2j:—260:>
oz oy a~ b (9.28)
__Goa’h’
a’ +b?
_ Go 2.2 2,2
(D__m(b 2* +a’y?)

S-a determinat astfel functia de tensiuni pentru sectiunea eliptica. Urmand
un rationament asemanator cu cel de la sectiunea circulara (&9.1.1) se
obtine [Bia C., 1983]:

0= M (9.29)
7a’h’G '
Notand
33
I, = :Za—f)bz (9.30)
rotirea specifica 8 se rescrie
0= % (9.31)
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S-a obtinut astfel o relatie de forma (9.18).

Tensiunile tangentiale pentru sectiunea eliptica sunt

_2M, . _2M,
za’h “ rab®

Txy

y (9.32)

La capetele semiaxelor, in punctele de intersectie cu axele de coordonate
1(a,0) si respectiv 2(0,b), tensiunile tangentiale au valori extreme

T—ZMt' T, = 2M, (9.33)
Yogath P rrab? '
in cazul in care
a>b=|n|<|r| (9.34)

Tensiunea maxima se obtine in punctul 2, la extremitatea semiaxei mici si
mai poate fi scrisa sub forma

3 rab?
2

(9.35)

S-a obtinut o relatie de forma (9.18).

Pentru a=b=R se regaseste cazul particular al sectiunii circulare.

9.1.3. Torsiunea barelor cu sectiune dreptunghiulara

Determinarea analitica a functiei de tensiuni este complicata in acest caz si
poate fi gasita in [Bia C., 1983]. Pentru un dreptunghi cu laturile h>b
caracteristicile geometrice necesare in relatiile in (9.18) sunt

I, = ghb®; W, = ahb? (9.36)

Tensiunea tangentiald maxima © se obtine la mijlocul laturii mari (fig.

Xy.max

9.4). La mijlocul laturii mici tensiunea se calculeaza functie de 7,

sz.max = 7Txy.max (9'37)
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Coeficientii din relatiile (9.36) si (9.37) se dau de obicei in tabele (tab. 9.1).
Pentru dreptunghiuri inguste (h/b>4) se poate utiliza relatia aproximativa

1 b
~f~—|1-0,63— 9.38
arp 3( hj (9.38)
Se observa ca
E—>O:>0(—>1; [3’—>1 (9.39)
h 3 3

Pentru b=h se obtine cazul particular al sectiunii patrate.
n cazul sectiunilor poligonale tensiunea tangentiald este nul3 la colturi, din
motive de echilibru.

VAN &

> i XZ.max
/M -
/ t L
I & -

h=b—

r

r

¥I.max |

=
x.max | =

Fig. 9.4. Repartitia tensiunilor tangentiale
la torsiunea barei cu sectiune dreptunghiulara
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Tensiunile tangentiale au o repartitie spatiala pe suprafata dreptunghiulara
din figura 9.3, unde se prezinta sectiuni pe directiile B-B, A-A si pe directiile

laturilor, toate rabatute in planul figurii.

Tab. 9.1. Coeficientii pentru ecuatiile (9.36) si (9.37)

h/b a B Y
1 0,141 0,208 1,000
1,5 0,196 0,231 0,859
2 0,219 0,246 0,795
3 0,263 0,263 0,753
4 0,281 0,281 0,745
6 0,299 0,299 0,743
8 0,307 0,307 0,742
10 0,313 0,313 0,742
—> 0 1/3 1/3 0,742

9.1.4. Torsiunea barelor cu sectiune hexagonala

Pentru torsiunea barelor cu sectiunea un hexagon regulat (fig. 9.5) se
folosesc tot relatiile (9.18), cu urmatoarele caracteristici geometrice

I, =0,155b* W, =0,1890° (9.40)

Tensiunea maxima Ttmax apare la mijlocul laturilor iar la colturi t=0
[Ponomariov S.D., 1963].

Fig. 9.5. Sectiune hexagonald
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Pentru sectiuni cu forme mai complicate functia de tensiuni poate fi stabilita
prin metode numerice sau experimentale. Metoda experimentala numita
analogia cu membrana va fi prezentata mai jos.

9.2. ANALOGIA CU MEMBRANA

Determinarea analitica a functiei de tensiuni ® pentru sectiuni cu forma
complicatd este dificild. Tn acest scop Prandtl a propus o metods
experimentald aproximativa, numita analogia cu membrana. La membrane
se aplica ecuatia lui Laplace (7.3) de la vase cu pereti subtiri, insd cu
tensiunile principale egale

Daca x=f(z,y) este ecuatia suprafetei membranei si daca deplasarile x sunt
mici, cele doua curburi pot fi scrise ca in cazul grinzilor

1 . 1 9%

Y i (9.42)
p m
Din (9.42) si (9.41) se obtine

2 2

%+% - ﬁp (9.43)

Ecuatia (9.43) este similara cu relatia lui Poisson (9.11). Deplasarea x pe
contur este nul3, la fel ca la functia ®@.

Experimental se pot alege p si H astfel incat sa se obtina
P _ 2o (9.44)
H

n acest caz rezults

x(z,y)=®(z,y) (9.45)
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Practic functia de tensiuni poate fi determinata astfel: intr-o placa se practica
un orificiu de forma sectiunii transversale a barei supuse la torsiune si peste
el se fixeaza o membrana subtire, care este supusa la presiunea p. Masurand
deplasarea x a membranei pe directie normala la placa, la o anumita scara
se poate determina functia de tensiuni ®.

9.3. SECTIUNI DE ALTE FORME

Pentru sectiunile simplu si dublu conexe se vor aplica ecuatiile (9.18), cu
caracteristicile geometrice I si Wt specifice acestor categorii de sectiuni.

9.3.1. Sectiuni simplu conexe

Pentru bara de forma unui sector inelar subtire (fig. 9.6) se utilizeaza
caracteristicile geometrice de la sectiunea dreptunghiulara cu
1 1
I, ==st®, W =>st* t=const. (9.46)
3 3
Cu s s-a notat lungimea fibrei medii si cu t grosimea sectorului. Relatiile sunt
valabile pentru s >>t.

Fig. 9.6. Sector inelar subtire

n cazul sectiunilor simplu conexe care pot fi descompuse in dreptunghiuri
subtiri (fig. 9.7) caracteristicile geometrice sunt

1 |
==Y hb’; W, =—
t 32 ' b (9.47)
h>b; i=12.; b, =max{b,b,..}
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Se recomanda ca descompunerea sa tina cont de fibra medie, daca este
posibil. Pentru profilul U din figura 9.7, de exemplu, s-a trasat mai intai fibra
medie (cu linie punct). Descompunerea s-a facute in doua dreptunghiuri cu
laturile b1 si hi si un dreptunghi cu laturile by si ha. Aceste dreptunghiuri se
suprapun la colturi (suprapunerile sunt marcate cu gri deschis) dar raman
doua dreptunghiuri egale (marcate cu gri inchis) care nu au fost luate in
consideratie si acest lucru se compenseaza. Tensiunea tangentiala maxima
Tmax S€ afla la jumatatea laturii mari a dreptunghiului de grosime maxima

bmax-

B

[y
v

v

h

a4+
hd

Fig. 9.7. Descompunerea unui profil simplu conex

9.3.2. Sectiuni dublu conexe

Tn cazul sectiunilor dublu conexe (inchise) cu pereti de grosime t variabild
(fig. 9.8), caracteristicile geometrice se calculeaza astfel

2
4 ;W =20t (9.48)

==
N

Pentru profile cu grosimea peretelui constanta t=const. relatiile (9.48)
devin:
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W, =20t (9.49)

unde s-a notat:

s =lungimea (perimetrul) fibrei medii;

(2 =suprafata marginita de fibra medie.

La profile cu grosimea peretelui variabila tensiunea tangentialda maxima se
afla in sectiunea in care grosimea peretelui este minima t=min.

Fig. 9.8. Profil dublu conex cu grosimea peretilor variabild

9.3.3. Sectiuni multiplu conexe

Sectiunea multiplu conexa din figura 9.9 poate fi descompusa in doua
profilure inchise, suprafetele marginite de fibrele lor medii fiind Qi si € si
avand grosimile peretilor constante t1, t2 si ts. Pe fiecare contur inchis fluxul
7-1 este constant

2GEQ = j rds (9.50)

T, 0

Fig. 9.9. Sectiune multiplu conexd
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Pentru contururile inchise AEFD si respectiv BCFE se poate scrie
2GEY, =1,8 + 1.8,

(9.51)
2G), =1,S, — 1,5,

Pentru toate contururile inchise care formeaza sectiunea se poate scrie
M, =W, +7,W,, (9.52)

Pe peretele despartitor se considera ca fluxul de tensiuni este
.t —7.t
nt=nt -0t =>7,= ah=nh (9.53)
3

Din ecuatiile de mai sus rezulta tensiunile tangentiale si rotirea specifica

M St +Sqt, (Q1 +Q, )

T, = M

. 205,t6,Q% + 51,602 + st (Q, +Q, )]
=M St 2, + 534, (Q, +Q,)

" 25,07 + 5,502 + st (Q +Q,) ]
S2':191 — S1'[292

" 25,07 + 5,02 + st (Q, +Q,) ]

M, (1,88, +1,855, 15,5, ) + 2Q,5,5 1,

AGQ, 1,07 +SLLOZ st (O +Q,)

(9.54)

;=M

9.4. APLICATII

Problema 9.1

O bara de otel in consola, cu sectiunea din figura 9.10a, este supusa la
torsiune libera cu momentul M=3kNm. Sa se calculeze tensiunea tangentiala
T si rotirea specifica 8. Modulul de elasticitate transversala este G=8-10*MPa.

Rezolvare

n figura 9.10b s-a trasat si s-a cotat fibra medie. Se calculeaz suprafata
marginita de fibra medie Q, perimetrul acesteia s, precum si caracteristicile
geometrice l; si Wi
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Q2 =80-50 =4000mm?; s=2(80+50)=260mm

| _40% | _ 4-4000%-5
S 260

W, =20Qt; W, =2-4000-5 = 40000mm?

~1230769mm* (9.55)

|
& [
i e
| !
55| -t E—
|
!
v |
. 85 |
a)
|
[y ' L _________ i
: | i
i | |
50| -t 1
| | i
| | |
y ) e
- 80 -
b)

Fig. 9.10. Teavd dreptunghiulard (a) si trasarea fibrei medii (b)

Se calculeaza tensiunea tangentiala 7 si rotirea specifica 6

6
T= MX; T=3 104 =75MPa
W, 0
6
ezfz M, . 0= 43 10 =3,05-10°rad /mm  (9.56)
I Gl 8-10"-1230769

6 ~0,00175°/ mm=1,75°/m
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Unghiul de rotire al capatului liber al barei, la care se aplica momentul M, se
poate calcula cunoscand lungimea barei L

p=0-L (9.57)

Problema 9.2
O teava patrata se executa din tabla cu grosimea t, prin pliere si sudare pe
directia generatoarei. Dimensiunile exterioare ale tevii sunt 10t x 10t.

O portiune din aceasta teava, de lungime L>>10t, este incastrata la un capat
silibera la celalalt. La capatul liber se aplica un moment de torsiune M. Teava
este Tncercata in doua variante: Tnainte de sudare (grosimea fantei se
considera neglijabild) si respectiv sudata pe generatoare.

Sa se determine:
e raportul momentelor de torsiune maxime (capabile) pe care le poate
prelua teava executata in cele doua variante;

e raportul rotirilor maxime (la capatul liber) produse de aceste
momente.

Rezolvare

1. Teava nesudatd
Sectiunea este simplu conexa. Considerand grosimea fantei nula, se face
descompunerea in patru dreptunghiuri de laturi b=t si h=9t, tinand cont de
fibra medie (colturile suprapuse sunt marcate cu gri in fig. 9.11).

10t

10t| ot |- ---i- - - ===

Fig. 9.11. Teava pdtratd nesudatd
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Se calculeaza caracteristicile geometrice, momentul de torsiune capabil si

rotirea maxima pentru profilul simplu conex (SC):
ISC
t

4
1> =§9t-t3 =12t%; W =t =12¢°
M sC
T, = tgzp = Mtigip :\NtSC Ty
A (9.58)

M5 =12t% -7,

sc _ Mts.ccap L
Prax = T’(Sc

2. Teava sudatd
Pentru sectiunea dublu conexa se traseaza fibra medie (fig. 9.12).

ot

sudat

|
|
|
ot |--i-|----
i
|
|

Fig. 9.12. Teava sudatd

Se calculeaza caracteristicile geometrice, momentul de torsiune capabil si
rotirea maxima pentru profilul dublu conex (DC):

oo _ 4Q% _ 4(9t-9t)'t
‘ S 4-9t
W.P¢ =20t = 2.81t* -t =162t°

=729t"

(9.59)
M2 =162z,
o ML
max GItDC
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3. Comparatie intre doud cazuri
Se calculeaza rapoartele cerute

Mg,  162t°

e ~135
MG 12t°
e MPC L sc MDPC [sc 4 (9.60)
wmax — t.cap . Glt — t.cap . It :13 5 12t — 0 22
SC GI DC M sC L M SC I DC ! 729t4 !
Drmax t t.cap teap It

Concluzii:

1. Profilul dublu conex din acest exemplu (teava sudata pe generatoare)
poate prelua un moment de torsiune de 13,5 ori mai mare decat
profilul simplu conex (teava nesudata);

2. Sub actiunea acestui moment rotirea capatului liber al tevii dublu
conexe este 22% din cea a tevii simplu conexe.

3. In general sectiunile dublu conexe pot prelua momente de torsiune
mult mai mari si cu deformatii mult mai mici decét cele simplu
conexe.

4. Oride cdte ori este posibil se vor adopta sectiuni dublu conexe pentru
barele drepte solicitate la torsiune.

Problema 9.3

Sa se dimensioneze bara cu sectiunea din figura 9.13, stiind ca trebuie sa
preia un moment de torsiune M=0,2kNm si 1.=90MPa. Sa se calculeze
rotirea specifica, stiind ca G=70GPa.

16t

2t

5t

" >
-+

Fig. 9.13. Profil | nestandardizat
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Rezolvare

Sectiunea este simplu conexd. Deoarece descompunerea pe baza fibrei medii
nu este posibild Tn acest caz, se va proceda la o descompune Tn inima (tx12t)
si doua talpi (2tx5t). Se calculeaza caracteristicile geometrice ale sectiunii

l, =1[12t-t3+2.5t (2t |- 924
3 3 (9.61)
W, = I, : Wt=%t4vi—%3
B ax 3 2t 6
Din conditia de rezistenta se obtine
T= M, <z,; M, — <7,
92t
(9.62)

6
6M 1/60210 t>5,25mm; t, =6mm
921 92-90

Pentru valoarea adoptata (t=6mm) se calculeaza rotirea specifica

6
Gl, 710° 92.6 (9.63)

0 ~0,00412°/ mm; O=4,12°/m

Problema 9.4

O bara cu sectiunea din figura 9.14a este solicitata la torsiune libera. Stiind
ca tensiunea admisibila ta=50MPa, se cere sa se determine momentul de
torsiune maxim (capabil) Mc.cap pe care 1l poate prelua bara. Toti peretii au
grosimea de 10mm, cu exceptia peretelui despartitor, care are grosimea de
12 mm.

Rezolvare

Se traseaza fibra medie si se coteaza (fig. 9.14b).

Pentru sectiunea multiplu conexa se utilizeaza ecuatiile (9.54). Se calculeaza
marimile care intervin in aceste ecuatii, tinand cont de figura 9.9.
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a)
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L1040 | t=12 | | 1 s

: : =10, |

T v
b)

Fig. 9.14. Sectiunea transversald a barei (a) si trasarea fibrei medii (b)

s, =151-2+50=352mm; t =10mm; ©, =151.50=7550mm?
s, =51-2+50=152mm; t, =10mm; Q, =51-50=2550mm’ (9.64)
S, =50mm; t, =12mm

Pentru a determina momentul capabil se pune conditia ca tensiunea
tangentiala maxima sa nu depdseasca tensiunea admisibila. Deoarece toate
tensiunile din ecuatiile (9.9) au acelasi numitor, se cauta tensiunea cu cel mai
mare numarator. Tensiunea maxima nu poate fi 13, care contine o diferenta
la numarator. Pentru a gdsi tensiunea maxima se vor studia 11 si T2 din (9.9).
Deoarece ti=t,, al doilea termen de la numaratorul membrului drept al
tensiunilor 11 si 12 are aceeasi valoare. Rezulta ca primii termeni de la
numarator decid care tensiune este mai mare. Raportul acestor temeni este

s,t,Q,  152-7550

_ ~1,45 (9.65)
st.Q, 3522250
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Deoarece raportul (9.65) este supraunitar, rezulta ca tensiunea maxima
este 11

S,t,0 +S:t, (€, + Q)

7, =M, ; ; 5
2[5, 1, +st,t.Q0 +s.tt, (Ql + QZ) ]

(9.66)

Din lipsa de spatiu se calculeaza separat numardtorul si numitorul
membrului drept
St +5:t, (Q, +Q, ) =

152-12-7550+50-10( 7550 + 2550) ~ 18,82-10°

SLLO? +5HLQ2 +stt, (Q +Q,) = (9.67)
152-10-10-7550% +352-10-12- 2550% +

50-10-10(7550 + 2550)° ~1,65-10"

De unde
6
rlzlle-%lou; 7,=57-10°M, (9.68)
2-1,65-10
Conditiei
T,=1, (9.69)
fi corespunde momentul de torsiune maxim (capabil)
Mx.max = Mt.cap (970)
Se determina momentul de torsiune capabil
-6 T,
7,=97-10"M, , => M, =5,7-T
(9.71)

50

M cap = = 7.10° ~8,772-10°Nmm =8, 772kNm

Momentul de torsiune care incarca bara nu trebuie sa depaseasca aceasta
valoare.
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