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1.1

Notiuni de baza



Notiuni de baza

Rezistenta materialelor (denumita si Mecanica materialelor, sau Mecanica mediului
deformabil) este o disciplinad de cultura tehnica generala, al carei continut face trecerea de la
disciplinele fundamentale, fizico-matematice, catre cele ingineresti, caracterizate prin
specializari mai Inguste si adresabilitate precisa.

Pentru multe secole, dupa aparitia si sistematizarea preocuparilor stiintifice ale oamenilor
pentru studierea naturii, cunostintele lor despre mediul inconjurator au fost in primul rand
obiectul de studiu al fizicii; dezvoltarea tehnicii a condus apoi la aparitia unor discipline
specializate, desprinse direct din fizica, precum termotehnica, hidrotehnica, electrotehnica,
teoria mecanismelor s.a. Rezistenta materialelor este una dintre aceste discipline tehnice,

aflata in interdependenta cu cele de mai sus.

Disciplina cea mai apropiata de rezistenta materialelor este mecanica teoretica, cu care
imparte multe elemente — teoretice si de calcul - cum sunt notiunile din statica utilizate in
rezolvarea problemelor (preluarea gradelor de libertate, reazeme, reactiuni, ecuatii de

echilibru), sau cele privind caracteristicile de inertie ale sectiunilor plane.



Notiuni de baza

Rezistenta materialelor se diferentiaza totusi de mecanica prin cateva particularitati:
—ia 1n considerare solidul deformabil (mecanica are in vedere solidul rigid);
—trateaza fortele si momentele ca vectori legati (In mecanica erau vectori alunecatori);
—admite ca efectul unui sistem de for‘;e asupra unui corp solid nu este infotdeauna echivalent
! i, (ca In mecanica) cu al rezultantei sistemului;
A K3 i se reprezintda in doua variante Qreutatea
! L2 i proprie a unei bare verticale, fixatd la
|
i

capatul de sus — () prin forte axiale uniform
l 2 F=G  distribuite pe lungime, sau (b) ca forta
l concentratd  (rezultanta  distributiei) 1n
. centrul de greutate; in primul caz toate
q=G/L ! sectiunile transversale participa la deformare
: si se produc distantari intre oricare sectiuni
vecine; in al doilea caz jumatate dintre
(a) (b) sectiuni (cele de sub nivelul centrului de
greutate) nu sunt solicitate, deci nu se

deplaseaza fata de sectiunile vecine (ceea ce contrazice situatia din realitate);
—considerd ca fortele egale si de sens contrar nu se afla Tn mod permanent in stare de
echilibru (ca in mecanica tehnicd), ci numai pana cand se produce ruperea corpului pe

care fortele 1l incarca.




Notiuni de baza

Clasificarea corpurilor solide

Corpurile analizate in studiul rezistentei materialelor se grupeaza, dupa forma lor geometrica,
in trei categorii (avand relatii de calcul specifice):

a) Corpuri lungi — bare, fire, cabluri — au o dimensiune (“lungimea”) mai mare decat celelalte
doua, fiind caracterizate complet prin axa lor longitudinala (dreapta sau curba) si sectiunea
transversala (adica perpendiculara pe axa), element definitoriu pentru capacitatea corpului
de a rezista la solicitarile mecanice. Dupa destinatia lor, barele sunt foarte diverse si pot fi
solicitate la tractiune (tije, tiranti), comprimare (coloane, stalpi), forfecare (nituri, pene),
incovoiere (0sii, grinzi) sau rasucire (arbort).

b) Corpuri subtiri — placi, membrane, invelitori (vase, tuburi cu pereti subtiri, carcase,
cupole) — cu doud dimensiuni mari fata de cea de-a treia; caracterizate prin forma si
marimea sectiunii mediane si prin grosime (masurata perpendicular pe suprafata mediana).

¢) Corpuri masive — au toate cele trei dimensiuni de acelasi ordin de marime; pot fi bile, role,
tuburi cu pereti grosi, discuri de turbo-masini, blocuri de fundatii, batiuri de masini-unelte

s.a.m.d.



Notiuni de baza

Forte si momente

Se numesc forte vectorii care, aplicati asupra punctelor materiale, produc deplasari
(translatii) ale lor.

Spre deosebire de acestea, momentele (cuplurile de forte) sunt vectori care produc rotiri
(rotatii) ale partilor de corp pe care actioneaza; aceste rotiri au loc in jurul axei ce

reprezinta directia vectorului moment.

[n studiul rezistentei materialelor, fortele si momentele pot fi:
a) exterioare (de contur)
e sarcini — implicate de Indeplinirea rolului functional al piesei,
emasice — distribuite in tot volumul piesei (greutatea, fortele de inertie sau
electromagnetice);
e de legatura (reactiuni) — rezultate din interactiunile cu alte corpuri.
b) interioare (eforturi) — exprima inter-actiunea partilor unui corp solicitat intr-un mod

oarecare, fiind puse in evidenta prin sectionarea imaginara a corpului.



Notiuni de baza

Se reaminteste ca orice forta F, actionand la distanta b fata de un punct P, produce in
raport cu acel punct un moment; acesta este un vector, cu originea in P, orientat
perpendicular pe planul format de F si P,
avand sensul dat de regula burghiului drept;

a) Me(F) marimea acestui moment este

/ b Mp(F)=Fxb
F P (I) In acelasi fel, o fortd F produce un moment

fata de axa A cu care nu este paralela si nici
concurenta; pentru a-i calcula marimea, se

(A
°) R @ deseneaza un plan IT perpendicular pe axa A
Ma(F)=M5(F,) si proiectia F a fortei F pe plan.

Considerand intersectia axei cu planul in
punctul P, momentul fortei fata de axa este

P (1D
‘ M @) (F) = Mp (F1)




Notiuni de baza
Tipuri de incarcari (sarcini) (folosind trei dintre criteriile uzuale)

a. Modul de aplicare
—=>sarcini concentrate — se considera aplicate intr-un punct (in realitate sunt forfe/momente
distribuite pe suprafete foarte mici, incat se inlocuiesc definitiv prin rezultantele lor); se
masoara in [N], respectiv [N mm];
=sarcini distribuite
e uniform — cu intensitate constanta

e neuniform — cu intensitate variabila - liniar, parabolic, sinusoidal etc.
Sarcinile distribuite se misoari in unititi de fortd sau moment raportate la [m] sau la [m?], dupa cum se
repartizeaza pe axa unei bare (dreapta sau curba), respectiv pe o suprafata.

b. Modul de actiune in timp
—=sarcini statice — cu aplicare lenta, progresiva;
= sarcini dinamice — cu variatii de intensitate, viteza sau acceleratie
e aplicate prin socuri;
e cu intensitati variabile — periodic sau neperiodic.

C. Destinatia pieseli
= sarcini utile — rezultate nemijlocit din indeplinirea rolului functional,
= sarcini accesorii (de obicei nedorite) — forte de frecare, de inertie etc.



Notiuni de baza

Metoda sectiunilor

Este metoda prin care se studiaza evolutia solicitarilor pe lungimea unui corp solid, aflat in echilibru sub incarcari
oarecare. Se admite ca intensitatea solicitarii din orice sectiune transversald se exprima prin fortele si momentele
interioare (numite eforturi) ce pot fi evidentiate in acea sectiune.
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Prin sectionarea imaginard a corpului (ales, pentru simplitate, sub forma de bard) cu un plan normal la axa
longitudinala, plasat la distanta X de unul dintre capete, se obtin doua parti de corp care, in principiu, nu se
mai afla in echilibru: rezultanta fortelor si/sau momentelor ce actioneaza asupra lor difera de zero. Echilibrul
fiecareia dintre parti se poate reface prin introducerea, pe cele doua fete ale taieturii, a perechilor simetrice R
si M, reprezentand de fapt rezultantele eforturilor interioare din sectiunea respectiva a piesei.

Sursa dezechilibrului partilor de corp este indepartarea lor dupa sectionare, iar rezultantele exprima
efectele interactiunii celor doua parti, calculate prin sumarea incarcarilor situate de o parte, respectiv de
cealalta, fata de sectiunea X.
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Notiuni de baza
Tipuri de eforturi

Proiectiile rezultantelor R/M pe axele de coordonate sunt cele
sase tipuri posibile de eforturi din sectiunile transversale ale unei
bare solicitate intr-un mod oarecare (in rezistenta materialelor se
noteaza cu X tangenta la axa longitudinala a barei).

Efortul axial N(X) este suma algebrica a proiectiilor pe axa barei
ale fortelor aflate de o parte sau de alta fata de sectiunea x; tinde
sa deplaseze sectiunile pe axa (tractiune-compresiune); de obicei
se considera pozitiv efortul axial care intinde sectiunea X (adica
“iese” din sectiune) si negativ efortul de sens contrar.

Eforturile taietoare Ty(X), T.(X) sunt sumele proiectiilor, pe
axele y si z din sectiunea X, ale fortelor situate de 0 parte sau de
alta fatd de sectiune; tind sa produca “lunecari” reciproce ale
fetelor sectiunii (forfecare); sunt pozitive daca rotesc bara in sens
orar, fata de sectiunea X, in planele longitudinale care le contin.

Efortul de tip moment My(X), notat si Mi(X) este suma algebrica a momentelor, calculate fata de axa barei, ale tuturor
incarcarilor actionand de o parte sau de cealalta faid de sectiunea X; tinde sa produca rotiri reciproce ale sectiunilor
barei (rdsucire); deoarece nu exista o diferenta fizica intre rotirea unei sectiuni in sens orar si cea in sens antiorar, nu
se defineste un sens considerat, prin conventie, pozitiv al momentelor de rasucire.

Momentele perpendiculare pe axa barei, notate Miy(x) si Miz(x), sunt sume algebrice ale momentelor date, fata de
axele y si z din sectiune, de incarcarile aflate de o parte sau de alta a sectiunii X; tind sa produca rotiri (indoiri) ale axei
barei, in acea sectiune, in jurul axei pe care actioneazd momentul (fncovoiere); Se considerd pozitive momentele care
curbeaza “in sus” marginile barei fata de sectiunea X, in planul longitudinal perpendicular pe axa de indoire.

11



Notiuni de baza

Tipuri de solicitari

Este usor de imaginat ca prezenta simultana a sase tipuri de eforturi, in sectiunile pieselor uzuale, este
un fenomen rar; cel mai des acestea sunt doua sau trei, unul fiind predominant in calculele de
rezistenta. Se spune ca solicitarile aplicate corpurilor solide studiate in rezistenta materialelor sunt de
doud mari categorii:

e simple — in sectiunile piesei exista un singur tip de efort interior;

e compuse — macar intr-o sectiune apar cel putin doua proiectii nenule ale rezultantelor R si M.

Se poate discuta despre piese solicitate in mod tipic la tractiune - fire, lanturi, cabluri; — la
compresiune - stalpi, coloane; — la forfecare - nituri, suruburi, suduri; — la rasucire - arbori de
transmisie, spire de arc elicoidal; — la incovoiere - osii, arcuri de foi, grinzi cu sarcini transversale.

Precizari privind definirea eforturilor sectionale

Pornind de la concluzia ca eforturile exprima fizic interactiunea celor doua parti de bara pe care
sectiunea de calcul le separa, se intelege ca notiunea de efort sectional se poate asocia cu perechea
de forte sau/si momente, paralele, egale si opuse, care trebuie sd actioneze pe fiecare fata a taieturii
imaginare prin sectiunea de calcul, in asa fel incat cele doua fete ale taieturii sd nu se desparta intre
ele dupa sectionare.

Mai mult decat atat, din analiza tipului (sau tipurilor) de miscare prin care cele doud sectiuni
imaginare tind sa se separe se poate stabili felul eforturilor sectionale nenule din acel punct al barei
analizate: daca tinde sa se producd o translatie, atunci efortul sectional este de tip fortd, dirijata pe
directia respectivei translatii; analog, pentru o rotatie, efortul este de tip moment.
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Notiuni de baza

Notiunea de tensiune

Pentru a exprima cat de solicitatd este o piesa nu e suficientd marimea fortelor si momentelor aplicate ei -
intensitatea solicitarii depinde si de masa de material ce preia solicitarea, adica de forma si dimensiunile
piesei; apare necesara o marime relativa care sa evidentieze aceasta dependenta.

Considerand, pe o sectiune transversala a piesei, un element de arie dA, destul de mic pentru ca eforturile
interioare sa fie uniform distribuite pe suprafata lui, rezultanta lor dF va avea punctul de aplicare in centrul
de greutate al ariei dA; prin definitie, tensiunea din acel punct al piesei este:

Pmed =g a P= A0 da
Este o marime fundamentald in rezistenta materialelor, mai complexa ca forta (depinde si de orientarea
elementului de arie, in raport cu directia fortei); se obtin deci valori diferite ale tensiunii pe directii diferite,
in jurul unui punct P din volumul unei piese solicitate intr-un mod oarecare.

Sunt importante proiectiile tensiunii p - pe axa barei — tensiunea normalia (o) din punctul
P, respectiv pe sectiunea transversala — tensiunea tangentiala (t) din P; desigur ca intre
aceste componente exista relatia:

p2=g2+12

Tensiunea tangentiala are si ea doua componente, pe directiile axelor de coordonate din sectiune, notate txy
si Txz: primul indice arata axa perpendiculara pe sectiune, iar cel de-al doilea — axa paraleld cu respectiva
componentd a tensiunii.

13



Notiuni de baza

Unitatea de misura pentru tensiuni este cea a presiunilor, adica Pascalul, 1Pa=1N/m?; aceasti

unitate este foarte mica pentru ingineria mecanica, incat se lucreaza deobicei cu multiplul ei
1MPa=10°Pa=1N/mm?.

¢ Operatiile cu vectorii-forte se aplica componentelor tensiunii dupa inmultirea lor cu ariile pe care se
distribuie, ceea ce le transforma in marimi de tip forta.

¢ Ansamblul tensiunilor dintr-un punct al unui corp solicitat intr-un mod oarecare reprezinta Starea de
tensiuni din punctul respectiv.

Precizari privind notiunea de tensiune mecanica

Intrucat aceastd notiune este importanta in diverse tipuri de calcule ingineresti, este util de
observat ce au in comun relatiile de calcul (din capitolele ulterioare) prin care e stabilitd
marimea tensiunilor in cazul solicitarilor simple. Ca principiu, mdrimea unei tensiuni, intr-0
anumita sectiune a unui corp solid, se calculeaza impartind valoarea din acel punct a
efortului sectional care produce respectiva tensiune la 0 caracteristica geometrica a
sectiunii de calcul; in mod intuitiv se observa ca, pentru ca rezultatul acestei impartiri sa se
exprime in MPa (adica N/mm?), mirimea de la numitor va fi masuratd in mm? — daca efortul
de la numaritor este de tip fortd, dar in mm?® — daca efortul sectional este de tip moment!

Aceste observatii vor fi confirmate de relatiile deduse la solicitarile simple: marimea de la numitor va fi aria

sectiunii de calcul — pentru forfecare si solicitarile axiale, respectiv un modul de rezistenta al sectiunii — in
cazul solicitarilor de rasucire si de incovoiere.

14



Notiuni de baza

Deplasari si deformatii

Sunt notiuni de prima importantd, legate in mod direct
de considerarea solidelor ca deformabile; pentru
definirea lor este urmarita situatia punctelor din
volumul unui corp arbitrar, solicitat intr-un mod
oarecare: pe schita alaturata liniile punctate prezinta
aspectul dinainte de producerea solicitarii, iar liniile
continue — corpul deformat de incarcarile lui.

Se numesc deplasari schimbarile pozitiei punctelor
din corp, in urma deformarii lui sub o solicitare
oarecare; acestea formeaza doua categorii:

- deplasari liniare — distantele AA:1 sau BB1 dintre pozitiile ocupate de punctele respective inainte si dupa
producerea deformarii;

- deplasari unghiulare (rotiri) — unghiul dintre segmentele de dreapta AB si A1B1 determinate de doua puncte
din corp, inainte si dupa deformare.

Se numesc deformatii variatiile dimensiunilor geometrice in vecinatatea unui punct al corpului, ca urmare
a solicitarilor aplicate asupra lui; si acestea pot fi:
- liniare (alungiri sau scurtari) — modificarea distantei dintre doua puncte ale corpului; exemplu

AL = A1B1 — AB;
- unghiulare (lunecari) — modificarea unghiului dintre doua segmente din vecinatatea punctului dat.
Marimile liniare se masoara in unitati de lungime, iar cele unghiulare — in radiani sau, mai rar, in grade.
15
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Notiuni de baza

Pentru a se inlesni compararea deformatiilor a doua corpuri, se apeleaza la marimi relative

(adimensionale):

A

\ i

|

T

- lungirea specifica (¢) — raportul dintre deformatia
liniard absoluta si lungimea initiala

AL A,B,-AB
L AB

E =

- lunecarea specifici (y) — masura variatiei, dupa
deformare, a unghiului initial drept dintre doud plane
din corpul studiat; se considera pozitiva dacd unghiul
drept se micsoreaza.

Deformatiile specifice liniare (¢) si lunecarile specifice (Y)
reprezintd marimi fundamentale in rezistenta materialelor, prin

care se evalueaza tipul si nivelul deformatiilor unei structuri elastice, sub actiunea unei anumite solicitari.

Totalitatea valorilor deformatiilor specifice din jurul unui punct dintr-un corp solicitat formeaza starea de
deformatii din acel punct. Masurand, printr-o metoda oarecare, valorile deformatiilor specifice, se constata
ca se obtin rezultate diferite, dupa planul sau directia de masurare; din acest motiv, ele se exprima de obicei
prin componentele lor pe axele unui sistem de coordonate oarecare (cu originea in punctul considerat),
respectiv din planele determinate de aceste axe.

16



1.2

Raspunsul materialelor la
solicitarile mecanice



Raspunsul materialelor la solicitarile mecanice

Incercarea la tractiune aplicata metalelor

Relatia care exista, pentru un anumit material, intre tensiunile o si deformatiile specifice €
care le corespund, se analizeaza prin experimente de laborator numite incercari mecanice,
pentru metale cea mai importanta este incercarea la tractiune - ea se poate realiza inclusiv la
temperaturi ridicate sau scazute, dar aici se descrie testul efectuat la temperatura ambianta.

mecanice) prin intermediul a doua forte
egale Si) lz)puse, aplicate pe capeterz'l;e %////// &\\\\%

ingrosate ale probei si avand directia axei
longitudinale a acesteia.

Se solicita o proba cilindrica din materialul

studiat (numita epruvetd, la toate incercarile

Lo

A
v

Incircarea se realizeazi pe o masind pentru incerciri mecanice, avand actionare mecanica
sau hidraulica. Deformatiile epruvetei in timpul solicitarii sunt foarte mici, de ordinul a 103
mm si pot fi masurate doar cu aparate speciale, numite extensometre, sau cu traductoare
rezistive (numite si marci tensometrice), amplasate in portiunea mediana a probei.
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Raspunsul materialelor la solicitarile mecanice

Pe epruveta se marcheaza o zona “calibrata”, cu dimensiunile initiale do si Lo; pe parcursul
incercdrii se masoara forta de solicitare F (indicata pe display sau pe un cadran al masinii),
avand o crestere lentd, adica indeplinind conditiile unei incercari de tip static. in plus,
computerul prin care este comandatda masina traseaza graficul dependentei dintre forta F si
lungirea epruvetei AL = L - L.

Acest grafic variaza ca aspect in functic de materialul incercat, se numeste diagrama
incercarii la tractiune si aproximeazd, cu precizie mulfumitoare, evolutia dependentei dintre
tensiunile (c=F/A) si deformatiile specifice () ale epruvetei; este remarcabil ca, pentru
materialele omogene, aceste marimi sunt aproximativ uniforme in intregul volum al zonei
calibrate a probei, pana la un anumit moment al incercarii la tractiune.

Imaginea grafica propriu-zisa a dependentei dintre marimile relative ¢ si € este specifica
fiecarei clase de materiale, incat este denumita curba caracteristica a materialului (in acest
caz — la tractiune); ea ofera multe informatii privind proprietatile materialului, agsa cum se va
arita mai jos. In cazul unui material din categoria otelurilor moi, pe curba caracteristica se
pot deosebi mai multe zone, carora le corespund o serie de marimi importante pentru a
incadra metalul incercat intr-o anumita clasa si a-i Stabili utilizarile cele mai potrivite.

19



Raspunsul materialelor la solicitarile mecanice

Curba caracteristica a metalelor de duritate medie

Punctul O corespunde situatiei inifiale, in care & %
in epruv.e?ta nu eiusta .tensmm.(G:O) sboniclh ST T T T T T T T T T S T
deformatii (¢=0). In prima portiune cele doua =
marimi cresc simultan, dar viteza de crestere a
lui o este mai mare (graficul este mai apropiat de
axa tensiunilor); dependenta dintre cele doua +---= {
marimi este liniard pana in A, care corespunde
limitei de proportionalitate a materialului (op). i

Ordonata punctului B, pana la care materialul !
se comportd perfect elastic, adica dupa .
descarcare (indepartarea fortei) epruveta 1isi 3 !
recapatd lungimea initiald Lo, se numeste /imitd - Si(P) Sy =

- = =
de elasticitate (o). P e.]

Incepand din punctul C curba capiti tendinta
de a continua pe o directie aproximativ paraleld cu axa absciselor - se produce cresterea deformatiei fara ca
forta sa creasca In mod sensibil (materialul “curge”); incepe deformarea plastica a materialului, iar tensiunea

e
|
:&- 1

corespunzatoare punctului C se numeste /imita de curgere (cc).
Urmeaza o portiune crescatoare a curbei, fard proportionalitate intre cele doud marimi, care se termina in
punctul de maxim D, considerat limita de rupere (or) sau rezistenta la (rupere prin) tractiune a materialului
20



Raspunsul materialelor la solicitarile mecanice

testat. Dacd se opreste incercarea intr-un punct oarecare P € (C’D) si se urmareste evolutia epruvetei pe
parcursul scaderii fortei catre zero, se constatd ca descresterea celor doud marimi nu se face pe drumul urmat
la incarcare si nici pe directia normala la axa absciselor (PP’), ci dupa o linie (PO’) aproximativ paralela cu
zona elastica (OB) a curbei.

Aceasta aratd ca deformatiile inregistrate pe epruvetd nu sunt in totalitate reversibile, pentru cd din
deformatia specifica (et) existenta in starea de incarcare din punctul P dispare o cantitate (ee), numita
deformatie elastica, dar epruveta ramane cu deformatia gy — deformatie plastica (permanentd), adica are o
lungime mai mare cu (gp-Lo) fata de lungimea initiald. Daca aceasta epruveta se monteaza din nou in masina
pentru incercari si se reia solicitarea, se observa o evolutie o(¢) mergand, cu aproximatie, dupa segmentul
(O’P), indicand o zona cu deformare proportionala (elastica) a materialului, zona de lungime mai mare decat
portiunea liniara initiala (OA). Acest fenomen, marcand o modificare favorabila a calitatilor materialului, se
numeste ecruisare si este specific metalelor cu proprietdti mecanice moderate; se recomanda ca piesele
facute din astfel de metale sa fie supuse unei solicitari initiale (pre-incarcare) depasind usor limita lor de
curgere, inainte de a le fi aplicate incarcarile propriu-zise pe care trebuie sa le preia.

Cand se ajunge cu incarcarea epruvetei in apropierea punctului D, adica la valoarea maxima a fortei (Fmax),
se constatd ca intr-o anumitd portiune a epruvetei sectiunea ei transversald se micsoreaza (“gatuire”),
fenomen care se accentueaza apoi pana cand se produce ruperea; in acest timp forta aplicata se micsoreaza si
ea, conducand la un traseu descendent (DF) al curbei caracteristice. Este remarcabil ca aparitia gatuirii
inseamnd pierderea caracterului omogen al solicitarii, datoritd cresterii valorilor locale ale tensiunilor si
deformatiilor specifice In zona respectiva a epruvetei.
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Caracteristici mecanice ale materialului

Daca dupa rupere se aseaza cap la cap cele doud bucidti de epruvetd si se masoara lungimea
finala Ly a portiunii calibrate, se poate calcula alungirea specifica la rupere:

A =embo 1002 A 100 [%]
' I‘0 LO
In mod analog, notand S si S, ariile initiald si finald (calculate in functie de diametru) ale
sectiunii de rupere, se calculeaza gdtuirea specifica la rupere:.
SO _Su
Z=""""Y100 [%]
So

Despre valorile limita ale tensiunii, in standardul pentru incercarea la tractiune a metalelor
(ISO 6892-1:2015) se recomanda calculul lor prin impartirea valorilor corespunzatoare ale
fortei de incarcare nu la aria instantanee a sectiunii epruvetei, ci la aria initiald So, astfel ca
limitele teoretice ale tensiunii (o si o) sunt inlocuite prin niste marimi conventionale:

Limita de curgere R, = S—C [MPa]
0
. Fo
Limita de rupere R, = o [MPa]
0
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Legea lui Hooke

Este legea fundamentala a elasticitatii, enuntata prima data de matematicianul englez Robert
Hooke, intr-o carte din 1678; exprima dependenta dintre tensiuni si deformatiile specifice in
portiunea de inceput (zona liniara OA) a curbei caracteristice de tipul descris; fiind o
dependenta liniard, cu pornire din originea axelor, exprimarea ei matematica este:

c =E-¢
Modulul de elasticitate longitudinal

Este factorul de proportionalitate E (modulul lui Young), principala caracteristica privind
deformabilitatea (rigiditatea) unui material: dintre doua piese identice si solicitate la fel de
intens (cu tensiuni egale), mai mult se deformeaza cea din materialul cu modul mai mic; un
material este cu atat mai rigid cu cat are modulul E de valoare mai mare.

Deformatia specifica fiind o marime adimensionala, rezultd ca modulul de elasticitate are aceleasi unitati de
masura cu tensiunile o, adica [N/mm?] sau [MPa]; iata valorile medii ale modulului longitudinal (in GPa)
pentru cateva categorii de materiale uzuale:

oteluri laminate - 210; oteluri turnate - 175; fonte - 115+160; aluminiu - 70;

lemn — 1in lungul fibrelor - 9+12 — perpendicular pe fibre - 0,4+1

Trebuie spus cd doua grupe de materiale — otelurile si lemnul — respecta practic legea lui Hooke, celelalte
avand diagrame o(g) curbilinii pe toatd lungimea, de obicei fara discontinuitati pana la rupere.
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Particularitati ale materialelor care nu au limita de curgere

Pentru materialele a caror curba caracteristica la tractiune nu prezinta palier de curgere este
dificila definirea limitei de sus a domeniului elastic de deformabilitate; in mod obisnuit sunt
evidentiate doua categorii de astfel de metale, dupa forma zonei initiale a curbei lor

caracteristice:
N

Rpo2
Cc

Yoo

Yo

—l0,002«—

0,005

\
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a. cu zona elastica liniara - limita de clasticitate (notata Rpo2) Se stabileste (conventional)
ducand o paraleld la zona liniard, in punctul de pe axa deformatiilor care corespunde
unei lungiri specifice € = 0,002 (0 alungire de 0,2% din L) a epruvetei

b. cu zona elastica neliniara - metoda de mai sus nu se poate aplica; practica uzuala este
ca limita conventionalda de curgere (oc) sa fie valoarea tensiunii la care lungirea
specificd a epruvetei atinge un anumit prag, de obicei € = 0,005 (o alungire de 0,5% din
lungimea initiala Lo)

Fenomenul de contractie transversala —1 -

Alungirea barelor supuse la tractiune duce la scaderea
dimensiunilor transversale, proportional cu alungirea
specifica; marimea acestei deformatii perpendiculare pe
axa barei (contractie transversald) are relatia:

Er ——V-€

Factorul de proportionalitate v este coeficientul lui
Poisson, o alta constantd elastici a materialelor; in
calcule obisnuite se ia, pentru metale, valoarea v = 0,3; valoareca precisd se obtine
experimental, masurand deformatiile specifice de pe cele doua directii, pe suprafata
epruvetei solicitate la tractiune.
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Despre incercarea la rasucire aplicata metalelor

Curba caracteristica la rasucire reprezinta evolutia dependentei dintre tensiunile aplicate (t) si lunecarile
specifice (y) produse in epruvetd si este asemanatoare — pentru otelurile de duritate medie — curbei de
tractiune, dar avand zona de curgere mult mai intinsa.

Partea rectilinie initiala (OA) a curbei are ecuatia =Gy

care este legea lui Hooke pentru solicitarea de rasucire, constanta G fiind modulul de
elasticitate transversal al materialului.

T4 (Mt)

Curba caracteristica la rasucire pentru metalele tenace.
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Constante de elasticitate ale materialelor

Pe baza notiunilor prezentate anterior, se poate constata ca proprietatile materialelor
considerate omogene si izotrope, in domeniul deformarii lor de tip elastic (reversibil),
sunt caracterizate prin trei constante de elasticitate: modulul longitudinal E, cel
transversal G, respectiv factorul de contractie transversala v; in cadrul teoriei
clasticitatii se poate demonstra ca intre valorile acestor constante exista relatia

E

G= 2 (1+ V)

ceea ce aratad ca numai doud dintre ele sunt independente (dacda se cunosc valorile a
doud dintre constante, pentru un anumit material, valoarea celei ramase poate fi
stabilitd din aceasta relatie).

Observatie: Pentru materialele neomogene si anizotrope (care au proprietati diferite in
directii diferite din volumul lor), cum sunt in mod tipic materialele compozite, numarul
constantelor elastice creste, proportional cu gradul de anizotropie a proprietatilor, iar relatiile
dintre aceste constante cresc si ele in complexitate.
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Posibilitati de a influenta proprietatile materialelor

Este posibil sa fie modificate , in anumite limite, aspectul curbelor caracteristice si valorile
caracteristicilor mecanice ale materialelor, facand modificari potrivite in privinta a doua
categorii de factori, caracterizati astfel:

a) factori cu influenta aparenta
= dimensiunile epruvetelor — pentru sarmele subtiri se obtin, la metale, rezistente la
rupere mai mari decat in cazul epruvetelor normale;
® viteza de aplicare a incarcarii — cu cat forta se aplica mai lent, cu atat rezistenta
la rupere scade, iar alungirea creste;

b) factori cu influenta reala
» temperatura de lucru — pentru oteluri, rezistenta mecanica creste la temperaturi
scazute, iar deformabilitatea scade, adica se constata fragilizarea materialului; la
temperaturi ridicate — cresc alungirea si gatuirea la rupere, dar scad limita de
rupere si modulul de elasticitate;
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= tratamentele termice — operatii tehnologice prin care se induc in materialul unor piese
(metalice) modificari de microstructura, strict controlate, urmarind optimizarea unor
proprietati ale materialului;
® timpul de functionare a pieselor — pentru piesele mentinute sub solicitare un timp lung,
se produce cresterca lentd a deformatiilor (fenomenul de fluaj), respectiv micsorarea
(relaxarea) tensiunilor din material;
® ecruisarea — cresterea unor caracteristici de rezistentd in urma unei incarcari mecanice
moderate, aplicate inaintea solicitarii propriu-zise.
Este interesant ca valorile caracteristicilor de rezistenta si de deformabilitate ale
materialelor metalice sunt influentate sensibil de eventuale impuritati structurale,
sau de diverse tratamente termice sau mecanice pe care materialul le-a avut de
suportat; in schimb, valoarea modulului de elasticitate nu este afectatd de astfel
de factori! Pe aceastd bazd se admite, de exemplu, cd pentru majoritatea
categoriilor de oteluri, indiferent de prezenta in structura lor a elementelor de
aliere, modulul E are aproximativ aceeasi valoare (210GPa).
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Energia potentiala de deformare elastica

Pe masurd ce se produc deformari ale uner bare, sub incarcarile ei, consumul de lucru
mecanic duce la acumularea 1n bara a unei energii potentiale de deformare; aceasta energie se
clibereaza la descarcare (reversibilitatea deformatiilor), daca solicitarea nu trece de limita de

elasticitate a materialului barei.

Daca in urma incarcarii si descarcarii complete a unui corp
solid, intr-un proces reversibil de deformare mecanica,
variatia energiei potentiale a corpului este nuld, atunci
sistemul format din corp si incarcarile aplicate asupra lui se
numeste conservativ (nu implica “pierderi” de energie).

Se imagineazd o bara cilindrica solicitatd la tractiune prin
forta axiala crescatoare F(0), care lungeste bara cu cantitatea
totala AL; lucrul mecanic efectuat de forta exterioara cand se

Aforta
F
F(8) b
5 AL >
0 A8 deformatie

deplaseaza pe o distantd elementara dé se va numi lucru mecanic elementar, calculat din
relagia:  dL = F(8)-dé incat lucrul mecanic total se obtine prin integrare:

AL
L= [dL=[F(3)-d5
AL 0
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Diagrama figurata arata ca integrala se interpreteaza geometric ca aria suprafetei aflate intre
graficul dependentei F-8 si axa absciselor. Fiind vorba despre domeniul elastic al
deformabilitatii materialului barei, in care dependenta dintre cele doua marimi este /liniara,
lucrul mecanic de deformare va fi aria triunghiului de sub grafic.

Rezulta ca lucrul mecanic necesar pentru deformarea barei in modul descris va fi:
F-AL
2

L=

O discutie similard se face pentru solicitarea cu un moment concentrat crescator, de valoare
maxima M, careia 11 corespunde deformatia unghiulara maxima A¢ a barei, in sectiunea
unde actioneaza momentul M; lucrul mecanic de deformare va fi:
M- Aop

2

In cazul cel mai general, in care atat sarcinile exterioare cat si deplasdrile si rotirile sunt date
(ca in expresia de mai jos) prin proiectiile lor pe axele unui sistem tri-axial de coordonate, pe
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baza ipotezei privind proportionalitatea intre sarcini si deformatii (de unde deriva principiul
suprapunerii efectelor) efectele solicitarilor nu depind de ordinea aplicarii lor, iar expresia
globald a lucrului mecanic exterior poate fi scrisa astfel:

L. :%Z(Pixui +IDiyVi +PizWi)+%Z(ij(ij+ij(Pjy+sz(sz)

]

Pe de alta parte, pentru un corp elastic aflat in repaus lucrul mecanic al sarcinilor exterioare
ce actioneaza asupra lui (impreund cu care formeaza un sistem conservativ) este egal ca
marime cu energia potentiala de deformare acumulata in corp:

L. = U

e

Cele doua expresii matematice de mai sus sunt cunoscute, in rezistenta
materialelor si in teoria elasticitatii, drept teoremele lui Clapeyron.
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Proprietati ale materialelor observabile pe curba lor
caracteristica la tractiune

a) Tenacitatea sau fragilitatea

Materialele care pot suporta tensiuni situate peste limita lor de curgere (asa cum sunt
otelurile de duritate medie, a caror curba caracteristica a fost descrisa anterior) se
numesc tenace; opuse lor sunt materialele fragile, care nu prezinta gatuire a epruveteli,
nici zona de curgere pe curba caracteristica, iar deformatiile lor pana la rupere sunt
foarte mici. Ca regula generala se spune despre un material ca este fragil atunci cand
alungirea lui la rupere nu depaseste valoarca de 5% din lungimea initiala a epruvetei
(adica are lungirea specifica de cel mult € = 0,05).

b) Posibilitatea de producere a ecruisarii
Indicata de prezenta zonei ascendente de pe curba, dincolo de limita de curgere, este un
fenomen specific metalelor tenace; larga lor utilizare in ingineria mecanica si in
constructii este cauzatd tocmai de capacitatea unica a acestor materiale de a suporta, in

domeniul de plasticitate, incarcari mecanice ce pot fi chiar crescatoare.
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c) Elasticitatea sau rigiditatea

Dupa cum rezulta din expresia de mai sus a legii lui Hooke, modulul de elasticitate
poate fi aproximat prin panta (tangenta unghiului de inclinare) de pe portiunea de
inceput de pe curba caracteristica de la solicitarea respectiva, deci un material va fi cu
atat mai rigid cu cat zona initiala liniara de pe curba este mai abrupta.

d) Capacitatea de a acumula energie potentiala de deformare
Aceasta cantitate de energie, egald cu lucrul mecanic consumat pentru deformarea unei
epruvete, are o marime proportionala cu aria domeniului cuprins intre curba
caracteristica si axa absciselor, fiind cu atdt mai mare cu cat curba caracteristica este
mai intinsd. Se poate spune deci ca o alta caracteristica definitorie pentru materialele
tenace este capacitatea lor de a absorbi o cantitate mare de energie inainte de ruperea
prin tractiune.

e) Plasticitatea
Este proprietatea unor materiale de a fi deformate plastic, adica nereversibil, capacitate
cu atdt mai pronuntata cu cat partea din curba caracteristica aflata dupd zona de
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curgere este mai intinsi. In acest sens se vorbeste despre ductilitate — cuantificarea
nivelului de deformare plasticd pe care un material o suporta inainte de a ceda sub
actiunea unei anumite solicitari mecanice.

Deformabilitatea dincolo de zona elastica nu este in mod special elocventd pentru
materialele din care se fabrica piese de masini (care trebuie sa fie solicitate sub limita
de curgere a materialului), dar este importanta in cazul prelucrarilor prin deformari
plastice. Acestea se pot realiza “la rece”, deci la temperatura ambiantd, pentru
materialele cu deformabilitate mare, sau “la cald”, pentru alte materiale.

Se poate intelege cd incercarile mecanice aplicate materialelor furnizeaza
informatii detaliate si precise privind categoria in care trebuie sa fie Incadrat materialul
testat si valorile unor proprietati ale sale (numite caracteristici mecanice sau elastice);
pornind de la aceste informatii se pot face calcule de rezistenta (necesare in activitatea
inginereasca), se poate stabili daca materialul este utilizabil intr-o anumita aplicatie,
sau se poate prognoza modul in care o piesd sau o structurd confectionatd din acel
material va raspunde unei anumite solicitari.
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Ipoteze de baza folosite in rezistenta materialelor

La modelarea solicitarilor mecanice se folosesc ipoteze simplificatoare asupra structurii si
comportarii materialelor, cele mai importante fiind urmatoarele:

O Ipoteza mediului continuu — orice material este un mediu fara discontinuitati, omogen,
ocupand intregul spatiu reprezentat de volumul sdu; este apropiatd de realitate pentru
materialele amorfe, dar aproximativa pentru cele cristaline.

¢ Ipoteza izotropiei — incercari efectuate pe orice directie din material conduc la aceleasi
constante elastice (E, G, v), proprietati mecanice, electrice s.a.m.d.

O Ipoteza elasticitatii perfecte — apropiata de realitate, materialele fiind solicitate de obicei
sub limita de elasticitate, incat deformatiile lor sunt reversibile.

O Ipoteza deformatiilor mici (fatd de dimensiunile corpurilor) — aratd ca ecuatiile de
echilibru se pot scrie la fel, pentru corpul deformat si nedeformat, deoarece directiile fortelor
si distantele dintre ele nu se modifica in urma deformarii; in expresiile matematice care
includ valori ale deformatiilor, termenii ce contin puteri ale acestor valori pot fi neglijati (ca
“infiniti mici de ordin superior™).

O Ipoteza relatiei liniare intre eforturi §i deformatii — conduce la principiul “suprapunerii
(independentei) efectelor” incarcarilor, care permite simplificarea calculelor si poate fi
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aplicat in toate cazurile in care existd o relatie liniara intre doud marimi fizice (pentru
materialele liniar-elastice, acestea exista intre forte si deplasari, intre momente si rotiri, dar si
intre tensiuni si deformatii specifice); este utild si pentru extinderea aplicabilitatii relatiilor de
calcul deduse pentru materiale elastice, in cazul materialelor care nu respecta legea lui
Hooke.

¢ Principiul lui Saint-Venant — la distanta suficienta de locul de aplicare, efectele a doua
forte de aceeasi intensitate sunt aceleasi, chiar daca ele sunt aplicate Tn mod diferit
(concentrat sau distribuit).

0 lIpoteza lui Bernoulli — o sectiune plana si normala _ A l F
la axa unei bare, inainte de deformarea ei printr-0 __““‘A“' .
solicitare, ramane plana si perpendiculara pe axa si ———— N
dupa deformare; ipoteza se respecta riguros la Ba Fé

tractiune, dar si la rasucirea barelor de sectiune
circulara; ea aduce simplificari in analiza distributiei tensiunilor pe sectiunile barelor, mai
ales la incovoiere, fata de calculele din teoria riguroasa a elasticitatii.

O Ipoteza starii naturale — pentru un corp, o rezemare si un sistem de sarcini date, starea de
tensiuni si deformatii este unica (adica se neglijeaza eventualele tensiuni remanente din
materialul piesei).
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Criterii de calcul

Rezolvarea problemelor de rezistenta materialelor se face diferit, dupa criteriul folosit in
analiza comportarii sub solicitare a piesei analizate; aici se prezinta cele trei criterii de baza
folosite in aceste analize.

A. Criteriul de rezistenta - Sc admite cd o piesa e realizata corect daca tensiunile efective
din ea nu depasesc o valoare /imita numitd rezistentd admisibild (notata ca, resSpectiv ta)
stabilita conventional, {inind seama de particularitafile solicitdarii s1 de caracteristicile
mecanice ale materialului ei; relatia de calcul a criteriului se scrie:

Cer (X) <o, (%)

Notatia o este utilizata in sens generic si poate fi inlocuitd prin T — pentru solicitarile
caracterizate prin predominanta tensiunilor tangentiale.

Valoarea rezistentei admisibile a unui material este specifica fiecarui tip de solicitare si se
defineste in raport cu o stare limita de pe curba lui caracteristica la solicitarea respectiva;
acea stare limita e consideratd periculoasa pentru material si nu trebuie atinsa in functionarea
piesei calculate; se adopta un coeficient de Siguranta ¢, mereu supraunitar, proportional cu

distanta care se impune a fi pastrata fata de starea limita.
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Coeficientii de siguranta uzuali pentru piesele de masgini au (in principiu) valori cuprinse
intre 1,3 si 4; valoarea potrivita unui caz anume se alege dupa tipul de solicitare, domeniul de
utilizare si importanta piesei in ansamblul din care face parte.

Definirea rezistentelor admisibile depinde de felul solicitarilor:
—pentru solicitarile statice, se definesc in raport cu
c

— - C
* limita de curgere, pentru materialele tenace G, = S
(¢)

-

* |limita de rupere, pentru materialele fragile G, = e
Calculele bazate pe criteriul de rezistenta pot avea in vedere trei aspecte distincte:
—=dimensionarea piesei — calculul dimensiunilor minime pentru care piesa preia in mod
corect incarcarile pe care trebuie sa le suporte;

—verificarea piesei — confirmarea alegerii corecte a dimensiunilor ei, care trebuie sa
conducd, in toate sectiunile, la indeplinirea conditiei (2.9);

—calculul incarcarii maxime admisibile a piesei (forta capabilia) — pentru ca tensiunile sa se
mentind in limitele permise.
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B. Criteriul de rigiditate — O piesa este corect realizata daca valorile maxime ale
deformatiilor sale (8¢t max), SUb actiunea incarcarilor pe care le preia, nu depasesc valoarea
limita admisibila 8a corespunzand functionarii ei stabile si reversibile.

Exprimarea matematicd a criteriului este:
6efmax X) < 8a (**)

C. Criteriul de stabilitate — Exprima necesitatea ca stabilitatea elastica a piesei calculate sa
se mentind pe parcursul preludrii incarcarilor ei; se concretizeaza in conditia ca valorile
efective ale fortelor, respectiv ale tensiunilor din piesa sa se afle la distantd de anumite
valori-limita, numite critice si notate F¢, respectiv o

Folosind un coeficient de siguranta specific aplicatiei concrete, relatiile de calcul ale
criteriului se scriu:

I:cr G
Sau O o max (X) =

F _tr
C C

ef max

(G 3k 3k)
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Solicitari de intindere si comprimare aplicate barelor drepte

Principalele elemente de calcul

Numite si solicitari axiale, intinderea (tractiunea) si comprimarea sunt similare intre ele si se produc in
barele incarcate cu forte dirijate pe axa lor longitudinala; efectul produs in bare este deplasarea (apropierea
sau indepartarea) reciproca a sectiunilor transversale; se spune ca barele capata alungiri, respectiv scurtari.
Tensiuni si deformatii specifice

Pe o bard prismaticd se traseaza linii longitudinale si
transversale, ochiurile retelei fiind patrate; aplicand la
capetele barei forte egale si contrare si analizand forma
dupa solicitare se observa ca:

—Bara se alungeste cu AL = L;—Lg

—Apare o contractie transversala, iar
patratele retelei devin dreptunghiuri,
alungite pe directia solicitarii, adica in bara
se produc numai tensiuni de tip normal o si
deformatii specifice liniare ¢ (lungiri
specifice). . Ly X

—=Sectiunile care initial erau plane si
perpendiculare pe axa barei isi pastreaza aceste caracteristici dupa producerea
solicitarii, chiar daca se deplasecaza de-a lungul axei, adicd este respectata la
deformare ipoteza lui Bernoulli, discutata anterior.

AT
ym

Lo

A
\

AT
Yym
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Se poate spune ca, macar in domeniul deformatiilor elastice si proportionale cu forta
aplicata, deformarea este uniforma in intregul volum de material, pentru o portiune de
sectiune constanta si cu incarcare constantd pe lungimea ei L, de pe o bara oarecare
solicitata axial:

e(X)=ct. (V)x e(0,L)

Avand in vedere presupunerea facuta, precum ca nu se depaseste, prin solicitare, limita
de proportionalitate a materialului, inseamna ca este respectata legea lui Hooke, adica
Se poate scrie ca:

o(X) = E-e(x) =ct. (V)X € (0,L)

Prin urmare, solicitarea de tractiune (respectiv de comprimare) produce, intr-0 astfel de
bara (si in domeniul de elasticitate al materialului ei), 0 distributie uniforma a
tensiunilor si deformatiilor specifice, adicd o stare omogend de tensiuni si de
deformatii. Este singura solicitare simpla care prezinta aceasta caracteristica, ceea ce
explica importanta acordatd 1Incercarii la tractiune a materialelor, precum si
multitudinea de concluzii rezultate din efectuarea ei.
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Calcule bazate pe criteriul de rezistenta

Daca se imagineaza un element din volumul barei, marginit de doua sectiuni transversale
vecine, bara fiind solicitata la tractiune, se poate admite ca pe una dintre sectiuni actioneaza
efortul axial N(x), echilibrat pe cealalta sectiune transversala de totalitatea tensiunilor c(x),
actionand in toate punctele sectiunii respective. Tinand seama ca tensiunile o(X) se distribuie
uniform pe suprafata A(x) a oricarei sectiuni a barei, se poate scrie urmatorul sir de egalitati:

NX) = [o(x) dA = o (x) [dA = o(x)-A(X)

Se ajunge astfel la relatia folosita pentru calculul tensiunilor efective din sectiunile barei:
N (x) MP
X) = —— a
Gt ( A (X) [ ]
De aici se obtine conditia de rezistenta pentru bara studiata:
G ef max (X) < G4 (*)

oa flind, asa cum s-a aratat anterior, rezistenta admisibila la tractiune a materialului sau,
daca materialul rezistd diferit la tractiune si compresiune, rezistenta admisibild pentru
solicitarea din sectiunea periculoasa a barei.
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Conditia de mai sus se va scrie in sectiunea solicitata cel mai puternic (aceea in care
tensiunea are valoarea maxima) — numita si sectiune periculoasa (sau periclitata) a barei si

care este stabilita din diagrama (variatiei) tensiunilor axiale o(x), pe lungimea barei
considerate.

Asa cum de asemenea s-a mai aratat, in ingineria mecanica calculele de rezistenta se pot
face urmarind trei aspecte:

a) Verificarea proiectirii corecte a piesei, adica respectarea inegalitatii (*);
daca sensul inegalitatii nu se respectd, se mareste treptat aria efectiva a
sectiunii de calcul, pana la obtinerea rezultatului dorit.

b) Aflarea forfei maxime suportabile de bara studiata, numita forta capabila:
Ncap = Aef (X)'Ga = Nef (X) (V)X E[O, I—]

c) Dimensionarea piesei, adica stabilirea dimensiunilor minime necesare ale
sectiunilor transversale:
N (x)
Apec = p < Ag (%) (V)x €[0,L]

a
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Calcule bazate pe criteriul de rigiditate

Pentru calculul deformatiilor si deplasarilor in barele solicitate axial, pe baza legii lui Hooke
si a definitiilor (anterioare ale) tensiunilor o si deformatiilor specifice g, se poate scrie ca:
c(X) - o0(x) 1 N(X) N(x)-x

=g x TEAM  “WTaAxE

Regula de calcul
Deplasarea unei sectiuni arbitrare X este determinatd numai de deformarea partii de bara
situatd Intre acea sectiune si capatul fixat al barei (sau unul dintre capete, daca ambele sunt
fixate); ca urmare, deplasarea se calculeaza ca suma algebrica a deformatiilor regiunilor
delimitate pe respectiva portiune de bara.

Consecinte
1. Dacd pe un tronson de bara sunt constante marimile N(x)=N si A(x)=A, atunci
deformatia lui totala, adica deplasarea reciproca a capetelor tronsonului se scrie:

L
Al = ~ [mm]

2. Daca pe o regiune a barei se produc variatii (dupa functii anumite, de variabila x) ale
celor doua marimi, atunci deplasarea sectiunii arbitrare de pe acea regiune, in raport cu
originea considerata a lui X, se calculeaza din relatia urmatoare:
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¢ N(x) dx

d(x) =
J; A(x)-E

3. Cum rezulta din aceasta integrald, dacad aria A(X) este constanta pe portiuni ale barei
(adica variaza in trepte pe lungimea ei), atunci gradul functiei deplasarilor XX) este cu
o unitate mai mare ca al functiei N(x); aceasta usureaza studiul si trasarea diagramei
deplasarilor 5(x), in problemele in care se impune acest lucru.

4. Daca tema de proiectare precizeaza valori limita (admisibile) ale deformatiilor
absolute (Al) sau relative (¢) ale barei, atunci se fac calcule bazate pe criteriul de
rigiditate si care pot fi:

i N-L O e max (X
a) de verificare Al =——<Al, [mm] sau €4, (X)=ef—()S8a nm
AE E m
y . AEAl
b) de forta capabila N (X)<N, = 3 sau N, (X)<N_, =AEeg,
: : N (X)-L N, (X
c) de dimensionare Ay (X)2A N )L sau A, (X)=A,. _Ny (9
E-Al, Ee,

5. Produsul (E-A) este rigiditatea axiala (modulul de rigiditate) a(l) barei studiate.
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. Al A-A
Calculul la strivire

i ca ic | bot
Atunci cand se aplicd 0 comprimare pe @F /sa 0

suprafata de contact dintre doua
corpuri, trebuie sa se evite distrugerea
celor doua suprafete prin fenomenul de
strivire. In aceasta situatie calculul de
rezistenta impune limitarea presiunii
efective de contact, valoarea limita fiind
presiunea admisibila a celul mai putin
rezistent dintre cele doua materiale,
dupa relatia: A

Pef str < Pastr ) !

Fenomenul se produce, in mod tipic, in cazul tablelor imbinate prin nituri sau suruburi, iar
un caz special este contactul, pe suprafete semi-cilindrice, dintre table si aceste elemente de
imbinare; un exemplu similar este contactul rola-sabot, unde echilibrarea fortei active F se
realizeaza prin fortele distribuite uniform  p(a) = Pefsir = Ct.

@d

d

Suprafata de contact, de forma semi-cilindrica, are marimea Ay =7 > g
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Solicitari de intindere si comprimare aplicate barelor drepte

Considerand fortele distribuite dirijate normal la suprafata de contact, adica radial, echilibrul
fortelor pe verticala se scrie: F= j p(o)-cosa dA
A

in care factorul p(a) este constant si se extrage in afara integralei; notand ds elementul de
arc de pe conturul sectiunii transversale a rolei, aria elementara din integrala de mai sus va fi:
dA=g-ds=g-rda=g-(d/2) da

iar aria de strivire “de calcul” se determina din relatia de sus, astfel:

= 2 2
Aicu = = J.COSOLdA = ZI(COSOL)gngL =g-d ICOSadoc
ef str A 0 0

Cum integrala ramasa de calculat are valoarea 1, rezulta aria Acacu = g-d; aceasta este
sectiunea “longitudinald” (diametrald) a portiunii din rold pe care se produce contactul (aria
vizibila 1n sectiunea A-A din desenul de mai sus).

Observatie importanta: Contactul real nu conduce la aparitia unei presiuni uniforme intre
cele doua piese (de cele mai multe ori au loc concentrari locale de tensiuni) si nici la dirijarea
pe directii strict radiale a componentelor p(a)! Calculul prezentat este insa “acoperitor”,
deoarece foloseste 0 arie efectiva de contact mai mica (aproximativ cu 30%) decat aceea
ideald (g-d < m-g-d/2), deci presiunea calculata va fi mai mare decat aceea efectiva.
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Rezolvarea problemelor static nedeterminate

Numarul n al necunoscutelor suplimentare din aceste probleme reprezinta gradul nedeterminarii sistemului
studiat, iar rezolvarea problemei presupune sa fie gasite N ecuatii care sa contina acele necunoscute, in plus
fata de ecuatiile de echilibru ale sistemului respectiv - analizdnd deformatiile din sistem, sau folosind
proprietatile sistemelor ¢lastice, in legatura cu energia lor potentiala de deformare (teoremele energetice).

Probleme static nedeterminate privind bare si sisteme de bare solicitate axial

Sunt probleme de mai multe tipuri, iar pentru rezolvare se
scriu ecuatii suplimentare de legatura intre necunoscute si 1 _F> 2

R . A e S -~
incarcarile exterioare, exprimand conditii sau limitari ale H, “é“ ‘é“Hz
modului cum se deformeaza barele, sau aplicand teoreme si | a b |
metode energetice. F g g

1. Bare cu capetele fixate

Capetele barei nu se pot deplasa axial, de exemplu pentru rezemarea articulata in 1 si 2 din figura; singura
ecuatie de echilibru semnificativa este a proiectiilor de forte pe axa barei: Hi+H>,=F

Ecuatia contine doua forte necunoscute, incat problema este simplu static nedeterminata; a doua ecuatie se
poate obtine exprimand conditia ca deformarea totald a barei (suma lungirilor celor n regiuni) sa fie nula
(distanta dintre capete nu se poate modifica):

4 LON(x;)-L;
ALy = ;ALi = Z]; A((Xl))E

Pe de alta parte, ecuatia suplimentara se poate scrie si aplicand una dintre metodele energetice
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Rezolvarea problemelor static nedeterminate

2. Bare cu dilatare termica impiedicata A o, E
O bara prismatica de lungime L si sectiune A, din \\.

metal cu modul de elasticitate E si coeficient de H
dilatare termica o, e fixatd axial la capete. La 0 N ! ‘%“ T
crestere de temperatura At, ea tinde sa se dilate; R D :
daca dilatarea s-ar produce doar axial (celelalte L AL|
dimensiuni crescand neglijabil de putin), cresterea -~

lungimii ar fi:  AL' = ou-L-At

A
\i

in fapt, distanta dintre capetele barei nu se poate modifica; se poate imagina ci aceasta se intAmpld pentru
ca reazemele introduc fortele axiale H, egale intre ele (conform echilibrului fortelor axiale), comprimand
bara cu cantitatea AL™, deformatie de tip mecanic calculata folosind relatia obisnuita.

Observand ca, pe toata bara, efortul axial este N(x)=H=ct. se obtine:
N(L  H-L
AL" = =
E-A(x) E-A

Lungimea barei nu se schimba dupa incalzire, deci AL'=AL™ , iar folosind relatiile de mai sus se
ajunge la determinarea fortei care solicita bara:

H=E-A-a At
Este de remarcat lipsa lungimii L din aceasta relatie. Forta H este constantd pentru toate sectiunile
transversale si nu este influentata de lungimea barei!
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Rezolvarea problemelor static nedeterminate

Tensiunile din piesa sunt constante in intregul ei volum, avand marimea:

H
o(x) = 5 = E-a-At

Conditia de rezistenta se scrie: E-a-At < o,
De aici se calculeaza, de obicei, diferenta de temperatura pe care o poate suporta o bara, in conditii de
siguranta.

Exemplu numeric: Pentru o bari ca mai sus, cu E=2,1-10°MPa, 0=1,2-10° grd? si a=150MPa, si se
calculeze pana la ce temperatura din timpul verii bara nu este periclitata, cunoscand ca a fost instalata
iarna, la temperatura de -20°C.

Din conditia de rezistenta de mai sus rezulta:

G, 150MPa
At < - 5 -5 -1
E-a 21.10°MPa-1,2-10"grd

= 59,5grd

Prin urmare bara poate suporta, in siguranta, temperaturi de pana la aproximativ 40°C. Daca se doreste
Cresterea temperaturii maxime, atunci trebuie schimbat materialul din care se confectioneazd bara,
alegand una sau mai multe dintre urmatoarele variante: rezistentd admisibila mai mare, modul de
elasticitate mai mic sau/si coeficient de dilatare mai mic.

Trebuie observat ca in conditia de rezistentd nu apar in vreun fel dimensiunile barei, deci acestea nu
influenteaza comportarea piesei in conditiile date!
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Rezolvarea problemelor static nedeterminate

Teoreme energetice: Teoremele lui Castigliano

Daca se considera un sistem elastic incarcat cu forte si momente exterioare, sunt adevarate
urmatoarele enunturi:

1. Derivata expresiei energiei potentiale de deformare inmagazinata in sistem, in raport
cu forta concentratd F; ce actioneazd in punctul P al sistemului, este egala cu deplasarea
lui P, pe directia si in sensul fortei Fi.

ou

Pl

2. Derivata expresiei energiei potentiale de deformare inmagazinatd in sistem, in raport
cu momentul concentrat M; ce actioneaza in P, este egald cu rotirea (pe directia si in
sensul momentului M;) a sectiunii duse prin P.

ou P

oM, " ¢ (P)
Daca rezultatele acestor calcule sunt pozitive inseamna ca deplasarea, respectiv rotirea

ce formeaza obiectul calculului se produc in sensul in care actioneaza sarcina
concentrata in raport cu care se face derivarea.
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Metode energetice

Au fost dezvoltate si anumite metode de calcul, numite tot energetice, folosite la stabilirea deplasarilor si la
rezolvarea nedetermindrilor din sistemele elastice, care trebuie sa fie conservative (fara pierderi de energie
prin frecari sau degajare de caldurd), iar solicitarile sa nu depaseasca domeniul elastic al deformabilitatii
materialelor ce apar in constructia sistemului.

Metoda Mohr-Maxwell pentru calculul derivatelor eforturilor

Aplicarea teoremelor lui Castigliano presupune inclusiv calculul derivatelor (partiale ale) unor expresii ale
eforturilor interioare (folosite la stabilirea energiei potentiale de deformare), in raport cu sarcina concentrata
dintr-un punct al sistemului; metoda de fata conduce la simplificarea acestor calcule, introducand urmatoarea
reguld de calcul (pentru cazul solicitarii axiale):

Derivata expresiei N(x;) — efortul axial de pe regiunea i a sistemului — in raport cu forta
concentratd F din punctul P, este egald cu expresia n(X;) a efortului de pe regiunea i, in cazul
solicitarii (fictive a) sistemului doar printr-o forta concentrata egalda cu 0 unitate (fara
dimensiuni!), aplicata in P, pe directia si in sensul lui F.

ON(X;)

n(x;
a F ( | )
Relatii si enunfuri similare se scriu pentru celelalte solicitari simple, iar aplicarea concretda a metodei va fi
prezentata 1n aplicatii ulterioare.
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Metoda eforturilor

Propune un algoritm special pentru rezolvarea sistemelor static nedeterminate; daca se noteaza cu n gradul
nedeterminarii sistemului studiat, atunci pentru aplicarea metodei vor fi parcurse urmatoarele etape de lucru
(aceleasi, indiferent cate necunoscute sunt de calculat!):

1. Se transforma sistemul static nedeterminat intr-unul static determinat, numit sistem de baza,
indepartand n legaturi ale sale si inlocuind reactiunile care corespundeau acelor legaturi cu forfele sau
momentele notate Xi, i =1, 2, ..., n; acestea vor reprezenta noile necunoscute ale problemei.

2. Se studiaza eforturile de pe regiunile sistemului de baza, in n+1 stari de solicitare aplicate acestuia,
adica

e starea “zero” — pastrand solicitarea exterioara si facand necunoscutele Xi=0;
e starile “1, 2, ..., n” — cu sistemul eliberat complet si incarcat cu forta (sau momentul) Xi=1,
celelalte necunoscute ramanand nule.

3. Se determina coeficientii 8ij ai metodei eforturilor, cu relatii de calcul proprii fiecarui tip de solicitare.

4. Se scriu cele n ecuatii “canonice” ale metodei, sub forma

n
ZSIJXJ-'_SIO :0, |:1,n
=1
5. Rezolvand acest sistem de ecuatii se afla cele n necunoscute initiale ale problemei.
Metoda are avantajul ca poate fi aplicata, parcurgand aceleasi etape de lucru, unor sisteme cu grad de

nedeterminare oricat de mare, inclusiv folosind programe de calcul automatizat.
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Energia potentiala de deformare la solicitarea axiala

Pornind de la relatia lucrului mecanic de deformare elastica, dedusa anterior sub forma L=(F AL)/2, se pot
inlocui marimile specifice solicitarilor axiale F=A ¢ si AL=(N L)/(A E)=(c L)/E; tindnd seama ca energia
potentiala de deformare trebuie sa egaleze lucrul mecanic exterior, se obtine relatia cautata, sub forma:

Produsul A L reprezinta volumul V al barei studiate, incat se poate stabili energia de deformare (U1) ce
revine unitatii de volum a corpului, numita energie specifica de deformare elastica; pentru barele solicitate
axial, aceastd marime are expresia:

Energia specifica de deformare este deci egala cu semi-produsul dintre tensiunea aparuta prin solicitare in
elementul de volum al unei bare si deformatia specifica a acelui element. Relatii similare se stabilesc pentru
fiecare tip de solicitare si sunt valabile pentru portiunea initiala (aproximativ liniara) a curbelor caracteristice
ale materialelor; aspectul ultimei egalitati arata ca energia specifica de deformare este aria domeniului,
aproximativ triunghiular, din zona de elasticitate a curbelor caracteristice. Datorita modului specific in care
se comporta materialele tenace, pentru acestea se admite ca energia specifica de deformare poate fi calculata
ca arie a suprafetei de sub curba caracteristica chiar si peste limita de curgere.
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Considerand o bara de arie transversala A(x) si lungime L, cu efortul sectional N(x) si tensiunea
o(X)=N(X)/A(x), se poate scrie energia ei potentiala specifica de deformare sub forma:

of N9
2E  2E-A%(X)
Energia potentiala totala de deformare elastica va fi:

U1=

U=[[[udv=Ju,-Ax dx=fﬂ
k% L 0 2E-A(X)

dx

Aplicarea teoremelor lui Castigliano la barele solicitate axial

Este aplicabila doar prima teorema (nu se produc deformatii unghiulare!); pe baza ei si folosind ultima egalitate de mai
sus, se poate calcula deplasarea unui punct P de pe axa barei, pe directia si in sensul fortei axiale F existente in acel
punct:

| 2NGO NG g NGO ONGO) o

S(P)_ 2E-A(X) OF ) E-A(X) OF

L
Observatii:
1. S-acalculat derivata in raport cu forta F a expresiei energiei potentiale de deformare, ca pentru o functie
compusa, inainte de efectuarea integralei.
2. Pentru un sistem de n bare, integrala se desface in n integrale pe lungimile L; ale barelor, iar termenii de
sub integrale se particularizeaza pentru barele sistemului.
3. Daca rezultatul calculului este negativ, deplasarea punctului P se produce in sens contrar fortei F.
4. Cand se calculeaza deplasarea unui punct Q In care nu exista o fortd concentratd exterioard, teorema se
aplica introducand o forta axiald fictiva K in acel punct, apoi exprimand elementele de calcul (reactiuni si
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eforturi sectionale) in functie de K; dupa derivarea partiala a eforturilor N(x) fatad de K, se fac inlocuirile in
relatia deplasarii, dand fortei fictive valoarea reala K=0 (ca in aplicatia de mai jos).

5. La solicitarea axiala simpla, deplasarea lui P va fi egala cu a tuturor punctelor din sectiunea transversala
alui P.

Primele patru observatii sunt valabile si pentru celelalte solicitari, inclusiv in calculele de
la solicitarile compuse!

Aplicarea teoremei Mohr-Maxwell

Teorema a fost explicata anterior chiar pentru cazul solicitarilor axiale, incat nu sunt necesare alte precizari,
in afara expresiei pentru calculul deplasarii punctului P, unde se aplica forta unitara axiala; derivatele
partiale din expresia se calculeaza din stari fictive de solicitare astfel ca se obtine relatia:

T N(X) ONC) | N(X;)
S(P)=£ E-A(X) OF ZIE(X)A( y n0xq) dx

Indicele i arata ca termenii de sub integrala sunt de pe regiunea i a sistemului studiat, pe care se delimiteaza
m regiuni. (A se vedea aplicatia de mai jos.)

Aplicarea metodei eforturilor
Raman valabile explicatiile anterioare, cu precizarea ca factorii 8ij vor fi:
m Lk

n'(x,)-nd(x
R S LACAEUCR Y
o E(¢)-AlXy)
Indicele regiunilor este K, iar eforturile de sub integrala corespund starilor de solicitare i si j ale sistemului de
baza (a se vedea aplicarea metodei la rezolvarea barelor si sistemelor de bare de tip static nedeterminat).
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Aplicatie la calculul deplasirilor prin metode energetice
Pentru bara pe care s-au facut calculele de rezistenta si de rigiditate, se calculeaza pe baze energetice

deplasarile punctelor A s1 B de pe regiunea Xi.

A. Rezolvare pe baza teoremei lui
Castigliano
Este necesara existenta, in punctele precizate, a
unor forte concentrate axiale, exprimate
independent de celelalte forte din sistem: se
noteaza Q forta 7F din capatul liber al barei, iar
in B se introduce o fortd fictiva K (de marime

X3

X2

X1

d2d

®3d

S

T

A

12F

- |

4a

(7F)

2a

reald zero), alegandu-i sensul spre dreapta; regiunile se iau ca in aplicatia precedenta, iar
eforturile axiale si derivatele lor partiale in functie de fortele considerate vor fi:

Regiunea N(Xi) ON(x;) ON(x;)
0Q oK
(V) x1 € (0; 3L) Q 1 0
(V) x2 € (0; 4L) Q+K 1 1
(V) x3e (0; 2L) Q+K-12F 1 1

Deplasarea lui A se obtine introducand in relatia deplasarii (datd mai sus) termenii corespunzatori fortei Q si
dand eforturilor N(Xi) valoarea lor reala (obtinuta pentru Q=7F si K=0):
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3 N(x,) aN(x) dx — ?]L 7F

_ou _ 7F
S(A)= Z j EAK) 50 1dx+ j —1dx+

i=1 (L) E 9A
4L
+ J'@.1dx:i(z.3|_+z.2|__§.4|_j: FL 14+21-30_SFL
o E-4A E-AL9 4 4 E-A 6 6 E-A

Un calcul analog, in raport cu forta K, duce la aflarea deplasarii lui B:

3 N ON 3L 2L
S(B)za—uzz () (X, )dx=j F -de+J' L-ldx+
oK =i, E-A(X;) oK o E-9A v E-4A
(- F-L 7— :
4 I(i.ldxzi(z.z.__i%j: 10__3FL

o E-4A E-A\ 4 4 EA 2 2E-A

Rezultatele coincid cu cele de la calculul prin metoda geometrica; semnul negativ al
deplasarii lui B arata ca sectiunea cu centrul in acel punct se deplaseaza spre stanga (invers
fortei fictive K), ceea ce s-a obtinut si prin calculul anterior.
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B. Rezolvare prin metoda Mohr- X3 S Xy X,
Maxwell T
Se introduc succesiv forte concentrate B o2d| B Al
fictive egale cu o unitate in punctele H 12F 7F
: - ' ®3d
de calcul, cu bara eliberata de alte '
solicitari ~ (stari  de  solicitare ) 4a__|_2a _ 3a R
imaginare, fictive, notate pe figura cu ! @ N7F
a si b — bara fiind simbolizata prin N(X) 4 E S5
axa ei); pastrand impartirea in regiuni : @ y oF
de mai sus, se obtin urmatoarele A
. o a) —=
valori ale eforturilor axiale: |
] A 1
. ) . n'(x) X & | X
n*(x1) = n*(x2) = n*(x3) = 1;
2 2 2 b) B_’
n“(xy) = 0; n“(x2) = n<(xz) =1 1
] A 1
n?(x) 6D : > X
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Se poate observa coincidenta (prevazuta chiar in enuntul teoremei Mohr-Maxwell) dintre

aceste valori ale eforturilor sectionale, din cele doua stari fictive de solicitare si
derivatele partiale care le corespund, din tabelul de la aplicarea teoremei lui
Castigliano!

Aceste valori se introduc in cate o relatie a deplasarilor, ca mai sus, pentru fiecare dintre
cele doua stari fictive de Incarcare, incat deplasarile cautate se vor calcula astfel.

S(A)= Z j ENAf)(( ))n (x,)dx= j m1o| %1dx+ ! %MX
PN
3(B)= ZIE,AE)(( ))n (¢ )dx= IEgAOd IE4A JE4A

Integralele obtinute coincid cu cele care s-au obtinut la aplicarea teoremei lui
Castigliano, adica diferenta in aplicarea celor doua metode consta numai in modul cum
se calculeaza derivatele partiale 1n raport cu incarcarile exterioare concentrate.
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Caracteristici geometrice si de inertie ale suprafetelor plane

Calculele ingineresti necesitd cunoasterea unor marimi caracteristice ale sectiunilor
transversale sau mediane ale diverselor corpuri studiate; aceste marimi sunt, in
principiu, cunoscute de la geometrie sau mecanica tehnica, iar cele de mai jos sunt
doar o sistematizare a notiunilor de bazd ce vor fi utilizate ulterior in rezolvarea
problemelor.

W

Definitii

Considerand o suprafatd plana
oarecare, cu centrul de greutate G,
se alege un sistem de axe reciproc
perpendiculare yOz (x fiind axa
longitudinala a corpului); fie un
element de arie dA, la distantele y
si Z fatd de axele de coordonate,
respectiv r — in raport cu originea
axelor; caracteristicile suprafetei
se definesc dupa cum urmeaza.
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Caracteristici geometrice si de inertie ale suprafetelor plane

1. Aria A=[[dA [mm?]
A

Este o marime strict pozitiva (fiind zero daca suprafata se reduce la un punct).

2. Momentele statice (fata de axe)
S, :” ydA=y,-A S, :H zdA=z.-A [mm?3]
A A

Momentele statice sunt nule in raport cu axele care trec prin centrul de greutate G.
Pentru o suprafatd complexa, descompusa in n figuri elementare, la care se pot
calcula ariile A; si pozitiile centrelor de greutate G;j, momentele statice globale sunt:

n n
S, = Z(yGi Ai) respectiv. S, = Z(zGi Ai)
i=1 i=1
Din aceste relatii se stabilesc coordonatele centrului de greutate pentru suprafetele
complexe, pe baza egalarii momentelor statice globale cu ultima forma care le
corespunde din relatiile de definitie.

n n

2.(ve, A1) s, 2lzA)

Sz i=1 y i=1
== — Z == = mm
Yo A G A [mm]

n n
DA DA
i=1 i=1
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Caracteristici geometrice si de inertie ale suprafetelor plane

3. Momentele de inertie
a) axiale 1, = ” y?dA  respectiv |, = ” z* dA [mm*]
A A

Daca sistemul de axe este dus in centrul de greutate (axe centrale), atunci momentele axiale se numesc
centrale.

b) polar 1, = [[r2aa [mm?]

Momentele axiale si polare sunt marimi strict pozitive, avand valoarea zero numai pentru suprafetele
reduse la un punct.

¢) centrifugal ly = ” yzdA [mm‘]
A

Daca una dintre axe este si axa de simetrie a suprafetei, momentul centrifugal este nul.

Deoarece raza polara r este legatd de coordonatele y si z prin relatia r?> = y?+z2 — ca laturi ale
unui triunghi dreptunghic, intre momentele de inertie axiale si cel polar este mereu adevarata relatia:

=1, +1,

Rezulta ca, pentru un anumit pol, suma momentelor axiale este un invariant, de valoarea momentului
polar, nedepinzand de alegerea axelor de coordonate.

Pentru o suprafata de forma complexa ce poate fi descompusa in n figuri elementare, momentele
de inertie globale se vor calcula (cum se calculeaza si aria totald) ca sume algebrice ale momentelor
suprafetelor componente (luand cu semn negativ termenii ce corespund unor decupari), cu conditia
ca toate momentele sa fie calculate fata de acelasi sistem de axe.
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Caracteristici geometrice si de inertie ale suprafetelor plane

Variatia momentelor de inertie la translatia axelor de coordonate

Daca se duc, in centrul de greutate G al suprafetei din figura anterioara,
axele de coordonate y; si zi, care se gasesc la distantele zg, respectiv ye,
fata de axele initiale, atunci intre momentele de inertie calculate fata de
aceste perechi de axe sunt adevarate relatiile de legatura demonstrate de
Steiner (cunoscute din mecanica tehnica) si care in acest caz se scriu sub
forma:

_ 2 _ 2 _
I, =1, +Ays | ,=l, +Azs 1, =1, +AY:Z;

Aceste relatii sunt utile la calculul momentelor globale ale suprafetelor

complexe, cum se va vedea inclusiv in aplicatiile care vor urma.
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Caracteristici geometrice si de inertie ale suprafetelor plane

Momentele de inertie principale centrale

Se imagineaza o bara prismaticd, de sectiune dreptunghiulara (forma unei rigle de
plastic); este usor de Inteles ca ea se poate indoi mult mai usor in jurul laturii lungi a
sectiunii transversale, decat pe directia laturii mai scurte; rezultd ca, pentru astfel de
bare, rezistenta la solicitarea descrisa (incovoiere) depinde in mod direct de orientarca
sectiunii transversale fata de directia solicitarii.

Se va aradta ca marimea hotaratoare in aceastd privinta estc momentul de inertie al
sectiunii in raport cu axa de indoire: sectiunea transversala conduce la rezistenta
maxima a barei la incovoiere, daca momentul sdu de inertie fatd de directia
momentului incovoietor are valoarea maxima posibild. Trebuie precizat ca barele se
considerd a fi rezemate si solicitate pe axa lor geometrica, care reprezinta in fapt sirul
centrelor de greutate ale sectiunilor transversale; dintre toate punctele unei sectiuni, in
rezistenta materialelor este important centrul ei de greutate.

Caracteristicile de inertie ale sectiunii vor fi deci calculate in raport cu axe care trec prin
G (axe centrale), iar discutia ce urmeaza, desi valabild pentru oricare punct al unei
suprafete finite plane, se va face cu referire la G. Se pune problema sa se determine
valorile extreme (principale) ale momentelor de inertie axiale.
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Caracteristici geometrice si de inertie ale suprafetelor plane

Momentele de inertie principale centrale
Teorema:

Orice axa de simetrie a unei sectiuni este axa principala centrala a ei!
Consecinte:

1.Dacd o suprafatda plana are o axa de simetrie, aceasta este axa principald
centrald, cea de-a doua fiind perpendiculara pe prima, in centrul de greutate.

2.Sectiunile cu mai mult decdt doua axe de simetrie (cum sunt poligoanele
regulate si, la limita, cercul), au o infinitate de axe principale centrale; in plus,
cum valorile maxime si minime ale momentelor principale sunt egale, rezulta
ca Iy = I, = I; = Iy = ct, adica momentele de inertie axiale ale acestor sectiuni

au o singura valoare, fata de orice axa centrala.
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Caracteristici geometrice si de inertie ale suprafetelor plane

In directd legaturd cu momentele principale centrale se definesc alte doud caracteristici ale suprafetelor
plane, dupa cum urmeaza.

Razele de inertie (de giratie)

I I
i, = KZ respectiv i, ==  [mm]

Modulii de rezistenta
Reprezinta raportul intre momentul de inertie axial sau polar si distanta maxima a unui
punct de pe sectiune pana la axa (sau punctul) reper; sunt de doua categorii:

! .
a)axiali W, = — respectiv.: = W, = ——  [mm?]

y
max Z max

P
b) polar W, = r [mm?3]
max
Atentie: Pentru suprafetele compuse, razele de inertie si modulii de rezistenta nu Se pot
calcula ca sume algebrice ale valorilor corespunzdtoare suprafetelor elementare, ci
numai prin aplicarea definitiei!
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Caracteristici geometrice si de inertie ale suprafetelor plane

Caracteristici ale figurilor geometrice elementare
Dreptunghiul de laturi h si b

Aceasta sectiune are doud axe de simetrie, care vor fi axele
principale centrale y si z. Se defineste, la distanta y de axa z,
un element de arie dA, de forma dreptunghiulara si laturi b
si dy. Rezulta ca aria lui va fi: dA=bdy

Pentru a verifica daca abordarea este corecta, se calculeaza

aria dreptunghiului, dupa definitie:
h

A= jAjdA - }:bdy = b{g—(—gﬂ = b-h

2

Momentul de inertie fata de axa z fi:

h
—

|, - jAij dA = j:y2 bdy = b'%l@s_(_gﬂ

2

by
y i
— —-—!-G—--
!
!
< Ib >
b-h3
12

™~
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Caracteristici geometrice si de inertie ale suprafetelor plane

Procedand analog, se obtine momentul fata de axa y:
| b®-h
Y12

Razele de inertie:
i —\/E— E—h—ﬁ respectiv. i E—b—\/é
2 "\VA TV12 7 6 g y“\12 " 6

Modulii de rezistenta:

bh?

' 12
W = Z = =
2y hi2 6

bh* respectiv W—I—y—ﬂ
P Y= hi2” 6

Observatie: Caracteristicile polare sunt importante si calculate doar la sectiunile
circulare!
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Caracteristici geometrice si de inertie ale suprafetelor plane

Caracteristici ale figurilor geometrice elementare
Cercul de raza R si diametru d

Cercul are o infinitate de axe de simetrie, deci orice
diametru coincide cu o axa principala centrald; se
alege elementul de arie sub forma de inel de raza r si
grosime dr, cu aria: dA=2nrdr

R

= nRz =
0

R 2 2
. . r mtd
Aria cercului; A = Iandr = Zn?
0

4

Momentul de inertie polar este:

4 |R

r
4

nR*  nd*

R
_ 3 _
Ip_£2nr dr = 2x > 2

0
Folosind relatia de legatura dintre momentele de inertie, precum si egalitatea I, = Iy, se

. | | Ip TCd4
pot afla momentele axiale: =l =5="
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Caracteristici geometrice si de inertie ale suprafetelor plane

Razele de inertie:

. _\E_ > _d
2= TVA TV1e T4

Modulii de rezistenta:
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Caracteristici geometrice si de inertie ale suprafetelor plane

Caracteristici ale figurilor geometrice elementare

Sectiunea inelara cu dint = d §i dext = D AY

Pe baza rezultatelor de mai sus, momentele de inertic se
calculeaza prin “scaderea” cercului interior din cel exterior:

n(D4—d4)

l, =——7—

Razele de inertie:
o I, [n(D*-d*) 4 JD? + d?
2=l Ty A :\/ 64 n(D?-d?) 4
Modulii de rezistenta se calculeaza dupa relatiile de definitie:
, 1, =(D*-d*)
D/2 16D

oW, = , _ 1, _nD*-d*)
y.. D/2 32D
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Caracteristici geometrice si de inertie ale suprafetelor plane

Caracteristici ale figurilor geometrice elementare

Triunghiul isoscel, cu baza b si indltimea h by
Elementul de arie este dreptunghiular, de laturi b(y) si dy; d |
din asemanarea unor triunghiuri rezulta ca: : '

o A

bey) 3 Y b(2h h R AT T

y) 3 _ _(__ ) ]

b~ n  — PO=RlE Y hlsI iG

Aria triunghiului se va calcula sub forma: p | b >

=3B ROl
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Caracteristici geometrice si de inertie ale suprafetelor plane

Momentul de inertie fatd de axa principala centrala z va fi

BB R ]

b[Zh 9h3 115h4j bh3(2 5) bh?

hlg 27 4 8 ) 21" 47 36
Se observa ca la aceasta sectiune nu se poate scrie momentul yf
fatd de axa y prin permutarea laturilor, axele avand pozitii * AA
diferite fata de laturi (axa z este paralela cu una dintre ele). yi4 |

Pentru a folosi, totusi, rezultatul precedent, se fac notatiile din h |
figura, unde M este mijlocul lui BC, iar axa y: trece prin

|

|
centrul de greutate G; al triunghiului ABM; in aceste -- --1-|-c§- -
conditii momentul ly:(ABM) se poate afla din relatia de la 5 G%: | M c
triunghi dupa care, din relatia lui Steiner, se calculeaza ¥ ™
ly(ABM), asa cum se arata in expresia de mai jos: < : : b >

78



Caracteristici geometrice si de inertie ale suprafetelor plane

BM-AM [ b)?
I, (ABC)=21,(ABM)=2 |yl(ABM)+T.(E) —

b)?’ b
h'(z 5 h p2 h-b3 (1 b3 h
=2 + . =2 —+1 =

36 2 36 4.-36 \2 48

Modulii de rezistenta se obtin astfel:
bh? b3h
I, 36 bh? . Iy 48 b%h
WZ_ymax = 2h = respectiv Wy_zmax = b =
3 2

Razele de inertie se calculeaza tot folosind definitiile lor:

i—\/E— h—z—ﬂ respectiv i —\/E—\/E—b—\/6
2=Va V18~ 6 P YIVA V22T 12



1.6

Rasucirea barelor de sectiuni
transversale circulare



Rasucirea barelor de sectiuni circulare

Principalele elemente de calcul

Rasucirea este solicitarea din barele incdrcate cu vectori de tip moment, care au directia
axei lor longitudinale. Dupa definifia momentului fortei in raport cu o axa, rasucirea este
produsa de fortele care nu sunt nici paralele si nici concurente cu axa geometrica a barei pe
care actioneaza, efectul produs in bare este rotirea reciproca a sectiunilor transversale, in
jurul axei x (care trece prin centrele lor de greutate).

Barele cilindrice supuse la rasucire se numesc de obicei arbori (organe de masini care preiau
si transmit putere, sub forma de miscare de rotatie); antrenarea lor se face, de regula, prin
motoare electrice si prin transmiterea miscarii intre arbori, cu ajutorul unor roti dintate (fixate
pe arbori prin pene longitudinale). Momentul de rasucire care solicita un arbore se exprima

prin caracteristicilor motorului scriind relatia dintre putere, moment si viteza unghiulara:

2mn

P=Mo=M E
Ultima fractie este exprimarea vitezei unghiulare @ (in radiani pe Secunda), in functie de
turatia N (in rotatii pe minut), iar momentul de rasucire produs de un motor cu puterea

nominald P (in Watt) si turatia n va fi:
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Rasucirea barelor de sectiuni circulare

A

Tensiuni si deformatii specifice od

Fie o bara cilindrica, de lungime L si diametru
d, avand pe suprafatd o retea de linii - v
generatoare si circumferinte; ochiurile retelei L
au forma de patrate curbilinii. Cand la capetele
barei se aplica doi vectori moment de marimi [\ od
egale si sensuri contrare, bara este solicitata la
rasucire, efectele solicitarii fiind urmatoarele: U

A
\ 4

Ll b
N
L
L
L T

Nt
v/

IR

= Dimensiunile barei nu se schimba, pe L
nici o directie, dupa solicitare.

A
\ 4

= Sectiunile initial plane si perpendiculare pe axa barei pastreaza aceste calitati dupa
solicitare, desi se rotesc in jurul axei X, adica la rasucirea barelor de sectiuni circulare
se respecta in mod riguros ipoteza lui Bernoulli.

—=Se produc doar rotiri reciproce ale sectiunilor transversale, generatoarele devin
elicoidale, iar patratele initiale ale retelei ajung paralelograme curbilinii; in bard se
produc numai deformatii specifice de lunecare, adica lunecari specifice vy, carora le
corespund tensiuni tangentiale .
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Rasucirea barelor de sectiuni circulare

Deducerea conditiei de rezistenta

Se poate demonstra ca, pe orice sectiune transversalda a unei bare de acest
fel, tensiunile de rasucire t variaza liniar pe raza sectiunii, fiind 0 in centru
s1 maxime pe circumferin{d (r=R); punctele de pe sectiune care au aceeasi

distantd fatd de centru (raza r) au aceeasi valoare a tensiunii tangentiale;
formula finala pentru calculul tensiunilor tangentiale efective dintr-un
punct din sectiunea X, la distanta r de axa barei se obtine sub forma:

M (X)-r
Tef (X' r) = [Mpa]
1, (X)
valoarea maxima a tensiunilor dintr-o sectiune se obtine in punctele cele mai departate de axa barei, adica:
Mt (X) “max
ToaxX) = ——

I (X)
Daca se transferd rmax la numitorul numitorului, se obtine relatia modulului de rezistenta polar Wp; pentru o

bara sau un tronson de bara de sectiune transversala constantd, solicitarea periculoasa va fi in sectiunea unde
momentul este maxim, iar conditia de rezistenta se va scrie astfel:

M, (9| _

Thax (X) = Max <T,
W, (%)

*)
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Rasucirea barelor de sectiuni circulare

Calcule bazate pe criteriul de rezistenta

Aceste calcule se pot face urmarind trei aspecte:

a) Verificarea corectitudinii proiectarii barei, adica a respectarii inegalitatii (*); daca
sensul inegalitatii nu se respectd, atunci se maresc dimensiunile sectiunii de calcul

(deci modulul ei de rezistentd), pana la obtinerea rezultatului dorit.

b) Aflarea momentului de rasucire maxim care poate fi suportat de bara studiata, adica
momentul capabil al ei:

Mtcap = pef (X)'Ta = IVltef (X) (V)X E[O’ L]

c) Dimensionarea barei, adica stabilirea dimensiunilor minime necesare ale sectiunilor
el transversale, dupa relatia:

Mt
anec = % = Wpef (x) (V)x [0, L]
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Rasucirea barelor de sectiuni circulare

Relatii pentru calculul de rigiditate

Se introduce marimea fizica numita rotire specifica a unui tronson de bara — rotirea reciproca
a capetelor unui segment de o unitate de lungime (de ex. de 1 metru) din bara analizata; se
calculeaza din relatia:

e(x)_d_(p: Mt(x) [@:|

~dx G-1,(x) m

Pe aceasta baza se deduce relatia cu care se calculeaza unghiul de rotire a unei sectiuni
transversale aflate la capatul unui tronson de bard de lungime L, astfel:

M)

Ag= [0(x)dx= | 100

(L) (L)
Regulid de calcul: Rotirea unei sectiuni arbitrare X este determinata numai de
deformarea partii de bara dintre acea sectiune si capatul fixat al barei (unul dintre
capete, daca ambele sunt fixate); prin urmare, deplasarea unghiulara este suma
algebrica a deformatiilor tronsoanelor din acea portiune de bara.
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Rasucirea barelor de sectiuni circulare

Consecinte

1. Dacé pe un tronson de bara se mentin constante marimile My(X)=M si [(X)=I, atunci
deformatia totala a lui, rotirea reciproca a capetelor tronsonului se scrie:
A M-L (rad]
=— ra
=G
2. Dacd pe o regiune se produc variatii (dupd functii de variabilda X) ale celor doua
marimi, atunci rotirea sectiunii arbitrare X, in raport cu sectiunea de la originea lui X,
se calculeaza din relatia:
X
M, (x) dx
2009 = [ 550y
0 p
3. De aici rezulta cd, dacd marimea sectiunii transversale este constanta pe portiuni ale
barei (adica variaza in trepte pe lungimea ei), atunci gradul functiei rotirilor Ag(X)
este cu o unitate mai mare decat al functiei M(x); aceasta remarca usureaza studiul
si trasarea diagramei de variatie, pe lungimea barei, a rotirilor sectiunilor transversale,
in problemele care cer acest lucru.

4. Produsul G-I reprezinta rigiditatea (sau modulul de rigiditate) la rasucire a(l) barei.
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Rasucirea barelor de sectiuni circulare

Comparatie intre barele pline si tubulare :
Repartizarea pe sectiuni a tensiunilor de rasucire arata

ca materialul din jurul axei longitudinale este pufin

solicitat, incat sectiunile inelare sunt mai potrivite %/
pentru rasucire; se compara momentul maxim ce poate

fi preluat de doud bare cu acelasi consum de material,
una cilindrica, cealalta tubulara. Barele au aceeasi a. b.

lungime, iar egalitatea consumului de material inseamna arii transversale egale, A1=A>=A; pentru sectiunile
din figura ariile vor fi:

A

2
Tt(d\/g) nd? T nd?
= =3 sectiunea inelara A, =—(4d? -d?)=3—
4 4 i 2 4( ) 4
Se confirmd egalitatea consumului de material in cele doua variante de bard, iar raportul momentelor

capabile ale celor doua variante de bara va fi:

sectiunea plina A

T 15
1 4 g4 49 .3
_WpZ'Ta_WpZ_].G-Zd(Gd d )_ 2d _

_Wpl'Ta_Wpl_ 116(d\/§)3 - 3J/3d® 243

M
M

tcap2

=1,44337

tcapl

Atentie: Cu un consum identic de material, bara de sectiune tubulara poate suporta (in cazul dat) un
moment de rasucire mai mare cu 45% fata de bara circulara plina! Pentru preluarea solicitarilor de torsiune
sunt deci preferabile barele sub forma de teava!
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Rasucirea barelor de sectiuni circulare

Energia potentiala de deformare la solicitarea de rasucire

La fel ca la solicitarea axiala, se poate calcula energia de deformare (U;) ce revine unitatii de
volum a barei supuse la rasucire, adica energia potentiala specifica de deformare elastica:

Fiind cunoscutd forma curbei caracteristice la rdsucire pentru materialele tenace, raman
valabile consideratiile anterioare privind legatura dintre aria de sub curba si calculul energiei
Us; pentru bara de arie transversald A si lungime L, a carei solicitare este caracterizata prin
efortul sectional M(x) si tensiunea t(X)=M:(X)-I/l,(X), se poate scrie energia ei potentiald
totald de deformare sub forma:

0=ff s av= ] S (gan)= [ MO g ff o

% V) 0261 R

Ultima integrala reprezintd relatia de definitie a momentului polar de inertie I,(x), marime ce
conduce la simplificarea numitorului fractiei de sub integrala simpla, iar relatia finala va fi:

J M? (X)
2G-I (x)
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Rasucirea barelor de sectiuni circulare

Aplicarea teoremei lui Castigliano la solicitarea de rasucire

Este aplicabilda numai a doua teorema a lui Castigliano (in barele rasucite nu se produc
deformatii liniare!); rotirea sectiunii transversale X a barei, pe directia si 1n sensul
momentului M ce actioneaza 1n acea sectiune se poate calcula, pe baza exprimarii generale a
teoremei si folosind ultimul rezultat de mai sus, astfel:

L
A(p(x):au J- 2M,(X) aMt(X)dx:I M, (x) dM,(x)
0

oM {,2G:1,(x) oM G-l,(x) oM

Observatii:

1. S-a calculat derivata, in raport cu M, a expresiei energiei potentiale de deformare, ca
pentru o functie compusa, inainte de efectuarea integralei.

2. Daca rezultatul calculului este negativ, inseamna ca rotirea sectiunii X se produce in
sens contrar momentului M.

3. Daca se calculeaza rotirea unei sectiuni lipsite de moment concentrat, teorema se aplica
dupa introducerea unui moment de rasucire fictiv K in acea sectiune si exprimarea
elementelor de calcul (reactiuni si eforturi sectionale) in functie de K; dupa efectuarea
derivatelor partiale ale eforturilor Mi(X) in raport cu K, se fac inlocuirile in relatia
teoremei, dand momentului fictiv valoarea reala K=0.
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Rasucirea barelor de sectiuni circulare

Aplicarea teoremei Mohr-Maxwell

Reprezinta o metoda alternativa pentru calculul derivatelor partiale din relatia de mai sus: derivata
partiala a expresiei My(x;) — efortul de pe regiunea i a barei — fata de momentul concentrat M, aplicat
in sectiunea transversala arbitrara X, este egala cu expresia m(xi) a efortului sectional de la solicitarea
barei doar printr-un moment de marime 1 care se aplica in sectiunea X, in acelasi sens cu M.

oM, (x;)
Tom

Prin urmare, rotirea sectiunii de calcul se determind, considerand bara formata din p regiuni, printr-o
varianta modificata a relatiei anterioare, astfel:
L

M) oaM(x) & (X
A(P(X)‘lewp(x) oM dx—ZJ;G( |( )

i=1

Li

m(x;) dx

Aplicarea metodei eforturilor

Raman valabile explicatiile anterioare, doar ca necunoscutele Xi (deci si incarcarile din starile de
incarcare fictive) vor fi momente de rasucire, iar factorii dij se vor calcula prin relatii de forma:

: Lkmi(xk)'mj(xk)
_kZl£ G(X, )1, (%)

Indicele regiunilor este aici Kk, iar eforturile sectionale m(xk) corespund starilor de solicitare i si j ale
sistemului de baza; a se vedea aplicarea metodei la rezolvarea barelor static nedeterminate.

dx
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Rasucirea barelor de sectiuni circulare

Rezolvarea problemelor static nedeterminate

Deoarece momentele de rasucire actioneaza pe directia axei longitudinale a barelor,
echilibrul sistemului se exprima printr-o singurd ecuatie, cea de proiectii ale
momentelor pe axa x; rezulta ca problemele cu bare fixate la ambele capete, pentru care
sunt de determinat doua reactiuni de tip moment, vor fi static nedeterminate.

Calculele au multe asemanari cu cele din problemele static nedeterminate de la
solicitarile axiale; este necesara o ecuatie suplimentara de legatura intre necunoscute si
incarcarile barei.

O astfel de ecuatie se obtine, de exemplu, pe cale geometrica, din conditia ca deplasarea
unghiulard reciproca a capetelor barei sa fie nuld (deoarece nici unul nu se poate roti);
aceasta Tnseamna suma deformatiilor celor n regiuni, adica:

\ - M (X)L
AP = D Ap; = ) ——=—L =0
© gll I gll Ip(Xi)'G

Pe de alta parte, ecuatia suplimentara se poate scrie si aplicand una dintre metodele
energetice enuntate anterior, pe principiile aplicate la rezolvarile similare pentru barele
solicitate axial.
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Rasucirea barelor de sectiuni circulare

Aplicatii

1. Fie o bara cilindrica in consola, din doud tronsoane de leMt /\
dimensiuni diferite, solicitatd prin momente de rasucire; sa 7y

se dimensioneze bara (valoarea minima a parametrului d), ®2d / ®3d /
daca se cunosc valorile M=20kNm si 1a.=120MPa. \

Similitudinea rationamentelor la solicitarile axiale si la v
rasucire apare pentru ca aceste solicitari sunt ambele
produse prin vectori (forte, respectiv.momente) care
actioneaza pe directia axei longitudinale a barei!
Rezolvare
Punctele unde se aplicd momentele delimiteaza pe bara doua regiuni, iar saltul de sectiune de la interfata
tronsoanelor conduce la aparitia celei de-a treia; se coteaza variabila X de la capatul din dreapta al fiecarei
regiuni; bara este solicitatd numai prin momente axiale, deci in incastrare exista un singur tip de reactiune,
momentul M, iar singura ecuatie de echilibru semnificativa se scrie:

M—-12M;+ 7M;=0 deunde rezulta M = 5M;.

Rezultatul pozitiv arata ca reactiunea are, in mod real, sensul indicat pe desen.

3

I

[

e

N

-

y

4%
\‘
=

3L

A. Trasarea diagramelor
Se stabilesc parametrii solicitarii, pe regiuni; deoarece nu exista o diferentd de efecte intre cele doud sensuri
posibile ale momentelor de rasucire, semnele eforturilor de acest tip sunt arbitrare! Pentru ca rezultatul
calculelor sa fie acelasi, indiferent din ce parte fata de sectiune se sumeaza incarcdrile, conventia de semne
pentru partea din dreapta trebuie sd fie inversa Celei din partea stanga!
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Rasucirea barelor de sectiuni circulare

Pentru x:1€(0;3L) Mi(x1) = 7Mt = ct

S-a calculat din dreapta fata de sectiune, luand
pozitiv momentul din capatul barei — care, privind
din dreapta, roteste antiorar. Daca se sumeaza
momentele din stinga, inversand conventia de
semne, se obtine:  Mi(x1)) = -5M¢ + 12M¢ = 7TM
ceea ce confirma regula mentionata mai Sus.
3
Simplificand scrierea prin  notatia - % se
calculeaza modulul polar al sectiunilor de pe primul
3d) nd®
tronson, astfel: =“(__ a
W, (%) =g =27~ = 2TW
Tensiunile maxime din aceasta regiune vor fi:
(x)= M (xl) 7 M,
YTWo(x,) 27T W

Pentru a doua regiune, cu x2<(0; 2L), se obtine ca

3
Mi(x2) = 7M¢ = ct. wp(xz)zﬂzs—zsw

16

in fine, pentru xze(0; 4L), valorile sunt:

Mi(xs) = 7Mi — 12M = -5Mi = ct. Wp(xs) = 8W

X3

v

&2

X1

)
d2d

o3d

§f )
M

4L
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{ 12M;
\

\
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Ve A\ 4
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f7Mt

Mi(x)

M,

@]
V

LS

]
}
}
!
L}
L}
A 4

7/8

TIT1T11"% %

max(X)
o) ]S

16

Tmax(xz) =

T max (XS) = -
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Rasucirea barelor de sectiuni circulare

Folosind aceste rezultate se traseaza diagramele, ca mai sus, facand si cateva observatii:

Pentru diagrama eforturilor de rasucire My(X)

» Pe bara exista doua zone distincte, ca Sens al eforturilor sectionale.

» Graficul prezinta trei puncte de discontinuitate (salturi — indicate pe desen prin sageti
punctate), care coincid ca punct de aparitie, marime si sens cu momentele concentrate de
pe bara.

» Saltul din dreptul reazemului confirma valoarea reactiunii M, precum si sensul e,
acelasi cu al momentului 7M; din capatul barei.

Se observa ca reactiunea se poate determina direct, din diagrama de efort, fara a se mai scrie ecuatia de
echilibru, facand rezolvarea mai rapida. Mai trebuie Spus ca simpla cunoastere a efortului din

sectiunile barei nu ajunge pentru a se evidentia solicitarea maxima; ea va fi influentata de modulul de
rezistenta al sectiunii unde apare efortul, adicd de valorile tensiunilor maxime din bara.

Pentru diagrama tensiunilor maxime Tmax(X)

» Valorile sunt diferite pe regiunile barei; discontinuitatile provin din modificarile
marimilor M¢(x) s1 Wy(x), iar salturile nu au semnificatie fizica!

» Solicitarea periculoasa (unde bara poate sa cedeze) apare in oricare sectiune de pe
regiunea de mijloc, de lungime 2L.
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Rasucirea barelor de sectiuni circulare

Calculul de rezistenta se bazeaza pe o relatie de forma cunoscuta:

7 M, 7 M, 14 M,
Tefmax(x):Tmax(Xz) :§ W :gﬂ.‘dS = TCdS <1,

16

*)

Alte observatii

1. Este interesant de subliniat ca in relatie nu apare parametrul L, deci calculele de
rezistenta nu sunt influentate de lungimea barei.

2. Semnele eforturilor de rasucire fiind arbitrare, se scrie o singurd conditie de rezistenta,
folosind valorea maxima, in modul, a tensiunii efective din piesa.

B. Dimensionarea barei
Din conditia de mai sus rezulta, pe baza datelor problemei, ca:

M 10°
d_ = 14 M, s 14 2010 NmT —9056mm
T T, © 120N/ mm

De aici se adoptd o valoare convenabila pentru piesa concretd a parametrului d, de
exemplu  dag=100mm.
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Rasucirea barelor de sectiuni circulare

2. Pentru bara de mai sus sa se traseze diagrama de variatie, pe axa longitudinala, a functiei rotirilor
sectiunilor transversale A@(X); se mai cer urmatoarele:
a) Si se calculeze valoarea celei mai mari rotiri a unei sectiuni, dacd se cunosc L=0,1m, G=8-10*“MPa,
M=20kN-m si d=100mm (adoptat anterior).
b) Sa se determine cat de mare poate fi valoarea parametrului M; pentru ca rotirea maxima sa nu
depaseasca 0 zecime de grad.

Rezolvare
Bara fiind solicitatd numai la rasucire, sectiunile ei se vor deplasa prin rotire, in sens orar sau trigonometric,
fata de pozitia pe care o au in bara lipsita de incarcari; din studiul anterior rezulta, pe baza consecintelor 1 si
3 de mai sus, ca:
= deformatia absoluta a fiecarui tronson se calculeaza cu formula deplasarilor unghiulare;
= functia rotirilor AQ(x) are gradul cu o unitate mai mare ca al functiei Mt(X), deci va fi o functie de
gradul intai (liniard);
= intrucat nu intereseaza expresia analitica a acestei functii, ci valorile (deci graficul) ei, e suficient
sd se calculeze aceste valori pentru sectiunile de capat ale celor trei regiuni de pe bara, iar graficul
se obtine prin unirea, cu segmente de dreapta, a acestor trei puncte.
Este clar ca unul dintre punctele de pe grafic este cunoscut de la inceput, deoarece capatul prins in reazem al
barei nu se poate roti, incat graficul va incepe de la valoarea zero; studiul se continua apoi, cu regula de
calcul de mai sus, parcurgand imaginar bara, din reazem catre capatul liber, cu pastrarea notatiilor din etapa
anterioard de rezolvare a problemei.
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Rasucirea barelor de sectiuni circulare

Mai intai se calculeaza momentele polare de inertie ale sectiunilor transversale:

T —n(3d)4—81nd4—81|-| iy —M—lm
=3 o (X1)= 37 oigy ol 0 (X2)=1,(X3)= 3

Pastrand conventia de a exprima toate marimile in functie de anumiti parametri literali,
unghiurile cu care se rotesc (fatd de reazem, sau de pozitia lor in bara nesolicitatd) sectiunile
de capat, dinspre dreapta, ale celor trei tronsoane de bara, calculate folosind relatia
cunoscuta, vor fi urmatoarele:

M (x3)-4L  (-BM)-4L 5 M, -L
G-l,(xg)  G-161 T4 G

Mt(xz)-ZL}_ 5M,-L 7M,-2L

Ap(X3=0) =

M, -L
G-I
. L

_|_
G-1,(X,) 4 G-1 ' G-16l

M.(x;)-3L] 3M,-L 7M,-3L 25
=—— + =— -
G-lp(Xl) 8 G-I G-811 216 G I

Aceste valori se regasesc pe diagrama de mai jos a rotirilor sectiunilor transversale ale barei;
semnul rotirilor este dat de eforturile sectionale (pentru care semnul a fost ales arbitrar), deci
rotirile tuturor sectiunilor se produc in sensul momentului concentrat considerat negativ,
adica 12My; rotirea maxima are loc in sectiunea de la capatul tronsonului de langa reazem.
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Rasucirea barelor de sectiuni circulare

Este remarcabil ca exprimarea rotirii oricarei sectiuni depinde PR PR EN

de reperul ales; calculele s-au facut fata de sectiunea din reazem, vV 1 /\
care nu sSe poate roti (se exprima rotirile fata de pozitiile E“ 12M, ®3d /
\\

sectiunilor in bara fara solicitare). Luand ca reper, de ex., ®2d

sectiunea x3=0, se obtin rotiri de semn pozitiv ale celorlalte doua
EM

A

sectiuni de calcul (fractiile de pe regiunile din dreapta sunt
pozitive).

et ™~ v

j Y

]\7Mt
a) Calculul unghiului maxim de rotire efectiva < a Ll 2, st

Se introduc datele din enunt in expresia valorii maxime: X

5 M,-L 5 32:20-10°Nmm-100mm 1 Ap(x) ‘ -
A e = 5 rad=0182grd [ML/GI] 251016

4 = N =
G.ﬂ 4 8.10¢ 72-7r-(100mm)4 100~ 3/8
32 mm

(|

b) Calculul momentului admisibil, daca se limiteaza

deformatia unghiulara o4
Din criteriul de rigiditate se determina valoarea maxima permisa a parametrului momentelor de rasucire; egaland

expresia de mai sus a unghiului maxim cu rotirea admisibila Ap.=0,1grd, se obtine:

N
4 G-nd* Ag, 810 e 7 (100mm) -(0,1grd 180ngfd)
5  32L 32-100mm
Ultima paranteza de la numarator reprezinta relatia de transformare, din grade in radiani, a valorii unghiului de rotire
maxim admis; efectudnd calculele se obtine M; p=10966-10° Nmm deci, pentru a se respecta limita de
deformabilitate impusa, valoarea parametrului M nu trebuie sa depaseasca 11kNm.

Mtcap =

4
5
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Rasucirea barelor de sectiuni circulare

3. Se ia in considerare tot schema de solicitare Xs riﬂ S|
anterioara, la care s-au facut calcule de 12M, T ;\
rezistenta si de rigiditate; sa se afle, folosind *
teoremele energetice, rotirile sectiunilor de la CI)2d“ / d3d /
capetele tronsonului de diametru 3d. :
A. Rezolvare pe baza teoremei lui Castigliano y k 7M.,
Pentru aplicarea teoremei este necesar ca in 1

o o Y K Q)
sectiunile de calcul sa actioneze momente - 4L - 2L -l 3L -~

concentrate de rasucire, exprimate independent de
celelalte incarcari din sistem; in acest sens se noteaza Q momentul 7M; din capatul liber al barei, iar in
capatul celalalt al tronsonului din dreapta se introduce un moment fictiv K (de marime reala zero), alegand
sa aiba sensul lui Q; regiunile se iau la fel ca in aplicatia precedentd, iar eforturile sectionale si derivatele lor
partiale in functie de momentele considerate vor fi:

oM, (x;) oM (x;)

Regiunea Mi(xi) T oQ oK
(V) x1€ (0; 3L) Q 1 0
(V) x2 € (0; 4L) Q+K 1 1
(V) xs € (0; 2L) Q + K- 12M; 1 1
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Rasucirea barelor de sectiuni circulare

Rotirea capatului liber (x1=0) se obtine introducand in relatia teoremei termenii corespunzatori lui Q si dand
eforturilor M(Xi) valoarea lor reala (Q=7M; si K=0):

A(P(Xl—O)—_U— ; Mt(xi) aMt(xi)

dx =
0Q =7, G 1,(x) aQ
[ e | v [ 2
G-81-1 GlG it GlG |
_M_(_ 3L _2L 5_4L)=Mt-L56+7-27—1o-27= 25 M, L
G-1\81 16 16 G-I 27-8 216 G-I

Un calcul analog, in raport cu momentul fictiv K, duce la aflarea rotirii sectiunii de la celalalt capat (x2=0) al
tronsonului din dreapta, astfel:

ou M, (X;) oM, (X;)
°(x; )GKZI-_[GI(X) oK
3L 2L 4L
7 t t ( t)
- 0d 1d 1d
-([G81I +-([G 61 J;G-GI
M, (7 5 j M,-L7-10 3M,-L
Loo-2a]- f==__2
Ga\16 7" 16 G-l 8 8 G-I

Valorile obtinute coincid cu cele de la calculul prin metoda geometrica; semnul lor negativ arata ca

sectiunile de calcul se rotesc invers fatd de momentele concentrate care le incarca, ceea ce s-a
observat si din calcule anterioare.
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Rasucirea barelor de sectiuni circulare

B. Rezolvare prin metoda Mohr-Maxwell
Se introduc momente fictive egale cu 1 in sectiunile de calcul, bara fiind eliberata de
alte solicitari; pastrand impartirea anterioard in regiuni, se obtin eforturile sectionale
de rasucire:
mi(x1)=mi(x2)=mi(xs)=1; m3(x;)=0; mM?(xz)=m?(x3)=1
Atentie: Pentru ca metoda sa se aplice corect, se pastreaza obligatoriu aceeasi Tmpartire in
regiuni si aceeasi conventie de semne pentru toate starile de solicitare studiate!

Valorile eforturilor se introduc in cate o relatie a acestei teoreme, pentru fiecare dintre
cele doua stari fictive de incarcare; deplasarile unghiulare cautate se vor calcula astfel:

3 L 3L 2L 4L _
Ag(x, = 0)= Zj M) o, j7Mt dx+ j ™ ger [ M 4
2 x)" G8ll G161 4 G-16l

Ae(x, =0)= chlsvll ((X ))mz(x‘)dxzjél-\gltl'c’dx G 16l I

i=1 o

Integralele coincid cu cele obtinute la rezolvarea pe baza metodei anterioare, iar
diferenta in aplicarea celor doua teoreme apare exclusiv la calculul derivatelor partiale.
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Calculul conventional la
forfecare



Calculul conventional la forfecare

Forfecarea este solicitarea produsa de doud forte, de marimi egale si de
sensuri opuse (numite forte tdietoare), actionand de o parte si de alta a
unei bare, Intr-o aceeasi sectiune transversald, pe directie perpendiculara

pe axa ei longitudinala.

Efectul produs in bara este dislocarea partilor de corp separate de

respectiva sectiune transversala, care devine aria de forfecare a barei.

Pentru a se putea produce forfecarea, adica lunecarea reciproca a celor doua
fete ale ariei de forfecare, este necesar sa existe o distantd infinit mica
(e—0) intre directiile celor doua forte (care deci nu pot fi coliniare)! Acest
lucru se remarca in constructia foarfecilor sau a ghilotinel, ale caror lame
taietoare nu se pot afla in acelasi plan.
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Calculul conventional la forfecare

Tensiuni si deformatii iF

Se considerd o bard prismaticda de lungime L, pe
a carei suprafatd se traseaza o retea de patrate
egale. Aplicand asupra ei doua forte de forfecare,
conform definitiei, se observa efectele solicitarii: ,:f

=1In sectiunea de lucru apare un plan de | -
dislocare, pe care fetele sectiunii se
deplaseaza reciproc. Rezultd cd in bara
(mai precis in sectiunea de forfecare) se
produc deformatii specifice de lunecare
(lunecari specifice) vy, produse de niste
tensiuni de tip tangential t.

— Cu exceptia dislocarii, dimensiunile si —
forma barei nu suporta modificari.

—Marind fortele, dislocarea continud, pana la ruperea barei, aria de rupere fiind
egala cu aria sectiunii de forfecare.

104



Calculul conventional la forfecare

Deducerea relatiei pentru calculul de rezistenta

In principiu, pe suprafetele de forfecare din barele uzuale particulele de F * Trors. = CL.

material nu preiau in mod egal solicitarea, adica tensiunile nu se distribuie '

uniform pe sectiuni. Totusi, fiind o solicitare tipica elementelor de 1 1

imbinare, care au dimensiuni mici, se admite o distributie aproximativ 1

uniforma a tensiunilor, pentru toate punctele sectiunilor de forfecare, ceea T *

ce permite un calcul simplu al marimii efective a tensiunilor. 1
Sectiunea de forfecare trebuie sa se afle in echilibru, sub actiunea fortei F 1

si a fortei date de sumarea efectelor tensiunilor tangentiale, ceea ce se T

exprima printr-o ecuatie de forma: F= ” T(x) dA
A

Tensiunile t(x) sunt considerate constante si se extrag in afara integralei din dreapta, care va fi chiar
marimea ariei de forfecare, iar relatia pentru calculul tensiunilor se scrie:

F
T of forf = Ct == forf [M Pa]

Asadar, tensiunile tangentiale de forfecare se calculeaza ca raport intre forta care produce solicitarea si
marimea ariei de material care tinde sa se disloce.

Acest mod de lucru se bazeaza pe o aproximare (grosierd, pentru piesele de dimensiuni mari) a realitatii si
este numit calcul conventional la forfecare; pentru categoriile de aplicatii de mai jos, calculul conventional
este intru totul acceptabil; pentru alte cazuri de solicitare, cum sunt lunecarile longitudinale ce apar la
incovoierea grinzilor compuse, se folosesc metode riguroase de calcul.
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Calculul conventional la forfecare

Calcule bazate pe criteriul de rezistenta

Pentru orice bara solicitata la forfecare, valorile tensiunilor tangentiale nu trebuie sa
depaseasca rezistenta admisibila (tar) @ materialului sau.
In functie de scopul urmarit, calculele de rezistentd pot avea trei forme:
a) Verificarea corectitudinii proiectarii piesei, adica a respectarii inegalitatii
Tef max <T af
Daca sensul inegalitatii nu se respectd, se maresc dimensiunile sectiunii de calcul, sau se
produce piesa din material cu rezistenta la forfecare mai mare decat a celui initial.
b) Aflarea fortei maxime de forfecare (forta capabila) pentru bara studiata:
Fep = Aot ~Tar = Frort

c) Dimensionarea piesei - stabilirea dimensiunilor necesare ale sectiunii de forfecare:

F

forf

A nec — < Aef forf
Taf

Problema cea mai importanta in aceste calcule este definirea corecta a fortei care produce
solicitarea, respectiv a suprafetei ariilor de forfecare. Exemple tipice de astfel de solicitari
sunt intdlnite la diverse categorii de Tmbindri (intre doud sau mai multe foi de tabla, intre
arbori si piesele pe care le pun Tn miscare s.a.m.d.), dar si in procesele tehnologice de taiere a
materialelor, pe diferite contururi.
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Calculul conventional la forfecare

A. Calculul imbinarilor sudate

Sudurile sunt imbinari nedemontabile,
avand ca element principal “cordonul” din
material de adaos, care solidarizeaza niste
elemente metalice. Distrugerea sudurilor
se produce, in general, sub actiunea unor
solicitari de forfecare.

Se considerda un cordon de sudurda “de
colt”, in forma de prisma dreapta, cu baza triunghi dreptunghic isoscel, imbinand doua table
suprapuse, solicitate prin forte de tractiune; se admite, din observatiile experimentale, ca
ruperea prin forfecare a cordonului se produce de-a lungul planului longitudinal ce contine
inaltimea triunghiului de baza a; aria de forfecare a cordonului de sudura are forma de
dreptunghi, o latura fiind lungimea sudurii Ls, iar cealaltd inaltimea a:g\/E/Z, g fiind
grosimea tablei mai subtiri.

Intrucat sunt posibile imperfectiuni tehnologice ale cordonului, se recomand ca lungimea
lui reala sa se adopte ceva mai mare decat lungimea de calcul a sudurii: L =L + 2a.
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Calculul conventional la forfecare

Exemplu de calcul L
Pentru Tmbinarea din figura se dau latimea gros. g _ _
b=300mm, grosimea tablei mai subtiri - _\ M T
g=5mm, rezistenta admisibila a tablelor la \ 1

tractiune cap=150MPa s1 a cordoanelor de F b F

sudura, la forfecare, 1,5=80MPa; se cer:
a) Forta maxima aplicabila tablelor.
b) Dimensionarea cordoanelor de sudura, IRNRRRRRRRRYARNRRNRARRNNRARNE
pentru ca forta capabild a Tmbinarii sa fie
egala cu a tablelor.

Rezolvare

Trebuie remarcat, asupra tablelor imbinate, ca e suficient calculul de rezistenta pentru
tabla de latime mai mica, rezistenta celeilalte fiind garantata implicit, prin
dimensiunile mai mari ale sectiunii transversale; acest rationament se va regasi, pentru
ansamblurile ce contin mai multe piese de acelasi fel: calculul lor se face o data,
pentru piesa cea mai sensibild, sau care este solicitata cel mai puternic.
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Calculul conventional la forfecare

. . F F
a) Tensiunea de calcul, la tractiune, pentru table, este: oy, A_ E < 0L
Forta capabila a tablelor va fi:
captb =b- 0:Capp = 2 =225kN

mm

b) Calculul la forfecare pentru cordoanele de sudura se face din relatia urmatoare:

Tefsudz Ff = F = F = F S’cas
Ar 2bsa) gv2 L.gv2
S

Marimea necunoscuta este lungimea Ls a cordoanelor:

B F 225103 N
Smin —
Tas g\/_ 80 5mm\/_

L =397,75mm

Pe baza acestui calcul si a observatiilor anterioare, se adoptd o valoare convenabild a
lungimii cordoanelor, cum ar fi, de exemplu, L=42cm.
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Calculul conventional la forfecare

B. Calculul fortelor tehnologice la operatia de taiere

Taierea metalelor si a altor materiale livrate ca table sau foi se face in doua moduri:

=din aproape 1n aproape, pe contururi formate din linii drepte, cu ajutorul unor utilaje de
tip foarfece (ghilotine);

—pe un contur de formda complexa, dintr-0 Singura apasare cu forta activa, prin
intermediul unor utilaje numite stante, care pot fi de retezare, de decupare (pe un contur
deschis) sau de perforare (pe un contur inchis).

Pentru taierca tablei trebuie depasita, prin solicitarea aplicata, rezistenta la rupere prin
forfecare (ts) a materialului; se noteaza g - grosimea tablei, Lc - lungimea totald a
conturului taiat, la o Singura aplicare a fortei active; forta necesara pentru taiere va fi:

nec—LC‘g'Trf
De obicei, mai ales la productia de serie, operatiile de tdiere se executd prin montarea
stantelor pe masini de presare (prese) ce dezvolta forte suficient de mari pentru prelucrarea
simultand a mai multor piese, sau pentru taierea tablelor de grosimi mari. Pentru realizarea
corectd si in conditii de sigurantd a operatiei, se considera ca forta dezvoltata de presa
(forta tehnologica) trebuie sa fie macar cu 30% mai mare decat forta de calcul, ceea ce se
scrie sub forma: Femin = 1,3 - Frec

Pe aceasta baza se alege masina (presa) pe care se executa operatia proiectata.
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Calculul conventional la forfecare

Exemplu de calcul
@d

\ 4

Sa se determine forta tehnologica pentru fabricarea, -¥
prin perforare, a saibei din figurda, avand diametrele
d=8mm si D=20mm. Piesa se prelucreaza din tabla de
otel, cu grosimea g=2,5mm si rezistenta la forfecare
1.t =280MPa. Sa se precizeze cate saibe se pot prelucra simultan, daca este folosita o
presa cu forta maxima de 50tf.

oD

Nota: Kilogramul-forta si tona-forta sunt unitati vechi de masura, care in prezent nu
mai sunt acceptate in Sistemul International. Totusi ele se regasesc, de exemplu, in
exprimarea informalad a caracteristicilor masinilor-unelte; transformarile de unitati se
fac astfel: 1tf=10%kgf=9,81-10°N~10*N.

Rezolvare

Lungimea conturului prelucrat la o apasare, pentru o saiba, va fi: L¢ =nd + nD

Relatia pentru calculul fortei tehnologice minime se scrie: Fimin = 1,3 © (D + d)-g-7r¢
iar datele numerice ale problemei conduc la:

Femin = 1,3 © (20mm + 8mm)-2,5mm-280N/mm? = 8-10*N
Rezulta ca pe o presa de 50tf se pot prelucra simultan un numar de sase piese.
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Calculul conventional la forfecare

C. Calculul penelor longitudinale

Penele longitudinale sunt LW A-A
folosite pentru Imbinarea M)
demontabi/a a arborilor de - L, b,

- - A X~ :
transmisie cu piesele pe c S O
care le pun in miscare, asa 7 N S h
cum sunt rotile dintate. E & %\)

Desenul prezinta o astfel de g { k%
imbinare, In doua vederi:
arborele are diametrul d, [S )lg l &

lar pana este prismatica, de

dimensiuni L, b, h; pentru _A>|
a stabili forta care solicita

pana, se scrie echilibrul momentelor din imbinare, calculate in raport cu axa
longitudinala a arborelui. Momentul transmis de arbore are marimea My(x), iar forta de
reactiune asupra penei (notatd F) are — fata de axa luata ca reper — bratul d/2:

d 2M, (X)
M) =F-> < F=Tt

< >
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Calculul conventional la forfecare

Penele longitudinale trebuie sa suporte doua feluri de solicitari:

a) Forfecare — aria de rupere (Ay) este sectiunea mediana longitudinala a penei, avand
latimea b si lungimea L, adica Ar=b-L.

b) Strivire —pe suprafata laterala de contact dintre pana si arbore, in forma de dreptunghi,
de dimensiuni L si h/2, adica Asr =L - h/2.

Cunoscand caracteristicile de rezistenta ale materialului si calculand forta F, se stabilesc
dimensiunile necesare ale penei; la fel ca alte elemente de imbinare, penele
longitudinale sunt standardizate, in corespondenta cu diametrul arborelui de
destinatie, incat ultima etapd a proiectarii imbinarii este adoptarea din standard a penei
cu dimensiuni imediat superioare celor calculate.

Trebuie remarcata orientarea ariilor de rupere ale barelor in diferite cazuri de solicitare: la
solicitarile axiale (inclusiv la strivire) cedarea se produce in plane perpendiculare pe
directia fortei active, pe cand la forfecare (a se vedea si cazul penelor longitudinale) aria
de rupere se afla intr-un plan care include forta de forfecare (dislocarea si ruperea se
produc pe directia fortei); aceste concluzii simplifica rationamentele pentru stabilirea
solicitarilor pe care trebuie sd le suporte o piesad data.
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Calculul conventional la forfecare

Exemplu de calcul

Sa se determine momentul maxim M; cap C€ poate fi transmis de un arbore cu diametrul
d=40mm, prin intermediul penei cu b=8mm, h=7mm si L=50mm; se cunosc
rezistentele admisibile ale materialului penei: t,=85MPa si pasy=200MPa.

Rezolvare

Se calculeaza forta maxima pe care o poate prelua pana, pentru fiecare dintre cele doua
solicitari, astfel:

a) pentru forfecare

F N
Tet =1L ™ :b-L-ra=8mm~50mm-85mm2 = 34000N

b) pentru strivire

F 1 1 N
=—X =—L-n- = . . =
Pes L.D_ Pasr = Fep 5 L-h-p,g 250mm 7mm-200 p— 35000N

2

Forta ce poate fi admisa este cea mai mica dintre aceste valori, adica Fcp=34kN, incat

momentul maxim transmisibil de catre arborele considerat va fi:
40mm

d
M cap = Feap = 2 = 34000N - ——— = 680- 103 Nmm = 680Nm
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

Incovoierea este solicitarea produsi in barele incircate cu vectori de
tip moment perpendiculari pe axa lor longitudinala; efectul produs in

bare este rotirea axei, in jurul directiei momentului incovoietor.

Daca aceasta directie reprezinta una dintre axele principale centrale
ale sectiunii transversale a barei, se spune ca se produce o incovoiere
simpld; in caz contrar vectorul moment se descompune, pe directiile
axelor principale y si z, iar solicitarea este compusa, fiind numita
incovoiere dubla (oblicd); aspectele abordate aici se refera la

incovoierea simpla.
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

Forte taietoare si momente de incovoiere

Barele care preiau incovoiere se numesc de obicei grinzi; este de remarcat ca aceasta
solicitare este produsa nu doar de catre momentele concentrate propriu-zise, ci si de
fortele care nu au directia axei barei, dar se afla intr-un plan longitudinal al ei (yGx sau

z(Gx), incat eforturile din sectiunile grinzilor vor fi de doua categorii:

—forte taietoare, Ty(X) sau T,(X);
—momente incovoietoare, Miy(X) sau M;i;(X).
Trebuie observat ca fortele de pe axa y produc

momente dirijate perpendicular pe planul (yGx),
deci avand directia axei z; reciproc, fortele aflate in

M|Z>

I\/Iiz

|

N

T,

®

-

y

planul (zGx) produc momente de incovoiere dirijate pe directia axei y; prezentarea de mai jos
se referda in principiu la incovoierea din planul (yGx), caracterizatd de eforturile sectionale
Ty(x) s1 Mi(x); se intelege cd, pentru Incovoierea produsd in celdlalt plan principal,

rationamentele vor fi cu totul similare.

Pentru incovoierea din planul (yGx), sensurile incarcarilor care produc, in expresiile
eforturilor sectionale, efecte considerate (prin conventie) pozitive, sunt indicate in figura de
mai sus, separat pentru calculul facut din partea stanga, respectiv din dreapta, in raport cu

sectiunea de calcul.

117



Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

Relatii diferentiale intre eforturi

Se poate demonstra ca sunt intotdeauna adevarate urmatoarele relatii
diferentiale, intre expresiile eforturilor din orice sectiune transversala a unei
bare supuse la incovoiere:

dT, () M, () _

dx q(x) dx Ty

(x)

Reguli de calcul:

0 Derivata 1n raport cu variabila de pozitie X a expresiei efortului taietor Ty(X)
este expresia fortei distribuite q(x) din sectiunea considerata.

¢ Derivata in raport cu X a expresiei efortului de incovoiere Miz(X) este

expresia matematica a fortei taietoare Ty(x) din sectiunea considerata.

Semnul membrului drept din expresii va fi direct influentat de conventia de
semne definita mai sus: daca expresiile sunt stabilite pentru incarcarile din partea
dreapta, fata de sectiunea de calcul, atunci cele doud eforturi au conventii de
semne inverse (fortele taictoare pozitive produc momente de semn negativ fata de
sectiune), iar derivata expresiei momentului va fi egala cu [-Ty(X)]!
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

Relatii diferentiale intre eforturi

Se deduc doud consecinte privind expresiile eforturilor sectionale de

incovoiere:

1.Intre expresiile matematice Miz(X) si Ty(x), respectiv intre Ty(x) si
q(x) din orice sectiune transversald a unei bare solicitate la
incovoiere ecxistd toate legaturile dintre o functie matematica si
derivata e1 (panta graficului, monotonia functiei, puncte de extrem).
2.Daca expresiile sunt de tip polinomial, atunci functia Mi,(x) are
gradul cu o unitate mai mare decat functia Ty(X), iar aceasta are
gradul cu o unitate mai mare fata de functia g(x), pe orice regiune a
barei calculate.
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

Exemple tipice de incarcari si de diagrame de eforturi la incovoiere

Pentru intelegerea schemelor de mai jos trebuie precizat ca diagramele momentelor de incovoiere sunt
singurele care se reprezinta cu valorile pozitive sub axa X (astfel asezata, diagrama are forma pe care o va lua
axa barei dupa ce se va produce Incovoierea)!

A. Cazul grinzilor cu incircari concentrate
1. Bare in consola @F

Aceste doud cazuri de solicitare sunt simplu de studiat,
dupa regulile generale si conventiile de semne aratate
anterior, Incat schemele de mai jos pot fi considerate
suficiente pentru intelegerea rezolvarii lor.

Este remarcabil ca, pentru solicitarea cu forta
concentrata F, eforturile taietoare sunt constante, pe
toatd lungimea barei, incat eforturile de incovoiere
trebuie sa varieze liniar, crescand de la stinga catre
dreapta (pentru ca derivata acestei functii de gradul
intai este pozitiva!) si avand valoarea maxima (in
modul!) in dreptul reazemului.

L Rz
»

120



Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

Exemple tipice de incarcari si de diagrame de eforturi la incovoiere

A. Cazul grinzilor cu incircari concentrate

1. Bare in consola

Daca incarcarea este un moment de
incovoiere concentrat M, eforturile
taietoare sunt nule pe lungimea grinzii,
implicand o functie constanta a
momentelor.

Aceste evolutii apar indiferent ce forma
are axa unei grinzi in consold, incat sunt
valabile, de la punctul unde actioneaza
momentul si pana la reazem, inclusiv
pentru barele curbe sau cotite care au ca

RN

Miz(x)

il

Mp(x)yct=M  Ty(x)—ct=0

singura Incarcare un moment concentrat de incovoiere.
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

Exemple tipice de incarcari si de diagrame de eforturi la incovoiere

A. Cazul grinzilor cu incarcari concentrate

2. Bare asezate pe reazeme simple
a. Solicitarea de incovoiere in trei puncte

La modul general incarcarea se face intr-un punct
oarecare de pe grinda, iar solicitarea in ansamblu, ca si
diagramele de eforturi ce 1i corespund nu prezinta
simetrii!

Fortele taietoare sunt constante, pe regiuni, la valoarea
uneia dintre reactiuni (cea din reazemul de la capatul
regiunii), incat cele trei salturi de pe diagrama Ty(x)
sunt date de reactiuni si de forta exterioara F.

Pe diagrama momentelor de incovoiere este de
remarcat cd, functia fiind /iniara pe regiuni (si pornind
obligatoriu in capetele barei de la 0, intrucat in acele
sectiuni nu apar momente concentrate), momentul
maxim se obtine chiar in sectiunea unde actioneaza forta exterioara.
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

Exemple tipice de incarcari si de diagrame de eforturi la incovoiere

A. Cazul grinzilor cu incarcari concentrate

2. Bare asezate pe reazeme simple

a. Solicitarea de incovoiere in trei puncte

In mod frecvent se foloseste solicitarea simetrici cu forta F

aplicatda la mijlocul lungimii grinzii; evolutiile eforturilor
sectionale se produc dupd aceleasi principii ca 1n cazul
nesimetric, cu particularitatea importanta ca diagrama de
momente se obtine simetrica, iar cea de forte tdietoare —
antisimetrica. Aceste calitati se vor regasi pentru orice
constructie formata din bare (drepte, cotite sau curbe), astfel:

e pentru  constructiile  simetrice, solicitate  simetric,
diagramele N(x) si Mi(X) sunt simetrice, iar diagrama T(x) —
antisimetricd,

e pentru constructiile simetrice, solicitate antisimetric,
diagramele N(x) si Mi(x) sunt antisimetrice, iar diagrama
T(X) — simetrica.

' Mi(x) " FL/4

Schema de solicitare simetrica in trei puncte este folosita in
mod tipic la realizarea in laborator a incercarilor mecanice de incovoiere, cu precadere daca materialele
testate sunt de tip fragil (asa cum in mod tipic se comporta lemnul uscat).
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

Exemple tipice de incarcari si de diagrame de eforturi la incovoiere

A. Cazul grinzilor cu incarcari concentrate

2. Bare asezate pe reazeme simple

b. Solicitarea de incovoiere in patru puncte

@F

a

AN
-]
!

Ft

TRIE

A

‘ I\/Iiz(x) aF

UUIL"

4

\é a } 2a Fj} a -%
I ™ T |
Ty(x)

G 1 1
= sl CADE
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

Exemple tipice de incarcari si de diagrame de eforturi la incovoiere

A. Cazul grinzilor cu incarcari concentrate

2. Bare asezate pe reazeme simple

b. Solicitarea de incovoiere in patru puncte

Diagramele respecta regulile de simetrie, respectiv antisimetrie; valorile fortelor taietoare pe
regiunile de langa reazeme sunt egale cu reactiunile din reazemul ce le este aldturat, astfel ca
salturile figurate pe diagramele Ty(x) coincid cu fortele concentrate ce actioneaza pe grinda
in acele puncte; usor se verifica si legaturile dintre expresiile eforturilor de pe orice regiune,
inclusiv cd urmarind dinspre stanga spre dreapta, graficul Mi(X) este crescator pe regiunile
unde fortele taietoare sunt pozitive, respectiv descrescator, unde sunt negative.

Se remarcd doud particularitati de solicitare, prin care incovoierea in patru puncte este in
mod deosebit utild pentru incercarile mecanice: la schema simetrica, pe portiunea dintre
fortele F, eforturile sunt numai de incovoiere (cele taictoare sunt nule!), adica se produce
incovoiere pura. La schema nesimetrica, eforturile de incovoiere sunt zero la mijlocul
grinzii, pe axa de antisimetrie a solicitarii, dar apar eforturi taictoare (F/2), caracterizand o
forfecare pura (greu de realizat, in laborator, cu mijloace tehnice uzuale), incat schema este
utilizata in studiul proprietatilor de forfecare, mai ales pentru materialele care se comporta
ductil (tenace) la temperatura ambianta (precum otelurile de duritate medie).
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

Exemple tipice de incarcari si de diagrame de eforturi la incovoiere

B. Cazul grinzilor cu incarcari distribuite (uniform)

Se abordeaza aici doar solicitarile care au constanza intensitatea g pe toatda lungimea L a grinzii analizate,
incat eforturile taietoare sunt functii de gradul intai, iar cele de incovoiere — functii de gradul al doilea.

1. Bare in consola

___________________________________________ q
Aceasta solicitare are particularitatea ca eforturile §[ l l I l ’ l ] [
taietoare sunt nule in capatul liber al barei, unde §
eforturile de incovoiere ating punctul de extrem (un kl L
maxim, tot de valoare zero!); ca atare, sectiunea
periclitatd este in dreptul incastrarii (la fel ca la
solicitarea prin forta F); pe toatd lungimea barei,
expresiile eforturilor sunt:

2

Te0=ax  Mp(o=-12

lar pe baza lor se obtin diagramele alaturate.
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

Exemple tipice de incarcari si de diagrame de eforturi la incovoiere

B. Cazul grinzilor cu incarcari distribuite (uniform)

2. Bare asezate pe reazeme simple q
Schema de incarcare este simetrica: diagrama [
antisimetrica a eforturilor tdietoare incepe si se !
termina cu salturi, de valoarea reactiunilor, ambele X
dirijate in sus, egale fiecare cu o jumatate din L
incarcarea grinzii. Solicitarea maxima apare Iin
sectiunea de la mijlocul lungimii, unde graficul
Ty(X) trece prin valoarea zero.

Efectul maxim de incovoiere pe care il produc
fortele distribuite ( este, ca marime, doar o
jumatate din cel al fortei lor rezultante (F=qL),
actionand concentrat! Pentru astfel de incarcari
momentul maxim este FL/4 = (qL?)/4, adicd dublu
fatd de (qL?)/8; prin urmare, o anumiti marime de
forta, actionand perpendicular pe axa unei grinzi,
va fi preluata mai eficient daca forta este distribuita pe lungimea barei, decat daca actioneaza
concentrat!

M;,(x)
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

Tensiuni si deformatii specifice 1Y

A

Se considera o bard prismatica avand X
lungimea L si sectiune transversald de
inaltime h, pe a carei suprafatda se Y
traseaza o retea de linii echidistante, L
longitudinale 1 transversale, incat
ochiurile retelei astfel obtinute au forma
de patrate egale.

La capetele barei, perpendicular pe
planul desenului, se aplica doi vectori
moment de marimi egale si sensuri
contrare, incat bara se solicita la incovoiere; analizand efectele acestei solicitari se observa
urmatoarele:

—Marginile barei se ridica fata de mijloc, iar axa longitudinala si “fibrele” de
material paralele cu ea capata forme aproximative de arce de cerc.

= Aceste arce au lungimi inegale (mai mari catre exteriorul curburii).

—Cantitatea de material nu se modifica, deci o parte dintre fibre trebuie sa se
scurteze, iar altele sa se lungeasca, existand si unele care nu se deformeaza.
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

Tensiuni si deformatii specifice T Y

A

—Se poate spune cd fibrele din h

jumatatea de sus a barei sunt
comprimate, cele din partea de jos Y
intinse  (tensiunile sunt de tip B L .
normal, o(xX) — ca la solicitarile
axiale), iar fibrele din planul median
(planul neutru) nu sunt solicitate;
cele mai periclitate sunt
extremitatile de sus si de jos ale

sectiunilor transversale.

—Sectiunile care erau initial plane si perpendiculare pe axa barei isi pastreaza, in
principiu, aceste caracteristici, dupa producerea solicitarii, chiar daca se rotesc in
jurul axei lor transversale z; rezulta ca la incovoierea simpla a barelor prismatice se
admite ca adevaratd ipoteza lui Bernoulli, ceea ce simplifica mult calculele de
rezistenta si de rigiditate la incovoiere.
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

Relatii pentru calculul de rezistenta

Pentru orice bara dreapta solicitatd un moment pozitiv de Incovoiere se poate demonstra ca
tensiunile din fibre si deformatiile specifice, sunt direct proportionale cu distanta fibrelor
la axa neutra a grinzii, CU valoarea maxima de tractiune in fibra extrema inferioara (unde y
are cea mai mare valoare pozitiva), iar valoarea maxima de comprimare la extremitatea
superioard; in plus, marimile o si € sunt nule in planul neutru al grinzii (unde y=0).

Observatie: Pentru calculele de incovoiere este util si preferabil sa Se aleagd sensul axei y
catre exteriorul curburii barei indoite, incat fibrele unde se produce (pentru momentele
considerate a fi pozitive) intindere (tensiuni pozitive) corespund valorilor pozitive ale
coordonatei y!

in plus, pentru barele cu sectiuni transversale simetrice fati de planul neutru, tensiunile
maxime de intindere si comprimare din orice sectiune sunt egale in valoare absoluta.

Tot pe cale matematica se obtine relatia tensiunilor normale efective din fibra y, a sectiunii
arbitrare X, dintr-o bara solicitata la incovoiere (relatia lui Navier):

Miz(x)'y

() [MPa]

O ef (X’ y) =
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

Relatii pentru calculul de rezistenta

Din analiza ultimei relatii rezulta ca:

0 Tensiunile normale sunt direct proportionale cu momentul incovoietor din sectiunea de
calcul Mi,(x) (valoare citita pe diagrama de efort) si cu distanta y a fibrei de calcul pana
la axa neutra a barei, dar invers proportionale cu momentul de inertie axial al sectiunii
considerate 1,(x).

¢ Grinda suporta cu atat mai bine solicitarea cu cat e mai mare momentul de inertie al
sectiunii ei transversale, fata de directia momentului incovoietor (axa de indoire a barei,
pentru sectiunea respectiva).

Pentru calculele de rezistenta este importanta valoarea maxima a tensiunii (din fibrele
cele mai distantate de axa de indoire) in sectiunea cea mai solicitatd a barei:

IVlizmax (X)'ymax
G max (X) = I (X)

Trecand Ymax la numitorul numitorului se obtine acolo relatia de definitiec a modulului de
rezistenta axial W,(x) si se deduce conditia de rezistentdi, pentru barele solicitate la

incovoiere:

M iz max

O ef max (X) = m <0, (*)
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

Principial, in rezolvarea problemelor de incovoiere se parcurg urmatoarele
etape:

e Trasarea diagramei momentelor de incovoiere Mi(X) — pentru
stabilirea sectiunilor transversale 1n care solicitarea este maxima.

e Trasarea diagramei fortelor taietoare Ty(X) (daca este necesara').

e Verificarea corelatiilor dintre diagrame, dar si dintre acestea si
incarcarile de pe grinda, pe baza relatiilor diferentiale intre eforturi.

e Particularizarea conditiei de rezistenta, pentru sectiunea periculoasa
a barei.

e Efectuarea calculelor finale cerute de problema.
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

Calcule bazate pe criteriul de rezistenta

Dupa cum s-a aratat, calculul de rezistenta se poate face urmarind trei aspecte:

a) Verificarea proiectarii corecte a barel, adica a respectarii inegalitatii (*);
daca ea nu se respecta, trebuie sa se aleaga un material mai rezistent, sau sa
se mareascd dimensiunile sectiunii (modulul de rezistentd), pana la
obtinerea rezultatului dorit.

b) Aflarea momentului de incovoiere maxim ce poate fi suportat de bara
studiata, adica momentul capabil al barei:

M = W, (X)-04 = Mjzer (X) (WV)x [0, L]

izcap

c) Dimensionarea piesei, stabilirea dimensiunilor minime necesare ale
sectiunilor ei transversale:

M iz (X)
W, nee = G < Wt (x) (V)x [0, L]

a
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

Optimizarea constructiva a grinzilor

S-a ardtat cd tensiunile normale de Incovoiere se distribuie neuniform pe sectiunile
grinzilor, cu valorile maxime in fibrele cele mai distantate de axa de indoire z, cum
rezulta din relatia lui Navier: tensiunile sunt direct proportionale cu distanta y a fibrei
de calcul la planul neutru al grinzii; pentru ca materialul sa fie folosit rational, ldfimea
sectiunii trebuie sa fie mai mare la extremitatile e1 decat in preajma axei neutre, incat
grinzile din profile laminate “I”” sau “U” sunt mai avantajoase decat cele de sectiune
dreptunghiulard sau circulara. Consumul optim de material se obtine daca sectiunile au
o valoare cat mai mare a fractiei W2/A (modulul de rezistenta fata de axa de indoire
raportat la aria sectiunii).

Un caz special il reprezintd grinzile din materiale (cum sunt cele fragile) care au
rezistente diferite la intindere si comprimare, ceea ce face necesara distribuirea de
material suplimentar in sectiune, catre extremitatea partii cu rezistentd mai mica (cea
solicitatd la intindere); prin urmare, aceste grinzi au sectiuni nesimetrice fata de axa z,
distantele ymax ale fibrelor extreme fiind proportionale cu rezistentele admisibile ale
materialului la cele doua solicitari.
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

Optimizarea constructiva a grinzilor __¥F

Analizand solicitarea grinzii in consold prin fortd concentratd pe FL

capatul ei liber, se observa ca eforturile de incovoiere variaza ‘ F-x
liniar pe lungimea barei, cu valoarea maxima in incastrare (unde m X
se face calculul de rezistentd); dacd sectiunea transversald este Mz () ]
constantd pe intreaga barda, materialul e folosit la capacitate maximd doar in dreptul

reazemului, celelalte sectiuni fiind supra-dimensionate; pentru a creste eficienta constructiel,
ar trebui adaptatd marimea sectiunilor transversale la solicitarea care le corespunde.

Daca se urmareste ca tensiunile maxime de incovoiere sa fie la fel in toate sectiunile grinzii,
adica oer max(X)=Ct.=co, cum momentul este variabil de la o sectiune la alta, modulul de
rezistenta al sectiunilor transversale trebuie sa fie si el variabil, dupa o functie de forma

1
W, (x) =G—O|Miz (x)|

O asemenea constructie este o grinda de egala rezistenta la incovoiere; forma ei depinde de
incdrcarea si1 rezemarea barei, dar si de felul sectiunii ei transversale; pentru bara de mai sus,
daca se adopta sectiunea dreptunghiulara de latime b si inaltime h, constructia de eficienta
maxima se realizeaza in douad variante, dupa dimensiunea care variaza pe lungimea grinzii.
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

A. Grinda de litime variabild b(x) A A-A
Folosind relatia pentru calculul modulului Ih
de rezistentd la sectiuni dreptunghiulare, m X b(x)

ecuatia de mai sus devine:

b(x)-h? _F-x T

° o0 B
de unde functia de variatie a latimii /-—
00— SF X
Gy -h

adica lagimea variaza liniar pe lungimea barei. Grinda poate fi simetrica sau
nesimetricd, 1ar portiunea de la capatul liber nu este ascutitd (nu porneste de la latime
nuld), pentru ca trebuie sa suporte efortul de tip forta taietoare Ty(X)=ct.=F.

Altfel spus, partea de latime constanta de la capatul grinzii se dimensioneaza din
considerente de rezistenta la forfecare.
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B. Grinda de inaltime variabila h(X)

Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

Relatia modulului de rezistenta se va
scrie astfel: a)

b-h*(x) F-x
6 o,

Conducand la variatia Tnaltimii dupa

relatia:

b)

6F-X
h(x):\/b~c50

adica o evolutie de tip parabolic; la
fel ca 1n cazul precedent, grinda poate fi construitd simetric (parabold bilaterald) sau
nesimetric, asa cum sunt realizate in mod tipic arcurile (folosite la suspensii) formate din foi
metalice de lungimi crescatoare, solidarizate intre ele si solicitate la incovoiere 1n trei puncte.

éﬂ A-A
' —>
A R—X>| < b:

Arborii de transmisie sunt un caz particular de grinda de egala rezistenta: forma lor aproximeaza profilul
parabolic bilateral, prin constructia in trepte cilindrice de diametre si lungimi diferite.
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

B. Grinda de inaltime variabila h(x)
Arcuri din foi

-contact -0740069790

http://www.arcuri-auto.ro

— R S

SCALERT-ARC SRL

i e e

e ar e | Y| mcmcwracracw
Dy ¢ s R T ) 1 R T T T R
]

Arc cu foi multiple : 1 —foaie principali ; 2 —foale
principali de intirire ; 3 — fol secundare ; 4 — legituri de
arc ; 5—adaosuri
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

B. Grinda de inaltime variabila h(X)
Arcuri din foi
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

Calculul tensiunilor tangentiale in barele solicitate la incovoiere

Urmérind modul cum se curbeaza, la solicitarea de Incovoiere, o grindd compusa din
mai multe placi prismatice identice, suprapuse (de forma unor scanduri), se observa ca
suprafetele frontale de la capete nu se gasesc in acelasi plan, ca in starea nedeformata a
ansamblului; rezultd ca se produc /unecari ale placilor, pe suprafetele de separatie,
ceea ce se poate intampla doar sub actiunea unor tensiuni tangentiale aparute, pe
directie longitudinala, pe acele suprafete.

Se imagineaza un tronson, de sectiune transversala constanta pe toata lungimea, izolat
dintr-o bara supusa la incovoiere; se presupune adevarata ipoteza lui Juravski cum ca,
intr-o sectiune longitudinala orizontala, situata la distanta y de planul neutru al grinzii,
tensiunile tangentiale tyx sunt constante pe toatd suprafata sectiunii.

Altfel spus, tensiunile depind numai de coordonata y a punctului de calcul (nu si de
pozitia punctului pe axele X si z); pe de alta parte, conform principiului dualitatii
tensiunilor tangentiale, tensiunilor descrise mai sus le corespund, in sectiunile
transversale ale barei, tensiuni tangentiale Ty, cu aceeasi valoare si aceeasi orientare
fata de muchia comuna.
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

Calculul tensiunilor tangentiale in barele solicitate la incovoiere

Relatia stabilita de Juravski pentru
calculul tensiunilor tangentiale din
fibra y se scrie astfel:

T, (X)-S,(y)
er(X,y):Tyx(X’y):m

si contine urmatoarele marimi fizice:

» Ty(x)=efortul taietor din sectiunea X
unde se face calculul; aceasta valoare se
extrage din diagrama de forte taietoare;

» b(y)=latimea sectiunii, in dreptul fibrei y unde se calculeaza tensiunile;

* [,(x)=momentul de inertie al intregii sectiuni transversale, in raport cu axa principala
centrala z (axa de incovoiere).

» S,(y)=momentul static, fata de axa z, al partii din sectiunea X aflata peste (sau sub) fibra y;
este deci partea din sectiune care luneca pe fibra de calcul, sub actiunea tensiunilor

tangentiale Tyy.
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

A. Variatia tensiunilor tangentiale pe inaltimea unor sectiuni particulare

1. Sectiunea dreptunghiulara

Se calculeaza tensiunea tangentiala in fibra orizontala MN
a sectiunii ABCD, aflata la distanta y de axa neutra;
latimea ei nu depinde de distanta - b(y)=ct.=b; se admite o
grinda in consola cu fortd concentratd pe capat, avand
efortul taietor constant pe lungimea barei: Ty(X)=ct.=F
Sectiunea dreptunghiulara s-a analizat anterior privind
momentele ei principale centrale; I, = (b-h%)/12, incat
dintre marimile din formula tensiunilor a ramas de stabilit
doar momentul static al partii din sectiune care luneca pe
fibra MN; se alege partea de deasupra fibrei (aria ABNM,

AY :
1
T A | B
yLM | N
| .
h !
|
v D I C
< lb >

avand centrul de greutate in G1) si folosind relatia de definitie a momentului static se poate scrie ca:

oy A [y 335) o (2o D42

Se obtin astfel tensiunile din fibra de calcul:

’ny(y)= bh3

b12

F'Z@"’MZ“’) GF(hz yzj

" phdl 4
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte
A. Variatia tensiunilor tangentiale pe inaltimea unor sectiuni particulare

1. Sectiunea dreptunghiulara

Observatii:

—=Daca forta F si forma sectiunilor transversale nu variaza pe lungimea barei, tensiunile
tangentiale depind doar de coordonata y a fibrei de calcul.

—Daca lafimea sectiunii este constanta, macar pe portiuni din naltime, atunci functia de
variatie a tensiunilor tangentiale in raport cu y va fi aceeasi cu @ momentului static S;(y)
(Tnmultita cu niste marimi constante).

—Variatia tensiunilor tangentiale pe sectiunea dreptunghiulara este parabolica, avand
radacinile simetrice y=—h/2 si y=h/2 (a se vedea prima forma a expresiei de mai sus, in
care functia este scrisd “cu radacinile separate™); varful parabolei (mijlocul distantei
dintre radacini) este y=0 (situat pe axa neutra, la incovoiere, a sectiunii).

6F h*> 3F
= Valoarea maxima a tensiunilor tangentiale vafi Ty max =T (y=0)= 773" 7 =3 nr

—=Numitorul ultimei fractii este aria sectiunii dreptunghiulare, deci valoarea extrema a
lui T e mai mare cu 50% decat valoarea aproximata (t=F/A)de la calculul conventional
de forfecare; acel calcul ramane insa acceptabil pentru elementele de imbinare,
caracterizate prin dimensiuni relativ mici ale sectiunilor de forfecare.
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

A. Variatia tensiunilor tangentiale pe iniltimea unor sectiuni particulare

2. Sectiunea circulara plina

Fibra de calcul este MN = b(y), la distanta y de axa
neutra a sectiunii; forta taietoare se considera din nou
Ty(X)=ct.=F; momentul de inertie principal central al
sectiunii s-a calculat anterior:

| 2t nrt

0 64 4
Se scriu dimensiunile in functie de raza r si de jumatatea
¢ a unghiului la centru ce corespunde coardei MN; dand
coordonatei y o crestere infinit mica dy, dimensiunile
elementului de arie dA (dreptunghi curbiliniu) vor fi:

y=r-cosg; dy=-r-sing do; b(y)=MN=2 MD=2 r-sinp, dA=h(y)-dy=-2 r2sin%p dp

Yi

y

(Y)

Tmax

Momentul static fatd de axa z al partii din sectiune ce luneca pe fibra MN (alegem partea de deasupra

fibrei, aria CMDN) se va calcula astfel:

0
S, (y)= ”ydA = _f(r-COS(p)(— 2r2 .sin? @ do) =
A @

=2r3

O —5

-3 ¢
3 SIN~ @

wIlnN

(sin2 (p)(COS(p do)=2r
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

A. Variatia tensiunilor tangentiale pe inaltimea unor sectiuni particulare

2. Sectiunea circulara plina

Introducand rezultatele in formula lui Juravski, se obtine expresia (in functie de
variabila unghiulara @) a tensiunilor tangentiale din fibra de calcul, sub forma:

2 3 ain3
( )_F.Sr sin (p_ﬂ E in?
oy P) o omr* 3 qr? ®
2r-sing 4

Pentru a se parcurge sectiunea unghiul ¢ ia valori in intervalul [0; r], functia este
patratul unei sinusoide si rezultd variatia tensiunilor ca in figura 6.16; valoarea lor
maxima se produce in fibra de pe axa neutra a sectiunii (¢=m/2), adica:

4 F

T =T =
VI =) 3 mr?

La numitorul fractiei se recunoaste aria cercului de raza r, deci valoarea extrema a lui
T este cu o treime mai mare decat valoarea aproximata (t=F/A) luata in considerare
la calculele conventionale de forfecare; acele calcule sunt totusi admise pentru
piesele de dimensiuni mici (cum sunt niturile sau suruburile).
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

A. Variatia tensiunilor tangentiale pe inalfimea unor sectiuni particulare

3. Sectiunea de forma literei | Y\ Vi

B

Acesta este aspectul unor profile laminate 7}

(bare standardizate cu sectiuni optimizate M

pentru incovoiere, in forma de I, U, T sau L);

I
I
I
. . . . . * _. i * :
sectiunile sunt formate din dreptunghiuri, I i z
. : h | Tmax
avand variatia lui txy Ca mal sus. !
I
I

\

%

Deosebirea vine din variatia brusca a

D C
latimii b(y) a sectiunii, in dreptul fibrei MN, < D >

de la b — Ia extremitati (“talpi”), la t — in zona de mijloc (“inima” profilului).

Valoarea b(y) apare la numitorul formulei lui Juravski, incat trecerea de la talpa la
inima duce la o crestere brusca a valorii tensiunilor tangentiale; valorile concrete de pe

grafic depind de dimensiunile reale ale sectiunii calculate.
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

A. Variatia tensiunilor tangentiale pe inaltimea unor sectiuni particulare

Concluzii

1. Tensiunile de forfecare nu se repartizeaza uniform pe sectiunile
transversale ale barelor solicitate la Incovoiere, iar valorile lor maxime
depasesc pe aceea (F/A) luata in considerare la calculul conventional al
clementelor de imbinare.

2. Valorile maxime ale tensiunilor tangentiale txy Se produc la jumatatea
inaltimii sectiunilor; pentru sectiunile la care axa de indoire este axa de
simetrie, deci si axa neutra pentru incovoiere, tensiunile normale o sunt
nule pe aceasta axa; pe de alta parte, tensiunile normale sunt maxime la
extremitdtile sectiunilor, acolo unde tensiunile Txy au valoarea zero. Prin
urmare, cele doua tipuri de tensiuni nu se influenteaza reciproc in

punctele de pe sectiune in care ele isi ating valorile cele mai mari!
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

B. Posibilitatea neglijarii tensiunilor tangentiale

Sa se compare valorile maxime ale tensiunilor tangentiale si Ya Y\ f Gmax

normale pentru o grinda in consold, cu fortd concentratda pe i |

capatul liber, avand sectiunile transversale in formad de | —
|

dreptunghi.
3 F
2bh

Solicitarea maximad de 1Incovoiere este in incastrare, iar
tensiunile normale se vor calcula in acea sectiune; graficul
alaturat prezintd variatia pe TIndlf{imea sectiunii a acestor
tensiuni; tensiunile maxime se calculeaza pe baza valorii stiute < b_, /
a modulului de rezistenta pentru o sectiune dreptunghiulara:
M, (L] F-L 6F-L

W,  b-h? b-h?

6

Tensiunile tangentiale au valoarea maxima: < .. (X)=

O ef max (X) = O max (I—) =

. . . : o S Tmax(X) 1 °h
Se obtine raportul dintre valorile maxime ale tensiunilor tangentiale si normale: ————-=——
onx(X) 4L

Tensiunile tangentiale au deci valori semnificative doar daca inaltimea sectiunii este apropiata, ca ordin de
marime, de lungimea barei, adica pentru corpurile masive (numite si “blocuri”); la grinzile uzuale raportul
h/L are valori mici, iar tensiunile tangentiale pot fi neglijate in calculul de rezistenta.

148



Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

C. Lunecarea longitudinala si impiedicarea ei

Bara aldturatd este formata din doua F+ ><

>
grinzi suprapuse, identice, de sectiune ~ B
dreptunghiulard; ele pot sd participe
independent la preluarea solicitarii, sau pot
fi solidarizate printr-un bolf (cilindru = L | oK

alungit cu portiunile de la capete filetate) -
de diametru d. Se cere sa se compare
capacitatea de rezistenta a barei, in cele doud variante, apoi s se scrie relatia cu care se
calculeaza diametrul boltului folosit la imbinarea grinzilor.

Rezolvare
Daca grinzile nu sunt solidarizate, masura rezistentei lor la incovoiere este dublul
2 2
modulului de rezistenta al uneia, adica W, =2 b 6h _b 3h
b-(2h)’

Imbinarea prin bolt implici o grindi unicd, de modul w, = =§ b-h?

6

adica se dubleaza rezistenta la Incovoiere (momentul ce poate fi preluat) pentru
ansamblul analizat.
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

C. Lunecarea longitudinala si impiedicarea ei

Pentru calculul boltului se observa ca forta care il solicitd face grinzile sa alunece una
pe suprafata celeilalte, in lipsa imbinarii; aceasta fortd de lunecare F| este efectul
tensiunilor tangentiale txy ce apar pe suprafata de separare (avand ca dimensiuni
latimea b si lungimea L a grinzilor): FL=t,-b-L.

Cum fibra de calcul se afld la jumatatea indlfimii (y=0) unei grinzi de sectiune
dreptunghiulara, formula lui Juravski — cu momentul static dat de definitic — se scrie
sub forma:

h
] |T|-s,y=0) F-b-h5 3 E
Y (y=0) b(y)-1, N b-(2h)3 ~ 4 bh
b5

Aria sectiunii compuse este 2bh; se confirma valoarea maximd a tensiunilor
tangentiale de la dreptunghi.
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

C. Lunecarea longitudinala si impiedicarea ei

Elementul de imbinare este solicitat la forfecare, iar dacd rezistenta admisibild a
materialului sau se noteaza tan, atunci conditia de rezistenta devine:
F, Ty 'b-L 3F.L

T = = = <7
A wd® mhed® T
4
- - - . ) 3 F-L
Pe aceasta baza, diametrului boltului va fi: d;, = —ha
“lab

Trebuie remarcat ca dimensiunea boltului nu este influentata de latimea grinzilor!

Aplicatie numerica: Sa se stabileasca diametrul boltului (din otel cu t,=120MPa)
folosit pentru a imbina doua grinzi cu dimensiunile h=50mm, L=0,5m. Ansamblul
trebuie sa suporte forta F=3-10*N.

Prin inlocuirea acestor valori in relatia de mai sus se obtine:
3 3-10*N-500mm

T 50mm-120

d =

min

=48,86mm

2
mm
Imbinarea se poate realiza, de exemplu, cu un bolt cu diametrul de 50 mm.
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Calculul 1a incovoiere pentru barele drepte

. . b o A . . . ><
C. Lunecarea longitudinala si impiedicarea ei -
Variante ale problemei
Pentru mai mult de doua grinzi, se modifica doar tensiunea tangentiala pe
planele de separare; daca grinzile sunt in numdr impar, tensiunile =
tangentiale maxime se obtin pe suprafetele de lunecare alaturate grinzii din |« b,

mijloc; daca se imbina un numar par de grinzi, forta maxima de lunecare se
produce pe suprafata mediana a grinzii (la mijlocul inaltimii sectiunilor).
De ex. daca se folosesc trei grinzi elementare, tensiunile maxime de lunecare (egale pe

ambele plane de separare dintre grinzi) se calculeaza pe fibrele aflate la distanta h/2 de axa
neutrd globala, astfel:

h h)
I:'b'h(z“Lz 12 E 4 F

Txy()/:g) - b-(3h)3 ZEHZEE
C12
O alta varianta poate fi imbinarea cu mai multe bolfuri, montate la distante egale de-a
lungul grinzii; se modifica astfel suprafata de lunecare (si deci forta de forfecare) ce
corespunde fiecarui bolt: daca sunt n elemente de imbinare, atunci forta ce revine unuia
L

dintre ele va fi FL=Ty .b.H

152



1.9

Calculul deplasarilor la
incovoierea barelor drepte



Calculul deplasarilor la incovoierea barelor drepte

Daca se analizeaza

forma la care ajunge,

dupd incovoiere, axa

unei bare drepte (axa

numitd fibra medie
deformata a eil) se observa, in fiecare sectiune transversala X,

componentele principale ale deformatiilor barei:

o deplasarea liniard (“sageata’) v(X), masurata in [mm];

o deplasarea unghiulara (“rotirea”) @(X), in [rad].
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Calculul deplasarilor la incovoierea barelor drepte

Energia potentiala de deformare elastica la solicitarea de incovoiere

Pe aceleasi baze ca la solicitarile studiate anterior si ficAnd observatia ca tensiunile preponderente sunt de tip
axial (perpendiculare pe sectiunile transversale), se poate calcula energia de deformare elastica (Ui) ce
revine unitatii de volum a unei bare supuse la incovoiere, adica energia potentiala specifica de deformare:

Se considera ca solicitarea se produce in limitele domeniului de deformabilitate elastica (si proportionala cu
nivelul incarcarii) a materialului, incat se admite, la fel ca la solicitarile axiale, legatura dintre aria de sub
curba o-¢ si calculul energiei Us; daca se considera o bara de arie transversala A (cu momentul de inertie 1z
fata de axa de incovoiere) si lungime L, suportdnd o solicitare de incovoiere cu efortul sectional Miz(x) si
tensiunea o(Xx, y)=Miz(x)-y/l;, se poate scrie energia potentiala totala de deformare sub forma:

2 2
— dv = G—(X) dA dx) = Miz—(x)d 2q
N I(\I/!Ul v I(\I/! 2E (dAdx) (LZE.IiZZ(X) X(jAj)y 8

Ultima integrala este relatia de definitie a momentului axial de inertie 1,(X), care duce la simplificarea
numitorului fractiei de sub integrala simpla:

M
U =
E

I
~
X
N7

2

Oy
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Calculul deplasarilor la incovoierea barelor drepte

Aplicarea teoremelor lui Castigliano la solicitarea de incovoiere

S-a observat ca in sectiunile barelor supuse la incovoiere se produc deplasari
liniare si unghiulare, adica se pot aplica ambele teoreme ale lui Castigliano.
Pe o grinda arbitrara se considera o sectiune transversala cu centrul de
greutate in P (aflat pe axa longitudinalda a barei), in care actioneaza
incarcarile concentrate M —moment de incovoiere pe axa z si F — forta pe
axa y. Rotirea @(P) si deplasarea liniara v(P) ale sectiunii, pe directia si in
sensul eforturilor M, respectiv F se pot calcula, folosind teoremele lui

Castigliano si expresia energiei potentiale de deformare, astfel:

dx

L
(p(P):aU j 2MiZ(X) aMiZ(X)dXZj Miz(x) a'\/Iiz(x)

oM { 2E-1,(x) oM VEL () oM

Miz(X) al\/Iiz(x) dx
E-l,(x) oF

ouU ¢
respectiv. v(P)= =
oF J;
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Calculul deplasarilor la incovoierea barelor drepte

Aplicarea teoremelor lui Castigliano la solicitarea de incovoiere
Observatii:

1. S-au calculat derivatele, in raport cu sarcinile M si F, ale energiei
potentiale de deformare, ca pentru o functie compusa, inainte de integrare.
2. Daca rezultatul unui calcul bazat pe relatia teoremei este negativ,
deplasareca sectiunii analizate se produce in sens contrar Sarcinii
concentrate M sau F.

3. Cand in sectiunea de calcul nu exista sarcina concentratd necesara, se
introduce o sarcind fictiva K, de tipul cerut de algoritm, apoi se exprima
elementele de calcul (reactiuni s1 eforturi sectionale) in functie de K; dupa
derivarea eforturilor Mix(x) in raport cu K, se fac inlocuirile in relatia
potrivitd a teoremei, dand incarcarii fictive valoarea K=0 (a se vedea

aplicatia de mai jos).
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Calculul deplasarilor la incovoierea barelor drepte

Aplicarea teoremei Mohr-Maxwell la solicitarea de incovoiere

Aceasta teorema furnizeaza o metoda alternativa pentru calculul derivatelor
partiale din relatiile teoremelor lui Castigliano, astfel:

Derivata partiala a expresiei Mi;(Xj) in raport cu sarcina K, aplicatd in
sectiunea transversald cu centrul de greutate in P, coincide cu expresia
m(x;) a efortului sectional (de incovoiere) corespunzator solicitarii barei
doar prin sarcina concentrata fictiva K=1, aplicata in sectiunea de calcul.

oM, (X;)

oK m(x;)

Prin urmare, rotirea si sageata sectiunii analizate (notate mai jos, generic, prin 8) Se
determina, daca pe bara se delimiteaza p regiuni, printr-o varianta modificata a
relatiei teoremelor lui Castigliano, care poate fi scrisd concentrat, astfel:

M, (X) M, (X) b M, (X;)

E-1,(x) 0K dx:i:l}[ ECG) -1, (%)

m(x;) dx

L
5(P)=|
0

158



Calculul deplasarilor la incovoierea barelor drepte

Metoda Mohr-Veresceaghin de integrare grafo-analitica

Aceasta permite calculul rapid al integralei S(F)
definite din produsul a doua functii, F(x) si
f(x), cel putin una fiind /iniara; este necesar
sa fie cunoscut graficul functiei neliniare (sau
mai complicate, daca ambele sunt liniare)
F(x), precum si abscisa Xc a centrului de
greutate al suprafetei S(F), cuprinsa intre acel
grafic si axa absciselor, pentru intervalul de
calcul considerat [a; b].

F(x)

Integrala mentionatd se poate calcula facand
produsul dintre aria suprafetei S(F) si
valoarea functiei liniare f(x) in punctul Xg:

b
[Fe0-£00 dx = AIS(F)I-f(xc)

Daca ambele functii sunt liniare, atunci oricare dintre ele va fi consideratd F(x).
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Calculul deplasarilor la incovoierea barelor drepte

Aplicarea metodelor energetice

Se considera din nou grinda in consola solicitatd prin fortd concentrata pe capatul liber. Se
cere sa se calculeze, pe baza teoremelor energetice, deplasarile efective — unghiulara si
liniard — ale sectiunii de la capatul liber al barei.

A. Rezolvare pe baza teoremelor lui Castigliano

Pentru aplicarea corecta a teoremelor, in sectiunea E
unde sunt calculate deplasarile trebuie sa

actioneze sarcini concentrate, care sa poatd fi X

\ 4 V/\

exprimate independent de celelalte incarcari din
sistem.

Forta F satisface aceasta conditie, iar pentru calculul rotirii capatului barei se
introduce un moment fictiv K (de marime reala zero), alegand sa aiba sens de
rotire trigonometric.

A
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Calculul deplasarilor la incovoierea barelor drepte

A. Rezolvare pe baza teoremelor lui Castigliano

Pe bara exista o singura regiune, iar expresia efortului sectional si derivatele ei partiale
in functie de sarcinile considerate vor fi urmatoarele:
11 C OME (X)L OM(X)
(V)XE[O,L]. MiZ(X)=K—F-X, a—K=l, T:_X
Rotirea si sageata capatului liber se obtin introducand in relatii termenii potriviti si dand
apoi lui K valoarea reala (K=0); se ajunge astfel la expresiile scrise mai jos.

L

M., (X) M., (x 5 (—F-x F o x? FL?
(P)— J‘ |z() |z( ) dX:I( )-1dX=— L
oK 1 El, 0K ) El, ElI, 2 2EI,
respectiv v(P) = T (—x)dx = P X L— i
P “oF 3 EN “El, 3| T 3EI
0

Atentie: Semnul pozitiv al deplasarii liniare arata ca aceasta se produce in jos (in
sensul lui F), in vreme ce semnul negativ al rotirii indica sensul ei — orar — adica
invers momentului fictiv K!
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Calculul deplasarilor la incovoierea barelor drepte

B. Rezolvare pe baza teoremei Mohr-Maxwell a) *F

Pentru aplicarea metodei este necesar ca, dupa trasarea X
. : . . T e | L «
diagramei Miz(x), sa fie studiate doua stari de incarcare e

fictive, cu sarcini concentrate de o unitate aplicate in FL
sectiunea de calcul si bara eliberatd de alte incarcari; pentru ‘ ‘ ‘
cele trei stari de solicitare se delimiteaza pe bard o singura M;z(X) >3(

A\ AA 4

regiune, iar expresiile eforturilor sectionale se vor scrie: * 1
XE[O L] C)=-Fx; mx=-lx=-x; mx=-1 b)
Rezultatele se introduc in cate o relatie a teoremei, scrisa | 4X—J
pentru fiecare dintre starile fictive de 1Incarcare, Incat L
deplasérile sectiunii de capat vor fi: . ‘ ‘
s M) ——
( ) -F- X) FL
v(P) = | —2 2. mi(x)dx = (=x)dx =
{ I I, 3EI, /‘Nl
: . © >
.z( ) (=F-x) X) L X3
o(P)=] —= M dx= I (Dx=—— | —
0 Z z “ 1
\ @ X

Valorile coincid cu rezultatele anterioare, deci se poate aprecia cd  m*(x) >
metoda a fost aplicatd corect; semnele pozitive ale deplasarilor
aratd ca ele se produc in sensul sarcinilor fictive unitare care le corespund.
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Calculul deplasarilor la incovoierea barelor drepte

C. Rezolvare prin metoda de integrare grafica Mohr-Veresceaghin

Se folosesc diagramele de momente ale celor trei stari de Incarcare — reala
Miz(X), respectiv fictive mb ?(x); diagramele sunt liniare, iar metoda se
aplica, de exemplu, inmultind aria diagramei Mi;(x) cu valorile functiilor
fictive in dreptul centrului ei de greutate (x=2L/3).

Deplasarile sectiunii de la capatul liber al grinzii se calculeaza cum se arata

in relatiile de mai jos; se remarca, si in acest caz, coincidenta rezultatelor cu
valorile obtinute anterior:

c MIZ( ) 1 FL3
(P)= -([ E-1, m(x)dXZElz —FL)-5 D=5
=M |:|_2
o(P) = j Elzl(x) m?2 (x)dx =
0 z z
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1.10

Probleme static nedeterminate
la Incovolere



Probleme static nedeterminate la incovoiere

Pentru orice grinda sprijinita pe mai mult de doua reazeme simple (sau pe
o incastrare si macar un reazem simplu), calculul reactiunilor nu se mai
poate face doar pe baza ecuatiilor de echilibru din statica, problema fiind
Static nedeterminata; pentru aceste probleme se parcurg urmatoarele
etape de lucru:
—Scrierea ecuatiilor de echilibru, urmata de alegerea necunoscutelor static

nedeterminate (si exprimarea celorlalte in functie de acestea).

—Obtinerea ecuatiilor suplimentare, folosind una dintre metodele prin care se
calculeazad deplasarile sectiunilor transversale (se scrie ca V=0 si ¢=0 — pentru
un reazem incastrat, respectiv doar v=0 — in reazemul simplu).

—Rezolvarea sistemului de ecuatii obtinut, pentru calculul reactiunilor.
—Trasarea diagramelor de eforturi.

—Efectuarea calculelor de rezistentd sau de rigiditate cerute in problema.
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Probleme static nedeterminate la incovoiere

Exemple (Influenta reazemelor suplimentare)

1. Sa se calculeze reactiunile din reazeme pentru o grinda §i ‘F
incastrata la un capat si simplu rezematd la celalalt, §] 2
solicitata ca in figura alaturata. 2a a

|

Rezolvare

Reazemele introduc trei reactiuni — doua forte Vi si V2, un moment My; ecuatiile de
echilibru semnificative sunt doar doud — suma proiectiilor de forte pe verticala si suma
momentelor incarcarilor fata de sectiunea din incastrare:

Zn:Yi =0: V,+V, =F Zn:(Mi)l =0:V,-3a—F-2a+M, =0
i=1 i=1

Se alege V; ca necunoscuta de lucru si se exprima celelalte doua in functie de ea:
V,=F-V, M, =2aF-3aV,
Problema este simplu static nedeterminata, iar a treia ecuatie de legatura intre
reactiuni se obtine aplicand o metoda pentru calculul deplasarilor.
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Probleme static nedeterminate la incovoiere

Aplicarea teoremei lui Castigliano X

M Ry

Deoarece reazemul simplu nu permite deplasarea barei pe ﬁ/ % A
V]_ fVZ

verticala, prima teorema a lui Castigliano aplicata in acel

punct conduce la ecuatia suplimentara:

av2 :Zzll[

Miz(Xi) aMiz(Xi) dx
E-Il, oV,

ot

Se stabilesc expresiile eforturilor sectionale Mi,(Xi), apoi derivatele lor in raport cu

necunoscuta static nedeterminata, pentru cele doua regiuni de pe bara, astfel:

Reqi 0 M;, (X))
egiunea Miz(xi) oV,
(V) x1 € (0; a) VX X
(V) x2 € (0; 2a) Vy(@a+ x)—Fx a+X
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Probleme static nedeterminate la incovoiere

Aplicarea teoremei lui Castigliano

inlocuind sub integrala valorile din tabel, ecuatia devine:

a 2a

V, - X V,(a+X)—F-Xx
0=| == xdx I 2@+ ) (a+x)dx =

) E-l, ) E-l,
i V. 3._3 V. 3.2 2a+2a ﬁ 8_8'3 a Fﬁ FE =0
1, | V2 g TVerlat-2ar2a- ] ma P o R )

Se observi ci ultima forma a ecuatiei poate fi inmultitd cu (E-l,/a%), ajungind la ecuatia
suplimentara cautata:

1 8 8 . . 14
V2(§+2+4+§)—2F—§F=0 din care se obtine VZ:EF

Prin inlocuirea acestei valori in ecuatiile de echilibru de mai sus rezultd valorile
celorlalte doua reactiuni:
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Probleme static nedeterminate la incovoiere

Aplicarea metodei eforturilor

Raman wvalabile explicatiile anterioare privind rezolvarea prin aceastd metoda a
problemelor static nedeterminate, cu precizarea ca necunoscutele Xi (si incarcarile din
starile fictive) pot fi momente de incovoiere pe axa z sau forte pe axa y - in functie de
reactiunea care corespunde legaturii indepartate de pe bara.

Coeficientii 8jj se calculeaza astfel (indicele regiunilor este K, iar eforturile sectionale

m(Xx) corespund starilor de solicitare fictive i si j ale sistemului de baza):
L - -
5 =Y fm' (%)M (x,)
! k=1 ¢ E(Xk)'lz(xk)

dx

Se transformad sistemul dat intr-unul static determinat indepartand virtual reazemul din
dreapta, inlocuit prin forta verticald necunoscutd Xi; cele doud stari de solicitare
Imaginare, pentru sistemul de baza astfel obtinut, sunt:

e starea “zero” — CU Solicitarea exterioara prezenta si cu X;=0;

e starea “1” — cu forta exterioara indepartata si cu X;=1.
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Probleme static nedeterminate la incovoiere

Aplicarea metodei eforturilor

Pentru aplicarea corectda a metodei, Impartirea barei in
regiuni se face identic in toate starile de solicitare, iar
eforturile sectionale sunt:

- pt. x1€(0; @) mo(x1)=0; m*(x1)=1-x=x
-pt. x2€(0; 2a)  MO(x2)=—F-x; m}(x2)=1 (a+x)=a+x
Diagramele stdrilor fictive sunt prezentate aldturat;
problema e simplu static nedeterminata, se scrie o
singura ecuatie suplimentara, in necunoscuta Xi:
011X, +845=0
iar cei doi coeficienti vor fi:

511—2_[m (xk) m (xk)dx iE | I(a+x) (a+x)
0

k=1 o

1 (a3 2.4 2a4a2 SaJ o a’
= —+ . + —+ —_—
E-1{ 3 2 3 E-I

a 2a
slo—ZIm (xk) m® (%) B RV (R RS P

= _OEJ E-l

__ P 4a2 ga’) 14 F-a’
T OE- 2 3 ) 3 E-

(X,=0) fivo . X,
2aFE§

o B |

0 kﬁ“yl r&; f&*

(X;=1) fiw fl

m(x) ' 2
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Probleme static nedeterminate la incovoiere

Aplicarea metodei eforturilor @ %MO F‘ L

Inlocuind valorile in ecuatie, se calculeaza forta (X:=0) q
necunoscutd X1, adica reactiunea V2 din problema initiala: A%
O, 14

X, =\, =— -—F 2aF:
P8y 27
Aceastd solutie coincide cu valoarea obtinuta la ¥ X

0
. A - m (X >
aplicarea teoremei lui Castigliano. ) ‘
Calculul coeficientilor cu teorema Mohr-Veresceaghin @ %Ml rﬁ. rﬁ.
Coeficientii & jj se pot gdsi si prin integrare grafo- (X=1) ¢ ‘ :
analitica a produselor de functii, folosind diagramele: = q 11

pentru 811 se poate lua o singurd arie (un triunghi cu
catetele egale cu 3a) pe toata lungimea barei; pentru d10 Se

1 .
inmulteste aria diagramei m°(x) (pe prima regiune are m(x) W >
valoarea zero!) cu valoarea lui m*(x) in x2=(2/3)-2a; se 33
obtin aceleasi valori ca mai sus:

2 Le 1 1 3
m= (X, )-m=(xy) 1 (3a-3a 2 9a
811:ZI =— .5.3a _

X =
S0 EL(x) E-1l 2 El
2 Li 1 0 3
m= (X, )-m°(x,) 1 |(-2aF)-2a 2 14 Fa
6 = d =\ " _-2 =
10 ;{ B0 R4 2 @3 |=gE
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Probleme static nedeterminate la incovoiere

Calculul reactiunii prin egalarea deplasarilor

Este interesant cd reactiunea din dreapta poate fi
imaginatd ca acea fortd X care readuce punctul B al
barei (in care nu ar exista un reazem) la locul sdu
dinainte de aplicarea fortei F.

Primele doua schite alaturate folosesc la calculul
deplasarii verticale din B, sub actiunea lui F:

El -v(B) = 2a - (—2aF) 2 14 ,

(-a——=-2a)=—a’F
2 3 3
S-a inmultit aria diagramei reale cu valoarea de pe
graficul cu forta 1, in dreptul centrului de greutate al
diagramei reale.

3aX
Folosind cele doua schite fictive, se afla deplasarea sub
forta X:
£l v (B) = 23X % 3a = 9a°X

Scriind conditia de egalitate a celor doua deplasari, se ajunge la X=V,=(14/27)F, adica
aceeasi valoare ca la metodele aplicate anterior.
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Probleme static nedeterminate la incovoiere

. . . X
Finalizarea problemei KM Py
I
Pentru a stabili sectiunea periculoasa a barei analizate, se ﬁkj Xo *(Vz)
traseaza diagrama momentelor de 1incovoiere; pe grinda se Vi B 2a_ " e—2 ) 14F/27
separa doua regiuni, expresiile eforturilor sectionale sunt liniare I
pe toata lungimea barei si se scriu sub forma datd mai jos; 12127
diagrama de momente se traseazd ca in figura, iar sectiunea Mi(X) é‘ X
periculoasa se afla la granita dintre regiuni, valoarea maxima a 'z >
momentului fiind (14Fa/27). [F-a] W
(V)x, €(0;aXM,, (X,) =V, -x = % F-x; M(0)=0; M(a) = % Fa. 14/27
(W)x, €(0;2aYM,, (x,) =V,(@a+x)-F-x = 18 BBy
27 27
14 12

=" Fa: = _—"ZFa.
M (0) a; M(2a) a
Observatii

1. Daca reazemul simplu din dreapta ar lipsi, momentul maxim ar fi in sectiunea din incastrare, cu
valoarea (—2Fa); introducerea reazemului suplimentar complica oarecum rezolvarea problemei, dar duce
la scaderea cu aproximativ 75% a solicitarii maxime.

2. In aceeasi proportie scade caracteristica de rezistentd necesari a sectiunilor (modulul W), adica
solicitarea este preluata de o bard cu greutate mai mica si care implica un consum de material mult redus
fatd de simpla rezemare in consola a barei.
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Probleme static nedeterminate la incovoiere

Exemple (Influenta reazemelor suplimentare)

2. Sa se analizeze cum se modificdi marimea solicitarii intr-o barda simplu rezemata,
incarcata pe toata lungimea cu o forta uniform distribuitda de intensitate ¢, atunci
cand 1 se adauga un reazem simplu suplimentar, asezat la mijlocul lungimii barei.

Rezolvare

Al treilea reazem face ca bara sa devind static nedeterminatd; se studiaza pentru inceput
solicitarea realda observand ca, la aplicarea metodei eforturilor, aceasta va reprezenta starea
,»Zero” a sistemului de baza — cu reazemul din mijloc indepartat, ceea ce sugereaza forma
celei de-a doua solicitari fictive si necesitatea de a separa pe bara doua regiuni simetrice:
(V)x, (0:2):T, (x,) =ga—ax; T(0) =ga; T(a) = 0;
(V)x, €(0;a):T, (x,)=ax —ga; T(0)=—qa; T(a) =0;

2

X 1
Miz(xl)zMiz(xz)=qa'X—Q’7? M(0) =0; M(a)ZEQa2

Diagramele de eforturi bazate pe rezultatele de mai sus sunt trasate in figura alaturata,
impreuna cu diagrama starii fictive ,,unu”, pentru care se obtine ca:
m(x1) = m(xz) = (-1/2) x =-x/2; m(0)=0; m(a) =-a/2
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Probleme static nedeterminate la incovoiere

Exemple (Influenta reazemelor suplimentare) — Aplicatia 2

LT X
qaﬁ< o y <X2=fqa WMMMHJJ b “0”

T(x)
qa
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Probleme static nedeterminate la incovoiere

Exemple (Influenta reazemelor suplimentare) — Aplicatia 2

Cu rezultatele de mai sus, coeficientii singurei ecuatii din metoda eforturilor
sunt:

t X x? x* g x ) 11 5
El -8,=2-[(-2)(gax-q=)dx=(-1) ga—-=-=—| =-qa‘*(:->)=-—qa*
B0 =2 [ -07) ()(q T, 4]0 ga'(;-3) =54
a 32
EIZ-811=2-J'(—§)2dx=1 X1 212 e unde X1=—8ﬂ=§qa
7 2 2( 3 6 6 y 4

Al doilea coeficient se poate calcula si grafo-analitic, Tnmultind pe fiecare
regiune diagrama ,,unu” cu ea insasi:

1 a, 2 a 1
El, -5, :2.{5.3.(_5).5.(_5)}zg,a3

Trebuie remarcat ca si pentru acest caz este posibil calculul reactiunii
suplimentare prin egalarea deplasarilor — cea reala, de la mijlocul grinzii asezate
pe doud reazeme, respectiv cea produsd de o fortd necunoscutd X, plasatda in
pozitia fortei fictive unitare din figura 6.31 (starea fictiva ,,1”).
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Probleme static nedeterminate la incovoiere

Exemple (Influenta reazemelor suplimentare) — Aplicatia 2

Pentru cazul cu forta concentratd X se obtine aceeasi diagrama triunghiulard ca in
figura, dar cu momentul maxim de valoare (—aX/2); la aplicarea teoremei Mohr-
Maxwell se utilizeaza aceasta diagrama (pentru care se calculeaza aria celor doua
triunghiuri simetrice) si cea din starea ,,1”” de mai sus, iar deplasarea din mijlocul barei

sub forta X este:
1 aX,| 2 , a, 1
El,-v(B)=2-|=-a-(—) |- =-(-= =-a’X
@ =232 | 231
Pentru a calcula deplasarea de la mijlocul barei asezate pe doud reazeme se folosesc din
nou diagramele din figura de mai sus si se inmulteste functia reald a momentelor cu
efortul m(x;) din starea fictiva ,,1”, cu precizarea ca forta unitara trebuie orientata in
jos, sensul deplasarii cautate (ceea ce schimba semnele in calculele pentru acea stare
fictiva de solicitare); se obtine aceeasi expresie ca la 619 de mai sus:

& X NG 5 1 5 ) 5
El.-v(B)=2-|(2)(qax—gq—)dx =—qa*: din =a®X=-—qga*se ajunge la X="qa
,-V(B) !(2)«1 9, )dx =0 - o, 02" e ajung ;0
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Probleme static nedeterminate la incovoiere

Exemple (Influenta reazemelor suplimentare) — Aplicatia 2

Cunoscand ca suma celor trei reactiuni din problema static nedeterminata trebuie sa fie 2qa,
valoarea 5qa/4 a reactiunii din mijloc conduce la marimea 3qa/8 pentru fiecare dintre
reactiunile de la capetele barei; se obtin urmatoarele variatii ale eforturilor sectionale pe
lungimea barei:

"y 3 a ax - TO) =S aa - T(a) = 2 aa-T(3a) —
(v)xle(o,a).Ty(xl)—Sqa gx ; T(0) 8qa,T(a) 8qa,T(Sa) 0

Y. —ax 3 aa T = —3aa: T(a) = 2 aa: T(3a) —
(V)x, €(0;a): T, (x,) =qx 8qa,T(O) 8qa,T(a) 8qa,T(8a) 0

X2

Miz(x1)=Miz(xz)=§qa-x—q- s M(0)=M(%a)=0; M(a)=—%qa2

3 1 (3% , 9 ,
M X)=M(=a)=—-| = a“=——q@a
max (X;) (8 ) 5 (8] q o8¢

Aceste evolutii sunt prezentate in diagramele de eforturi de mai jos; trebuie remarcat ca
efortul maxim de incovoiere este qa%/8, care este de 4 ori mai mic fatd de valoarea de la
varianta static determinata a problemei. Pe de alta parte, la fel ca in cazul asezarii pe doua
reazeme a grinzii, constructia si incarcarile sunt simetrice, incat diagrama de momente s-a
obtinut simetrica, iar cea de forfe taietoare — antisimetrica.
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Probleme static nedeterminate la incovoiere

Exemple (Influenta reazemelor suplimentare) — Aplicatia 2

U T

Wi . AN
3qa/8ﬁ X, X ﬂSana . X, iﬁ3qa/8 436\/_8>| 3a/8 i )S

9/128

) a |
T(X) ‘ v ‘ é 1
1308 50a/8 [, i 9/128
ol

. ,.||I|||||
3ga/8

50a/8

La fel ca in exemplul anterior, introducerea reazemului suplimentar a complicat, intr-0
anumitd masura, calculele pentru stabilirea reactiunilor barei, dar a condus la micsorarea
semnificativa a valorilor maxime ale eforturilor sectionale, deci si a consumului de
material (datoritd dimensiunilor transversale mai mici) necesar pentru realizarea barei.
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