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2.1

Stabilitatea elastica a barelor

comprimate lungi si subtiri



Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri
Starea de echilibru stabil

Se spune despre un corp solid cd se afld in echilibru stabil daca,
atunci cand o perturbare exterioara il scoate din echilibru, aceasta
modificare va fi eliminata prin incetarca actiunii elementului
perturbator, corpul revenind in starea initiala.

Pentru barele drepte comprimate care au sectiuni transversale de
dimensiuni relativ mici fata de lungime, axele lor tind sa se curbeze
si fortele axiale care le incarca produc indoirea barelor, cu
intensitate proportionala cu marimile fortelor; cand incarcarile
ating un anumit nivel (denumit critic), deformatiile de incovoiere
cresc peste limita de suportabilitate a barel, care cedeaza
instantaneu; desigur ca cedarea nu se produce din cauza depasirii
limitelor de rezistenta ale materialului sau, ci datorita unei stari de
deformare elastica instabila.



Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri

Se produce astfel un fenomen particular, denumit flambaj (longitudinal), care are
consecinte catastrofale si trebuie evitat; fenomenul este ireversibil si incomplet stapanit
prin metode de calcul: ceea ce se poate stabili este doar nivelul solicitarii critice (Fcr),
avand valori specifice fiecarei bare concrete; se admite ca pentru incarcarile mai mici
decat acest nivel flambajul barei respective nu se produce.

Din necesitati de calcul se defineste si tensiunea critici de flambaj (ccr) a unei bare —
tensiunea normala ce corespunde sarcinii el critice; este interesant cd aceastd tensiune se
poate afla sub limita de proportionalitate (sau de elasticitate) a materialului, cand se
produce flambajul elastic al barei, dar poate fi si deasupra acestei limite — pentru
flambajul numit elasto-plastic.

Problema calculelor la flambajul elastic al barelor drepte a fost rezolvata (fara realizarea
unor experimente) la mijlocul secolului XVIII, de catre savantul elvetian Leonhard
Euler (1707-1783). in schimb, pentru flambajul elasto-plastic, desi s-au stabilit diferite
solutii teoretice, acestea au un caracter predominant empiric, fiind adica bazate exclusiv
pe rezultate si observatii experimentale.



Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri

Ideea fundamentald in calculul de flambaj este cad solicitarea reala (Fer)
trebuie sa se afle la o anumita distanta (de siguranta) fata de sarcina critica
(Fer) @ barei analizate; aceasta implica impunerea unei valori minime a
raportului celor doud marimi, sub forma de coeficient de sigurantia la
flambaj (c) — marime definitd atat in legatura cu fortele F, cat si cu
tensiunile normale, astfel:

_ I:cr . G
|:ef G ¢t

Coeficientul de siguranta la flambaj este supraunitar, cu atat mai mare cu
cat piesa este mai importanta la locul de utilizare sau in ansamblul din care
face parte; pentru barele din constructiile de masini valorile uzuale ale
coeficientului sunt teoretic cuprinse intre 2 si 28, dar in mod obisnuit el se
limiteaza la 3-4 unitati.



Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri

Calculul fortei critice in cazul flambajului elastic

Spre deosebire de calculele ingineresti obisnuite, cele de
stabilitate pornesc de la efectele fenomenului de flambaj catre
cauzele lui, incat rezolvarile au in vedere cazuri particulare de
pierdere a stabilitatii barelor drepte.

In privinta flambajului elastic (la care oc este sub limita de
proportionalitate op de pe curba caracteristica la compresiune a
materialului) analiza porneste de la aparitia incovoierii pe barele
comprimate lungi si subtiri; din ecuatia (data de Euler a) fibrei
medii a barei astfel deformate se obtine o ecuatie diferentiala,
care depinde ca aspect de modul in care este rezematd bara;
rezolvarea ecuatiei, pe baza condifiilor la limitd, conduce la
aflarea fortei critice de flambaj a barei analizate.



Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri
Cazul barei articulate la capete X v(x)
: %

Pe bara deformata apare, in orice sectiune X, _F> .................................... - _
un efort de incovoiere Mi(X) = F-v(x), iar ?42? Q{
ecuatia lui Euler se va scrie astfel: : L |

d>v(x)  F-v(x) ;y )
dx?  E-l,
. Foo. . . : d?v(x
Se face notatia a? = £ incat ecuatia devine p (2 ) +a?-v(x)=0
: X
Y4
Solutia acestei ecuatii diferentiale va avea forma V(X) = A sin ax + B cos ax

iar coeficientii se determina din conditiile de deformabilitate a barei (conditiile la limita), date de
impiedicarea deplasdrii pe verticala in sectiunile de la capete:

v(0)=0 = B=0
v(L)=0 = A-sin(aL)=0 < alL=kn
Ultima conditie rezulta din evitarea solutiei banale a ecuatiei diferentiale, v(x)=0, iar constanta k poate

fi orice numar natural (diferit de zero); considerand prima solutie posibila (k=1), bara deformata are
aspect de sinusoida data de ecuatia:

v(x)=A- sin(% xj =V nax -sin(% xj



Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri

Cazul barei articulate la capete

In aceastd expresie valoarea maxima (v max) a deplasirii rimane nedeterminati,
ceea ce mentine posibilitatea de evolutie catastrofala a fenomenului de flambaj;
din a-L=7 rezulta constanta o, care este inlocuita in notatia de mai sus, astfel:

n® F - n? E- 1.
L2 EI A

Introducerea lui | min (cel mai mic dintre momentele de inertie principale
centrale ale sectiunii transversale) in formula conduce la cea mai mica dintre
posibilele forte critice de flambaj ale barei studiate; se poate intui ca
incovoierea barei (sub fortd axiald) se produce preferential in jurul axei

principale a sectiunii transversale avand momentul de inerfie (s1 deci
rezistenta la incovoiere) de valoare minima.

Ultima relatie reprezinta formula lui Euler pentru cazul fundamental de
flambaj, fiind folosita la calculul fortei critice pentru bara comprimata ca in
figura de mai sus.



Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri

Cazul barei articulate la capete

Atentie: Forta critica este acel nivel al solicitarii de comprimare pana la care se admite ca nu
se produce pierderea stabilitatii elastice a barei, adica trebuie evitate incarcarile ce ar

atinge aceasta limita!

Se pot scrie noi solutii ale ecuatiei diferentiale dand
lui k alte valori decat 1; daca se adopta k=2, se
obtine a-L=27 si a doua forta critica a barei:

- 4n® E-ly,
cr L2
Aceasta corespunde situatiei in care lungimea barei se injumatateste prin rezemare
suplimentara (cum se arata in imaginile din pagina urmatoare), la mijlocul lungimii, cu o
articulatie mobila; noua varianta de rezemare este o solutie practica relativ simpla pentru a
mari (de 4 ori) forta critica de flambaj, deci intervalul de functionare sigurd a barei.

Pentru urmatoarele solutii ale ecuatiei diferentiale (obtinute din conditia a-L=km) se folosesc,
analog, un numair de k—1 reazeme mobile intermediare, obtinind cresterea de k? ori a fortei
critice a barei; trebuie insd observat ca orice defectare a unuia sau unora dintre aceste
reazeme duce la scaderi importante ale fortei critice si pune in pericol stabilitatea barei!
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Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi
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Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri

Calculul fortei critice pentru alte cazuri de rezemare

Procedand analog (cu ecuatii diferentiale neomogene, pentru ultimele doud variante) se
rezolva 1nca trei cazuri de rezemare pentru barele comprimate — in consold, incastrare la
ambele capete, respectiv incastrare la un capat si articulatie la celdlalt; forta critica se
obtine, pentru fiecare caz, din relatia scrisa in dreptul figurii respective.

cr (2 L)Z

X 2
<—>| F _TE 'E'Imin
vl | — F
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Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri

Formula lui EULER pentru calculul fortei critice de flambaj

Analizand relatiile fortei critice pentru cazurile de rezemare studiate se observa
ci ele se diferentiaza prin marimea de la numitor; aceasta se noteaza cu L,
numita lungime de flambaj a barei pentru fiecare varianta de incarcare; din
relatiile de mai sus se extrag lungimile de flambaj pentru situatiile respective:

—>pentru bara dublu articulata Le=L
—>pentru bara in consola Lf=2L
—>pentru bara dublu incastrata Li=L/2
—>pentru bara articulata si incastrata L+=0,707-L

Se ajunge la o forma unica a relatiei lui Euler, pentru calculul fortei critice (in
[N]) in cele patru tipuri de rezemare de mai Sus:

2
T 'E'Imin
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Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri
Formula lui EULER - Observatii

1. Pentru toate discutiile de fata se admite ca factorul EI (rigiditatea barei la incovoiere)
este constant pe lungimea L a barei studiate, iar aceasta lungime este practic egala, in
starea deformata, cu cea initiala! In plus, greutatea proprie a barei se neglijeaza.

2. Prezenta la numitor a lungimii de flambaj aratd cd barele cu lungimi mari au forte
critice mici, deci un pericol mare de distrugere prin flambaj.

3. Din compararea valorilor L pentru cele 4 cazuri rezulta ca bara in consola se afla in
situatia cea mai periculoasa, avand cea mai mare lungime de flambaj (Lt = 2L), cea mai
sigura fiind bara dublu incastrata (Lt = L/2).

4. Pentru barele care flambeaza elastic forta critica depinde, in raport cu materialul barei,
numai de modulul de elasticitate E, care are valori similare pentru cele mai multe oteluri;
pentru astfel de bare (avand flambajul amenintare principald) nu este rational sa se
foloseasca oteluri aliate, scumpe, incat ele se fac din oteluri laminate obisnuite!

5. Forta critica a unei bare creste proportional cu momentul de inertie al sectiunii sale
fata de axa de incovoiere; sectiunile cele mai avantajoase au materialul dispus simetric
(astfel ca I, = ly) si la distanta cat mai mare de axele de simetrie, pentru ca momentul de
inertie sa fie cel mai mare posibil, pentru un consum de material stabilit.

14



Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri

Aplicabilitatea formulei lui Euler

S-a precizat ca in cazurile de mai sus flambajul barelor este de tip elastic: pierderea
stabilitatii se produce in domeniul deformabilitatii elastice a materialului, adica
tensiunea maxima din bara nu depaseste limita de proportionalitate (c,) de pe curba
caracteristica. Daca se defineste, pe baza fortei critice data de formula Euler, 0 tensiune
critica de flambaj o (raportul fortei critice la aria sectiunii transversale a baret), tinand

seama de definitia razei de inertie '";'\n =i2. rezultd:
| .
2 min
I:cr T E A Tcz E- I?nin
GCI’ = — = 2 = 2
A (L¢) (Lr)
- . . .o - ~ . f TEZ -E
Aceasta relatie devine mai simpla facand notatia A = T Gy = 22
min adica

Numarul A, coeficientul de subtirime (Sau de zveltete) al barei analizate, este raportul
intre doud lungimi (nu are dimensiuni!) si reprezintd indicatorul principal al modului
in care o bara concreta se calculeaza la flamba;.

15



Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri

Aplicabilitatea formulei lui Euler

Observatii:
1. Calculele de stabilitate elastica sunt specifice fiecarei bare, inclusiv in privinta
materialului si incarcarilor ei.
2. Coeficientul A introduce in calculele de flambaj influentele asupra stabilitatii barei date
de lungime, rezemare, respectiv forma si dimensiunile sectiunii transversale.
3. Doua bare caracterizate prin aceeasi valoare a coeficientului de subtirime isi vor pierde
stabilitatea elastica in acelasi fel.

Pornind de la ultima relatie de mai sus se poate construi o curbd de dependenta intre
tensiunea critica de flambaj si coeficientul A; principial, graficul acestei functii reprezinta o
hiperbola echilatera, dar trebuie remarcat ca numai o porfiune din grafic este relevanta
pentru calculul barei: relatia se refera la flambajul elastic, deci partea hiperbolica a
graficului este valabila numai in zona aflatd sub limita de proportionalitate a materialului
(ca<op). Granita acestei zone pe axa absciselor depinde exclusiv de caracteristicile
materialului barei si se obtine extragand din relatiec valoarea lui A ce corespunde tensiunii
limita op:

16



Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri

Aplicabilitatea formulei lui Euler

Prin urmare, desi coeficientul A ine seama in mod complex de bara concreta, granita Ao a domeniului in care
bara se poate calcula cu formula lui Euler este datd numai de materialul barei; de exemplu, pentru otelul
laminat OL37 (avand 6,=190 si E=21x10* [MPa]) aceasti graniti va fi:

o = | 2L-10" MPa 107,20 104,44
0 190 MPa 19 ’

Pentru calculele uzuale aceasta valoare se admite a fi Ao=105; domeniul de pe grafic aflat la dreapta acestei
granite corespunde flambajului elastic, cel de la stanga (diferit de hiperbola de mai sus!) urmand sa descrie
dependenta dintre tensiunea critica si coeficientul A in cazurile de flambaj elasto-plastic.

Observatii:

1. Pentru fiecare bara si mod de rezemare exista 0 singurd valoare a Ui A, deci oricarei bare concrete ii
corespunde un punct reprezentativ pe axa absciselor din grafic; pozitia lui arata cum trebuie facut
calculul de stabilitate pentru bara studiaza!/

2. Cu cat materialul barei are o valoare mai mare a lui op, cu atdt valoarea limitei Ao va fi mai mica,
adica domeniul in care bara flambeaza elastic va fi mai intins!

Trebuie remarcat cd A este cu atadt mai mare cu cat bara este mai zveltd (mai lungd fata de dimensiunile
transversale); graficul aratd cd, daca A creste mult, domeniul incarcarilor permise scade drastic, iar bara nu
mai poate fi, practic, incarcata cu forte de compresiune. Rezulta ca domeniul real de flambaj elastic trebuie
limitat si in partea sa dreapta: barele nu pot avea coeficientul de subtirime mai mare decat un anume A2,
ales in functie de aplicatia analizata; astfel, pentru barele din oteluri obisnuite, in constructiile de masini
sau constructii metalice, limita recomandata este A, = 150.

17



Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri

Aplicabilitatea formulei lui Euler

Ocri

Flambaj elasto-
plastic

Flambaj elastic

18



Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri

Tensiunea critica pentru flambajul elasto-plastic

S-a constatat ca dependenta (hiperbolica) dintre ocr i A in cazul flambajului elastic
modeleaza corect datele obtinute in practica, pentru toate tipurile de materiale; in
schimb, pentru domeniul elasto-plastic nu s-a putut stabili o exprimare matematica
unica a acestei dependente. Modelarile luate de obicei in considerare au ca punct de
pornire rezultatele experimentale (deci au un caracter empiric) si sunt exprimate prin
functii specifice, pentru diverse categorii de materiale.

Pentru oteluri Tetmajer si lasinski au propus o0 lege de dependenta liniara
descrescatoare, sub forma; Oy =a—b-A [MPa]

unde coeficientii @ si b (in unitagi de tensiuni) depind de caracteristicile otelului
utilizat; astfel, pentru laminate se iau a=304 si b=1,12 [MPa]; pentru cele aliate
valorile coeficientilor dau tensiuni critice mai mari (si o probabilitate mai mica de
producere a flambajului): de exemplu, pentru un otel aliat cu 5% Ni se iau a=461 si
b=2,26, iar A;=86; rezulti ca barele facute din oteluri cu calitdti bune de rezistenta sunt
avantajoase — in cazurile in care ele flambeaza elasto-plastic!

19



Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri

Tensiunea critica pentru flambajul elasto-plastic

Pentru alte materiale legea de modelare si coeficientii pe care 1i contine se pot gasi in
carti sau in baze de date, ca si valorile lui A ce marginesc domeniile de pe graficul
tensiunii critice de flambaj.

Desigur ca relatiile de acest tip nu sunt valabile pentru intreaga parte de grafic aflata la
stanga limitei Ao: daca pentru o bara tensiunea critica de flambaj se afla deasupra limitei
de curgere a materialului ei (cs>cc), bara va ceda prin pierderea capacitatii de
rezistenta la compresiune, iar problema flambajului nu mai trebuie pusa; portiunea
modelata empiric a graficului apare deci la dreapta lui A1 de pe abscisa (corespunzand
limitei de curgere a materialului), iar intre origine si A1 tensiunea limitd permisa in bara
va fi egala cu oc; valoarea de granitda A1 depinde si ea de caracteristicile materialului
barei si se obtine luand in formula tensiunea critica egala cu limita de curgere oc:

Ay = a-—og

b

Coeficientii recomandati pentru otelurile laminate dau pentru A: valorile 57.1 — daca
0.=240MPa, 39.3 — pentru c.=260MPa, respectiv 21.4 — daca c.=280MPa; astfel,
pentru otelurile obisnuite, limita A1 este admisa a fi cuprinsa intre 20 si 60.

20



Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri

(a) One fixed end, (h) Both ends (¢) One fixed end, (d) Both ends
one free end pinned one pinned end fixed

_=y
. A

o of a water-reservoir's columns |
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2.2

Calculul

ogrinzilor plane cu zabrele



Calculul grinzilor plane cu zabrele

Definirea subiectului

Constructiile (static determinate) numite grinzi cu zabrele sunt retele de triunghiuri formate
din bare drepte prinse articulat in noduri si alcatuind structuri (schelete) plane sau spatiale;
acestea pot Inlocui cu succes placi sau volume structurale masive, fatd de care au
capacitafi similare de a prelua incarcari mecanice, dar consumuri mult mai mici de
material si implicit greutati mult reduse.

Prezentarea de fata se refera la constructiile plane, cu forte exterioare aplicate exclusiv in
noduri; principiile de calcul raman valabile s1 se extind cu relativd usurinta pentru alte
categorii de grinzi cu zabrele; trebuie observat cd rezemarea articulata a barelor
componente si plasarea fortelor care le incarca doar la capetele lor determina ca ele sa fie
solicitate numai la intindere sau la comprimare.

Intr-o prima instantd necunoscutele dintr-o problema de grinzi cu zibrele sunt eforturile
sectionale din bare, care se calculeaza prin doud metode analitice de baza, descrise mai
jos; fiecare dintre ele porneste de la secfionarea imaginara a barelor grinzii, pentru a fi
puse in evidenta eforturile necunoscute.

23



Calculul grinzilor plane cu zabrele
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Calculul grinzilor plane cu zabrele

Principii de sectionare

Existenta eforturilor este semnalata grafic prin sageti, pe axa fiecarei bare care se
sectioneaza, in apropierea traseului de sectionare indicat pe desenul grinzii; sensul
sagetilor este de la nodul care prinde bara catre taietura facutd, ceea ce fizic aratd cd bara
respectiva este solicitatd la intindere. Eforturile din barele unei grinzi cu zabrele vor
rezulta cu semn pozitiv, pentru barele intinse, incat despre barele pentru care se obtin
eforturi negative se va intelege ca sunt solicitate la comprimare.

Pentru identificarea precisa a acestor eforturi se incepe prin a fi marcate, cu numere sau
cu litere mari, nodurile grinzii analizate, astfel ca se va nota cu N;j efortul din bara ce are
la capete nodurile ,,i” si ,,j”; ordinea in care se scriu aici indicii nu are importanta, dar se
prefera ordonarea lor crescatoare, respectiv alfabetica.

Trebuie remarcat ca de obicei unghiurile formate intre barele unei grinzi cu zabrele au
valori oarecare (depinzand inclusiv de lungimile barelor folosite), iar ele influenteaza
direct scrierea ecuatiilor de echilibru din care se calculeaza eforturile necunoscute. Este
insa de subliniat ca marimile propriu-zise ale acelor unghiuri nu sunt importante, intrucat
in calcule apar doar valorile unor functii trigonometrice ale lor, care de regula pot fi aflate
prin metode geometrice simple!

25



Calculul grinzilor plane cu zabrele

Criterii constructive

Grinzile cu zabrele trebuie sa fie static determinate si nelabile (sa nu aiba comportare de
mecanism); statica determinare se refera si la rezemarea grinzilor, care deci trebuie sa
contina cel mult un reazem simplu si o articulatie. Stabilirea eforturilor din bare necesita
inclusiv cunoasterea reactiunilor din reazeme, care sunt calculate inca de la inceputul
rezolvarii problemelor.

Cele doua conditii constructive ale oricdrei grinzi cu zabrele se considera verificabile prin
doua criterii care trebuie indeplinite simultan:

a. Intrucat in fiecare nod se pot scrie doua ecuatii de echilibru, iar necunoscutele sunt
eforturile din bare si cele trei reactiuni din reazemele grinzii, rezultd ca numerele N (de
noduri) si B (de bare) ale constructiei trebuie sa verifice relatia 2N =B+ 3;

b. constructia trebuie sa fie alcatuita pornind de la trei bare, prinse intr-un triunghi, la care
sa se adauge succesiv cate doud bare noi, avand un nod comun (care eventual nu exista
inainte de adaugarea lor).

Aceste conditii sunt verificate si de constructiile ce reunesc doua grinzi cu zabrele viabile,
daca sunt legate printr-un nod comun si o bard unind cate un nod din fiecare grinda, sau
conectate prin trei bare care nu sunt nici toate paralele si nici toate concurente intre ele
(doua cate doua pot sa se afle in aceste situatii!).

26



Calculul grinzilor plane cu zabrele

Calcule de rezistenta

Dupa ce ajung sa fie cunoscute eforturile, calculul barelor trebuie facut din doua
puncte de vedere:

e rezistenta la solicitarea axiala propriu-zisa, deci calculul la intindere sau
comprimare pentru bara cu efortul maxim in valoare absoluta;

estabilitatea clastica longitudinala, verificata pentru bara cu efortul de
comprimare de valoarea cea mai mare.

Ca principiu ar trebui sa se faca pre-dimensionarea barelor, din solicitarea axiala, urmata de
verificarea la flambaj a barei cu cea mai mare solicitare de comprimare; daca insa aceasta

este chiar bara cu solicitare maxima absoluta din grinda cu zabrele, atunci se poate face
direct dimensionarea ei la flambaj.

La final se adoptd dimensiunea transversalda a barelor grinzii, in mod obisnuit cu aceeasi
valoare pentru toate barele, inclusiv pentru cele care, eventual, nu sunt deloc solicitate (au
efortul axial egal cu zero!); este important ca aceste bare nu pot lipsi din constructia
analizata, iar eventuala lor deteriorare (din cauze diverse) poate provoca cedarea intregii
structuri!

27



Calculul grinzilor plane cu zabrele

Calculul deplasarii unui nod al grinzii cu zabrele

Ca la orice structuri elastice, se poate calcula cu cat si pe ce directic Se
deplaseaza un nod oarecare, sub actiunea incarcarilor exterioare; teoretic,
metoda de calcul se bazeaza pe principiul lucrului mecanic virtual
(d’Alembert), dar in aplicare ea se apropie de calculul deplasarilor, la
solicitarile simple, folosind teorema Mohr-Maxwell.

Trebuie sa fie cunoscute lungimile L si rigiditatile axiale EjAi ale celor N
bare ale grinzii, dar si eforturile Ni din bare, produse cand grinda suporta
incarcarile reale; se deseneaza o stare fictiva de solicitare, cu grinda incarcata
doar cu o forta egala cu 1 (fara dimensiuni!), asezata (cu sens arbitrar!) in
nodul de calcul P, pe directia A pe care trebuie calculata deplasarea; se
calculeaza eforturile nij din toate barele, iar relatia pentru calculul deplasarii
este:

NN - L
8,(P)=>.——tn,
: iZl:Ei’Ai
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Calculul grinzilor plane cu zabrele

Calculul deplasarii unui nod al grinzii cu zabrele

Se observa ca fractia de sub suma are dimensiune de lungime, iar factorul n; este
adimensional (pentru ca asa este si forta fictiva!), deci rezultatul acestui calcul este
pertinent, ca dimensiuni; desigur ca eventualul semn pozitiv al rezultatului arata ca
deplasarea nodului se produce chiar in sensul ales pentru forta unitara fictiva. Mai trebuie
spus ca, daca se calculeaza deplasari in mai multe noduri ale unei grinzi, fractia de sub
suma din aceastd relatie nu se schimba (se modifica doar factorul ni, obtinut din
incdrcarea fictiva, care este proprie calculului respectiv)!

Daca trebuie stabilitd deplasarea totald 61wt a nodului P, se aplica algoritmul de doua ori,
pe doua directii perpendiculare intre ele, convenabil alese; de obicei se folosesc verticala
si orizontala, iar relatia va fi:

80t(P) =[5y (P)P + [51 (P)P

Cu aceste valori se poate stabili si directia pe care se deplaseaza P; notand cu a unghiul
facut cu verticala de directia deplasarii totale, tangenta acestui unghi, aplicand definitia e,
este:

igo = 8y (P)

Sy (P)
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Calculul grinzilor plane cu zabrele

Stabilirea eforturilor din bare prin metoda izolarii nodurilor

Se fac sectionari, succesiv, pentru barele intersectate in cate un nod al grinzii;
eforturile au directii concurente, iar momentele lor fatd de nodul comun se
echilibreaza de la sine; ecuatiile de echilibru se obtin proiectdnd (si sumand)
eforturile (inclusiv eventualele forte exterioare — adica si reactiunile — ce apar
in nodul de calcul!) pe doua directii reciproc perpendiculare, convenabil alese
(de obicei orizontala si verticala).

Rezultd cate doua ecuatii de echilibru in fiecare nod, din care se gasesc pe
rand eforturile din bare; eficienta maxima se obtine daca nodurile se aleg asa
incat intre barele sectionate sa fie mereu cel mult doua cu eforturi necunoscute
(primul nod va avea doar doua bare!); din conditia 2N = B+3 respectata de
orice grinda cu zabrele, se intelege ca se obt{in 3 ecuatii in plus fata de numarul
de bare (pentru ca reactiunile se calculeaza din ecuatii de echilibru globale ale
constructieil); dupd ce se stabilesc eforturile, ultimele 3 ecuatii de echilibru
(care se vor scrie, in principiu, in nodurile cele mai ,,complicate” ale grinzii!)
sunt folosite pentru verificarea rezultatelor obtinute pana in acel moment.
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Calculul grinzilor plane cu zabrele

Aplicatie

Cat este forta maxima Fnax pe care o
poate suporta constructia din figura,
bare cu sectiuni circulare pline cu d
30mm, din otel laminat cu
E=21x10* si ©,=160 [MPa]; se
cunosc a=400mm si coeficientul de
siguranta la flambaj ¢ = 2,5; sa se
determine si deplasarea pe verticala
nodului 3, cand incarcarea este egala cu forta maxima de mai sus.

Rezolvare

Reactiunile din reazeme au fost deja calculate si trecute pe desen (cu sensurile reale); se
face verificarea criteriilor constructive: sunt 7 bare si 5 noduri, care indeplinesc conditia
2x5 = 7+3; in plus, analizand structura pornind de la triunghiul 125, se admite ca s-au
adaugat barele 24 si 54, prinse 1n nodul 4, apoi barele 23 si 43, prinse in nodul 3; criteriile
sunt verificate, constructia este static determinata si nelabila, se pot aplica metodele de
rezolvare de la grinzi cu zabrele.
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Calculul grinzilor plane cu zabrele

Aplicatie

a. Calculul eforturilor — prin metoda izolarii nodurilor
Expresiile din nodul 1 sunt banale: Ni» =0, respectiv N5 =2F
Nodul 5 este intersectia a trei bare, iar ecuatiile de echilibru se

ot . 5 Nys

prezinta astfel: o—>
in =0: N45+N25'COS45°=0 45°
zYiZO: N15+N25'COS45°=0

Folosind un rezultat anterior se ajunge la: 15=2F  Ns
Nos = —Nj5 -v/2 =—2v2 -F
1
N5 =Ny - ——= = 2F
45 25 '\/E

Pentru nodul 4 se scrie ca: Nzs =Ngs=2F, si Ny =0

Nodul 3 contine doua bare si forta exterioara F, aspectul
particular fiind unghiul o dintre bare; cum s-a aritat, marimea Nz <g—
acestui unghi nu trebuie stabilita, e suficient sa fie cunoscute Oﬁ/i
valorile functiilor sale trigonometrice; acestea pot fi calculate, Nas Y F
exemplu, din triunghiul dreptunghic 234, folosind relatiile lor
definitie:

de
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Calculul grinzilor plane cu zabrele
Eg 3_ T respectiv cos<>c=M=ﬁ=i
a

[23] ay5 5

Cunoscand, din trigonometrie, relatia cog £ —o | =sin o , rezulta:
2

sina =

in =0: N34+N23'COS(X,=0
>Y;i=0: Nyg-sina+F=0

Din rezultatele anterioare se obtine: Ny =—F-/6 respectiv. Ngq = —Nog 2o

V5

Ultima valoare confirma un rezultat de mai sus, iar a doua ecuatie din nodul 3 este deja
una de verificare, deoarece au fost calculate toate eforturile sectionale din bare; tot
pentru verificare se vor scrie si ecuatiile din nodul 2, lasat la urma ca fiind cel mai
complex, singurul in care se Intalnesc 4 bare ale constructiei:

{in =0: Ny5-c0545°=Ny3-COSaL

Y; =0: Noyz-sino+Nyg-cos45°+3F=0 2 | \Nos N2,=0

Y 23 SN o+ Nog T Nas
45°

_oJ2.F. L _ _Ff5. 2

. - > I -
De aici rezulta: L 2 A S N,;,=0 2
—FJ5.— —2J2.F. +3F=0
J5 V2

33



Calculul grinzilor plane cu zabrele
Aplicatie

Se observa ca s-au obtinut doua identitati, adica se poate admite ca valorile calculate ale
eforturilor Njj din bare sunt corecte; ele sunt cuprinse in tabelul ce urmeaza, impreuna
cu eforturile njj din starea fictiva de incarcare (in care forta F este inlocuita de o forta

identica, de marime 1), pentru calculul deplasarii pe verticala in nodul unde actioneaza
forta F.

Bara 12 15 23 24 25 34 45
Nij 0 oF | -F5 0 | -22 | oF 2F
Nij 2 N 2 -2\2 2 2
L a a aV5 a a2 2a a




Calculul grinzilor plane cu zabrele

Aplicatie

b. Calculul de rezistenta

Valorile eforturilor sectionale arata ca solicitarea periculoasd pentru barele grinzii este
de comprimare si are loc in bara oblica 25, pentru care avem:

Nimax = Nos = -2FV2  si Li= av/2 .
De aceasta data constructia barelor este cunoscuta — ele au sectiuni circulare pline, cu
diametrul d = 30mm si parametrul @ = 400mm, deci poate fi stabilit modul in care bara

25 tinde sa flambeze; cunoscand ca raza de inertie a sectiunilor circulare este un sfert
din diametru rezulta:

o Ls _ a2 _ 4-400mm -2 :160-J§=754
o imin d 30mm 3 ’
4
Bara tinde sa flambeze in domeniul elasto-plastic, iar coeficentul de siguranta se scrie:
.d2
Fer Fer 2F -2
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Calculul grinzilor plane cu zabrele

Aplicatie
De aici rezulta forta maxima care poate fi preluata de grinda cu zabrele:
x-(30mm)? - (304 —112.75,4)— N 5 600.219 55
Frax = mm- _ T2 22220 N = 87789,15N
2,5-242 5v2

Pentru simplificarea calculelor finale, se adopta Fpax = 87700N.
C. Calculul deplasarii, pe verticala, a nodului 3 al grinzii

Pentru situatia de fata calculul trebuie facut chiar in punctul si pe directia in care
actioneaza singura fortd exterioara F de pe grinda, iar starea fictiva este perfect
echivalenta starii reale de solicitare, in care trebuie luatd valoarea F = 1 (numar fara
dimensiuni). In aceste conditii, eforturile sectionale fictive nij au valorile din tabelul de
rezultate de mai sus, in care sunt trecute (in functie de parametrul a) si lungimile
tuturor barelor grinzii; folosind relatia (7.16) si reamintind ca barele au aceeasi

rigiditate axiald EA, deplasarea ceruta se calculeaza astfel:
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Calculul grinzilor plane cu zabrele

8V(3)=ﬁ[2F-2-a+(—F\/§)-(—\/§)-a 5+ (-2Fy2)-212) av2 + 2F 2. 22+ 2F - 2-2] =

— P2 (415/548/2+8+4)=38494- 2 _38494. 8770&'\"4009?8”
E-A E-A 21-10% 2 mm2
mm 2 4

Se obtine astfel ca nodul 3 se deplaseaza (in jos!) cu 0,236mm.

Cateva concluzii despre constructiile din grinzi cu zabrele

Panourile din grinzi cu zdbrele sunt extrem de avantajoase, fiind capabile de a inlocui
structuri masive, mult mai grele dar echivalente ca portantd; ele permit realizarea unor
deschideri ample (ca la podurile de cale feratd), indl{imi mari (ca la scheletul macaralelor)
si forme constructive diverse, in conditii de economicitate maxima; dezavantajul lor
principal este ca sunt sensibile la orice deteriorare a barelor ce le compun: daca una
singurd dintre barele grinzii cedeaza, chiar daca este dintre cele cu eforturi sectionale nule,
este probabil ca intreaga constructie isi va pierde, In mod catastrofal, capacitatea de a
prelua incarcarile pe care le sustine.
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Caracterizarea starilor de solicitare

Starea de tensiuni in jurul unui punct

Atunci cand un corp solid oarecare suportda incarcari mecanice, legaturile fizice dintre
particulele lui sunt puse la incercare cu o intensitate (numita tensiune) depinzand de
solicitarile care se produc, de pozitia in volumul corpului a punctului analizat, precum si de
directia pe care se evalueaza tensionarea materialului.

Tensiunea se noteazd generic cu P, se misoara in unitdti de presiune (1MPa = IN/mm?) si se
studiaza prin componentele ei — normald (o), respectiv tangentiald (t) — din punctul unde
tensiunea actioneaza. Valorile acestei marimi rezulta diferite, atunci cand se masoara (sau
se calculeazd) pe directii diferite, in jurul punctului ales pentru studiu; ansamblul acestor
valori formeaza starea de tensiuni din acel punct al corpului.

Observatie: Procedand analog, cu referire la schimbarile de pozitii si de dimensiuni ale
segmentelor de particule din jurul unui punct, in volumul unui corp solicitat mecanic, se
defineste starea de deformatii specifice din acel punct. Componentele pe care se bazeaza
studiul sunt alungirile specifice (€) si lunecarile specifice (y), iar analiza prezintd multe
similitudini cu ceea ce se discuta aici despre starile de tensiuni.
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Caracterizarea starilor de solicitare

| 2
-
Q

<

Tensorul tensiunilor y

Se imagineaza trei plane reciproc perpendiculare
(determinand axele de coordonate folosite in analizd),

. R i ) Tuy
intersectate in punctul arbitrar P, ales pentru studiu; 5
pe baza lor se construieste un paralelipiped drept, cu T2y Lo
laturi ce se considera de dimensiuni infinit mici, adica P20 R S )
.. o S A . . X
fiind reductibil, la limita, la insusi punctul P. ,
7 Oz
Admitand ca solicitarile exterioare duc la aparitia unor L~

componente de tensiuni pe orice directie in jurul lui  *

P, adica starea de tensiuni din acel punct este spatiala (tri-dimensionald), rezulta ca pe
fiecare fata a prismei pot fi identificate trei componente ale tensiunilor — una normala si
doua tangentiale, fiecare paralela cu cate una dintre axele de coordonate (muchiile prismei),
ca in figura; tensiunile tangentiale se noteaza cu doi indici, primul al axei perpendiculare pe
planul tensiunilor, al doilea — al axei cu care componenta este paralela. Pe aceasta baza
tensiunile normale ar fi notate cu doi indici identici, incat se admite ca indicele lor sa fie
scris o singura data.
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Caracterizarea starilor de solicitare

Starea de tensiuni din P se considera cunoscutd in totalitate dacd se cunosc cele 9
componente din figura anterioara; valorile lor se prezinta de obicei sub forma de matrice,
notatie denumita tensorul tensiunilor din P:

Observatie: Notiunea de tensor (avand 9 componente) este cunoscutda din matematica si
fizica, fiind definita ca generalizare a notiunii de vector (caracterizat prin trei componente —

proiectiile lui pe axele de coordonate). bk
! y
Desigur ca, in functie de specificul unei stari de tensiuni, !
0 parte dintre cele noua componente pot sa fie nule; in LT ’Tyx
aceasta ordine de idei, daca starea de tensiuni este plana, E Ty
avand deci valori nenule pentru doar patru componente, o Lo o
paralele cu doud dintre axele de coordonate, tensorul —<--4 | —
tensiunilor se scrie: Ty AL - - - - - - JEE -~
// Tyx
T = Oy ’ny} o ¢o-r
c ’ ]
Tyx O . 1 Oy
ey 5 \
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Caracterizarea starilor de solicitare

Studiul stirilor plane de tensiuni

Una dintre temele importante in acest studiu este stabilirea valorilor extreme (principale) ale
tensiunilor normale din jurul punctului P. Se poate demonstra ca — daca se noteaza cu a
unghiul facut de directia tensiunilor principale cu axa de coordonate X — exista urmatoarca

legatura intre acest unghi si parametrii starii plane de tensiuni:

sin 2 2t
< _ tg2a = Siuht. A
COSs 20 Oy —Oy
: : L : : 1 2Tyy T
Solutia acestei ecuatii trigonometrice se scrie: 01,2 = Earctg +k-—
Gy —Oy 2

adica se gasesc doua directii principale, perpendiculare intre ele!

Pe de alta parte, valorile celor doud tensiuni principale (cea mai mare si cea mai mica, in
sensul asezarii lor pe axa numerelor reale, dintre tensiunile normale din jurul punctului

analizat) se calculeaza tot in functie de cei trei parametri din tensorul tensiunilor, din relatia:

Oy + 0y \/(GX —Gy)2 +4-T)2(y
01,2= 2 + 2
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Caracterizarea starilor de solicitare

Studiul starilor plane de tensiuni

Se reaminteste ca s-a pornit de la cunoasterea componentelor de tensiuni de pe directia unor
axe alese arbitrar, atasate elementului de volum construit in punctul analizat.

Observatie: Adunand intre ele cele doud variante ale ultimei expresii de mai sus se obfine
Cd 01 + 62 = ox + oy = Ct, adicd suma valorilor tensiunilor normale de pe oricare doua
directii perpendiculare intre ele este un numar fix, reprezentand deci un invariant al
oricdrei stari plane de tensiuni!

Punand aceeasi problema pentru tensiunile tangentiale de pe elementul de volum, se
obtine ca normalele la planele lor principale indeplinesc conditia:

Ultima fractie este inversa celei din relatia de la tensiunile normale, ceea ce duce la solutiile
03,4 care au legatura cu directiile principale ale tensiunilor ¢, adica cu unghiurile o, , de mai
sus: o34 =a1,2+45°; prin urmare, valorile extreme ale tensiunilor tangentiale se obtin tot
pe doua plane perpendiculare intre ele, ale caror normale sunt bisectoare pentru directiile
principale ale tensiunilor ¢ din aceeasi stare plana de tensiuni!
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Caracterizarea starilor de solicitare

Studiul stirilor plane de tensiuni

La fel ca mai sus se stabilesc valorile tensiunilor tangentiale principale, pentru care se
demonstreaza urmatoarea relatie de calcul:

\/(GX —Gy)2 +4-‘E)2(y

2

‘C1'2 ==

Valoarea absolutd a acestor tensiuni principale poate fi usor pusa in legatura cu valorile
0102
2

principale ale tensiunilor normale date de relatia anterioara, in sensul cd  |tmax|=

Rezultatele de mai sus privind distributia tensiunilor (in starea plana!) in jurul unui punct din
volumul unui corp solicitat intr-un mod oarecare pot fi regasite intr-o reprezentare grafica,
bazata pe un sistem de axe o-T; se poate admite ca fiecare punct dintr-un astfel de plan
corespunde unei anumite stari de solicitare, iar coordonatele punctului se afla in legatura cu
valorile tensiunilor normale principale, astfel:

GC1 +O 2 G1 — O 2
c_S1%t%2 ) 2 _ (%1702
2 2
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Caracterizarea starilor de solicitare

Studiul starilor plane de tensiuni

Se observa ca in sistemul de axe o-t aceasta este ecuatia unui Cerc, avand raza de marime

G1—GCo . .. O01t0>
L > 2 i centrul pe axa o, la pozitia

2

A

T

r' N

Tmax = (01'02)/2

(01+62)/2

Aceasta reprezentare grafica a unei stari plane de tensiuni este numita cercul lui Mohr; se
observa ca el cuprinde informatii importante asupra solicitarii la care se refera, incepand cu
marimile tensiunilor ei principale o si 1.
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Caracterizarea starilor de solicitare

Studiul starilor plane de tensiuni

Coordonatele oricarui punct B de pe cerc, notate ox si Txy, sunt valorile tensiunilor ce
actioneaza pe un plan inclinat cu unghiul a fatd de axa X atasata elementului de volum
studiat, iar coordonatele oy si (-1xy) ale punctului B, asezat tot pe cerc, diametral opus lui B,
sunt tensiunile de pe un plan perpendicular pe cel reprezentat de B.

Cunoscand valorile tensiunilor normale principale ale starii de tensiuni, ele se plaseaza pe
axa si se figureaza cercul, iar tensiunile pe suprafata inclinata la unghiul a s1 pe cea normala
la aceasta vor fi reprezentate prin punctele B, respectiv B;, de la capetele diametrului
inclinat la unghiul 2 fata de axa orizontala o.

Tot prin aceastd metoda graficd se poate rezolva si problema inversa in care, cunoscand
componentele ox, 6y si Txy de pe doud plane perpendiculare intre ele duse prin punctul
analizat, trebuie aflate tensiunile principale si directiile lor: se plaseaza pe desen punctele B
si By, cu acest segment luat ca diametru se traseaza cercul, cu centrul in punctul lui de
intersectie cu axa o; cercul taie axa in dreptul marimilor 61 si G2, iar prima directie
principala face unghiul @ (jumatate din inclinarea segmentului B1B fata de axa o) cu
suprafata simbolizata de punctul B.
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Caracterizarea starilor de solicitare

Aplicatii

1. Pe un volum elementar dintr-o bard intinsd
de fortele F se cunosc ox = 50, oy = 30 [MPa]

si aria transversala a barei A = 300mm?; s se

afle tensiunea tyy; incarcarea exterioara F;
tensiunea principald Tmax; Inclinarea a a
elementului de volum, fata de axa barei.

Rezolvare

Se porneste de la observatia ca tensiunile principale 61 vor avea directia fortelor F, in vreme
ce o2 trebuie sa fie zero! Folosind relatia tensiunilor normale principale, in care se inlocuiesc
cele doua componente de tensiuni date in enunt (masurate in MPa), se obtine:

F_50+30 1
oy == (50-30)°" +4- 1%
~0= 50;“30 1 50307 +4- 22,

A doua egalitate permite aflarea componetei de tensiune Tyy:

1 2 2
E,/400+4-1Xy =40 & 1OO+1Xy =1600 = Tyy =+/1500 = 38,73MPa
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Caracterizarea starilor de solicitare

Aplicatii

Pentru a se stabili marimea incarcarilor F, se introduce valoarea tocmai gasitd in prima
egalitate de mai sus, de unde rezulta:

F =300mm? -(40+%\/400 +4-1500]L2 ~300- (40 + /1600 |N = 24 kN

mm

Din relatia data mai sus si sistemul anterior de egalitati se calculeaza valoarea tensiunilor
tangentiale principale:

_01-0 1 2 2 _1 _
Trmax _T_E\/(SO_?’O) +4-Tyy =5 400 +4-1500 MPa = 40 MPa
In fine, folosind relatia corespunzitoare se calculeazi functia fangentd a unghiului a dintre

axa X atasata elementului de volum ales si directia tensiunii principale o1, astfel:

2:Tyy  2-38,73MPa
oy —cy (50-30)MPa

tg20 = =3873 = 20=75"3l"' = a=37°46

Se reaminteste ca acest unghi are sensul pozitiv de masurare de tip trigonometric, pornind de
la axa initiala X, catre axa tensiunilor normale principale o1.
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Caracterizarea starilor de solicitare

Aplicatii

2. Pe un volum elementar prismatic, decupat dintr-un corp incarcat intr-un mod oarecare, se
cunosc tensiunile ox = 120, oy = 40 si 14y = 50 [MPa]. Sa se stabileasca valorile tensiunilor
principale din acel punct, precum si directiile acestora.

Rezolvare

Se aplica mai intai relatia pentru calculul tensiunilor normale principale:
612 =%i%\/(120—40)2 +4.502 =801%\/6400 +10000 =80+64 [MPa]

Se obtin deci valorile 61 = 144, respectiv ¢, = 16 [MPa]; directiile lor se exprima prin:

250MPa__10 15 o 24-50"12' = «=25°

(120 -40)MPa 8

Acesta este unghiul, masurat in sens orar, facut de directia tensiunilor 61 Cu axa X atasata

elementului de volum. Tensiunile tangentiale principale au, in modul, valoarea:

tg2a =

T rmax =%(01 —02)=%(144—16)=64 MPa

Directiile lor se obtin rotind cu 45°, in oricare sens, directiile principale ale tensiunilor
normale; se reaminteste ca cele doua directii principale sunt reciproc perpendiculare, pentru
ambele categorii de tensiuni.
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Caracterizarea starilor de solicitare

Cazuri particulare de stari plane de tensiuni

Pentru multe situatii de solicitari mecanice starile tipice de tensiuni sunt plane, astfel ca este util sa fie
discutate cateva cazuri mai des Intalnite. 4

A. Starea liniara de tensiuni — apare la tractiune sau comprimare uniaxiald, ’
respectiv la incovoiere pura; considerand axa X pe directia solicitarii, se constata
ca oy = 0 s1 7xy = 0; rezulta imediat ca tg2a = 0; prima directie principala este
dirijata chiar pe axa X, iar expresiile tensiunilor principale sunt: 0
01,2 I%i% — 01 =0y, O» =0; Tmax ZiGTX
Aceste proprietati sunt observabile si pe cercul lui Mohr trasat alaturat pentru

aceastd stare de tensiuni.

X

v

N

B. Starea de forfecare pura — intdlnita si la rasucirea tuburilor cu pereti subtiri;

TA
pentru un volum elementar din peretii tubului se alege axa X paralela cu axa lui,
iar componentele normale de pe fetele elementului sunt nule: ox = oy = 0. Pentru
Q

acest caz se obtine tg2a = oo, adicd 2a = 90°, respectiv a = 45°; tensiunile
principale sunt inclinate la 45°, respectiv 135° fata de axa X, iar valorile lor sunt:

v

ﬁ,
\\é
Q

1 2
G12 =i§ 41y =21y

Tensiunile principale sunt de intindere, respectiv comprimare, de valori egale cu
tensiunea tangentiala ce produce forfecarea pura si care va fi chiar raza cercului Mohr pentru aceasta
solicitare.

50



Caracterizarea starilor de solicitare

Cazuri particulare de stari plane de tensiuni

-—>

Starea de tensiuni astfel descrisa are proprietati foarte
interesante si cu efecte importante pentru practica.
Privita in mod direct, daca pe un volum elementar, cu 0,= -0g
proiectiile fetelor inclinate la 45° fatda de axele de
coordonate, se aplicd o stare de forfecare purd (cu
tensiuni tangentiale txy si tensiuni normale nule),
atunci pe un element de volum rotit, cu fetele
orizontale si verticale, apar tensiuni de intindere,
respectiv de comprimare, de valori egale cu txy.

Pentru situatia inversd, se imagineazd o placd
dreptunghiulara de grosime constantd, din material
omogen §i izotrop, aflatd in stare pland de tensiuni sub
actiunea unor incarcari de intindere, pe o directie
principala si de comprimare, pe cealalta, avand marimi
egale (dar semne contrare!), notate cu co.

O astfel de incarcare (reprezentatd in schita alaturatd) produce in placa o stare de forfecare pura, in
elemente de volum marginite de plane inclinate la 45° fata de directiile principale ale tensiunilor
normale — pe care tensiunile ¢ sunt nule, iar cele tangentiale egaleaza in marime tensiunile principale ce
produc intindere si comprimare pe elementul initial!
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Caracterizarea starilor de solicitare

C. Starea de incovoiere cu forfecare — este caracteristici pentru incovoierea simpld (in care apar si
momente de incovoiere si forte taietoare de valori nenule), adica pentru cele mai multe dintre grinzile
reale; elementul de volum se alege cu axa x in lungul axei grinzii, componenta ox va fi tensiunea de
incovoiere din acea fibra a barei, calculatd din relatia lui Navier, tensiunea Txy este data de relatia lui
Juravski, iar componenta oy, perpendiculara pe axa barei, va fi nula.

Directiile si tensiunile principale ale acestei stari de solicitare vor fi:

21

Xy . ox 1 [ 2
tg2a = respectiv oq o =—+—./oy +4-1
g p 12=7, 2\/ X Xy

X

Este remarcabil ca tensiunile principale se modifica, la translarea elementului de volum de la o fibra la
alta a grinzii, perpendicular pe axa longitudinala a barei (si pe axa ei de incovoiere z), adica pe directia axei
initiale y; se schimba si directia axelor principale, care practic se rotesc cu 90°, asa cum se arata in
continuare.

Folosind notiunile de la solicitarile simple si admitand o sectiune simetrica fata de axa de indoire (incat
tensiunile sa varieze pe sectiune ca mai jos) si cu efort de incovoiere de sens pozitiv, in sectiunea
transversala aleasa, adica producand intindere in fibrele aflate sub planul neutru al grinzii, rezulta
urmatoarele:

a. pentru elementul de volum din fibra cea mai de sus (y = -H/2) tensiunea tangentiala txy este zero, iar
starea de tensiuni este liniara; componenta normala are valoarea maxima negativa, fiind a doua tensiune
principald 62 = -6max inc, Intrucat 61 = 0, adicd prima directie principala este verticala,

b. daca volumul elementar este pe axa neutra a sectiunii (y = 0), atunci tensiunea normala este zero, iar
tensiunile tangentiale au valoarea maxima, este adica o stare de forfecare pura, cu directiile principale
inclinate la 45° fata de axa barei;
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Caracterizarea starilor de solicitare

c. pentru elementul de volum plasat in fibra cea mai de jos (y = H/2) starea de tensiuni este din nou
liniara, in care componenta normala are valoarea maxima pozitiva, adicd 61 = 6max inc, 1ar 62 = 0, prima
directie principald fiind orizontala,

d. daca volumul elementar este in pozitii intermediare fata de cele descrise, valorile tensiunilor si directiile
principale vor fi cuprinse intre cele ce corespund starilor care le sunt vecine.

Op) — I——l --—0C>
0120

O»2 ? H

o1

Gl& 7/62 X
——————————————————————————————— >
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G2
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G2
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Marimi fizice folosite la stabilirea teoriilor de rupere

Particularititi ale starilor spatiale (3-D) de tensiuni

Pentru o astfel de stare de solicitare tensorul tensiunilor are 9 componente — asa cum s-a
aratat, actionand pe fetele unui element de volum arbitrar, prismatic, construit in punctul P
din corpul studiat; cunoscand aceste componente se pot stabili, prin relatii de calcul
potrivite, componentele de tensiuni de pe orice plan dus prin punctul considerat.

Trebuie subliniat ca acest tensor este intotdeauna simetric fata de diagonala lui principala,
atat pentru starile spatiale, cat si pentru starile plane de tensiuni, deci numarul
componentelor de tensiuni independente este de 6, in loc de 9, respectiv 3, in loc de 4!

Prin analogie cu starile plane de tensiuni, dacd pe o suprafatd cu orientare arbitrara,
continand punctul ales P, componenta tangentiala T a tensiunilor este nula, se spune ca
acea suprafata este un plan principal pentru starea spatiala de tensiuni

Tensiunile normale principale din punctul P sunt In numar de 3, iar valorile lor se aseaza
pe axa numerelor reale si se numeroteaza in sens descrescator: 61> 62 > 63; directiile pe
care sunt dirijate aceste tensiuni se stabilesc prin algoritmi de calcul speciali.

La fel ca la starea plana, se obtin 3 directii perpendiculare intre ele si, asezand pe fiecare
directie tensiunea principala care ii corespunde, se poate defini locul geometric al varfurilor
tuturor tensiunilor din jurul punctului P, denumit elipsoidul tensiunilor (al lui Lamé) din
acel punct.
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Marimi fizice folosite la stabilirea teoriilor de rupere

Particularitati ale starilor spatiale (3-D) de tensiuni

Pentru tensiunile tangentiale se demonstreaza ca valorile lor extreme au loc in plane ale caror
normale fac unghiuri de 45° cu cate doua directii principale ale tensiunilor normale si sunt
paralele cu a treia, iar valorile principale propriu-zise se calculeaza folosind relatii similare
cu cele din starea plana:

01702

2

Gy —O 61 —0O
, T3 =1 22 S ots=t 12 :

T12 =+

Parametrii principali ai starilor spatiale de tensiuni se pot reprezenta grafic la fel ca la starea
plana, dar folosind trei cercuri Mohr — unul mare, definit de valorile principale o1 si 63 si
doud mici, inglobate de cdtre primul cerc; regulile trasarii cercurilor sunt aceleasi ca la starea
plana, dar ,,varfurile” tensiunilor (care pornesc din originea axelor de coordonate) nu ocupa
tot spatiul din interiorul cercului mare, ci doar pe cel hasurat, dinafara cercurilor mici.

Pe baza calculelor si din reprezentarea grafica se obtine ca valoarea T13 este cea mai mare
in modul dintre cele 3 tensiuni tangentiale principale, cea mai mare tensiune tangentiala din
jurul punctului P.
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Marimi fizice folosite la stabilirea teoriilor de rupere

Tot de pe grafic se observa ca tensiunile normale din jurul punctului P au valoarca
maxima 61 §i cea minima 63, iar despre 62 se mai spune ca este tensiunea ,,mini-max”,
adica este cea mai mica valoare in planul pe care il formeaza cu o1, dar cea mai mare in
planul facut cu 3.

s
T O2

<
¢

A

T13™ Tmax
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Marimi fizice folosite la stabilirea teoriilor de rupere

Concluzii privind studiul starilor de tensiuni

1. Pe fetele oricarui paralelipiped elementar, separat imaginar in vecinatatea unui punct P din volumul unui
corp solicitat mecanic, actioneaza 9 componente de tensiuni, dintre care 3 normale si 6 tangentiale; acestea
din urma sunt egale doud cate doua (dualitatea tensiunilor tangentiale), incat raman 6 componente
independente ale starii de tensiuni din punctul P.

2. Pentru starile plane de tensiuni sunt 4 componente — 2 normale si 2 tangentiale, adica 3 componente
independente intre ele.

3. In fiecare caz, cu aceste componente se formeazi tensorul tensiunilor Ts, in care componentele ce
actioneaza pe o aceeasi fata a paralelipipedului elementar sunt asezate pe o aceeasi linie din matrice, in
vreme ce pe o aceeasi coloana se aseaza componentele care sunt paralele cu aceeasi directie (axa de
coordonate).

4. Daca se cunosc marimile tuturor termenilor din tensorul tensiunilor, atunci starea de tensiuni este in
totalitate cunoscuta, in sensul ca se pot calcula valorile tensiunilor ce actioneaza pe orice plan care trece
prin punctul P.

5. Dintre toate aceste plane exista cateva, numite principale, pe care se constatd ca actioneaza numai
tensiuni normale (cele tangentiale fiind nule), care la randul lor sunt numite principale.

6. Oricum ar fi solicitat un corp solid, in fiecare punct din volumul sau exista 3 plane principale, reciproc
perpendiculare, deci si 3 tensiuni normale principale, de asemenea reciproc perpendiculare, ale caror
marimi si directii se gasesc prin metode de calcul bine stabilite.
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Marimi fizice folosite la stabilirea teoriilor de rupere

Concluzii privind studiul starilor de tensiuni

7. Pentru starile plane de tensiuni, in orice punct exista doud tensiuni normale principale ale caror directii,
numite tot principale, sunt si ele perpendiculare una pe alta; atdit marimile, cat si directiile tensiunilor
principale se stabilesc pe baza unor relatii de calcul, tot in functie de componentele din tensorul
tensiunilor.

8. Toate directiile paralele cu tensiunile principale se numesc directii (axe) principale ale tensiunilor, in
punctul studiat.

9. O stare oarecare de tensiuni este liniara, plani, sau spatiald, dupa cum una, douda, respectiv trei dintre
tensiunile ei normale principale sunt diferite de zero, celelalte fiind nule.

10. Valori principale se calculeaza si pentru tensiunile tangentiale din jurul lui P; planele si directiile pe
care ele actioneaza au orientari care bisecteaza planele, respectiv directiile tensiunilor normale principale
din acel punct.

Observatie: Aspectele discutate pana aici privind analiza starilor de tensiuni sunt valabile inclusiv
pentru domeniul in care materialele se deformeaza plastic (adica permanent), intrucat nu s-au folosit si
nu au fost necesare ipoteze privind comportarea lor elastica si nu S-au facut referiri la constantele
elastice ale materialelor; ceea ce urmeaza in acest capitol, in schimb, se bazeaza pe elasticitatea
materialelor si poate fi valabil in domeniul plastic numai prin exceptie, asa cum se va preciza in text.

59



Marimi fizice folosite la stabilirea teoriilor de rupere

Legea lui Hooke pentru starile spatiale de tensiuni

In pregitirea studiului solicitirilor simple s-a prezentat (pentru solicitiri uniaxiale) legea
fundamentala a elasticitatii, intuitd mai intai de fizicianul englez Robert Hooke (1678) si
referitoare la proportionalitatea dintre incarcarile aplicate barelor si efectele (deformarile)
produse asupra lor. S-a precizat ca aceasta lege se respectd (cu o anumitd aproximatie,
pentru multe materiale concrete), doar in masura in care deformatiile sunt reversibile, adica
dispar la indepartarea incarcarilor exterioare, proprietate fizica numita elasticitate.

Pentru starile de tensiuni care nu sunt liniare este de asteptat ca deformatiile sa apara in
volumul corpului pe mai multe directii simultan, iar marimile lor sa nu fie independente;
pentru materialele neomogene si anizotrope dependentele sunt complexe, proprietatile lor
mecanice si elastice avand valori diferite pe directii diferite din volumul materialului;
aceasta situatie nu face obiectul prezentarii de fata, incat discutia se restrange la materialele
omogene si izotrope; multe materiale reale se incadreaza in aceste categorii, inclusiv in
virtutea unei ipoteze de baza din rezistenta materialelor, care enunta acest lucru.

Se porneste deci de la ideeca ca materialul se comporta la fel, indiferent de directia
solicitarii mecanice; pentru a analiza dependentele dintre tensiuni si deformatiile specifice
in starile spatiale de tensiuni, se vor imagina efectele produse de diversele componente ale
tensiunilor pe un volum elementar prismatic, orientat cu muchiile dupa directiile axelor de
coordonate.
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Marimi fizice folosite la stabilirea teoriilor de rupere

Legea lui Hooke pentru starile spatiale de tensiuni

Presupunand mai intai cd prisma se afld doar sub actiunea
tensiunilor ox (pentru simplitate, toate tensiunile normale se
iau de intindere); paralel cu axele de coordonate X, y, z se
produc numai deformatii specifice liniare — una de intindere
&x, pe directia tensiunii exterioare si doud de comprimare
(contractie transversala), pe directiile perpendiculare pe a
tensiunii ox; dupa regulile de la starile liniare de tensiuni,
alungirile specifice sunt:

Oy o Oy

— . — . . =—v.-—=

Desigur, E si v sunt constantele elastice (modulul y )/ /
longitudinal si coeficientul de contractie transversald) ale !

materialului, avand aceleasi valori in orice directie; analog, ’/
daca prisma e solicitata doar de componentele oy, respectiv X Ox
oz, alungirile relative pe directiile de masurare sunt:
o c o
y. y. y ; Gz. Gz. Sy
€y =—V-——; &y =—>; &, =—Vv-—— respectiv g, =-v-—=%; g, =—-v-—%; g, =—%
X E'Y e’ E P X S E' 7 E

Daca elementul de volum se solicita simultan de cele trei componente de tensiuni, pe directiile axelor de
coordonate apar cate trei componente de deformatii specifice liniare ce pot fi adunate algebric astfel:

€y =é[6x —v-(cy+cz)]; ey =é[cy—v-(cx +GZ)]; g =é[62 —v-(csx +cy)]
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Marimi fizice folosite la stabilirea teoriilor de rupere

Legea lui Hooke pentru starile spatiale de tensiuni

Cand elementul de volum e solicitat, succesiv, ca singura incarcare, de
perechile de tensiuni tangentiale paralele cu planele de coordonate ty-
Ty, Txz-Tzx $1 Txy-Tyx, U 10C lunecari specifice pe directiile respective si
nu se produc nici un fel de deformatii liniare, adica:

Tyz T T
=G Ve T hy =
G este modulul de elasticitate transversal al materialului, iar ultimele
sase relatii de mai sus reprezinta legea lui Hooke, generalizata pentru X ,*
starile spatiale de tensiuni, adica pentru cazul in care sunt nenule toate
componentele tensorului Te; daca in relatiile alungirilor specifice se ia 6z = 0 si starea de tensiuni devine
plana, alungirile specifice se vor produce fot pe trei directii, adica:

COx —V-Oy . Oy —V-Oyx . =_v-(cx +Gy)

E Y E P E

Rezulta ca starea de deformatii nu este tot planda, decat in cazuri particulare!

Tot pentru starile plane de tensiuni sunt importante si folositoare inclusiv relatiile inverse, de legatura
intre alungirile specifice si componentele de tensiuni ce le produc, care se scriu astfel:

Gy =5-(€X+v-sy) respectiv. oy =$-(ey+v-ex)

Tyz N\

Ex =

Observatie: Pentru materialele anizotrope valorile caracteristicilor elastice E, G si v depind de
directiile de solicitare si de masurare a deformatiilor, incat relatiile de mai sus se complica tot mai
mult, pe masura ce anizotropia materialului analizat devine mai pronuntata.
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Marimi fizice folosite la stabilirea teoriilor de rupere
Expresiile generale ale energiei de deformare elastica

S-a aratat ca energia specifica de deformare elastica, revenind unitatii de volum din materialul solicitat
mecanic se exprima distinct, dupa felul incarcarii: solicitarile produse prin tensiuni normale introduc in

Oy € i . . i . T Y
X2 X, iar cele date de tensiuni tangentiale termeni ca %

Pentru starea generala de solicitare, insumand efectele unor stari elementare cu tensiuni normale si
tangentiale orientate dupa directiile axelor de coordonate atasate elementului de volum, se obtine ca:

expresie termeni de tip

1
U, =E(GX "Ex +Oy €y +07 €7+ Ty Vyy +Tyz Vyz +Tx 'sz)

Daca se inlocuiesc expresiile deformatiilor specifice date de legea generalizata a lui Hooke se ajunge la:

2 2 2

1
U, = x toy +GZ ZV(GXGy +0y0; +Gzcx)]+£['f>2<y +‘cyz+r)2<z]

Lk
2E
Daca axele de referinta se aleg chiar pe directiile principale ale starii de tensiuni, atunci tensiunile

tangentiale vor lipsi §i expresia energiei specifice de deformare elastica devine:

2

U, = [Gl +05+ 63 - 2v(0102 + 0903 + 6361)]

2E

Folosind un volum elementar reprezentativ pentru starea de tensiuni studiata, energia totala de deformare
acumulata in corp Tn Urma solicitarii lui (de tip elastic) prin incarcarile pe care trebuie sa le preia va fi:

U=[ju-av
Vv
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Marimi fizice folosite la stabilirea teoriilor de rupere
Energia specifica de deformare modificatoare de forma

Pentru modelarea mai detaliatd a Gm 63-0m 63
fenomenelor de deformare elastica in

cazul unui corp solid solicitat mecanic se

. - . . - Om 62-0m 62
admite cd o parte din energia totald de - e -
deformare este consumata pentru a se + / _ /
modifica volumul corpului, partea ramasa Om 01-Om o1

fiind cheltuita pentru schimbarea formei
lui in urma solicitarii. Separarea imaginara a celor doua procese energetice se face admitand ca starea de
solicitare cu tensiunile normale principale 61, 62 si 63 este obtinuta prin insumarea a doua stari elementare,
de asemenea orientate pe directiile principale ale tensiunilor normale.

In prima stare tensiunile principale sunt toate egale cu media em a tensiunilor reale:
_ 0,+0,+0;

3

In aceasta situatie alungirile relative se produc la fel in toate directiile, adica forma prismei elementare nu
se schimba prin solicitare, iar energia de deformare se consuma doar pentru modificarea volumului
elementar! Cu acesti parametri ai starii de tensiuni se obtine energia specifica modificatoare de volum:

Om

2
1] 2 2 ( 2) 1-2v 2 1-2v G1+GCo+0C
U1V=E[Gm+0m+0m—2\/3‘0m =2 30 = oE 3. 22 32 3
1-2v
sau, in forma finala Uy = 6E (C71+C72+C73)2
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Marimi fizice folosite la stabilirea teoriilor de rupere

Energia specifica de deformare modificatoare de forma

In a doua stare elementari, pe fetele prismei actioneazi tensiuni principale
egale cu diferenta intre tensiunile reale si valoarea lor medie, ca in figura; se
admite ca actiunea acestei combinatii de tensiuni nu afecteaza marimea
volumului elementar, in schimb 1i afecteaza forma, iar inlocuind valorile
tensiunilor in relatia generala a energiei se obtine expresia energiei specifice
de deformare modificazoare de forma:.

1 2 2 2
Uy :E[(cl—cm) #{o2=on ) +(03-0n )" 201 ~om)(02 ~om) + (02 ~0m)(o3 ~om) + (03 ~om)(o1 ~on)]
Dupa inlocuirea tensiunii medii prin valoarea ei si reducerea termenilor
asemenea se ajunge la forma concentrata a expresiei:
1
Us :%(012 +G% +G% —01-0p —Cp-03—03 -Gl)

Aceste expresii sunt importante, de exemplu, in stabilirea criteriilor de
rupere folosite in inginerie, asa cum se va arata in continuare.
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Teorli si criterii de rupere



Teorlii si criterii de rupere

Aspecte generale cu privire la teoriile de rupere

Pentru solicitarile simple, momentul in care materialele nu mai suporta in conditii corecte
incarcarile pe care trebuic sa le preia, adica ,,cedeaza”, este definit relativ usor, fiind
asimilat cu atingerea unei limite maxime admise (tensiunea de curgere, respectiv de rupere
ale materialului la solicitarea datd), de catre cea mai mare tensiune produsa intr-o piesa
data. Se impune o granitd superioara (numitd rezistenta admisibila a acelui material)
pentru domeniul tensiunilor permise; aceasta se ia mai micad de un numar ¢ de ori
(coeficientul de siguranga adoptat pentru solicitarea respectiva) decat limita de curgere
(pentru materialele tenace si ductile), respectiv de rupere (pentru cele fragile), valori
obtinute prin determinari experimentale numite incercari mecanice.

Mult mai dificila este stabilirea unui nivel periculos al incarcarilor atunci cand un corp
trebuie sa preia mai multe solicitari simple simultan, adica este supus unor solicitari
compuse; este practic imposibila efectuarea unor incercari mecanice pentru gama foarte
larga de stari de tensiuni posibile, acestea avand adeseori un grad mare de complexitate. Ar
fi necesare, chiar si pentru studiul unui singur material, incercari foarte multe (deci o durata
mare a experimentelor), pe masini de constructii complicate si cu epruvete numeroase si
greu de executat. Este deci necesara o metoda de aproximare a starilor limita, echivaland
gradul de pericol pe care il prezinta, pentru integritatea corpului analizat, solicitarea lui
compusa, cu hivelul periculos al unei solicitari simple monoaxiale.
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Teorlii si criterii de rupere

Aspecte generale cu privire la teoriile de rupere

Se pune deci problema sa se poata folosi rezistenta admisibila, stabilitd pe baza Incercarii la
tractiune, in calculul de la solicitarile cu stari de tensiuni plane sau spatiale.

Trebuie semnalat ca intensitatea solicitarii dintr-un punct al corpului tensionat poate fi
caracterizata folosind marimi diverse: tensiunea normala maxima (6max), alungirea specifica
maxima (&€max), tensiunea tangentiala maxima (Tmax), energia specifica de deformare elastica
(U1er) acumulata prin solicitare s.a.m.d. Diversele teorii de rupere se particularizeaza tocmai
prin alegerea unei anume marimi (care da numele teoriei) ca determinanta pentru pierderea
capacitatii materialului de a suporta incarcarile mecanice; se considera ca probabilitatea
cedarii este maxima atunci cand valoarea marimii respective ajunge la nivelul ei considerat
periculos pentru starea monoaxiala de tensiuni luata ca reper.

Teoriile au fost elaborate de autori diferiti, in momente diferite ale istoriei si evolutiei
cercetarilor ingineresti, incat criteriile de cedare la care se ajunge pe baza lor cresc in
complexitate, de la prima teorie catre ultima dintre cele ce se vor enunta mai jos; mai
trebuie precizat cd nici una dintre acestea nu este potrivitd, in aceeasi masurd, pentru toate
materialele si pentru orice fel de stare de tensiuni sau de solicitare, astfel ca se mentioneaza,
in fiecare caz, pentru care situatii practice se recomanda a se folosi un anumit criteriu.
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Teorlii si criterii de rupere

Enuntarea teoriilor clasice de rupere

O stare complexa de tensiuni este la fel de periculoasd, pentru integritatea corpului in
care se produce, ca starea de la o solicitare de intindere uniaxiala, atunci cand una dintre
urmatoarele marimi are aceeasi valoare in cele doua stari de tensiuni:

I. Tensiunea normala maxima (G.Galilei, 1638; W.Rankine, 1858)

Se considera ca tensiunea principala o1 (respectiv o3, daca aceasta are valoarea absoluta
maxima) determind cedarea materialului, cand atinge nivelul asumat ca periculos
pentru intinderea uniaxiald a unei epruvete din materialul respectiv.

Teoria neglijeaza influenta pe care o au, asupra functionarii stabile si reversibile a
corpului analizat, doua dintre tensiunile normale principale ale starii de tensiuni; este
deci explicabil ca estimdrile bazate pe aceastd teorie sunt confirmate practic doar
pentru o clasa de materiale, cele foarte fragile (piatra, caramida, otel de scule,
ceramice etc.), despre care se mai spune ca au diagrame Similare (si rezistenta la fel de
mica) la intindere si la comprimare.
O contestare practica importanta a teoriei e data de comprimarea hidrostatica (solicitare uniforma pe cele
trei directii principale ale tensiunilor), la care ruperea probelor nu se produce (se modifica doar volumul),
indiferent cat creste presiunea; pe baza teoriei omax ruperea ar trebui sa apara la acelasi nivel de tensiune ca
la comprimarea intr-o singura directie; incercarile de torsiune pe epruvete cindrice de metal au aratat ca

ruperea apare mai devreme fata de estimarile teoriei, atunci cand tensiunile Tmax ajung (aproximativ) la
nivelul 60/2 (proba nu rezista pana cand tensiunile omax ajung la nivelul oo).
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Teorlii si criterii de rupere

Enuntarea teoriilor clasice de rupere

I1. Alungirea specifici maxima (E.Mariotte, 1682; Saint-Venant, 1864)

Se admite ca deteriorarea materialului incepe atunci cand, intr-un punct din volumul

corpului studiat, alungirea specifici e€max atinge (in termeni absoluti) valoarea din
momentul cedarii epruvetei solicitate la intindere monoaxiala.
Aduce noutatea corelarii efectelor celor trei tensiuni normale principale, fiind
utilizabila pentru o grupare mai larga de materiale fragile (fonte aliate, oteluri de
inaltd rezistentd); nu poate fi aplicatd pentru materialele care, cand sunt deformate
elastic, nu respecta legea lui Hooke, sau pentru care starea data de tensiuni excede
limita lor de proportionalitate de pe curba caracteristica la solicitarea respectiva.

I11. Tensiunea tangentiala maxima (Ch.Coulomb, 1773; H.Tresca, 1868)

Se enuntd asemanator cu prima teorie, este considerata potrivitd pentru materialele

tenace care se comporta la fel la intindere si la comprimare; este criticabild pentru ca
neglijeaza efectele valorii mediane o a tensiunilor normale principale.
Se admite cd exprima cel mai bine (nefiind influentatd de domeniul elastic si de
respectarea de material a legii lui Hooke) momentul de inceput al ,,curgerii” (daca ea
existd), In care apar deformatii plastice, cand tensiunile tangentiale din material ating o
valoare anume; ca urmare, criteriul cech 11 = oc este adoptat adesea, drept conditie de
cedare, pentru materialele metalice tenace si ductile.

70



Teorlii si criterii de rupere

Enuntarea teoriilor clasice de rupere

IV. Energia potentiala specifici de deformare elastica (E.Beltrami, 1885)

Este stabilit ca determinant pentru cedare momentul in care, in dreptul unui punct din

volumul corpului, energia specifica Ui atinge valoarea din starea periculoasd a
epruvetei solicitate la tractiune uniaxiala.
Este putin folositd in practica inginereasca, desi da rezultate multumitoare pentru
metalele tenace in starile de solicitare avand pozitiva valoarea medie omed a tensiunilor
principale (adica starea de tensiuni este preponderent de intindere), daca aceasta e
negativa (pentru starile cu comprimare preponderenta), se foloseste criteriul teoriei
urmatoare.

V. Energia potentiala specifici de modificare a formei

(M.T.Huber, 1904; R. von Mises, 1913; H.Hencky, 1923)

Criteriul Huber-Hencky-von Mises e folosit pe scara larga in modelarea numerica (deci
si in proiectarea asistata de computer), in mod fundamental pentru materiale nefragile,
in stari de tensiuni pentru care omed < O dar si, prin extensie, pentru orice fel de
materiale si stari de tensiuni; se porneste de la observatia ca materialele suporta mai
bine (fara sa atingd o stare limita de rezistentd) comprimarea hidrostatica (egal
distribuita triaxial) — care produce doar modificare de volum, nu si de forma, fata de
cea monoaxiala, care modifica in mod clar si forma epruvetelor.
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Enuntarea teoriilor clasice de rupere
V. Energia potentiala specifica de modificare a formei (continuare)

Hotaratoare pentru cedare ar fi asadar atingerea nivelului de energic specifica

modificatoare de forma Ui ce se acumuleaza, in momentul cedarii, in epruveta din
acel material solicitata la compresiune monoaxiala.
Pe langa avantajele ca se exprima printr-0 relafie unica si ca se iau in seama inclusiv
efectele tensiunii principale o2, criteriul Uis concorda cu datele experimentale pentru
incercarile la rasucire si la comprimare uniforma tri-axiald; in schimb, el nu modeleaza
corect comportarea materialelor la tractiune uniforma tri-axiala, pentru care estimeaza
(fals) o rezistenta nelimitata a lor, la fel cum se intampla (in mod real) la polul opus, la
comprimare hidrostatica

Exprimarea criteriilor de rupere

Aceste criterii pun in legaturd marimea fizica (aici introdusa, pentru caracterizarea unei solicitari) numita
tensiune echivalentd cech CU parametrii reali ai starii de tensiuni vizate; formularile se obtin egaland, cu
valoarea din starea monoaxiala admisa la fel de periculoasa, expresia marimii desemnate prin teoria
respectiva, pentru starea Complexa de tensiuni ce se analizeaza (folosind tensiunile ei normale principale);
practic se folosesc, cum se arata mai jos, relatii de calcul stabilite anterior, puse in corespondentd cu
particularizarea lor pentru o stare /iniara de tensiuni, produsa prin solicitarea monoaxiala echivalenta.
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Exprimarea criteriilor de rupere

Criteriul

Omax

Emax

Tmax

Uit

Starea reala de tensiuni
(cu tensiunile principale 61 > 62 > 63)

max {o1 | o]}

1
€ =E[01—V'(02 +03)]

1
113 25(01—03)

U = E[ 12 +G% +G§ —2v-(0102 +0203 +0153)]

1+v
Ut :_3E . 612 +0% +0§ —(6102 +0903 +0'163)

Starea echivalenta
(monoaxiala)

Gech
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Exprimarea criteriilor de rupere

Egaland marimile din ultimele coloane si de pe o aceeasi linie se ajunge la
relatiile de calcul pentru tensiunile echivalente date de cele 5 teorii, astfel:

Oech | = Max ﬂal ;

CY:-a|} Oech I =01—V'(02 +<53) Gech 111 =01 —03

2 2 2 _ 2 2 2
Oech IV = \/61 + Gy + 03 —2\/'((51(52 + G903 +G]_(53) OechV = \/(51 +0) +03 —(6102 +0903 +G]_G3)

Cu aceste formule se finalizeaza calculul la solicitarile compuse: conditia de
rezistentd se scrie pentru starea de tensiuni cea mai periculoasa (cu tensiunile
principale cele mai mari), dintre cele prezente in diverse puncte din volumul
corpului studiat; folosind parametrii acelei stari de tensiuni si criteriul dat de
teoria de rupere cea mai potrivitd cu starea de solicitare analizata, se calculeaza
tensiunea echivalenta din punctul respectiv; calculul de rezistenta impune
conditia ca acest 6ech S nu depaseasca rezistenta admisibila 6a a materialului dat,
stabilita prin Incercarea lui la solicitarea monoaxiala respectiva.
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Particularizari pentru starile plane de tensiuni

Dupa cum s-a observat, criteriile de rupere conduc la relatii diferite pentru calculul de rezistenta; acestea
limiteaza valorile tensiunii oech prin rezistenta admisibild a materialului la solicitirile monoaxiale de
tractiune ©ai, respectiv.comprimare oac; folosind relatiile tensiunii echivalente de la fiecare criteriu,
particularizate la starile de tensiuni in care 63 = 0, Se obtin conditiile de rezistenta ce corespund starilor
plane, pentru fiecare dintre teoriile de rupere descrise:

Criteriul Conditii de rezistenta pentru starea plana de tensiuni
(cu tensiunile principale 61 > 6, si 03 =0)
Emax —Cgc £O01—V:Op <Oy —O0yc 09 —V-01 <0y
-pt.61/062>0 —Ogc SO1 =0y —Ogc S0 SOy
Tmax
-pt.61/062<0 —Ogc S01 -0, SOy
Ui \/012+G§—2v-6102 <o,
U \/ Y <
1f 0] +03 —G109 S0y
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Particularizari pentru starile plane de tensiuni

Observatii
1. Primele doua criterii sunt exprimate prin cate doua condifii deoarece nu se
poate afirma cu precizie care dintre marimile cuprinse intre inegalitati are cea
mai mare valoare absoluta, asa Incat limitele se impun pentru amandoua.
2. La al treilea criteriu, daca cele doua valori principale au acelasi semn,
atunci o3 = 0 nu este cuprins intre ele si Tmax ramane egal cu 61 Sau CU o2;
daca au semne diferite, atunci criteriul duce la limitarea diferentei lor.

Aceste relatii de calcul pot fi folosite in rezolvarea oricarei probleme cu
privire la o stare plana de tensiuni, desigur alegand criteriul recomandat in
literatura tehnica ca fiind potrivit pentru materialul corpului solid care
trebuie proiectat.

76



Teorlii si criterii de rupere

Particularizari pentru starile de tensiuni cu oy =0

Astfel de stari se intalnesc frecvent, fiind caracteristice pentru barele solicitate simultan la
incovoiere si la rasucire; in cele ce urmeaza se adopta notatiile: 6x=6 S Txy=T1

Tensiunile normale principale se vor calcula folosind relatiile clasice:

01=%+% o2 +4-1%2 respectiv GZ:E_% o2 +4.-12

Pe aceasta baza, criteriile de rupere vor da urmatoarele relatii pentru Gech:

) criteriul omax Gech] =01 =0,5-6+05-1c? +4-12

I1) criteriul €max

Gech =%|:G+\/62+4-12 —v-(c—\/02+4-12 ﬂ:l—T\/.cHlJrTv' 6% +4.72

Ultima relatie poate fi incd particularizatd, admitand ca materialul este un metal, avand
coeficientul de contractie de valoare aproximativd v=0,3 pentru care se obtine:

Gech 11 =0,35-6+0,65-Vo? +4.12
I11) criteriul Tmax
2 2
Gech Il =01~ 02 =Vo“ +4-1

77



Teorlii si criterii de rupere

|V) criteriul U, Gech =%\/(c+\/02+4~12 )2+(0—\/02+4-12 )2—2v-(c+\/cz+4-12j(0—\/cz+4-12j

Dupa efectuarea operatiilor de sub radical si reducerea termenilor asemenea se ajunge la:

Gech =%\/4-02 +8:12 +8v-1° =§-\/02 +2-(1+v)-1:2

Particularizarea pentru metale cu v=0,3 duce larelatia: ©ech v = Vol +2,6-7?
V) criteriul Uss

2 2
Gech =%\/(G+\/0'2+4-’C2j +(G—\/62+4"L‘2j —(G+\/02+4-’C2\J((5— (52+4-‘|:2j

A . . 1 2
Procedand ca mai sus se obtine: oech =E\/4-02 +8-1% +4.12 =3 o2 +3.7°

de unde relatia finald se scrie: G, y =Vo© +3-1°

Este remarcabila similitudinea relatiilor date de ultimele 3 criterii, deosebite doar prin valoarea
coeficientului de sub radical; pe baza argumentelor discutate anterior, calculele de rezistenta se fac cel mai
frecvent cu teoria Tmax, despre care se observa ca duce si la valoarea cea mai mare pentru 6ech, dintre cele 3
criterii care au relatii similare. Totusi, nu este de neglijat a se analiza eventualitatea ca unul dintre celelalte
doua criterii sa fie mai potrivit cu materialul si situatia de solicitare din problema care se abordeaza, intrucat
o posibila valoare mai mica pentru tensiunea echivalenta va conduce la dimensiuni mai zvelte ale piesei
proiectate si deci la economii de material.
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Posibilitatea de evaluare a tensiunilor tangentiale admisibile
O problema conexa cu cele discutate mai sus este obtinerea, pe baza relatiilor tensiunii
echivalente, a unor estimari ale rezistentei admisibile ta a materialelor, la solicitarile prin
tensiuni tangentiale, cunoscand rezistenta lor 6a de la intindere uniaxiala; astfel de
evaluari sunt utile, intrucat fac sd nu mai fie necesara incercarea mecanica de forfecare
pura, destul de greu de pus In practica.

Se porneste de la relatia oech pentru fiecare criteriu de cedare de la starile plane de
tensiuni (folosind valoarea aproximativd v = 0,3 — potrivitd materialelor metalice, a
coeficientului de contractie transversald), in care se pun 6x = ¢ = 0, adica se abordeaza o
stare de solicitare datd doar prin tensiuni tangentiale Txy (forfecare pura); se scrie apoi
conditia clasica de rezistenta, din care va rezulta valoarea maxima permisa a tensiunilor
tangentiale, care este tocmai valoarea estimatd a rezistentei admisibile 7.

1 2
1) criteriul omax Sechl =54 Ty =Ty <0a =Ta

Lo 2 10 5
1) criteriul gmax ~ Oech 11 =0.65-1/4:1yy =13-1 <oy = 1y <3702 =077-0q 21,
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Posibilitatea de evaluare a tensiunilor tangentiale admisibile

Criteriul se considera adecvat pentru calculul de rezistenta la materialele fragile, incat
ultima estimare a lui 1, este valabila pentru materialele care se rup casant prin
forfecare.

- - 2 ~
[11) criteriul Tmax Sech 111 =4 Ty =2:Ty S0y = Ty <05:0, 21,4
o 2 ~
IV) criteriul Uy Cech IV =426 T)y = 1Ty <062-0,=21,4
o 2 N
V) criteriul Uiy Oech v =43 Ty = Txy 05770, 21,

Lasand deoparte primul criteriu, utilizabil la o gama relativ restransa de aplicatii, ca si
pe al doilea, deja discutat, se obtine ca pentru materialele tenace valorile Ta pot fi
considerate a fi cuprinse, ca fractii din ea, intre 0,5 si 0,62; alegerea pentru o rezolvare
concreta se va baza, in principiu, pe ipoteza de rupere recomandata pentru materialul
piesei calculate.
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Solicitari compuse de tip (¢ + 1)

Calculul tensiunilor globale

Incarcarile din aceastd categorie produc simultan, in punctele unor anumite sectiuni
transversale ale barelor, tensiuni de doua naturi diferite, adica normale si tangentiale;
indiferent cum sunt orientate, acestea nu pot fi adunate algebric, efectele globale fiind
calculate exclusiv pe baza uneia dintre teoriile de rupere; pentru barele uzuale efectele
produse prin forfecare sunt de obicei putin semnificative ca intensitate, in raport cu cele
produse prin incovoiere sau prin intindere-comprimare, astfel incat cel mai frecvent se
combina solicitarile de incovoiere si de rasucire.

Aspectele discutate mai jos sunt in principiu valabile si daca rasucirea se aplica unor
bare de sectiuni necirculare, care vor fi abordate intr-un capitolul separat; pe de alta
parte, cand Incovoierea si rasucirea se aplica simultan barelor cu secfiuni circulare,
relatiile tensiunilor echivalente pot fi aduse la forme interesante, care apropie aceasta
solicitare compusa de calculul la incovoierea simpla.

Se considera o sectiune transversala de forma circulara plina, cu diametrul d, dintr-o
bara solicitata la rasucire si la incovoiere; eforturile din sectiunea aleasa sunt momentele
Mi(x) — orientat pe directia axei longitudinale, respectiv Miz(X) — pe axa principala
centrala orizontala a sectiunii.
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Calculul tensiunilor globale

Tensiunile produse de cele doua solicitari sunt
simultan maxime in doua puncte ale sectiunii,
cele aflate la capetele diametrului ei vertical;
valorile lor absolute se scriu:

M () Tmax ras (X) = Me(x)

Punctele respective sunt cele mai solicitate din
sectiune, acolo se va calcula tensiunea globala
(echivalenta) maxima, cu una dintre teoriile de
rupere; s-a aratat anterior ca criteriile folosite cel
mai frecvent sunt cele cu numerele III, IV si V,
pentru care relatiile lui 6ech diferd intre ele doar
prin coeficientul k de sub radical:

Omax inc (X) =

Ay

X\

Omax inc(X)_£=7
max inc /.’\ Tmax ris(x) P

L~
-/

.~

L~

dd

2 2
Sech 1111V, V = /Ox + K- Ty

Acest coeficient are valorile 4, 2.6 si respectiv 3, ceea ce conduce la posibilitatea de a scrie
compact relatia finala pentru tensiunea echivalenta maxima, pentru cele trei criterii amintite.
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Calculul tensiunilor globale

Se introduc in ultima relatie expresiile de mai sus ale tensiunilor maxime, apoi se {ine
seama ca modulii de rezistenta la incovoiere si la rasucire nu sunt independenti intre ei,

la sectiunile circulare:
n-d3 n-d®

Wo(0 =" W) =0

= Wp(X)=2-W,(X)

Prin urmare, relatia cautata se scrie astfel:

2 2
Gech max () = {MT(X)} +k-{'\"‘(x)} - 200+ Km0

z Wp

Se observa ca ultimul radical poate fi asimilat cu un moment echivalent de incovoiere
Mi ech(X), iar relatia calculului de rezistenta pentru solicitarea compusa de incovoiere si
rasucire, la barele de sectiuni circulare (pline sau inelare), poate fi scrisa sub forma de

Miech (X) <

la Incovoierea simpla: Goch max (X) = <o
z
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Calculul tensiunilor globale

Particularizarea pentru cele trei criterii de rupere se face prin intermediul acestui
moment echivalent de incovoiere, astfel:
1 pt.crit. Tmax

Miech(x):\/Mizz(X)+OL-Mt2(x) cu a:%: 0,65  pt.crit.U;
0,75 pt.crit.Uqs

Alegerea critertului potrivit pentru o solicitare datd se face in functie de
materialul piesei calculate; cel mai frecvent e folosit criteriul Tmax, in special
pentru piesele din metale tenace; pentru a evalua, chiar si orientativ,
diferentele dintre rezultate, in rezolvarea aplicatiei urmatoare se vor face
calculele de rezistentd cu cele trei variante ale acestei relatii , analizand

comparativ dimensiunile astfel obtinute.
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Aplicatii

1. Se considera o bard cotita in L incastratd la un capat si libera la
celalalt, unde actioneaza forta concentrata F = 2kN, perpendiculara pe
planul axei longitudinale a barei; sectiunile transversale sunt circulare X2 3
pline cu diametrul d, iar lungimile sunt marcate in functie de
parametrul a = 0,2m. Sa se dimensioneze bara, cunoscand ca este din
otel, cu caracteristicile 64 = 160 si E = 21-10* [MPa]; si se mai
calculeze si cu ce distantd se deplaseaza, pe verticald, sectiunea de la
capatul barel, in care actioneaza forta exterioara F.

Rezolvare

a) Dimensionarea barei

Se analizeaza intai eforturile sectionale, la fel ca la solicitarile simple; admitand ca axa X este mereu pe
axa longitudinald, rezultd ca axa verticala y ¢ neschimbata, ca directie, pe intreaga bara, in vreme ce
axa orizontala z se roteste cu 90°, odatd cu axa X (pe care este perpendiculard), in sectiunea de la
cotitura barei; se observa ca F se proiecteaza numai pe axa Y, adica efectele ei de tip fortd sunt
exclusiv taietoare (de marime F), practic fara influenta in calculele de rezistenta ale barei.

Pe desen s-au marcat cele doua taieturi imaginare pentru calculul momentelor sectionale; pe prima

regiune se produce moment doar fata de axa z, adica incovoiere in plan vertical, in vreme ce pe a doua
apar momente fata de z, dar si fatd de X, adica are loc solicitarea compusa de incovoiere cu rasucire:

a) x1€(0,2a): Mi(x1) =-Fx Mig(0)=0, Mi(2a) = - 2aF
b) X2 € (0,3a): Miz(x2) =-F-x M;(0) =0, Mj,(3a) =-3aF, M(xy) = 2aF =ct

2a =X
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Solicitari compuse de tip (¢ + 1)

Aplicatii

Reprezentarile grafice ale rezultatelor (diagramele de momente) arata
solicitarea periculoasd a barei in sectiunea din incastrare, unde
momentul de incovoiere atinge valoarea maxima; aceasta se introduce
fara semn 1in relatiile pentru calculul Mi ecn(X), intrucat in toate

variantele eforturile sectionale apar la puterea a doua; prin urmare,
momentul echivalent maxim de pe bara considerata este:

M ech max (X) = \/(3aF)2 +o-(2aF) =aFV9+4-a

In functie de criteriul de rupere ales, valorile acestei marimi vor fi:
- pentru criteriul Tmax Mjechmax i1 =aFv9+4-1= aFV13 =361-aF

- pentru criteriul Ut Mjeghmax v = aFy9+4-0,65 =aF\/11,6 = 3,41-aF
- pentru criteriul Uit Mjgch maxy = aFy9+4-0,75 —aF/12 =346-aF

Valoarea cea mai mare o da criteriul III, celelalte doua fiind mai mici cu
5,5%, respectiv cu 4%; se verifica diferenta intre dimensiunile obtinute
prin calcule, in cele 3 variante; daca se noteaza P factorul inmultit cu
(aF) in rezultatele de mai sus, din conditia calculului de rezistenta se

Miech max n-d® BeaF 32.B-aF
obtine relatia: Wznec = At 0 = Oy =3———
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Aplicatii
Prin inlocuirea datelor problemei in ultima relatie se obtine:

dmin=§/§-332 200mm - 2 103N _3p.3 f40 2. 10 0. 3{/7mm 3fp = 29.4200m- 33

160 —

Dimensiunile de calcul dupé cele trei criterii de mai sus sunt:
dein 111 = 3/3,61 - 29,42mm = 45,13mm; dygin v = 33,41 - 29,42mm = 44,28mm;
dminyv = /3,46 - 29,42mm = 44,5mm;

Ultimele doua rezultate reprezinta 98,1% si respectiv 98,6% din primul; diferenta lor fata de
valoarea maxima e mai mica de 2% si se incadreaza in limitele erorilor acceptabile pentru
calculele ingineresti. Rezultd, mai intai, ca oricare dintre cele trei criterii mentionate poate fi
utilizat, la fel de eficient, in calculul de rezistentd la solicitarea compusa de incovoiere si
rasucire, la sectiunile circulare pline; apoi, alegerea criteriului Tmax, despre care s-a aratat ca
se foloseste cel mai frecvent, se dovedeste acoperitoare pentru celelalte doua criterii.

Dimensiunea finala a barei studiate se poate alege la valoarea dad =46mm
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Aplicatii

b) Calculul deplasarii verticale la capatul barei

Avand in vedere cd singura incarcare exterioara a barei este chiar forta F, in al carei
punct de aplicare (notat, in continuare, cu P) si pe a carei directie trebuie stabilita
valoarea deplasarii, metoda de calcul cea mai potrivitd este bazatd pe una dintre
teoremele lui Castigliano; luand in considerare solicitdrile ce apar in bara, expresia
teoremei este urmatoarea:

-dx

) M) g, M) oML

M;, (
8 P) = — 1Z
v(P)= j E-I, oF L) G-lp oF

a (L)

Folosind rezultatele anterioare, calculul propriu-zis se face astfel:
3a

1 2a 3a 1
SV(P):E I -{j(—F-x)-(—x)~dx+(j)(—F-x)-(—x).dx}+G - [(2aF)-2a-dx =

‘Iz 1o “'p 0
3a
1
+
G
0

2a
X3

+F-—
3

:Ell ' F'X_;
1, i

1, 0 " 3.E-I,
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Aplicatii

Intrucit bara este metalicd se obtine ci E = G-2(1+v) = 2,6:G si avand in vedere ci
pentru sectiuni circulare pline I, = 21,, se ajunge la:

3 3
5,(P) =2 (3—5+§-4-3j=27,27.F a
E-1,\3 2

"z

Calculul final se face inlocuind in ultima relatie datele numerice ale problemei:

3 3 5
5. (P) 27,27 . 2:10°N - (200mm) ——27,27. 222809 1y g 453mm
21104 N m-(46mm) 21-1-46
mm?2 64

Deplasarea calculata reprezinta o valoare pertinentd, avand in vedere dimensiunile barei
si marimea fortei ce I se aplica, incat se admite ca nu este depasit domeniul de
deformabilitate elastica a materialului sau; se reaminteste ca rezultatul pozitiv arata ca

punctul P, unde F actioneaza asupra barei, se deplaseaza vertical in jos, adica in chiar
sensul fortei exterioare, ceea ce este evident si din punct de vedere fizic.
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Aplicatii

2. Se considera un arbore de transmisie, de sectiune circulara plina cu diametrul d, facut
din otel cu 65, = 160MPa, rezemat prin lagare de rostogolire (rulmenti) si incarcat cu
doua forte concentrate actionand pe circumferinta unor roti, solidarizate pe arbore,
cum se arata in desenul alaturat.

&d

oD,

E——
|
|

2a 3a a oD,

Sa se dimensioneze arborele, stiind a = 100; D; = 60; D, =80 [mm] si F; = 2kN.
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Solicitari compuse de tip (¢ + 1)

Aplicatii

Rezolvare

Valoarea celei de-a doua forte exterioare se stabileste din echilibrul momentelor date de cele doua
forte, in raport cu axa arborelui:

D _FDy g _Dip o, _00MM o 15k
2 2 D, 80mm

Pentru simplificarea scrierii la rezolvarea literald se introduce un parametru de forta, notat de exemplu
F = 0,5kN si ducand la F1 = 4F, respectiv F> = 3F; in acelasi scop se observa ca diametrele rotilor se
pot scrie in functie de parametrul a al distantelor, astfel: D1 = 3a/5, respectiv D> = 4a/5. Fortele
actioneaza in plane diferite, perpendiculare intre ele, ce pot fi considerate vertical, respectiv
orizontal; arborele e solicitat la incovoiere in ambele plane si folosind notatiile de mai sus se pot
face calculele pentru trasarea celor doua diagrame de momente.

(1 C1eF
Miv(X) Min(X)

wll |H|||||| b, T allllh

2a
: 6F -2F§ 3F
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Solicitari compuse de tip (¢ + 1)
Aplicatii

Diagramele s-au schitat pe schemele de incarcare din cele doud plane, indicand inclusiv

valorile reactiunilor din reazeme; cele doud eforturi de incovoiere actioneaza in plane
perpendiculare intre ele si produc, in fiecare sectiune a arborelui (dupa criteriul Tmax), UN
moment de incovoiere rezultant M; r;(X):

Mirez (0 = [M2, () + M2, ()
Valorile maxime (relative) ale acester marimi se pot inregistra fie in dreptul reazemului din
stanga, unde Mjy(X) = 0, adica Mir,(x) = 8aF, fie in sectiunea (la distanta a de capatul barei)

unde actioneaza F; si unde Mjy(X) = 2aF (un sfert din valoarea maxima Mjy); se obtine ca in
acea sectiune momentul rezultant este:

2
Mirez (X =2) = \/(zaF)z +(% aFJ =3,01-aF

Aceastad valoare este mult mai mica decat 8aF, care raimane ca M; re; max(X). Pe de alta parte,
rotile fiind solidarizate pe arbore, cele doua forte tind sa roteascd arborele in sensuri
contrare, adica il solicitda la rasucire (pe portiunea dintre sectiunile unde sunt montate

rotile) cu un moment constant, avand marimea:

ar. 334
F -D 5
M (x) =ct = 12 1= 25 :gaF = Mt(x):g-loomm-SOON:60Nm
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Solicitari compuse de tip (¢ + 1)

Aplicatii
. (6/5)aF In scop orientativ s-a aflat valoarea numerici a
momentului, desi in cele de mai jos calculele se fac
M) tot sub forma literala; pe de alt parte, pe diagrama
%3 3a ——_de efort s-au marcat si salturile pe care le determina,

la capetele graficului, cele doud momente de
rasucire concentrate produse de fortele F; si Fo.

Analizand rezultatele de pana acum, se constata ca solicitarea periculoasa are loc in
sectiunea din reazemul din stinga, unde ambele tipuri de eforturi sectionale ating
valorile lor maxime; relatia (9.3), bazata pe criteriul tmax, duce la urmatoarea forma a
momentului echivalent maxim:

2
M ech max (X) = \/Mizrez max (X) + Mtz(x) = \/(88":)2 + (g aFJ =81-aF

Din conditia de rezistentd (5.2) se va scrie ca:

3
nd®_glaF _ o - 3281 100mr|r\1| 500N _ 0 s4mm
32 Ca 160
mm

Pe aceastad baza, dimensiunea finala a arborelui calculat va fi dag = 30mm.

95



Solicitari compuse de tip (¢ + 1)

96



2.1

Solicitari compuse de tip (T + T)



Solicitari compuse de tip (t + 1)
Generalitati

Gruparea aceasta de solicitdri este slab reprezentatd in practicd, intrucat
rezultd din suprapunerea unor incarcari ce produc forfecare si rasucire, iar
tensiunile tangentiale de forfecare sunt de obicei mult mai slabe, ca
Intensitate, fatd de cele de la rasucire; existd o exceptie importantd 1n

aceasta privintd, discutata in detaliu in continuare.

Tensiunile produse de cele doua solicitari au aceeasi natura si se pot aduna
algebric, pentru ca in principiu sunt orientate in acelasi fel, cel putin partial,
pe sectiunile de calcul; se obtine astfel tensiunea rezultantd Trez(X), a carei
valoare maxima se introduce In conditia de rezistentd, in care este

comparata cu rezistenta admisibila ta a materialului piesei calculate.
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Solicitari compuse de tip (t + 1)

Calculul arcurilor elicoidale cu spire stranse

Acestea sunt elemente constructive de tip elastic, folosite ca
amortizoare de socuri si vibratii, dar si ca elemente de inchidere
in circuite de comanda sau de sigurantd, hidraulice si
pneumatice; in mod tipic sunt fabricate prin infasurarea unor
sarme metalice, de obicei din oteluri aliate (numite chiar ofeluri
de arc) foarte rezistente, formand un numar n de spire
suprapuse cilindric sau (mai rar) in alte forme.

Alte caracteristici ale arcurilor sunt diametrul d al sarmei si
raza R a infasurarii (de marime constanta, la arcul cilindric),
care devine raza arcului; este important si unghiul o al
infasurarii, in functie de care se stabilesc eforturile sectionale

din spire. <
Daca unghiul este relativ mic (intre 10° si 30°), atunci arcul se i F

numeste ,,cu spire stranse”, iar eforturile de incovoiere din spire

sunt neglijabile fata de cele de forfecare si rasucire; acestea sunt produse de forta taietoare
F, avand aceeasi marime in orice sectiune a spirei, pe directia diametrului ei vertical,
respectiv de momentul de rasucire Mt = FR, constant si ¢l 1n orice sectiune.




Solicitari compuse de tip (t + 1)
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Solicitari compuse de tip (t + 1)

Calculul arcurilor elicoidale cu spire stranse l A
F

Tensiunile tangentiale de forfecare r sunt orientate _*_TI]‘_ Tmaxt
vertical si au sens opus fortelor F care le produc, iar pe 1lll%v"

indltimea spirei se distribuie dupa o lege parabolicd, MFR
obtinuta prin aplicarea relatiei lui Juravski; pe aceasta LT T A
bazi s-a aritat cd tensiunile sunt nule la marginile ~_
sectiunii §i ating valoarea maxima pe axa ei principald

centrald, care se plasecaza perpendicular pe fortele o Trnax t
taietoare F; pentru sectiunile circulare pline se poate
demonstra ca aceasta valoare este:

Tmaxt = (4/3)-(F/A)

Tensiunile de rasucire Tt variaza liniar pe orice diametru al sectiunii spirei, avand
marimi proportionale cu distantele lor pana la centrul sectiunii si sensuri care, ca
tendinta de rotire in jurul centrului sectiunii, se opun lui Mg; valorile maxime apar pe
circumferinta sectiunii si sunt calculate folosind relatia cunoscuta:

Tmaxt — Mt/Wp
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Solicitari compuse de tip (t + 1)

Calculul arcurilor elicoidale cu spire stranse

Cele doua categorii de tensiuni conduc la valori maxime ale rezultantei lor atunci cand au aceeasi
directie, ceea ce se intimpla numai in punctele de pe diametrul orizontal AB al sectiunii, la capetele
caruia au simultan valori maxime; sensurile tensiunilor coincid pe jumdatatea din dreapta a
diametrului, adica valoarea cea mai mare a tensiunilor rezultante se obfine in punctul B (cel mai
apropiat de pe sectiune de axa longitudinala a arcului):

M; 4 F 16-F-R 4 4.F

T =T,0,(B)=71 +71 =—+t——= +—-
rez max rez() max t max f Wp 3 A n-d3 3 n-d2

Ultima suma poate fi scrisa compact daca se scoate in factor in mod fortat prima fractie, iar conditia de

rezistenta va fi:
16-F-R d
=——1+—|<
Trez max g [ 3Rj Ta

Arcurile obignuite au valori foarte mici pentru fractia din paranteza si pondere mica a forfecarii in
calcule, incat pre-dimensionarea arcurilor se face neglijand paranteza din membrul stang al conditiei,
urmand ca dupa stabilirea dimensiunii spirei sa se faca verificarea ei in relatia exacta. Este important
ca, spre deosebire de alte piese metalice folosite in ingineria mecanica, arcurile se fac din oteluri aliate
de mare rezistenta, pentru care ta la forfecare (statica) are valori mari, cuprinse de obicei intre 400 si
800MPa, iar modulul de lunecare se considera a fi G = 85GPa.
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Solicitari compuse de tip (t + 1)

Calculul deformatiei (sdgetii) la arcurile elicoidale cu spire stranse

Un parametru important in exploatarea arcurilor este deformatia lor axiala sub

incarcarile pe care le suportd; calculul ei se poate face, de exemplu, folosind
teorema de conservare a energiei (a lui Clapeyron), care stabileste ca energia
potentiala de deformare elasticd U acumulata intr-un arc (construit si incarcat ca
in figura de mai sus), atunci cand el se comprima axial cu cantitatea o, este
egala in marime cu lucrul mecanic elastic Le consumat pentru producerea
respectivei deformatii.

S-a aratat la studiul solicitarilor simple ca acest lucru mecanic se calculeaza
sub forma Le=(1/2)F-6, in timp ce pentru energia potentiala se {ine seama ca
este acumulata in materialul arcului in mod preponderent prin torsiune, astfel
incat se calculeaza folosind relatia stabilita la acea solicitare:

MW,
L2G - 15(x)
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Solicitari compuse de tip (t + 1)

Calculul deformatiei (sdgetii) la arcurile elicoidale cu spire stranse

Se observa ca, pentru arcul considerat, marimile de sub integrald sunt constante pe
lungimea lui (egala cu lungimea unei spire 2aR inmultita cu numarul de spire n); cu
notatiile anterioare, energia potentiala acumulata in arc va fi:

U M Lo _ (F-R)*-(27R-n) _nR®-n.F?
2G -1, 2G -1, G-l

Egaland ultima fractie cu expresia de mai sus a lucrului mecanic elastic, se obtine relatia

pentru calculul deformatiei 6 (numita si ,,sageata” arcului sub forta F):
F-2rR3%.n  F-64R3.n
n-d G-d
G-
32

Din fizica se stie ca, pentru orice element elastic, raportul dintre forta F care 1l incarca si
deformatia & pe care i-o produce reprezinta o constanta a elementului, se noteaza de obicei
Kk si este o caracteristica importanta a lui; pe aceasta baza se poate vorbi despre constanta
arcului elicoidal studiat mai sus, calculata astfel:

 F_ G-d* {N}
* 8 64n-R3 mm
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Solicitari compuse de tip (t + 1)

Calculul arcurilor elicoidale cu spire stranse. Aplicatie

O supapa de siguranta avand diametrul nominal
D=60mm este reglata sa se deschida cand presiunea
din instalatie ajunge la po=12atm; supapa este
mentinutd inchisda cu un arc elicoidal cilindric cu
spire stranse si raza R = 20mm; arcul este din otel
aliat cu rezistenta t,=500MPa si modulul de
elasticitate G=85GPa, iar la momentul montarii
este comprimat cu o deformatie 6 = 8mm. Sa se
dimensioneze arcul (sa se stabileasca parametrii lui
d si n), cunoscand ca deschiderea maxima a
supapei este de 3mm.

Rezolvare

FTTTT
oD

\
IIIIpIII

Arcul trebuie dimensionat astfel Tncat sa suporte, in conditii de functionare stabild si
reversibila, distanta de deschidere maxima a supapei, corespunzand comprimarii lui cu

3mm 1n plus, fata de deformatia de regim notata cu 0.
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Solicitari compuse de tip (t + 1)

Calculul arcurilor elicoidale cu spire stranse. Aplicatie

Se calculeaza mai intai forfa minima de apasare la care se deschide supapa, corespunzand
presiunii po (la scrierea careia se foloseste relatia de transformare latm = 0,1MPa) care
actioneaza pe suprafata circulara cu diametrul D a supapei:

D2 N - (60mm)’

Fmin =Po - 4 =1,2mm2

=3393N

La aceasta fortd comprimarea arcului este de 8mm si aplicind regulile simple ale
proportionalitatii se calculeaza forta maxima pe care trebuie sa o suporte arcul, care va
corespunde comprimarii de 1 Imm:

_11mm
& 8mm

Pentru stabilirea unei valori initiale a diametrului necesar al spirei (pre-dimensionare) se
foloseste conditia de rezistenta de mai sus, cu neglijarea fractiei din paranteza (adica a
efectului produs de forfecare), din care rezulta urmatoarele:

FR_. g =:§/16Fmax R _ [16-4665N -22mm _opomemer 0 emm

- Frnin = 4665N

3 .
nd Tt 3 Tc-5007N2
mm
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Solicitari compuse de tip (t + 1)

Calculul arcurilor elicoidale cu spire stranse. Aplicatie

Se adopta diametrul dag=10.2mm si conditia riguroasa de rezistenta Se va scrie astfel:

Trezmax =

16-4665N - 22mm (1 10,2mm

e j —577,5MPa > 1,

Acest rezultat arata ca dimensiunea adoptatd nu este suficienta si arcul nu poate functiona
corect; aceasta se intampla deoarece raportul d/R este in acest caz destul de consistent,
astfel incat fractia din paranteza (efectul produs in spire de solicitarea de forfecare) nu
are o valoare neglijabila, asa cum s-a presupus cand s-a facut pre-dimensionarea
arcului. Rezulta asadar ca diametrul spirei trebuie crescut in mod treptat, repetand
operatiile de verificare pana cand conditia de rezistenta este indeplinita.

Efectuand calculele necesare se obtine cd arcul nu rezistd nici pentru valorile de
10.3mm, 10.5mm si 10.6mm ale grosimii de spird, pentru care tensiunea rezultanta
maxima depdseste in continuare valoareca rezistentei admisibile a otelului. Abia
adoptarea diametrului d=10.8mm duce la indeplinirea conditiei de rezistenta:

16 - 4665N - 22mm [1+ 10,8mm
- (10,8mm)3 3-22mm

Trezmax —

) = 483MPa < 1,
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Calculul arcurilor elicoidale cu spire stranse. Aplicatie

Pornind de la aceasta valoare a diametrului va trebui stabilit numarul necesar n de spire
ale arcului; calculul se face folosind relatia de mai sus a sagetii, care poate fi aplicata
pentru oricare dintre cele doua niveluri ale fortei de apasare, cu valorile corespunzatoare
ale deformatiei 6; de exemplu, pentru nivelul minim al fortei se obtine:

4 85-10° N2 -(10,8mm)*-8mm
n=C-0 Omin _ i =4,001
64 - Foyiny - R3 64-3393N - (22mm)’?

Prin urmare, arcul de supapa calculat in problema trebuie facut cu 4 spire, din sarma cu
diametrul de 10.8mm.

Observatie: Spre deosebire de alte situatii de proiectare, la calculul arcurilor elicoidale este
nevoie de atentie speciala la adoptarea, prin rotunjire, atat a diametrului d cat si a numarului
final de spire n; acest numar apare in relatia pentru calculul sagetii 8, asa incat daca se adopta
pentru el o valoare mult mai mare decat cea de calcul, atunci se modifica tensionarea arcului

in spatiul in care va fi montat, ceea ce va impune sa fie refacutd dimensionarea lui.
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Bare cotite - nedeterminari interioare

Grade de nedeterminare

Necunoscutele static nedeterminate apar, la barele c3otite, sub forma clasica
de reactiuni in reazeme, mai numeroase decat expresiile din care ar putea fi
calculate, dar si sub forma de eforturi sectionale, pentru constructiile ce
confin segmente grupate in contururi inchise.

a) Cazul nedeterminarilor exterioare

La fel ca la barele drepte, necunoscutele sunt forte si/sau momente de
legatura, adica reactiuni actionand in reazemele constructiei analizate;
notand cu N numarul total al acestora si cu E numarul de ecuatii de echilibru
semnificative care pot fi scrise 1n problema, gradul nedeterminarii
exterioare a constructiei va fi n = N — E; admitand ca de regula barele cotite
se sprijind pe cel mult doud reazeme si cd ambele sunt incastrari (adica
introduc fiecare trei reactiuni), stiind ca in problemele plane se scriu 3
ecuatii de echilibru rezulta gradul maxim de nedeterminare, pentru barele
cotite care se incadreaza in aceste descrieri: Nmax=6—3 =3
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Bare cotite - nedeterminari interioare

Grade de nedeterminare

b) Cazul nedeterminarilor interioare

Orice contur inchis, format din segmente de bare drepte sau curbe, introduce in
constructia din care face parte 3 necunoscute interioare static nedeterminate;
un astfel de contur nu are, in mod natural, un punct de inceput, sau de sfarsit,
de unde sa porneasca studiul eforturilor sectionale, incat i se face o decupare
imaginara, intr-o sectiune transversala oarecare.

M ext

'/ - s
Imaginand o bara reald, pe care incarcarile exterioare tind sa o tensioneze in
fiecare punct, se intelege ca orice sectionare va avea tendinta sa elibereze
tensiunile din material, facand sa dispara solicitarile pe care le suporta.
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Bare cotite - nedeterminari interioare

Grade de nedeterminare

Pentru ca relaxarea sa nu aiba loc si starea de solicitare dinainte de sectionare
sa fie mentinuta, pe fiecare fata a taieturii, in centrul de greutate (pe axa barei)
sunt aplicate (ca in figura de mai sus) 3 eforturi necunoscute (un moment M,
producand rotire in planul problemei si douda forte N si T, pe directia
tangentei, respectiv normalei la axa barei din taictura).

Cele sase eforturi astfel introduse, cate 3 pe fiecare fatd a sectiunii imaginare,
sunt egale si opuse in perechi, astfel ca in fapt in sectiunile barei apar 3
necunoscute suplimentare; valorile lor nu se pot gasi din ecuatiile de echilibru
(la care nu participa, intrucat sunt incarcari interioare), deci se incadreaza
intre necunoscutele static nedeterminate ale problemei.

Este importantd Semnalarea cd aceste marimi reprezintd chiar valorile
eforturilor sectionale din sectiunea facuta, adica se vor regasi (ca marime si
sens de actiune) pe diagramele de eforturi ale barei, in dreptul acelei sectiuni.
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Bare cotite - nedeterminari interioare

Efectele produse de simetrii si antisimetrii

Din studiul solicitarilor simple se cunoaste ca, daca o constructie oarecare este simetricd,
iar solicitarile ei exterioare actionecaza de asemenca Simetric, atunci diagramele de
eforturi N(x) si M(X) vor fi si ele simetrice, in vreme ce diagrama T(X) va fi
antisimetrica; in mod similar, daca incarcarile actioneaza antisimetric, atunci
diagramele N si M sunt antisimetrice, iar diagrama T este simetrica. Trebuie observat
ca diagramele antisimetrice trec mereu prin zero pe axa de simetrie a constructiel, iar
daca o bara cotitd continand contururi inchise se incadreaza in una dintre situatiile de
mai sus, sectionarea imaginara este potrivit sa se faca in puncte de pe una din axele ei

de simetrie.
IF IF
D — N
X
oo TN Moo
I SO 11 I
00 Sl
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Bare cotite - nedeterminari interioare

Rezolvarea nedeterminarilor interioare

Tinand seama de observatiile de mai sus, se obtine ca intr-o sectiune de tipul
descris efortul necunoscut T va fi nul, daca incarcarile sunt simetrice, sau eforturile
N si M vor fi nule, daca solicitarile barei sunt antisimetrice. Pe aceasta cale se
ajunge pentru barele cotite la micsorarea gradului de nedeterminare, asa cum se va
exemplifica in unele dintre aplicatiile ce urmeaza.

Mai trebuie spus ca valorile necunoscutelor interioare se gasesc prin calcule
similare celor de la barele drepte, bazate pe o teorema din teoria elasticitatii (a lui
Menabrea) conform careia necunoscutele static nedeterminate au mereu astfel de
marimi incat conduc la minimizarea consumului de lucru mecanic elastic de
deformare pentru constructia consideratid, sub incarcarile pe care le suporta;
derivatele partiale in raport cu oricare dintre aceste necunoscute ale energiei
potentiale de deformare elastica trebuie deci sa fie nule, de unde rezulta ca si pentru
constructiile de acest fel se pot rezolva nedeterminarile la fel ca la calculul barelor
drepte, adica folosind teoremele lui Castigliano sau metoda eforturilor.
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Bare cotite - nedeterminari interioare

Aplicatie 2 S
Sa se dimensioneze bara aldturata, stiind ca are sectiunile £l £l
transversale de forma circulara plina, constanta pe lungime si -. -.
cd este din otel, cu E=21x10* si 0,=160 [MPa]; se mai
cunosc F=2x10*N si a=0,2m. a a
Rezolvare . =

Cele doua reazeme incastrate introduc fiecare cate trei reactiuni,
problema fiind triplu static nedeterminata exterior. Pe de alta
parte constructia este simetrica solicitata antisimetric; taierea
imaginara pe axa de simetrie scade gradul de nedeterminare:
diagramele N(x) si M(x) fiind antisimetrice, necunoscutele ce le
corespund vor fi nule in tdieturd, singura necunoscutd static
nedeterminatd ramasa fiind forta taietoare T; studiul se face pe
jumatate din constructia initiald (reprezentata alaturat), iar
nedeterminarea se rezolva simplu cu metoda eforturilor.
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Bare cotite - nedeterminari interioare
Aplicatii

Sistemul de baza si starile fictive se construiesc ca ! MUWMWUM? - /
in figura; se observa usurinta trasarii diagramelor 1 X1 /A

acestor stari de incarcare, practic fara sa fie nevoie @ - F o <0”
de expresiile eforturilor; diagramele sunt liniare pe

toate regiunile, deci coeficientii &ij se obfin dupa aF ©
regula lui Veresceaghin: N

2

El-8y4 =%%a+2a~a~a=ga3; El-5y =%.a.(_a|:).a:_%a3|:

Din ecuatia metodei eforturilor se calculeaza forta necumoscuta:

0
X1:T:_ﬂ21a3p.i:i

011 2 73 14
Plasand valoarea pe schema de sus, se gasesc expresiile eforturilor sectionale reale,
prezentate in pagina urmadtoare. Diagramele de eforturi se traseaza mai intai pentru
partea stanga a barei, apoi se prelungesc in partea ei dreapta prin simetrie — pentru
forta taietoare T(x), respectiv prin antisimetrie — pe celelalte doua diagrame.
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Bare cotite - nedeterminari interioare
Aplicatii
3
VX1 €(0;a): N(xq) =0, Ty(xl) =-T= 1 F =ct,
3 . 3
M; =+T-x=—F-x, d M(0) =0, M(a) = —aF
iz(X) =+T-X ” X eci 0) (a) 14a

3 3
V X 0;a): N(Xy)=T=—F=ct, Ty(X,)=0, M;,(X,)=T-a=—aF=ct
2 €(0;a) 1 N(x3) m y(X2) iz (X2) ”

Vx3 € (0;a) : N(X3) =%F= ct, Ty(x3g) =F=ct,

Miz(X3)=—F.x+T.a=%aF—Fx, deci M(O)=%aF, M(a):-%ap
I -, (3/14)aF

ST

g . g T(x) CT: (3/14)aF

G N0 G b= =] —

= = B ®] 1 v

== (3/14)F = ) -

AN\ s RS \% 3

" (1114)aF (11/14)aF
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Bare cotite - nedeterminari interioare

Aplicatii

Solicitarea periculoasa are loc in sectiunile din incastrari si t{indnd seama ca sectiunile transversale sunt
circulare pline, conditia calculului de rezistenta se va scrie astfel:

3F 11aF
N(X) , M(X) 14 14
Grez max (X) = A + W :1‘(1212+14d3 =0,
T TC
4 32

La fel ca la o aplicatie anterioara, se face o pre-dimensionare, din incovoiere:

4
EaF-ESGa —d = 11-16'200mm-2-10 N =1O-3,4400mm:58,48mm
nd® n

3
14 n 160 N .
mm

Se mareste putin acest diametru, de exemplu la valoarea de 60mm si se face verificarea conditiei
exacte de rezistenta:

6 2-10°N  11-16 200mm-2-10*N
Grezmax (X) = — + :

. 3 3 =149,722MPa
7t 3600 mm 7T 216000 mm

Tensiunea maximad din bard nu depaseste rezistenta admisibila a materialului ei, iar diametrul
sectiunilor transversale poate avea valoarea d = 60mm.
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Bare in forma de arc de cerc

Generalitati M

Pentru analiza barelor cu axad curba sunt valabile 7 TN
regulile discutate la barele cotite, cu precizarea £ = Ty(0)
ca, la barele curbe, directia tangentei la axa lor se . Na’
modificd in mod continuu, de la fiecare sectiune N\
transversald la cea vecina; de la o sectiune la alta a \N(“)
se schimba si valoarea proiectiilor incarcarilor ' 7 —_—

exterioare din expresiile eforturilor sectionale;

schimbarea se exprima prin aparitia, in acele expresii, a functiilor trigonometrice (Sinus
si cosinus) de a - unghiul care defineste pozitia pe axa barei a sectiunii transversale in
care se face calculul.

Daca axa unei bare este circulara, pozitia pe axa a punctelor de calcul se exprima eficient
folosind coordonatele polare, nu pe acelea carteziene; cercurile avand raza R constantad,
rezultd ca la aceste bare variabila a este suficientd pentru marcarea sectiunilor si pentru
definirea eforturilor sectionale. Mai precis, asa cum se arata in figura, pentru eforturile de
tip forta, incarcarile exterioare se proiecteaza pe tangenta la axa barei din acea sectiune -
pentru eforturile axiale N(a), respectiv pe directia normalei la axa (adica directia razei
cercului) - pentru eforturile taietoare T(a).
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Bare in forma de arc de cerc

Influenta razelor de curbura

Pentru barele a caror raza de curburda R este relativ mica (cum sunt carligele de macarale), in
raport cu inaltimea h a sectiunilor transversale (R<5h), relatia cu care se calculeaza
tensiunile normale — in fibrele unei sectiuni, diferad de relatia de la barele cotite, iar valoarea
tensiunii nu mai e data de o functie /iniara (ci de una hiperbolica) de coordonata y a fibreli
de calcul. Astfel de bare sunt considerate de curbura mare si nu fac obiectul prezentarii de
fata, care se rezuma la barele de curbura mica sau cU raza de curbura mare (R>5h); la
aceste bare calculul tensiunilor se face ca la barele cotite, iar conditia de rezistenta se scrie,
in sectiunea in care momentul de Incovoiere are valoarea absoluta maxima, astfel:

N(a) N Miz (o) <o,

Ala) Wy ()

G rezmax (@) =

Tot pentru barele curbe exista si aspecte particulare ale operatiilor de derivare si integrare,
aplicate unor expresii ale eforturilor din sectiunile transversale; astfel, cum orice element de
lungime are forma curba, variabila de integrare nu apare in expresii ca dx, ca la barele
formate din segmente de dreapta, ci ca element de curba ds = Rda . Ca urmare, pe orice
regiune de pe o bara circulara, relatia diferentiala intre expresiile eforturilor se va scrie:

1 d Mz (o)

T ==
y(oc) R do
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Bare in forma de arc de cerc

Aplicatii
1. Sa se traseze diagramele de eforturi pentru bara in forma de semicerc solicitata ca in
figura de pe prima paginad de mai sus. M
Rezolvare —
Se observa ca sunt mai intai de calculat reactiunile N
din reazeme, care fac ca problema sa fie static R
determinata. 3 \
H= ': 02 01 l'.
Ecuatiile de echilibru arata ca fortele Vi s1 Vo sunt  ==»X Q‘
2

egale (cu M/2R) si opuse ca sens, iar solicitarea este Vi V,!
antisimetrica; prin urmare, cele 3 diagrame de ! \
eforturi vor respecta regulile de antisimetrie (N si M), respectiv de simetrie (T).

Folosind impartirea in regiuni din figura, expresiile eforturilor se scriu astfel:

M . M T
N =V, -cosoo=——-cosoa, deci N(O)=—; N(=)=0
(1) =V, a=oe a 0) R (2)
. M . . b1 M
Ty(tq)=Vsy-sina =——-sina, deci T(0)=0; T(=)=—
y(a)=V> R ) (2) R
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Bare in forma de arc de cerc

Aplicatii
M ) M 0
N =—-V,;-cosao=———-cosa, deci N(O)=——; N(=)=0
(a2) 1 a“=-n a 0) R (2)
. M . . b M
T =V;-sina =—-sina, deci T(0)=0; T(=)=—
y(o2)=Vq @ =0 a 0) (2) R

Miz(Otl)Z—Vz-R-(l—COSOL)Z—%(l—COS(x), deci M(0) =0; M(g):—%

Miz (a2) = Vl‘R'(l_COSOL)=%'(1—COSOL), deci  M(0) =0; M(%):%
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Bare in forma de arc de cerc

Aplicatii
Trebuie remarcat la trasarea diagramelor cad legile de
variatie date de functiile sina sau coso dau valori ale

eforturilor care cresc sau scad continuu, de la o sectiune
la alta, Incat curbele au aspect de spirala.

Sectiunea periculoasa se afla la mijlocul barei, unde
efortul axial este nul si conditia de rezistenta se scrie din
incovoiere; daca sectiunea este patrata, cu latura t,
rezulta:

T, Mpx(@) M 6
Gefmax(a)zﬁ(azz)=%=?-t—3§ca

Admitand ca material un otel, cu rezistenta admisibild de 150MPa si ludand momentul exterior la
nivelul de 15kNm, dimensiunea minima a sectiunii va fi:

6
toin =3 =§/3 L5 10°N-mM _ 14 3/300 mm = 66, 94mm
Oa

150N/ mm?

Rezulta ca patratul cu latura de 67mm este suficient, ca sectiune a barei, pentru preluarea momentului
precizat. Desigur ca aceste calcule sunt corecte numai daca raza de curbura a barei este de cel putin 5 ori
mai mare decat inaltimea sectiunii transversale, deci raza R 1n acest caz trebuie sa fie macar de 335mm.
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Bare in forma de arc de cerc
Aplicatii M
2. Sa se analizeze In ce fel se modifica — c—

solicitarea barei din aplicatia anterioara AU
daca ambele reazeme sunt articulatii. R

Rezolvare o2 o1

- =X A=
Schimbarea principala este ca problema 7 W
devine static nedeterminata, fiind necesar 1 Vi YV
calculul suplimentar al valorii reactiunilor
orizontale; echilibrul da Hi;=H,=H, dar aceste forte nu apar in ecuatiile de momente

scrise fata de cele doud reazeme, deci modificarea rezemarii nu influenteaza reactiunile

) M
V=V =— =V
verticale: V1=V, R

Pentru a rezolva nedeterminarea folosind teorema lui Castigliano, se incepe observand
ca ambele regiuni ale barei au lungimea de un sfert de cerc, iar expresiile eforturilor
sectionale se scriu astfel:

M, (o) =-V-R-(1-cosa)-H-R-sina; Mj;(a;)=V-R-(1-cosa)—-H-R-sina
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Bare in forma de arc de cerc

Aplicatii

Ecuatia suplimentara rezulta din aplicarea teoremei, sub forma urmatoare:

2 2
oL, :O:j —M-(l—cosoc)—H-R-sinoa -(—R-Sina)«Rda+j M-(1—<:osoc)—H-R~sinoc -(-R-sina) - Rda
oH 2 )2
Se observa ca termenii reactiunilor verticale se reduc (solicitarea e antisimetricd), incat
ceea ce ramane din aceasta ecuatie Se Scrie:
ki
3 2.2
2H-R”? . [sin“(a)do =0

0

In aceasti ecuatie doar necunoscuta H poate fi nula, deci solutia este H = 0 adica, tinind

seama de expresiile eforturilor sectionale de pe regiunile barei, solicitarea nu este
modificata nici intr-un fel de transformarea reazemului simplu in articulatie!

Acelasi rezultat se va obtine, cum este firesc, aplicind metoda eforturilor pentru
rezolvarea nedetermindrii; figura de mai jos prezintd cele doua stari de incarcare fictive,
cu observatia cd, daca reazemul din dreapta este cel transformat in reazem simplu,
atunci starea ,,0” este chiar cazul static determinat din aplicatia precedenta.

127



Bare in forma de arc de cerc

Aplicatii

H=o [/ \g H=1 [/ %2 S
__> e - A <= -

FI777
1
AL
Pe baza cunostintelor anterioare se intelege ca in starea ,,1”” diagrama de momente e simetricd, starea ,,0” are
diagrama antisimetrica, iar inmultirea diagramelor, la calculul coeficientului 610, conduce la un rezultat nul!
Pentru a obtine aceasta prin calcule, se scriu eforturile de incovoiere din cele douad stéri fictive (cele doua
regiuni ale barei au din nou lungimea de un sfert de cerc), astfel:

m°(oy) = —%- R-(l-cosa); m°(ay)= %- R-(1—cosa); mi(oy)=mi(ay)=-R-sina

T TIZ
. . . oI M . 2[ M .
Coeficientul mentionat va fi:  El-8;9 = j[— > (@-cosa)(-R-sina)-R da} + j[; -(L-cosa)(-R-sina)-R doc:|
0 0

Se observa ca sub integrale apar exact aceleasi expresii, cu semne opuse, deci valoarea coeficientului va
fi zero! Cunoscand ca X1 = 010/011 si ca 011 este nenul, rezulta ca reactiunile orizontale sunt si ele nule!
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Bare in forma de arc de cerc

Aplicatii

Daca ar trebui calculate deplasarile sectiunii in care actioneaza momentul exterior M se remarca intai
ca, asa cum s-a aratat, deplasarea pe verticala din acea sectiune e nula: starea fictiva (pentru calculul
cu teorema Mohr-Maxwell) cu forta unitara verticala pe axa de simetrie a constructiei duce la o
diagrama de momente simetrica, iar inmultirea ei cu diagrama reala, antisimetrica, duce la rezultatul
ca deplasarea este zero!

Pe de alta parte, deplasarea unghiulara a acelei sectiuni (rotirea) poate fi calculata simplu cu teorema
lui Castigliano in raport cu M, astfel:
T
M
~ 2EI

ole
oM

( JA—cosa) - (—1)(1—cosa) ‘R da+?£ (1—cosa) -l(l—cosa) -Rda
2 o 2El 2

o—nN|a

Cele doua integrale sunt de fapt identice, iar calculul mai departe duce la:
T
olbe _, MR

2
=2.— . [(l-cosa)® do =
oM 4El 2El

MR (3m_,)_ 375_8.%:0,178.%
4 8 El El

Rezultatul pozitiv arata ca rotirea sectiunii din punctul cel mai de sus al barei se produce chiar in
sensul momentului exterior M; este interesant de precizat ca aceste deplasari se produc atat in cazul
static determinat, cat si in cel static nedeterminat de solicitare.
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Bare in forma de arc de cerc

Aplicatii "

3. Sa se dimensioneze bara in forma de trei
sferturi de cerc din figurd; sectiunile ei
transversale sunt patrate cu latura t, la fel pe = |
toatd lungimea; se cunosc F=2x10°N, =>
R=0,8m, E=2x10°MPa si 6,=160MPa.

Rezolvare

Problema este static determinata, iar bara are
o singurd regiune semnificativa, pentru ca
partea ei aflata deasupra fortei F este practic lipsita de solicitari.
Eforturile sectionale de pe jumatatea de cerc din partea inferioard a barei variaza dupa
urmatoarele expresii:

N(o) = —F-sin o, N(0) = N(n)zO,N(g)z—F
T(a) =F-cosa, T(0)=F, T(n)=-F, T(g) ~0

M(o) = —FR -sin o, M(0) = M(r) =0, M(g) =-FR
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Bare in forma de arc de cerc
Aplicatii

Evolutia eforturilor pe lungimea barei este usor de urmarit, iar sectiunea periculoasa
este in punctul cel mai de jos al barei, in care ambele eforturi care apar in calculul de
rezistenta ating valorile maxime; conditia pentru acest calcul se scrie:

T F 6
cTrezmax(OL):Grez(0‘=3)=t—2+F-R~—3Scra

Se reaminteste ca in astfel de cazuri se face mai Intdi dimensionarea numai din
incovoiere, sub forma:

4
tmin =3 o~ [6:800mm 210 N _ 14 3/566mm = 84,343mm
a 160 —
mm

Pentru dimensionarea finala se mareste putin aceastd valoare, de exemplu luand
d=85mm si se face verificarea cu relatia exacta de mai sus:

2.10%N 6-800mm
Gef max (@) = 1+

=159MPa <
852 mm? 85mm J ca

Dimensiunea adoptata este corecta.
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Bare in forma de arc de cerc

Aplicatii <I‘< _-

4, Sa se arate cum se schimba solicitarea barei de /
mai sus atunci cand in capatul ei liber se plaseaza o)
un reazem simplu care impiedica translatia barei '
pe orizontala. F

1 V1
Ml”l‘\

Hig_ _%

Rezolvare L as

Problema devine static nedeterminata, iar cea mai
convenabild cale de rezolvare este bazata pe
teorema lui Castigliano, pentru care se porneste
de la expresiile eforturilor sectionale:

aq € (O,g) : Mj;(aq)=Hy-R-(1-cosa); as €(0,7): Mj;(a1)=H,-R-1+sina)—F-R-sina
Ecuatia suplimentara se obtine aplicand teorema in raport cu forfa Hj:

/2 2 T 2 b 5
H, | [ (I—2cosa+cos a)da+ [(1+2sina+sin“a)do |=F-[(sin o +sin“ a)da

0 0 0
. . S 8
Efectuand calculele se ajunge la valoarea reactiunii necunoscute: Hy = ﬁ F=0,336-F
(T
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Bare in forma de arc de cerc

Aplicatii
Folosind aceasta valoare si schema de solicitare din figura de mai sus, se stabilesc
expresiile eforturilor sectionale de pe cele doua regiuni ale barei:
N(oy) =—-H,-cosa; N(0)=-0,336-F, N(n/2)=0
T(oy) =—H,-sina; T(0)=0, T(n/2)=-0,336-F
Mi, (a1) =+H, -R-(1-cosa); M(0)=0, M(=n/2)=0,336-FR

N(a,)=(H, —F)-sina; N(0)=0, N(n/2)=-0,664-F, N(n)=0

T(a,)=(F-H,)-cosa; T(0)=0,664-F, T(x/2)=0, T(n)=-0,664-F

M, (a;) =+H,-R-(+sina)—-FR-sino = FR(0,336 - 0,664 -sin a.);
M(0) =0,336-FR, M(n/2)=-0,328-FR, M(x)=0,336-FR

Diagramele de eforturi reprezentate pe pagina urmatoare arata ca solicitarea periculoasa
are loc in punctul cel mai de jos al barei (0 = m/2), unde se ating valorile maxime atat
pentru momentul sectional de incovoiere, cat si pentru efortul axial; dimensionarea

initiala se face din incovoiere, astfel:

% 0328.FR<o,
t3
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Bare in forma de arc de cerc

Aplicatii

" —\>—0336FR

Folosind datele numerice din aplicatia precedenta se obtine:

4
tmin = 5 6-0.328 -2 1°NN 800mm _;4.3/196 8mm = 58,15mm

160

mm2

Alegem sd marim aceastd dimensiune panad la tag = 60mm, cu care se face verificarea in
conditia exacta de rezistenta, astfel:

F

6-0,328 -800mm
Crezmax = t_2 . (0,664 +

60mm

6-0,328-Rj 2.10°N
3600 mm?

; _ .(0,664 + ) =149 5MPa < o,
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Bare in forma de arc de cerc

Aplicatii

Conditia de rezistenta este indeplinitd, deci dimensiunea adoptatd mai sus este
corectd. Este interesant de remarcat ca introducerea reazemului simplu suplimentar a
uniformizat incarcarea barei, dar a si micsorat semnificativ (cu doud treimi din
valoarea initiala) momentul maxim de incovoiere din bara; aceasta permite scaderca
ariei de material din sectiuni, la un nivel calculat astfel:

D? —d? 852 -602
D? 852

Prin urmare, consumul de material se reduce la jumatate, adica rezemarea static
nedeterminata este mai eficientd economic decit cea initiald; nu sunt insa de
neglijat dificultatile de calcul in varianta modificata.

Ca un exercitiu suplimentar, ne propunem sa calculam si deplasarea pe orizontala
a punctului unde actioneaza forta F, in cazul static determinat; metoda de rezolvare
cea mai rapida foloseste in acest caz teorema lui Castigliano.

135



Bare in forma de arc de cerc

Aplicatii

Forta F este singura incarcare exterioara, iar derivarea partiald fatd de ea e¢ usor de
facut; se reaminteste ca, pentru astfel de solicitari compuse, energia potentiala de
deformare elastica provine mai ales din efectele incovoierii, iar expresia teoremei se
scrie:

3

b4 . n p3
Le _ 1 T(_FR-sina)-(—R-sino)-Rda = Jsin2 ado=". R
oF El } El o 2 TEl

Folosind datele numerice de mai sus, deplasarea va avea valoarea:

4 3 6 3
8(P)=£~ 2-10"N-87-10"mm
2 N 1

2 12

=18,488mm

2.10° .85%mm*

mm

Acest rezultat este pertinent, intrucat deplasarea reprezinta aproximativ 1% din
diametrul barei; in plus, dimensiunile stabilite pentru sectiunea barei, in ambele
variante de mai sus, se inscriu in conditiile de definitie pentru barele cu raza mare de
curbura, deci calculele facute au fost corecte.
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Bare cotite care contin contururi inchise. Aplicatii

1. Sa se traseze diagramele de eforturi pentru constructia de mai jos.

HHHHIH||\|\|||||||||||||||um.|............

—

2aF
F

T-F/Z FlzT

Este abordata o bara cotitda inchisa, simetrica in forma, dar solicitatd nesimetric, incat nu
sunt posibile simplificdri majore la rezolvarea nedetermindrii statice interioare; sectionarea
imaginard se poate face intr-un punct oarecare al conturului, dar e avantajos sd se aleaga
mijlocul laturii orizontale de jos. Pe schita din partea dreapta se arata cum se obtin sistemul
de baza si diagrama de momente din starea fictiva ,0” a metodei eforturilor; diagramele
celorlalte trei stari imaginare de incarcare sunt date Tn pagina urmatoare.

138



Bare cotite care contin contururi inchise. Aplicatii

2a- 2a - 2a
G 111111151111 o e S T NING
§ 661” E ‘62” E g “3,7 E
= SO O = R =
___ <eene] = :4 g . ~.‘::..' N g
Leeerim 2a“\\ |||||"'l;? 1 IIlmll."’.lI Pl
Se observa ca sectionarea pe axa de simetrie face ca solicitarile si diagramele ,,1” s1,,3”
sa fie simetrice, 1ar cele de la starea ,,2” — antisimetrice, ceea ce usurcaza trasarea
graficelor.

In plus, cei noud coeficienti 8 se calculeaza simplu prin inmultirea grafici a
diagramelor din starile fictive de incarcare, astfel:

El-617=2- w -%(—Za) + 4a - (—2a)(—2a) = %a3
El-8;p = 2a-(-2a) , . 2a-(-2a) (—2a) + 2aé2a (=2a) + 2a-(—2a) (2—2a) (-2a)=0

-1+ 4a-(-2a)-1=-12a%
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Bare cotite care contin contururi inchise. Aplicatii

B85y, =2.-22:28.255,2.22:(F28) 2 50y 2a.2a-2a+ 2a- (—2a) - (-2a) = 2233
2 3 2 3 3
El-8y3=2- Zaéza 142.22°C28) 9 540414 2a-(-2a)-1=0
El-633 =1-(2a+2a+4a+2a+2a)-1=12a
El-5,0 = 22(28) 2 5ap 4 4a.(—2a)-aF = — 22 a%F
2 3 3
2a-2a -EaF+ 2a-(—2a) -laF=£a3F

El-6,0 =2a-2a-aF+ 3 5 3

El- 840 =:L‘[Za-ZaF N 4a-2aFj _ 6a’F
2 2

Observatie importanta

Doi dintre coeficientii calculati aici au rezultat de valori nule; urmarind cauza acestei
situatii se intelege cd termenii din sumele respective se reduc, in perechi, pentru cd sunt
obtinuti inmultind o diagrama simetrica (,,1” sau ,,3”) cu una antisimetrica (,,2”); astfel de
combinatii sunt intalnite si in alte tipuri de aplicatii, in care va fi util sa se observe direct

ca rezultatul acestor inmultiri este zero!
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Bare cotite care contin contururi inchise. Aplicatii

Cu valorile de mai sus ale coeficientilor se scriu cele trei ecuatii ale metodei eforturilor
(simplificand peste tot prin EI), dupd cum urmeaza:

6_4a3 32 3

X1 +0-X5 +(—12)a? - X3 =S a’F
o.xlﬁu%a3 X5 +0-X3 =—%a3F

(-12)a? -X; +0-X, +12a-X 3 = —6a°F

|

°
N(x)
Flah

i \ F/a
”””””””””” .. F/4
.....?....> -
F/2
F F

Rezolvarea acestui sistem conduce la valorile:  X; =§; X, =—Z; X3=0

I A

Acestea se introduc pe fetele taieturii imaginare in bara cotita inchisd din problema.
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Bare cotite care contin contururi inchise. Aplicatii

Trebuie remarcat ca toate regiunile au lungimea de 2a, cu exceptia regiunii notate cu (X3),
care este de lungime 4a, iar expresiile sunt:
N(X1)=N(xs)=+F/2; N(x2)=-F/4;

T(X)=T(Xs)=-F/4 ;
M(x1)=-(F/4)x

M(x2)=(F/2)x - (F/4)2a=(F/2)(x-a)
M(x3)=-(F/4)x + aF/2
M(X4)=(F/2)(a-x)
M(xs)=(F/4)x

-
~

T = AN

F/4
T(x)
Fl4

O - A

LSl

T
~
N

N(X3)=-F/2 ; N(X4)=+F/4
T(X2)=*+F/2; T(x3)=-Fl4; T(X4)=+F/2
de unde

M(0)=0, M(2a)=-aF/2;
M(0)=-aF/2, M(2a)=+aF/2
M(0)=+aF/2, M(4a)=-aF/2
M(0)=+aF/2, M(2a)=-aF/2
M(0)=0, M(2a)=+aF/2

aF/2 ,...||II|||||M e
SIOM =
;"-_: ME) 5;:
= it HE
aF/2 - ”|||||Il|"" aF/2
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Bare cotite care contin contururi inchise. Aplicatii

Concluzii: Forma diagramelor acestei bare aratd, pe de o parte, ca se respecta relatia diferentiala intre
efortul taietor si cel de incovoiere; pe de altd parte este interesant de remarcat ca diagramele N si M sunt
antisimetrice, iar T simetrica, adica incarcarea barei cotite inchise poate fi considerata antisimetrica.

2. Sa se traseze diagramele de eforturi pentru constructia alaturata.

‘il’{

a a
F|? F
= =
a
a
= NN

Constructia simetrica, triplu static nedeterminata exterior (2 reazeme incastrate), are si o
tripla nedeterminare interioara (conturul inchis); gradul total de nedeterminare este 6 si
se reduce prin sectionarea barei pe axa ei de simetrie, care intalneste conturul barei in doua
puncte, unde se plaseaza cate trei eforturi necunoscute; incarcarea antisimetrica face ca
eforturile axial si incovoietor sa fie nule, in ambele taicturi; gradul de nedeterminare
ramane 2, necunoscutele fiind fortele taietoare din sectiunile de pe axa de simetrie
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Bare cotite care contin contururi inchise. Aplicatii

Metoda eforturilor este calea cea mai rapidd pentru rezolvarea nedeterminarii, iar
diagramele de eforturi pentru cele trei stari fictive de incarcare sunt in totalitate liniare
si usor de trasat, incat coeficientii 6ij Se pot calcula prin metoda grafica:

a —
F f— 1 uzn
_.__ “077 [ 13 1 bR
5 — = 1;
2aF NN DN ==
E|.811=ﬂ.ga+3a.a.a=9a3; E|.622=ﬂ.ga+a.a.a=—a3
3 3 2 3 3
El-8,=a-a-a=a°; EI-§ =a-a-(—§aF)=—§a3F; El-& =M-a=—2a3F
12 20 > 5 10 5
%a?’ X1+ a°-X,=2a%
Ecuatiile metodei se scriu: 3

%X+ 2a3.x, = 3a%F
3 2
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Bare cotite care contin contururi inchise. Aplicatii

Rezolvand sistemul se obtin: X; = (21/62)F si X, = (27/31)F, eforturile taietoare din
sectiunile de pe axa de simetrie a constructiei; se plaseaza aceste forte pe schema
din figura initiala, observand ca toate regiunile au lungimea a, iar expresiile
eforturilor se vor scrie astfel:

N(x1) =N(Xs) =0; N(X2) = N(x3) = N(xs) = (75/62)F
T(X1) =-Q21L/62)F ; T(X4) =-27/31)F; T(X2)=0; T(X3)=T(xs) =F

M(X1) = (21/62)Fx ; M(0) =0; M(a) = (21/62)aF
M(Xq) = (27/31)Fx ; M(0)=0; M(a) = (27/31)aF
M(xo) = ct = (21/62)aF ; M(X3) = (21/62)aF - Fx ; M(0) = (21/62)aF ; M(a) = -(41/62)aF
M(xs) = -(41/62)aF + (27/31)aF - Fx=(13/62)aF - Fx;
M(0) = (13/62)aF; M(a) = -(49/62)aF
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Bare cotite care contin contururi inchise. Aplicatii

Cu aceste valori se traseaza diagramele de eforturi pe jumatatea din stdnga a constructieli,
apoi se prelungesc prin antisimetrie (N si M) si prin simetrie (T) pe toata lungimea barei

(21/62)aF
T T a’/ @ III|_||
% (21/62)F k| (21/62)®F 2 % M(X) =
E N(x) E—ZE T(x) {E_E) E —____
O= = HIDNNNNE £ 70
NN (75/62F SN N (GTLF NN (19/62)aF NN

Solicitarea periculoasd are loc 1n sectiunile din reazemele barei, unde eforturile de
incovoiere si axiale ajung la valorile maxime; daca se admite ca sectiunile transversale
sunt patrate, cu latura t, conditia de rezistenta se va scrie astfel:
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Bare cotite care contin contururi inchise. Aplicatii

3. Sa se traseze diagramele de eforturi pentru constructia de mai jos.

o JIITTITITTIY

- 2a 2a

- ITTTTIITTIT

Cadrul are doua axe de simetrie, inclusiv pentru incarcarile lui, forte distribuite cu intensitatea q;
simetriile se folosesc la sectionarea barei, incepand de exemplu cu axa verticald, ca in schema din
partea dreapta a figurii; In fiecare taietura imaginara apare cate un grup de trei eforturi necunoscute
N, T si M, simetrice in perechi, datorita existentei celei de-a doua simetrii.

Statica nedeterminare interioara scade la gradul n=1 prin doua aspecte particulare ale problemei:
e diagrama eforturilor taietoare trebuie sa fie antisimetricad, deci valoarea necunoscutelor T trebuie sa fie
ZEro;
e din echilibrul pe orizontala al fortelor de pe jumdtatea de cadru se obtine ca
>Xj=0:2N=qg-2a < N=qa
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Bare cotite care contin contururi inchise. Aplicatii

Ramane astfel de studiat un sfert din cadrul initial, care se
obtine taind imaginar bara pe axa orizontald de simetrie;
pentru a evita introducerea unui grup nou de
necunoscute interioare, In noua sectiune se imagineaza
un reazem incastrat; acest artificiu nu contrazice modul
in care bara se deformeaza: din simetria constructiva si
de incarcare rezultd ca in toate sectiunile aflate pe cele
doua axe de simetrie deplasarile unghiulare (rotirile) sunt
egale cu zero!

S-a ajuns la o constructie simplu static nedeterminata,
bard formata din doud segmente Imbinate in unghi drept si avand ca necunoscuta valoarea momentului M;
cea mai rapida metoda pentru stabilirea acestei valori se bazeaza principial pe teorema lui Castigliano;
aplicarea acestei metode incepe cu stabilirea eforturilor de incovoiere din bara considerata:

ga

ox ax”
VX1 €(0;2a): Miz(x1)=M+T; VX, €(0;a): Miz(xz)zM—qa-x+2qa-a+T

S-a aratat ca derivatele partiale ale lucrului mecanic elastic trebuie sa fie nule inclusiv in raport cu
necunoscutele static nedeterminate interioare, deci se scrie ca:

2 2
‘gk/l 0= j(M+%) ldx+j(M+2qa —qax+—) 1dx
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Bare cotite care contin contururi inchise. Aplicatii

Ecuatia astfel obtinuta se dezvolta dupa cum urmeaza:

@
3

3 2
0=M-2a+ﬂ-(2a) +(M+2qa2)-a—qa-a—+ﬂ-
2 3 2 2

2 o _ 2
3M-a=qa3-(—£—2+l—1) - Mo 8-12+3-1_qa” ( 18)=—qa
3 2 6 3 6 3 6

Introducand aceasta valoare pe schema de solicitare de mai sus, se ajunge la expresiile eforturilor
sectionale de pe sfertul de cadru considerat:

2

N(x;) =+ga =ct; Ty(x;) =—gx deunde T(0)=0, T(2a)=-2qa
N(x,) =+20a =ct; Ty(X) =ga—qgx deunde T(0)=qa, T(a)=0

2 qX2 2 qa2 2
Miz (1) = —ga +T, deunde M(0) =-ga“, M(a) = 5 M(2a) = +0ga“;
2 ga’
——, deunde M(0)=qga“, M(a) =—
2 2
Diagramele de eforturi, prezentate pe pagina urmadtoare, respectd regulile privind simetria si

antisimetria; n plus, valorile celor trei eforturi interioare static nedeterminate introduse la inceput se
regasesc 1n diagrame, in dreptul sectiunilor de pe axa de simetrie verticala a constructiei.

2
Mi, (X2) = ga® —ga - x + 2
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Bare cotite care contin contururi inchise. Aplicatii
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Bare cotite care contin contururi inchise. Aplicatii

In finalul acestei discutii sunt necesare citeva precizari privind calculul deplasdrilor la barele cotite
simetrice; s-a observat ca, la fel ca la rezolvarea nedeterminarilor, eforturile de incovoiere au, dintre toate
efectele incarcarilor exterioare ale barelor, influenta principald in producerea deplasarilor sectiunilor
transversale; prin urmare, la aplicarea teoremei Mohr-Maxwell, solicitarea si diagrama reala de
incovoiere se inmultesc cu cele fictive, date de Incarcarea unitara potrivita cazului abordat.

Din constatarile asupra inmultirii diagramelor Simetrice cu cele antisimetrice si
observand ca solicitarea cu o forta unitara pe axa de simetrie a unei constructii, pe directia
acestei axe, duce la 0 diagrama de momente simetrica, in vreme ce cazul similar cu
moment unitar are diagrama antisimetrica, se poate afirma, in legatura cu constructiile
simetrice, ca:

e sectiunile aflate pe una dintre axele lor de simetrie nu se vor deplasa (vor avea deplasari
liniare nule) pe directia acelei axe, daca incarcarile exterioare ale constructiei o solicita
antisimetric;

e aceleasi sectiuni vor avea rotiri nule, in jurul axei perpendiculare pe planul constructiei,
daca solicitarea exterioara este simetrica.

Pentru a intelege mai bine aceste lucruri, se poate analiza cazul barei cotite din aplicatia 2 de mai sus:
diagrama ei de momente este antisimetrica, iar pentru calculul deplasarilor liniare verticale ale celor doua
sectiuni de pe axa verticala de simetrie diagramele starilor fictive vor fi simetrice; inmultirea lor cu
diagrama reald duce la rezultate nule si deci deplasarile respective au valoarea zero, aga cum s-a aratat si
mal Sus.
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Bare cotite care contin contururi inchise. Aplicatii

Calculul deplasarilor la sistemele static nedeterminate

Pentru aceste sisteme elastice se stie ca, dupa ce s-au aflat valorile necunoscutelor static
nedeterminate X, sistemul initial cu incarcarile lui este echivalent cu sistemul sau de
baza avand aplicate Incarcarile initiale si necunoscutele respective X ; se intelege ca
diagramele reale de eforturi vor fi aceleasi, pentru cele doua sisteme, iar la aplicarea
teoremei Mohr-Maxwell starea fictiva de incarcare poate fi construitd pe sistemul de
baza, facand ca aceasta stare de solicitare sa fie static determinata.

Rezulta de aici ca, la calculul deplasarii, pe o directie anumita, a unei sectiuni oarecare
dintr-un astfel de sistem, trebuie sa se parcurga urmatoarele etape:

e se construieste diagrama de eforturi pentru sistemul real (care nu este influentata de
metoda de rezolvare folosita);

e se alege Tn mod convenabil un sistem de baza al celui dat, pe care se aplica o fortd (sau
un moment, daca trebuie calculata o rotire) de marime unitara, in sectiunea si pe directia
in care trebuie stabilita deplasarea;

e s¢ traseaza diagrama de momente pentru aceasta solicitare fictiva;

e se calculeaza deplasarea ceruta, folosind teorema Mohr-Maxwell si eventual regula
graficd a lui Veresceaghin, inmultind diagrama din sistemul real cu diagrama fictiva.
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Bare cotite care contin contururi inchise. Aplicatii

4. Pentru inelul din figura se cer diagramele de eforturi si relatia tensiunii maxime, apoi
sd se calculeze cu cat se modifica, sub actiunea celor doua forte concentrate, lungimea
diametrelor orizontal, respectiv vertical ale barei.

Trebuie remarcat ca acest inel nu are nevoie de rezemare,
fiind 1n echilibru stabil sub actiunea celor doua forte
concentrate care il Incarca; se observa si ca, bara avand
conturul inchis, apare o tripla nedeterminare statica
interioara.

Solicitarea inelului este simetrica, deci sectionarea cea
mai avantajoasa Se face pe una dintre axele de simetrie;
alegem axa verticald si constatam ca efortul taietor necunoscut din cele doud sectiuni
astfel obtinute are valoarea zero; mai trebuie figurate efortul axial si cel de incovoiere,
ambele cu valori egale intre ele si la fel orientate in cele doua taieturi imaginare simetrice.

Specificul constructiilor care au doua axe de simetrie (inclusiv pentru solicitarile lor) este
ca din ecuatia de echilibru pe orizontala, scrisd de exemplu pentru fortele de pe aceasta
jumatate de bara, se poate calcula efortul axial necunoscut, egal cu jumatate din forta F;
problema ramane astfel cu o singura necunoscuta static nedeterminata — efortul de
incovoiere M.
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Bare cotite care contin contururi inchise. Aplicatii

Partea ramasa din bara este simetrica si solicitata simetric, incat vor fi analizate
eforturile pe o jumatate a ei; pentru a evita introducerea de necunoscute noi, se
plaseaza o Incastrare imaginara in sectiunea de pe axa orizontald de simetrie a
inelului; modul in care inelul se deformeaza este respectat, intrucat in sectiunile
de pe axele lui de simetrie nu se produc rotiri!

Cea mai simpla cale pentru rezolvarea nedeterminarii pe acest sfert de inel
foloseste metoda eforturilor, pentru care cele doua stari fictive de Incarcare si
modul cum se face sectionarea lor sunt reprezentate alaturat; pentru ambele

situatii existd pe lungimea barei

ramase o singurd regiune (cu

unghiul de pozitie cuprins intre 0

si mw?2), iar eforturile de

incovoiere se scriu:

] R “0”
F2 |
——

AN

mo(a)=—g~R-(1—COSOL); ml(oc)=+1=ct

Cei doi coeficienti din ecuatia metodei se calculeaza analitic, astfel:

n/2 nl2 2
n FR FR?
El-84 = [11-Rda=R-Z So= [ g - . __ T_
11 (I) , Eldg j( 5 )L—cosa)-Rda D
0
. 810 -2
Cu aceste rezultate momentul necunoscut se scrie: M=X; = e o FR =0.182-FR
11
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Bare cotite care contin contururi inchise. Aplicatii

Introducand aceastd marime pe schita de mai sus a starii fictive ,,0”, expresiile eforturilor sectionale

pentru un sfert din inelul real sunt:
F

N(@) =~ -cosa., deci N(O):g, N(g):o T(oc):;sina, deci T(0)=, T(g):g

M, (o) = M—E-R(l—cosoc): FR-(-0,318 +0,5-cosa), deci M(0)=0182FR, M(rn/2)=-0,318FR

0,318 FR

Solicitarea periculoasa a inelului (dinamometric) se produce in sectiunile celor doud forte concentrate,
unde se face si calculul de rezistenta; relatia tensiunii maxime se scrie in forma cunoscuta, iar daca
sectiunea transversala a inelului este pdatrata cu latura t rezulta:

G rez max (0) = 0’t52.F+t%-0,318-FR <o,
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Bare cotite care contin contururi inchise. Aplicatii

Pentru aflarea deformatiilor inelului, pe directiile diametrelor orizontal si vertical, sunt de subliniat doua
aspecte importante ale acestui tip de problema:

e fiind doua forte F actionand simetric, metodele de calcul aplicate pentru ambele forte simultan (cum se va
vedea mai jos) duc la gasirea deplasarilor sumate ale punctelor lor de aplicare (adica direct a deformatiilor
diametrale!);

e S-a aratat anterior ca, la calculul deplasarilor cu teorema Mohr-Maxwell pentru constructii static
nedeterminate, se inmulteste starca reala de solicitare cu starea fictiva aplicata unui sistem de baza,
convenabil ales, al constructiei; aceastd metoda se va folosi in cele ce urmeaza.

Pentru deformatia diametrului orizontal AB, o variantd simpla de e
sistem de bazd se obtine cu inelul sectionat imaginar in sectiunea X
inferioara de pe diametrul vertical; acest model de solicitare produce
eforturi de incovoiere numai pe cele doua regiuni —simetrice — din
jumatatea superioara a constructiei, pentru care:

A~

m'(a) =1-R-cosa

Cu ultima forma a expresiei efortului de incovoiere Mi;(a) de pe
inelul real, alungirea diametrului AB se calculeaza astfel (cu teorema
Mohr-Maxwell):

/2 /2
El-8ag =2- [[FR-(0,5-cosa—0,318)]-R-cosa-Rda = FR®. | (cos®o—0,636-cosa)do =
0 0

3
—FR%.| Z_0,636-sinal”? | =FR®.[ Z-0636 | = Sag = 0149 TR
4 0 4 El
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Bare cotite care contin contururi inchise. Aplicatii

Analog se fac calculele pentru deformatia diametrului vertical CD: un 12
sistem de baza simplu e ales similar celui de mai sus, dar rotit cu 90° in
sens trigonometric; apar din nou doar doua regiuni, simetrice, pe jumatatea
din stanga a inelului, pe care exista eforturi de incovoiere, cu functia:

mz(a)zl-R-sina

nl2 nl2
El 6, =2 j[FR-(O,5005a—0,318)]-Rsin o-Rda =FR®. .[(sin a-cosa —0,636-sin o) dow =
0 0
sinza "’ 1 FR?
—FR®| 2| -0,636-cosal’’ FRs-[——O,GSG) = 8 =-0136-——
2 | 2 El

Valorile astfel obtinute pentru deformatiile inelului studiat se folosesc la
etalonarea dispozitivelor pentru masurarea fortelor.

Ca metoda alternativa, deformatia de pe diametrul orizontal AB poate fi calculata direct, pe baza
expresiei eforturilor sectionale de incovoiere de pe inelul real, folosind teorema lui Castigliano in
raport cu fortele F:

oL 2 M- M. nl2
Sap =it =g | Miz(@) Mi@) gy 2 TTFR (66364 cosar)- = (0,636 + cosa)-Rda
R ST El g 2

Dupi efectuarea calculelor se ajunge la rezultatul de mai sus, Sag = 0,149 FR%/El . Trebuie semnalat
ca aceasta metoda necesita calcule mai laborioase decat aplicarea teoremei Mohr-Maxwell si ca este
potrivita doar pentru stabilirea deformatiei de pe directia fortelor F.
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2.11

Rasucirea barelor cu sectiuni
transversale necirculare



Rasucirea barelor cu sectiuni necirculare

Aspecte generale

Barele drepte care au sectiuni de forma circulara, incarcate cu momente de torsiune, se deformeaza fara
ca aspectul lor exterior sa se modifice: sectiunile transversale capata deplasari de rotatie, dar nu si deformatii
liniare; daca sectiunile transversale nu sunt circulare, rasucirea provoaca deplanari ale lor, iar aspectul
barelor se modifica in mod pregnant si vizibil; calculul riguros al acestor bare este laborios, dar exista cateva
categorii mari de sectiuni pentru care se pot folosi generalizari ale relatiilor de la sectiunile circulare.

Se definesc doua caracteristici generalizate (de rasucire) ale sectiunilor - momentul de

inertie lt, respectiv modulul de rezistenta W+ - avand formule particulare pentru fiecare
categorie de sectiuni.

Pe baza lor se calculeaza tensiunile maxime din oricare sectiune a barei, iar acestea nu
trebuie sa depaseasca rezistenta materialului barei:

M (x) <1,

Wi (x)
respectiv rotirile de pe un tronson de bara de lungime L, avand la capete momentele

M, care le rotesc reciproc cu unghiul A@; marimea calculata este rotirea specifica 0.

Ap My rad
0=—L= -
i ®

[MPa] (1)

Tmax (X) =
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Rasucirea barelor cu sectiuni necirculare

1. Bare cu sectiuni dreptunghiulare

Deformarea lor la rasucire poate fi observata la

/I\A M(X) barele din fier forjat prezente in multe

. constructii, mai mult sau mai putin ornamentale;

* * T TTZT *\l‘ principala  particularitate este cd  valorile

- ’ <_ \;j,i: 7y ter)slun‘llor Vgrlgzé in mod complex in ppnctele

] j \\\\ oricarei sectiuni transversale, incat depind de

l ——] \ f ambele coordonate ale punctelor, iar prezentarea

I :‘| I h lor grafica se face pe diagrame multiple, ca in
<— ~ \ ' figura.

Tl«—l [ [ , Tensiunile sunt nule in  centrul

——— Fv—i-- — sectiunii, dar si in colfurile ei (graficul pe

l_* | diagonale are un aspect curbiliniu

l L \ particular), dar variaza dupa legi

’ I parabolice pe lungimea fiecarei laturi;

‘_+ _l’_: * tensiunile cele mai mari de pe o sectiune

-~ == (t1) se obtin la mijlocul laturii cu cea mai

R . -— mare lungime; pe axele de simetrie

) - repartitia tensiunilor este apropiata de cea

liniara, de la sectiunile circulare.
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Rasucirea barelor cu sectiuni necirculare

1. Bare cu sectiuni dreptunghiulare

Valorile tensiunilor tangentiale maxime sunt legate prin relatia T2=7T1 (3)
iar marimile caracteristicilor de rasucire ale acestor sectiuni Se calculeaza — in functie de laturile sectiunii
(h fiind cea verticala) — astfel:

|, =B-h-b* [mm?*| (4)

Coeficientii care apar in cele trei relatii se gasec in carti, sub forma unor tabele de valori, in functie de
raportul (h/b) dintre laturile dreptunghiului.

W, =a-h-b? |mm?]

hib 1 15 2 25 3 4 6 10 | (>10)
@ | 0208 | 0231 | 0,246 | 0,258 | 0,267 | 0,282 | 0,299 | 0,313 | 0,333
B | 0141 | 0196 | 0,229 | 0,249 | 0,263 | 0,281 | 0,299 | 0,313 | 0,333
v 1 0,859 | 0,795 - 0,753 | 0,745 | 0,743 | 0,743 | 0,743

Este remarcabil ca, atunci cand disproportia laturilor creste, coeficientii a si f devin egali si se apropie
tot mai mult de 1/3, incat relatiile de mai sus se vor scrie simplificat, pentru sectiunile denumite
dreptunghiuri inguste:

1 1
W, ==-h-b® [mm?]  1,=2-h-b* [mm¢] (5)
3 3
Se inscriu aici sectiunile cu raportul laturilor egal cel putin cu 10, dar in multe situatii se asimileaza
acestei grupari si sectiuni cu rapoarte ceva mai mici.
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Rasucirea barelor cu sectiuni necirculare

2. Bare cu sectiuni simplu conexe

_— Ta

l—-—<—<—<—‘
Y

—_— —— —

——— —— —

Mi(X)

b
i

Conturul acestor sectiuni poate fi parcurs continuu, fara
salturi pe hartie; au forme diverse, dar adesea pot fi
descompuse in dreptunghiuri inguste (cu latura lunga
notata mereu cu h), aceasta fiind baza pentru calculul lor.

Tensiunile tangentiale se repartizeaza liniar pe latimea
dreptunghiurilor elementare; asa cum s-a aratat ele sunt
nule pe axele de simetrie ale dreptunghiurilor si cresc catre
laturi, pe care se orienteaza 1n sensuri opuse, incat pe
contur se formeaza un fel de circuit inchis al tensiunilor,
care au insa valori diferite de la un punct la altul.

Tensiunile de pe dreptunghiurile elementare ajung la
valori maxime cu atdit mai mari cu cat latimea

dreptunghiului este mai mare, iar pe lungimea laturilor variatia este (Cum s-a vazut mai sus)
parabolicd, cu maximele la mijlocul laturilor.

Tensiunile cele mai mari de rasucire la aceste sectiuni se produc la mijlocul laturilor lungi,
pe dreptunghiul elementar de latime maxima [max {b;}].
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Rasucirea barelor cu sectiuni necirculare
2. Bare cu sectiuni simplu conexe

Pentru calcule de rezistenta si de rigiditate se folosesc relatiile generale (1) si (2), iar
caracteristicile generalizate ale sectiunilor se stabilesc astfel:

tzéé(hi’b?) [mm4] respectiv. - Wy = max{b [mm ] ©)

Un caz particular, o sectiune de tip dreptunghl ingust, cu
laturile lungi curbilinii, se prezinta alaturat; dimensiunile
Importante sunt /agimea t a profilului, constanta de obicei
pe lungime (care se noteaza cu S si se masoara pe curba
mediana a sectiunii); caracteristicile de rasucire se obtin la
fel ca la dreptunghiurile cu valori mari ale raportului h/b:

It = St [mm ] W; = ng [mm ] (7)

lar valoarea cea mai mare a tensiunilor tangentiale se
produce la mijlocul lungimii s a profilului curbiliniu.
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Rasucirea barelor cu sectiuni necirculare
3. Bare cu sectiuni dublu conexe

Aceste sectiuni au conturul format, la modul general, din doua linii curbe inchise, de forme arbitrare, care
se includ una pe alta fara sa se atinga; barele cu astfel de sectiuni sunt tubulare si se admite ca au aceecasi

sectiune transversald pe toatd lungimea.
Mt )

Q
[mm?]

Fie o astfel de sectiune, solicitata de momentul My;
caracteristicile ei depind de aria hasurata , marginita de
curba mediana (inchisd) I' a profilului, precum si de
grosimea o(s) (presupusa a fi relativ mica), variabila ca
marime (in principiu) pe curba I'.

Tensiunile tangentiale de rasucire au directia
tangentei la linia mediana a profilului si sens opus
momentului; In orice punct tensiunile se distribuie
uniform pe grosimea profilului; se poate
demonstra ca produsul (numit flux al tensiunilor
tangentiale) dintre tensiunile 1(s) si grosimea o(s)
este constant in orice punct al curbei mediane; el
arata ca tensiunile sunt mari unde grosimea e mica
si invers, incat cea mai mare tensiune apare in

dreptul grosimii minime omin a profilului; caracteristica de rezistensa a profilelor dublu
conexe este: W, =2-Q-8,, [mm’] (8)
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Rasucirea barelor cu sectiuni necirculare
3. Bare cu sectiuni dublu conexe

Relatia caracteristicii de rigiditate se gaseste pornind de la expresia energiei potentiale de
deformare elastica acumulata prin rasucire in barele cu sectiuni dublu conexe; sunt necesare
calcule destul de laborioase, iar expresia finala se scrie:

4.Q%
T

RS

Este interesant cum se modifica aceasta relatie la sectiunile tubulare cu grosimea peretelui
constantd — d(s) = ¢t = d; marimea o poate fi scoasa in factor si extrasa in afara integralei de
la numitor, iar integrala ramasa reprezinta lungimea curbei inchise I', notata prin L(I') [mm];
pe aceste baze caracteristica de rasucire devine:

[mm*]

(9)

_4.0%.8

oL [mm*] (10)

Se deduce astfel ca la aceste sectiuni tensiunile tangentiale au aceeasi valoare in toate
punctele din peretele barei.
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Rasucirea barelor cu sectiuni necirculare

Aplicatia 1

Se considera o barda cu sectiune circulard tubulard (cu perefi subtiri), constantd ca
dimensiuni pe lungime, avand diametrul mediu D de 8 ori mai mare decat grosimea t a
table1 din care este facuta, prin rulare. Bara are lungimea oarecare L si este incarcata la
rasucire prin momentele exterioare Mt aplicate la capetele ei; sa se compare rezistenta
si rigiditatea barei, in doua variante constructive:

|. fara aplicarea sudurii pe generatoare;

II. cu inchiderea conturului, prin cordon de sudura pe
intreaga generatoare a barei.

Yy

Rezolvare

I. Daca profilul este deschis, atunci el este de tip
dreptunghi ingust curbiliniu i calculul se face
folosind relatiile (7); lungimea arcului de cerc ce
reprezinta linia mediana este s = D, iar caracteristicile

sectiunii vor fi:

W, :l-s-t2 =1-7cD-t2 respectiv I, :1-3-t3=£-nD-t3
3 3 3 3
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Rasucirea barelor cu sectiuni necirculare

II. Dupa inchidere — prin aplicarea sudurii — profilul (cu pereti subtiri) devine dublu
conex, iar pentru modulul de rezistenta se aplica relatia (8), astfel:
2 2 2
Q:E _ Wt=2~TED -tan -t
4 4 2

La calculul momentului de inertie se respecta conditiile pentru aplicarea relatiei (10), sub

2
2
4. ™
| 4 _nD3-t

forma; =
t D 4

Comparatia cerutd de problema se face raportand rezultatele din a doua serie la cele de

la profilul deschis; se obtine astfel ca:

I
_3 8 =12 respectiv =
2 tl

Asadar, profilul inchis este mult mai rezistent (de 12 ori, in acest caz) si mai rigid (de 48
de ori) decat cel deschis, in conditiile in care ambele profile contin aceeasi cantitate de
material!
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Rasucirea barelor cu sectiuni necirculare

Aplicatia 2

Sa se arate diferenta, la stabilirea caracteristicilor de rasucire, intre rezultatele date de
calculul riguros, respectiv de relatiile de la sectiunile dublu conexe, pentru bara de la
Aplicatia 1, cazul profilului inchis cu sudura, pentru diferite valori ale raportului t/D,
intre grosimea peretelui si diametrul mediu al sectiunii.

Rezolvare

Pentru a observa deosebirile intre cele doud feluri de calcule se aleg trei variante de
sectiuni cilindrice inchise, avand comuna valoarea diametrului mediu D = 32mm, dar
valori diferite pentru Dmin s1 Dmax.

a. Dmin = 28mm, Dpax = 36mm — D =32mm, t =4mm
Se obtine ca raportul dimensiunilor este  t/D =4/32=1/8 =0,125
Relatiile exacte, de la sectiunile circulare inelare, dau:
I, = % -(36% - 28*Yymm* = = - 33280 mm*

< |p 1

— —_ . e . 3
W, = Do 18 I, =7-1848,9mm
2
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Rasucirea barelor cu sectiuni necirculare

Din relatiile de la sectiunile dublu conexe, cum s-a aratat mai sus, se obtine:

It :%-nD3~t=%-n-(32mm)3-4mm:n-32768 mm*

W, :%.RDZ .t:%n~(32mm)2 -4mm = 1t- 2048 mm>

Prin calcul aproximativ s-a ajuns la un rezultat mai mic cu 1,54% pentru momentul de
inertic si mai mare cu 10,77% (diferenta mult mai mare decat eroarea permisa in
calculele ingineresti) in cazul modulului de rezistenta, deci calculul aproximativ este
acceptabil doar in calculul de rigiditate.

b. Dmin = 30mm, Dpax = 34mm — D =32mm, t = 2mm
Se obtine ca raportul dimensiunilor este  t/D =2/32 =1/16 = 0,0625

I, = %-(344 ~30*)mm* = 1 -16448 mm*
Relatiile exacte dau: |
! w,=—P— L. —x.967,5mm?
Dmax 17
2
I =%-nD3 -t =%~n-(32mm)3-2mm = 1-16384 mm*
Relatiile aproximative duc la: 1 L
W, =E-1tD2 -t=5n-(32mm)2-2mm = 1-1024 mm?>
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Rasucirea barelor cu sectiuni necirculare

Diferentele sunt de -0,39% la evaluarea rigiditatii si de +5,8% la modulul de rezistenta. Erorile au
scazut mult, dar cea de la calculul Wt este inca mare, plasand rezultatul in afara domeniului de abatere
permis.

C. Dmin =31mm, Dpax = 33mm — D =32mm, t= 1lmm
Se obtine ca raportul dimensiunilor este  t/D = 1/32 = 0,03125

o= T (33* —31*Ymm* = =-8200 mm*
32

Relatiile exacte dau: I 1 3
W, = =—-Ip=n-497mm
Dmax 16,5
2
I =%-nD3 -t =%-7t-(32mm)3 .1mm = 78192 mm*
Din relatiile aproximative se obtine: 1 1
W, =E-nD2 -t=En-(32mm)2 -1mm = n-512 mm?3

Rezultatele sunt convenabil de apropiate de cele exacte, diferentele fiind de -0,1%
pentru momentul de inertie si de +3% pentru modulul de rezistenta.

Sectiunile tubulare cu perefi subtiri se pot asadar calcula ca sectiuni dublu conexe,
rezultatele fiind cu atat mai precise cu cat grosimea peretelui t este mai mica fata de
diametrul mediu D al sectiunii; parametrul I, poate fi bine aproximat prin I; inca de la
valori relativ mari ale raportului t/D (aici s-a exemplificat cu valoarea 1/8).
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2.12

Vase de revolutie cu pereti
subtiri



Vase de revolutie cu pereti subtiri

Aceste corpuri formeazd o gama largd de aplicatii ingineresti, de la rezervoare pentru transportul si
depozitarea materialelor fluide sau pulverulente, pana la cupole si parti ale aparatelor de zbor; seamana ca
structuri cu placile curbe de grosime mica, iar forma le este definitd de suprafata mediana; aceasta ia nastere
prin rotirea unei curbe oarecare (generatoare) in jurul unei axe, pe care o intilneste sau nu (axa vasului).

Pe astfel de suprafete se pot defini, in orice punct, raze de
curburd in numar infinit, diferite ca valori dupa planul unde sunt
masurate; valorile principale ale acestei multimi apar pe
normala dusa la suprafata curba in acel punct si sunt legate de
doua familii de curbe de pe acea suprafata, numite (ca la globul
pamantesc) meridiane si cercuri paralele (cu raze notate r).

Cele doud raze de curbura principale dintr-un punct al
vasului, identificat prin distanta X (fata de un reper de pe axa,
convenabil ales) a sectiunii (perpendiculare pe axa vasului) in
care se afla, sunt notate cu indicele uneia dintre familiile de
curbe si se definesc astfel:

e pm(X) — raza de curburda (din acel punct) a

o /" normala
meridian A

generatoarei vasului; pentru suprafete generate de o dreapta, se ia pm(x) = «;

e pp(X) — distanta, masurata pe normala la suprafatd din punctul respectiv, de la aceasta
suprafatd pana la axa vasului; daca generatoarea este un semicerc (cum se intampla la sfere)
sau o dreaptd paraleld cu axa vasului (la cilindri), atunci pp(X) = R (raza sferei, respectiv a

cilindrului ce reprezinta vasul).
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Vase de revolutie cu pereti subtiri

Intrucat vasele au perefi subtiri, in raport cu
distantele de la suprafata vasului pand la axa de
rotatie, se poate admite, pe de o parte, ca tensiunile ce
apar in materialul vasului, intr-un punct oarecare,
sunt constante ca marime pe grosimea peretelui, iar
pe de altd parte ca starea de tensiuni din orice punct
din peretii vasului este plana (avand doar doua
tensiuni principale nenule!), tensiunile principale
fiind dirijate tangent la cele doua familii de curbe de
mai sus; prin fiecare punct al vasului trec doua astfel
de curbe, una de tip meridian si un cerc paralel, ale
caror tangente sunt mereu reciproc perpendiculare.

Pornind de la aceste principii tensiunile principale
din orice punct sunt definite si notate tot in conexiune
cu meridianele si paralelele vasului, adicd om(X),
respectiv op(X) (cum se prezinta in figura, pe un element de volum izolat imaginar din peretele, de grosime
h, al vasului).

Tot pe baza faptului ca peretii sunt subtiri se admite ca, desi de obicei sunt din otel sau din alte materiale
rezistente, acestia se comporta, sub solicitari mecanice, la fel ca niste membrane: pot prelua tensiuni de
intindere, dar nu suporta incovoiere. Rezulta de aici ca in orice punct al vasului se pot masura, pe directii
diferite, o infinitate de valori ale tensiunilor, de obicei toate de intindere; tensiunile extreme (adica
principale) au directii tangente la cercul paralel, respectiv la curba meridian din acel punct.
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Vase de revolutie cu pereti subtiri

Se ia in considerare, pentru prima faza a calculelor, solicitarea vasului prin presiunea p, exercitata asupra
peretilor de fluidul din vas; se intelege ca aceasta marime va fi variabila (creste de la suprafata catre baza
vasului) — daca in vas se afla lichid; cand vasul contine un gaz (avand greutate neglijabila fata de efectele
presiunii), presiunea are valoare constanta in toate punctele vasului; daca punctul de studiu se afla in
sectiunea transversala situatd la distanta X fata de reper (in figura de mai sus reperul este la capatul de jos al
vasului), atunci intre valorile tensiunilor principale si parametrii vasului din acel punct este adevarata relatia:

om(X) , Sp(X¥) _ p(x) [ N }
Pm (X) N Pp(X) h mm?3 (1)

Aceasta este ecuatia lui Laplace, matematicianul francez care a stabilit-0; cu ea se incepe
studiul oricarul vas cu pereti subtiri; necunoscutele din ecuatie sunt tensiunile din punctul de
calcul, 1ar gasirea acestor valori necesitd o a doua relatie care sa le contina. Scrierea ecuatiei
a doua se va explica direct pentru cazul cel mai general de incarcare a unui vas de revolutie
cu pereti subtiri - in care continutul este o pulbere sau un fluid cu greutate proprie
importanta si care solicitd peretii vasului cu o presiune care creste, de la suprafata de sus a
incarcaturii catre baza ei; grosimea peretilor fiind mica, greutatea vasului este neglijabila in
raport cu solicitarile exterioare, incat nu este inclusa in calculul de rezistenta.

Trebuie subliniat ca, pentru a se ajunge la o solicitare simetrica a peretilor (cu p(X) = ct in orice sectiune

transversala'), la acest tip de incarcare este necesara pozitionarea vasului cu axa verticald, cerinta care este
respectatd de majoritatea exemplelor practice din aceastd categorie.
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Vase de revolutie cu pereti subtiri

in conditiile descrise eforturile (toate de tip forfd!) ce apar in peretii vasului, intr-0
sectiune transversala oarecare (notata cu X), exprima efectele produse de trei tipuri de marimi
fizice (doua exterioare, active si una interioara, reactiva):

a. greutatea G(x) a Incarcaturii care se afla sub sectiunea X, produsul dintre volumul de
fluid de sub sectiune V+(x) si greutatea specifica a fluidului, notata cu vy;

b. presiunea p(x) exercitatd de coloana de fluid aflata deasupra sectiunii X; acest termen
nu depinde de volumul, ci numai de indltimea H(x) coloanei de fluid si de greutatea lui
specifica, intrucat se cunoaste ca p(x) = y-H(x); efectul de tip forta din pereti F[p(X)]
este produsul dintre p(x) si aria Af(x) pe care fluidul o ocupa in sectiunea de calcul;

c. forta de rezistenta Fr(X) din pereti, produsul dintre aria Am(X) ocupata de materialul
peretilor (de obicei metal) in sectiunea X si tensiunile om(X) din pereti; luate individual,
tensiunile sunt cuprinse in plane longitudinale de sectionare a vasului si au directia
tangentei la curba meridian ce trece prin punctul de calcul (deci sunt incl/inate sub un
unghi o fata de verticala, in sectiunile unde tangenta nu este paralela cu axa vasului!),

Folosind aceste notatii, ecuatia a doua pentru stabilirea tensiunilor, la vasele de revolutie
cu pereti subtiri, exprima echilibrul fortelor de mai sus, proiectate pe directia axei de rotatie
a vasului, astfel:

F (X)) =G(X) +Hp(X)] & on(X)-An(x)-cosa=v- Vi (X)+y-H(X)-Ar(x) [N] (2)
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Vase de revolutie cu pereti subtiri

Ecuatiile (1) si (2), particularizate cu parametrii vasului calculat, sunt suficiente (problema este static
determinata!) pentru gasirea expresiilor dupa care variaza cele doua feluri de tensiuni pe inaltimea vasului
(adica in functie de pozifia X a sectiunii transversale de calcul); trasarea diagramelor ce exprima aceste
evolutii arata in ce sectiune are loc solicitatea periculoasa in peretii vasului, iar valorile tensiunilor din acea
sectiune se folosesc in calculul de rezistentd; se poate recunoaste o stare plana de solicitare, cu tensiunile
principale om(X) si 6p(X), al caror efect global trebuie evaluat cu una dintre teoriile de rupere.

In principiu se folosesc teoria emax pentru materialele fragile, respectiv una dintre teoriile Tmax si Ur daca
materialul vasului este tenace; trebuie observat ca, deoarece tensiunile principale au acelasi semn, teoria Tmax
conduce la aceeasi valoare a tensiunii echivalente ca si teoria omax (intrucit oz = 0), egala cu cea mai mare
dintre tensiunile principale; aceasta varianta este preferatd pentru multe aplicatii ingineresti, incat conditia de
rezistenta se scrie:

G ech max (X) = Max{om (X), o (X) < o 3)

Pe baza acestei relatii se pot rezolva probleme din toate cele trei categorii clasice intalnite in rezistenta

materialelor:

a. de verificare — cunoscand parametrii constructivi si de incarcare, trebuie stabilit daca proiectarea unui
anumit vas cu pereti subtiri a fost facuta corect;

b. de incarcare maxima — se calculeaza cat de mult fluid se poate introduce intr-un vas complet cunoscut,
ca dimensiuni $i ca material;

c. de dimensionare — se cunosc materialul vasului, incarcarea preluatd si o parte dintre dimensiunile
finale; de ex. se impun inaltimea H si raza R, fiind stabiltd grosimea necesara hmin a tablei din care va fi
realizat vasul, sau se impun H si h si se calculeaza valoarea maxima permisa Rmax a razei vasului.
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APLICATII
1. Calculul conductelor care transporta fluide sub presiune

.....

circuite hidraulice sau pneumatice; acestea au, de reguld, diametre mici, dar presiuni
mari in fluid, incat calculul lor trebuie realizat precis si atent; din faptul ca fluidul
circula liber prin conducte rezulta, pe de o parte, ca presiunea este constanta p(X) = p
in orice punct al lor, iar pe de altd parte cd peretii conductelor nu sunt solicitati pe
directie longitudinala, adica tensiunile om(X) sunt nule in toate punctele peretilor;
tensiunile de calcul sunt numai cele circumferentiale 6p(X), iar pentru gasirea valorii lor
se particularizeaza ecuatia lui Laplace (1), pentru conducta studiata.

In conditiile descrise si observand forma cilindrica a conductelor, cu pereti de grosime h
si razd R (din care rezulta ca pp(X) = ct = R), din ecuatia lui Laplace se ajunge la
conditia de rezistenta, astfel:

Gp (X) B p . P R
= —F = Gp(X)—Ct—TSGa (4)

Observatie: Tensiunile se masoara in MPa, iar presiunea exprimatd in atmosfere se

transforma in MPa folosind egalitatea 1atm = 0,1MPa.
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Exemplu de calcul: se imagineaza ca trebuie stabilit ce presiune maxima Pmax poate sa
suporte o conducta, facuta din otel cu rezistenta admisibila la tractiune o, = 180MPa,
pentru mai multe variante de dimensiuni:

h. .
Ga _1mm-180MPa _ 4\ 1pa = 600atm

a.R=3mm, h=1mm Pmax =

R 3mm
h-c 0,5mm -180MPa
b.R=3mm, h=05mm Pmax = a_ = 30MPa = 300atm
R 3mm
h- .
c.R=2mm, h=1mm Dy =22 IMM180MPa _ o515, 900atm
R 2mm
h- .
d. R=2mm, h=0,5mm Do = 22— 0omm 180MPa _ 45100 — 450atm
R 2mm
h-c 0,5mm -180MPa
.R=15mm, h=05mm = a_= = 60MPa = 600atm
e 15 ) 015 pmax R 1’5mm
h- .
f.R=1mm, h=0,25mm D = 2a - 025mm 180MPa _ o152 _ 450atm

R 1mm

Concluzia este ca aceste conducte suportd presiuni de valori importante, in conditiile unor
dimensiuni transversale mici, apropiate de ale conductorilor electrici ce compun circuitele
clasice de comanda pentru instalatii industriale.
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APLICATII
2. Calculul vaselor care contin gaze sub presiune
Particularitatea principald a acestor vase este greutatea | H | H

neglijabild a gazelor, ceea ce simplificd ecuatia a doua, dar ! !

face si ca presiunea sa fie constanta in orice punct din vas; se

imagineazd un vas format din tronsoane cu geometrii R P00 TNY
diferite, de tipurile cel mai des intdlnite in practica

inginereasca; se Observa ca la vasele cu gaze simetria de K\

solicitare este asigurata chiar si la asezarea Orizontala a axeli R y

de rotatie; in plus, pentru vasele cilindrice si sferice nu exista

deosebiri intre sectiunile transversale si calculul este identic
oriunde ar fi facuta sectionarea vasului, ceea ce nu ¢ valabil si la vasele de forma conica.

a. Portiunea sferica are proprietatea unica de egalitate a razelor principale, in orice punct, pp(x) = pm(X) = R;
simetria speciala a sferei i presiunea constanta in orice punct conduc la o valoare unica a tensiunii din
perete, pe orice directie, op(x) = om(X) = o;
ecuatia lui Laplace se scrie simplu si din ea se afla valoarea tensiunilor principale, cu care se scrie

c o p p-R

conditia de rezistenta de pe acest tronson —4+—=— = Opy=0p=——
! fadep R R h m =% = o

Prin urmare, un vas sferic cu gaz sub presiune are aceeasi valoare a tensiunii, in orice punct si pe orice
directie s-ar face masurarea, ceea ce este usor de intuit dacd se imagineaza orice minge (din cauciuc)
umpluta cu aer.

<0,
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b. Portiunea cilindrica are generatoarea dreaptd, de unde pm(x) = o, in vreme ce a doua raza de
curburi principala este pp(X) = R, iar ecuatia lui Laplace se scrie:
om(X) N op (X) _P _ op(x) = R
o0 R h h
Pentru a doua ecuatie se observa ca termenul dat de greutatea fluidului va lipsi, ca generatoarea este
paraleld cu axa de rotatie (inclinarea tensiunilor om va fi o = 0, deci cosa = 1), ca aria de fluid din orice
sectiune este Ar(x) = mR? si ca aria de metal din sectiunea X este inelard, cu pereti subtiri; ea se exprima pe
inelul decupat pe directia unei raze si desfasurat pe un plan, obtindnd un dreptunghi ingust cu inaltimea h si
cealalta latura egala cu lungimea pe contur (2nR) a inelului initial; prin urmare Am(x) = 2nRh.
Folosind aceste informatii si datele initiale din problema (de exemplu ca presiunea are peste tot valoarea p)

p-R

ecuatia (2) se reduce la egalitatea: om(X)-2tR-h=p-7R? = oy(X)= %

Valorile tensiunilor principale nu depind de pozitia sectiunii de calcul, confirmand ca nici pentru vasele
cilindrice cu gaze nu apar deosebiri de calcul intre sectiunile transversale; s-a obtinut cad tensiunile
meridiane au valori pe jumatate fata de celelalte tensiuni principale din peretii vasului, incat astfel de vase
sunt puse in pericol de tensiunile circumferentiale si eventuala lor fisurare se va produce pe directia
generatoarei (perpendiculara pe cea a tensiunilor periculoase).

Conditia de rezistenta se scrie: O max (X) =ocp(X) = % <o,

Comparand cu rezultatele de la portiunea sfericd, se observa ca tensiunile de pe tronsonul cilindric sunt de doua ori
mai mari, adicd un vas sferic este mai avantajos, intrucat suportd presiuni de gaz duble ca marime fata de un vas
cilindric din acelasi material si cu aceleasi valori ale parametrilor R si h; superioritatea vaselor sferice este insa greu
de exploatat in practicd, datoritd problemelor dificile de rezemare puse de aceste vase, dificultati care nu exista
pentru cele cilindrice.
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C. Portiunea conica are tot generatoare dreapta, cu pm(Xx) = o, iar a doua raza de curburd principald este
variabila ca marime, de la o sectiune transversala la alta, intrucat depinde de raza r(x) a sectiunii si de
inclinarea generatoarei, dupa relatia pp(x) = r(x)/cosa; ecuatia lui Laplace are forma:
om(x) , op(9-cosa_p p-r()
o0 r(x) h h-cosa
Acest rezultat si desenul de mai sus arata cd tensiunile circumferentiale de la vasul conic cu gaz variaza
liniar pe inaltimea vasului, la fel cu raza r(x) — sunt nule la varful conului si maxime la baza lui:
p-R
h-cosa
Pentru scrierea ecuatiei (2) se folosesc rationamentele de la tronsonul cilindric, tinand insa seama ca raza
sectiunii este variabila si ca generatoarea este inclinata:

= op(X)=

Spmax (X) =op(X=H) =

om(X)-2nr(x)-h-cosa = p-n-r(x)2 = onX) =% =%-cp(x)
Tensiunile maxime sunt circumferentiale, incat conditia de rezistenta se scrie:

p-R
h-cosa
Rezulta ca si vasele conice cu gaz sub presiune tind sa se fisureze tot pe directia generatoarei; in plus,

tensiunea maxima din portiunea conica difera de cea de la cilindru doar prin marimea cosa de la numitor

(tensiunile din zona conica sunt cele mai mari din intregul vas!); consecinta acestei diferente este ca la

granita dintre tronsoane se produce un salt al tensiunilor, care poate fi periculos pentru integritatea vasului;

de obicei se adopta, in faza de proiectare, o masura de consolidare locald a peretilor, prin adaugarea unor
bandaje exterioare, solidarizate cu vasul, pentru a mari grosimea h in zona acelui salt.

Omax (X) = op(X) = =0,
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Vase de revolutie cu pereti subtiri

Analiza conditiilor de rezistenta arata ca tensiunile din pereti la vasele cu gaze sunt proportionale cu
presiunea gazului si raza R, dar sunt invers proportionale cu grosimea peretilor; cota H are influenta doar la
vasele conice, unde cresterea indltimii duce la scaderea inclinarii a si la cresterea lui cosa, deci la scaderea
tensiunilor. In principiu se observa ci vasele de dimensiuni mari suporti doar presiuni relativ mici ale
gazelor continute; de exemplu, pentru a calcula ce presiune maximda de gaz suporta un vas conic cu H=1m
si 0=60°, facut din tabla de otel cu grosimea h=3mm si rezistenta admisibild la tractiune c.=160MPa,
relatia de rezistentd conduce la urmatoarele calcule:

h-c,-cosa  h-o,-c0s60° _ 3mm-160MPa-0,5

R H - tg60° Pmax 103mm-+/3

Rezulta ca, desi este destul de rigid, vasul propus poate suporta, pentru gazul pe care il contine, doar ceva mai mult
decat presiunea atmosferica.

Pentru a diferentia capabilitatea vaselor cilindrice si conice cu parametri asemanatori, se va compara
presiunea maxima pe care o pot suporta douad astfel de vase, cu H =R = 0,4m; h = 2mm, facute din otel cu
ca = 160MPa; din conditiile de rezistenta de mai sus rezultd c& Pmax con = Pmax cil'cOSa , iar pentru vasul
cilindric relatia presiunii admisibile duce la:

h-c, 2mm-160MPa 4
Pmaxcil =4 400mm 5

Cum H = R (semi)unghiul la varf al conului este a = 45° si rezulta ca:

p< =0,138MPa =1,38atm

i -8atm = 5,65atm

Pmaxcon = \/E

Concluzie: cu cat conul are unghiul de la varf mai mare, cu atdt vasul conic va putea prelua o fractie mai mica din
presiunea permisa pentru vasul cilindric!
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2.13

Tuburi cilindrice cu pereti grosi



Tuburi cilindrice cu pereti grosi

Cele doua capitole urmatoare prezinta notiunile de baza privind calculul unor corpuri care au toate
dimensiunile de aproximativ acelasi ordin de marime, ceea ce le incadreaza intre corpurile masive;
solicitarile mecanice produc in volumul lor tensiuni care variaza semnificativ pe grosimea peretilor, variatie
ce face obiectul calculelor. Tuturor le este comuna simetria axiald a constructiei, a solicitarilor si a efectelor
pe care acestea le produc (efectele sunt aceleasi in toate punctele aflate la aceeasi raza r, dintr-o sectiune
transversald oarecare), aceste ipoteze simplifica in mod hotarator conditiile de calcul, care altfel ar fi extrem
de complicate.

l l l l l l l l l lpe Se numesc cu perefi grogsi corpurile tubulare la care
_»\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ . grosimea peretilor (Re - Ri) este cét cel putin 0 zecime
_>§<_ 11 _»% . din raza lor interioara Ri; lungimea tuburilor nu este
_"‘\\ 2R i . importantd la calculul tensiunilor, intrucit acestea
_,L§<_ . evolueaza la fel in toate sectiunile transversale, atunci

OR _.§4_ l l l l l l l — cand incarcarile sunt date de presiunea interioara pi,
| — AF 1  respectiv de cea exterioard pe, ca in figura.

T T T S

T T T T T T T T T T Schema prezinta situatia cea mai generala — un tub

inchis la capete prin capace — la care 1n pereti apare o

categorie specifica de tensiuni, de directie longitudinala, notate de obicei ox; ele sunt calculate raportand

efectele rezultante, de tip forta, ale celor doud tipuri de presiuni, la aria de material din orice sectiune
transversala, astfel:

_Pi-nR{—pe-7RE _pi-RY—pe-RE _
Ox = 2 o2y 7 o2 ot
m-(Re -R{) Re —R;j
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Tuburi cilindrice cu pereti grosi

Din relatia de calcul se poate observa ca tensiunile longitudinale au o aceeasi
marime pe lungimea tubului, adica sunt constante in toate punctele din peretii
acestui corp; in plus, ele tind sd produca intindere, daca tubul este solicitat numai
de presiunea interioara, respectiv comprimare, daca presarca se produce numai
din exterior.

Schema alaturata prezinta modul cum apar
celelalte doua categorii de tensiuni care sunt
importante in calculul tuburilor; dirijate radial,
respectiv circumferential, ele sunt reprezentate
ca actionand pe un element de volum aflat la
raza r in peretele tubului studiat.

Tensiunile notate or, ot si 6x (dacd existd)
reprezintd valorile principale pentru starea de
tensiuni din peretii tubului, care este spatiala,
in tuburile inchise la capete prin capace si
plana, daca acestea lipsesc.
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Tuburi cilindrice cu pereti grosi

S-a aratat ca solicitarea unui astfel de tub este axial-simetrica, incat valorile tensiunilor
depind, pe sectiunile transversale, numai de raza r, fiind constante in toate punctele aflate la
aceeasi distantd de axa longitudinala; se poate demonstra ca aceasta dependentad este de tip
hiperbolic, iar relatiile finale de calcul ajung a fi scrise intr-0 forma unificata, astfel:

2 2 2 2
Pi-Ri —Pe-Re 4+ Pe—Pi . Ri -Re

or,t(r) = +
" R2 - R? 2 RZ-R?

1)

Trebuie remarcat ca prima fractie din expresie reprezintd marimea constantd a tensiunii
longitudinale ox, iar forma expresiei arata ca aceasta valoare este media aritmetica a
celorlalte doua tensiuni principale:

_or(n+o(n
- 2
Se ajunge la ideea ca tensiunile oy sunt putin importante in calculele de rezistenta, mai
ales daca se folosesc teoriile de rupere bazate pe valorile extreme ale tensiunilor principale
(asa cum sunt teoriile omax S1 Tmax). Variatia pe grosimea peretilor a tensiunilor - radiale si
circumferentiale — care conteazd pentru calcule se analizeaza separat, pentru cele doua
categorii mari de solicitari posibile.
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Tuburi cilindrice cu pereti grosi

A. Tuburi solicitate numai de presiuni exterioare
Relatiile pentru calculul tensiunilor din sectiuni se obtin (sub forma unificatd) inlocuind pi = 0 in formula generala
datd mai sus.

Pe baza acestor expresii este de remarcat ca, in cazurile in care Ri=0 (piese pline, de tip arbore, presate
din exterior), se obtine or = 6t = -Pe, adica tensiunile nu mai depind de raza r si sunt egale intre ele in orice
punct din volumul piesei studiate.

Pentru a stabili evolutia tensiunilor, atunci cand raza punctului de calcul creste de la Ri la Re se scriu, pe rand,
relatiile celor doua categorii de tensiuni si se studiaza functiile astfel obtinute.

a) Tensiunile radiale au urmatoarea lege de variatie

RZ R?
or(N=—Pe———|1-—
r ? Rg_Rf{ 2

RZ R&-Ry
R2-R? R?

r=Riy = o,=0;, r=Ry = o,=—7¢-
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Tuburi cilindrice cu pereti grosi

b) Tensiunile circumferentiale au urmatoarea

dependentd de raza r a punctului de calcul:

R2 R 2
ot(N=—Pe —5— 2(1+ Z'J
Re_Ri r

2R2 RZ+R?
g ReD o= R

r=Rj = oy =-pe

Graficele de variatie a tensiunilor date in  Pe
figura aldturata arata ca solicitarea periculoasa
a tubului se produce la interior, unde starea de
tensiuni este de comprimare monoaxiala
(componentele radiale sunt nule); conditia de

rezistenta (folosind limita admisibila la comprimare oac @ materialului tubului) se scrie:

2
A.pe SG&C
RZ-R?
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Tuburi cilindrice cu pereti grosi

De obicei folosind aceasta relatie se calculeaza valoarea necesara a razei
exterioare R. , cunoscand ceilalti parametri ai tubului proiectat, prin
parcurgerea unor operatii matematice simple:

R?.0,. <R2.05, —2R2-p; = Remin =R - |—2°
Gac — 2Pe
Ultima formula arata ca exista valori de presiune exterioara pe care un tub
de genul abordat nu le poate prelua, indiferent cat ar creste grosimea
peretilor lui.

Astfel, din conditia — strict necesara - ca numitorul fractiei de sub radical
sa fie pozitiv rezultd o limitare importanta a presiunilor exterioare suportate
de tuburile cu pereti grosi, care trebuie sa fie mai mici cu cel putin 50% fata

de rezistenta admisibila la comprimare a materialului lor!
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Tuburi cilindrice cu pereti grosi

B. Tuburi solicitate numai de presiuni interioare

Relatiile pentru calculul tensiunilor din sectiuni se obtin inlocuind pe = 0 in formula generald de mai sus:
pi-R? , (p) RE-RE
RZ-R? 2 R2Z2-R?

or ()=

a) Tensiunile radiale au urméatoarea lege de variatie

R2 2
or (1) = [1_%]

2
RZ_R:

Ultima fractie este mai mare ca unitatea si diferenta din paranteza este negativa si scade mereu, cand raza de
calcul creste de la interior citre exterior, incit valorile tensiunii sunt descrescitoare si peste tot negative.
Variatia lor este de tip hiperbolic, iar valorile din punctele de la capetele diagramei sunt:

2 2 2

Pi -Ri Ri —Rg

r=R; = o, =
' ' RZ2_R? RZ

=—pj; r=Rj =>oc,=0

b) Tensiunile circumferentiale au urmatoarea dependentd de raza r a punctului de calcul:

RZ2 2
o () = —DiRi 2[1+ R;]
Re_Ri r

Paranteza este pozitiva descrescatoare, la fel si evolutia tensiunilor, iar valorile la capete sunt:
2 2 2

Rs + Rj 2R;

r=Ri = ot=pi-—5——51 r=Re = or=pi —5——5
Re — Rj Re — Rj
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Tuburi cilindrice cu pereti grosi

Din graficele alaturate, ale celor doua categorii de tensiuni
se observa ca solicitarea periculoasd a tubului are loc la
interior, unde starea de tensiuni este plana (respectiv
spatiala, in tuburile inchise la capete, la care s-a aratat ca
tensiunea longitudinald este cat media valorilor celorlalte
doud), cu tensiunile principale extreme avand semne
contrare; in astfel de cazuri este util sa se calculeze efectul
lor global folosind ipoteza de rupere Tmax, iar relatia
calculului de rezistenta se obtine astfel:

RZ +R? 2R2

+Pi =pj <o
Rg_Rlz | |

CSechmax =01 —02 =Pj- ‘RZ_RgZ_°a
e i

Se observa asemanarea acesteia cu expresia similara de la
tuburile cu presiune exterioara, incat valoarea necesard a
razei exterioare Re va avea practic aceeasi formula de
calcul ca mai sus:

Remin = Ri :

Ga

. 2R2
.................. Rg B Ri2 “Pi
L e w//“ x
@MJ i
é | ot(r)

Oa

—2p;

Si pentru tuburile cu presiuni interioare se constata ca nu pot prelua valori de presiune
oricat de mari, intrucat acestea trebuie sia fie mai mici cu cel putin 50% fata de
rezistenta admisibila a materialului din care sunt facute!
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Tuburi cilindrice cu pereti grosi

Tuburi fretate

Existd mai multe metode prin care poate fi extins intervalul de presiuni interioare pe care un tub cu
pereti grosi le suporta; principiul de bazd este aplicarea la exteriorul tubului a unei solicitari de
comprimare (pretensionare), astfel incat sa se modifice in mod convenabil repartitia tensiunilor in
peretii corpului studiat.

Comprimarea exterioara se obtine, de pilda, prin infasurarea (bobinarea) stransa a unui cablu de otel,
dar cel mai des se aplica operatia de fretare: tubul tratat se introduce 1n interiorul altui tub cu pereti
grosi, cu diametrul interior ceva mai mic (cu diferente maxime de ordinul zecimilor de milimetri) fata

de cota exterioara a tubului initial; imbinarea cu strangere se face prin presare sau aducand la
temperaturi ridicate tubul exterior pentru a se dilata inainte de montare.

e
R22
Tubul 1 Tubul 2
R21

2R3

>

1
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Tuburi cilindrice cu pereti grosi
Tuburi fretate

Diferenta dintre razele de montare Rz ale celor doua tuburi (a se vedea figura de mai sus), notata de
obicei & este ,,strangerea de fretare” si intra in relatie de dependenta cu presiunea de fretare po, dar si
cu razele tuburilor si caracteristicile elastice (modulul Iui Young si coeficientul lui Poisson) ale
materialelor din care sunt facute, astfel:

1 (R+RJ 1 (R3+R?
5=p°'R{E—(ﬁ”2J+E—(ﬁ‘W
2 3 2 1 2 1

Daca tuburile sunt din acelasi material, aceastd relatie se simplifica foarte mult:

s PR, (RI+R} RI+R:
E |(RZ-R2 RZ-R’

Aceste expresii se folosesc, de obicei, pentru a calcula presiunea ce apare intre cele doua tuburi, pentru
o valoare datd a strangerii 9, atunci cand celelalte marimi din relatii sunt cunoscute; de exemplu,
pentru tuburi fiacute din acelasi material, din relatia pentru calculul strangerii de fretare se obtine
urmatoarea formula a presiunii care se produce prin fretare:

_3-E-(RI-RIR;-Ry)
i 2:R;(R5-R)
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Tuburi cilindrice cu pereti grosi
Tuburi fretate

Dupa calculul acestei valori este interesant sd fie urmaritd (procedand ca in figura din
pagina urmdtoare) influenta presiunii suplimentare asupra distributiei de tensiuni in
peretii celor doua tuburi; se traseaza mai intdi (graficele a) diagramele tensiunilor
principale produse (in tubul compus, considerat global) de actiunea presiunii interioare
pi pe care trebuie sa o preia tubul interior. Se studiaza apoi (b) tensiunile produse de
presiunea de fretare po, care actioneaza ca presiune exterioard in tubul initial 1, respectiv
interioara pentru tubul suplimentar 2; in final (C) se traseaza diagramele pentru cele doua
categorii de tensiuni rezultante din peretii tuburilor.

Figura prezinta, in ordinea precizata, cele trei categorii de diagrame, trasate pentru
tensiunile care apar in peretii tubului compus studiat; de pe graficele tensiunilor
rezultante se observa cd prin comprimarea exterioara a tubului initial se obtine un efect
favorabil — micsorarea tensiunii periculoase 6i(R1), dar si un efect negativ, produs prin
cresterea importantd a tensiunii circumferentiale la interiorul tubului suplimentar; aceasta
tensiune este de obicei mai mica decat valoarea initiala oy(R;), dar trebuie observat ca
starea periculoasa de solicitare se produce la interiorul tubului 2 si acolo se va face
calculul de rezistenta pentru tubul global proiectat.
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Tuburi cilindrice cu pereti grosi

Tuburi fretate

o “ (b) R3+R3 2R3 )
Py e e L ‘Po
p//' po P :‘H Gt(r) R?ZJ - R% .......... Rg—R%
g - Po @) |
— | IR2 .1r2,R2
\J}Tubu' 1 *"\ 2 Po| S g ]2_ 0
~/ Tubul 2 RS -Rf b R2-Ri
: h T e N
RZ R2 ‘ T . @ ’\ ........ -
RZ-RE[" “om? o) “Po
(a) ............ 2 L 2 i
o | ... R3 =R
Gt @ . l © Q .......
T RS
e | T

Eh e
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Tuburi cilindrice cu pereti grosi

Tuburi fretate

O discutie importantd se refera la optimizarea unei astfel de imbinari: alegand in mod convenabil
marimea o a strangerii de fretare, se poate ajunge la acelasi nivel de solicitare maxima in cele doua
tuburi utilizate; apoi, folosind ipoteza de rupere tmax $i egaland valorile tensiunilor echivalente din
punctele cele mai solicitate ale tuburilor (admise a fi fabricate din acelasi material), se obtine o relatie
de calcul pentru doptim, astfel:

22 2
Sopti _2pi-Ry R3(R2 —RY)
optim —
P E R3(RE-RP)+R3(R3-R3)

Cu aceasta valoare se poate calcula Gech max din cele doua tuburi, iar daca se deriveaza in raport cu raza
de granita Rz expresia astfel obtinuta si se egaleaza cu zero rezultatul se gaseste ca in tubul global
obtinut prin fretare solicitarea rezultanta va fi minima (si la fel de periculoasa in cele doua tuburi) atunci
cand raza comuna a tuburilor componente va avea valoarea:

R20ptim =4 Ri-R3

Pe baza acestui rezultat se poate calcula tensiunea echivalenta maxima din tuburi, reprezentand cea
mai mica valoare posibila a acestei marimi:

min _ R 3

Oech max — Rs-R; “Pi
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Tuburi cilindrice cu pereti grosi

Tuburi fretate

Pe de alta parte, introducand valoarea optima a razei comune in prima relatie de mai sus se calculeaza
strangerea optima care 11 corespunde; pentru inceput, este suficient sa se aduca la o forma mai simpla

ultima fractie din relatia respectiva, astfel:

R5(Ry-R3 —R?) R%-Ry-(R3—Ry) 1

R3(R;-R3—R?)+Ry-R3(R§—R;-R3) R3-Ry-(R3—Ry)+R5-Ri-(R3—Ry) 2

Rezulta asadar ca strangerea optima care trebuie folosita la fretare va fi:

R .
80ptim: Pi E 2 :%\/Rl‘RB

Expresiile matematice care se refera la optimizarea constructiva a tuburilor imbinate prin fretare sunt
cunoscute ca relatiile [ui Gadolin si stau la baza calculelor de proiectare din acest domeniu; se poate
demonstra ca fretarea este avantajoasd numai pentru tuburile care au raza interioard R1 mult mai mica

decat cea exterioara Ras.

Mai trebuie precizat ca, deoarece relatiile de mai sus se demonstreaza pe baza proprietatilor elastice
ale materialelor si a regulilor din teoria elasticitdtii, ele sunt valabile numai daca in tot volumul tubului
global tensiunile au valori aflate sub limita de proportionalitate a materialului folosit; in caz contrar,
calculul va conduce la alte rezultate, intrucat trebuie facut pe baza teoriei plasticitatii.
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Tuburi cilindrice cu pereti grosi
APLICATII

1. Calculul cilindrilor de prese

Se proiecteaza o presa hidraulica, avand capacitatea Fmax = 250tf; se cere sa se dimensioneze cilindrul
presei, stiind ca diametrul sau interior este Di=400mm si ca materialul din care este facut are rezistenta
admisibild 6,.=100MPa.

Rezolvare
Cilindrul presei este un tub cu pereti grosi, solicitat de presiunea interioara de lucru, a carei valoare
maxima trebuie calculata din forta pe care o dezvolta presa, astfel:

4
Pimax = Finex___250-10°N =%MPa=19,9MPa=199atm

n-R?  m-(200mm)?> 2=

Se poate observa ca tuburile de acest fel sunt destinate sa suporte presiuni ridicate, de obicei cu un ordin
de marime mai mari decat cele intalnite la vasele cu pereti subtiri; de aici apare necesitatea grosimilor
mari ale peretilor.

Dimensionarea cilindrului inseamna stabilirea valorii minime a razei sale exterioare, folosind relatia
de calcul stabilita mai sus:

Remin = Rij- —Za__ _ 200mm - 100MPa = 258,2mm
o4 —2pi (100 —2-20)MPa

Se poate adopta valoarea Re as = 260mm, deci cilindrul va avea dimensiunea exterioara De = 520mm.
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Tuburi cilindrice cu pereti grosi
APLICATII

2. Calculul unor tuburi fretate

Se proiecteaza un tub cu pereti grosi care trebuie sa preia o presiune interioara pi=150MPa, in conditiile
in care materialul avut la dispozitie este un otel cu rezistenta admisibila de doar 250MPa; este nevoie de
un tub compus, cu imbinare prin fretare, cu diametrul interior Di=2R1=300mm; sa se stabileasca valorile
potrivite ale razelor Rz, Rz si strangerii 8, pentru ca tubul sa functioneze in cele mai bune conditii
posibile.

Rezolvare
Calculul optimizat al imbinarii se bazeaza pe relatiile lui Gadolin, date mai sus; mai intéi se poate

stabili raza exterioara a tubului global, plecand de la formula tensiunii echivalente optimizate:
min R3 Ca 250
c =0, = -pi = R = Ry = -150mm = 375mm
ech max a Rs—R; Pi 3nec Ga—P; 17~ 550150

Se calculeaza apoi valoarea necesara pentru raza comund optima a celor doud tuburi, folosind

formula corespunzatoare:

R2optim = v/R1 - Rz =+/150mm-375mm = 237 17mm ~ 237mm
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Tuburi cilindrice cu pereti grosi
APLICATII

2. Calculul unor tuburi fretate
Aceasta valoare a razei comune trebuie inlocuita in relatia care da strangerea optima de fretare pentru
montarea celor doua tuburi:
5 pi-R, 150MPa-237mm
t- = =
oPHm T 21-10*MPa

Rezultatul obtinut arata ca tubul suplimentar trebuie sa aiba diametrul interior mai mic cu 0,338mm
fata de cota exterioara a tubului de baza.

=0,169mm

Daca se alege ca imbinarea sa fie realizata prin incalzirea tubului exterior, admitand ca temperatura va
creste cu AT si luand valoarea uzuald, pentru oteluri carbon, a coeficientului de dilatare liniara
0=1,2x10">grd?, se scrie cresterea de diametru din relatia clasici a dilatirilor liniare AD = axDixAT;
folosind apoi valoarea strangerii optime de mai sus se calculeaza diferenta de temperatura cu care tubul
suplimentar trebuie incalzit, astfel:

Soptim _ 0,338mm 16900
a-Dy  1,2.10°grd*-(2-237mm) 12-237

AThec = grd =59,423grd ~ 60grd

S-a obtinut agadar ca, pentru 0 montare corecta a imbinarii fretate care s-a proiectat, tubul suplimentar
trebuie incélzit cu cel putin 60°C fatd de temperatura ambianta.
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2.14

Discuri (de grosimi mici Si
uniforme) in miscare de rotatie



Discuri in miscare de rotatie

Calculul corpurilor masive din aceastd categorie se face dupa aceleasi principii ca la
tuburile cu pereti grosi, cu diferenta importanta ca solicitarea lor exterioara este data de
fortele centrifuge produse prin rotirea corpului considerat, cu viteza unghiulara constanta
o, in jurul axei sale longitudinale de simetrie.

Discurile de acest fel au forma cilindrica scurta, avand inaltimea egala cu grosimea h a
discului, de valoare constanta pe inaltimea corpului si relativ mica fata de diametrul lui
exterior (De = 2R,); cilindrul are de obicei un gol la interior, tot cilindric, de diametru
relativ mic (Di = 2R;), necesar pentru ca discul sa fie montat pe axul care il va antrena in
rotatie. Pentru calculul de proiectare mai sunt importante greutatea specifica vy, respectiv
densitatea p = y/g ale materialului din care va fi facut discul ce trebuie analizat.

Trebuie observat ca, datorita valorii mici a lui h, tensiunile din material nu variaza pe
grosimea discului; in plus, componentele lor dirijate paralel cu axa de rotatie (ox) pot fi
considerate nule, astfel incat se admite ca in orice punct din volumul unui astfel de disc
solicitarea prin fortele centrifuge produce o stare plana de tensiuni.
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Discuri in miscare de rotatie

Studiind echilibrul dinamic al unui volum elementar plasat la raza r fata de axa de
rotatie, se pot exprima cele doua feluri de tensiuni principale in functie de deformatiile
specifice care apar in material; acestea se introduc in ecuatia diferentiala provenind din
conditiile de echilibru, dupa care se ajunge la expresiile tensiunilor principale,
continand inclusiv doud constante de integrare.

Valorile acestor constante se stabilesc scriind conditiile la limita (care exprima faptul
ca 6=0 pe suprafetele libere ale discului, unde nu exista presiuni), iar relatiile dupa care
tensiunile principale variaza in functie de raza de pozitie r a punctului de calcul se vor
scrie astfel:

2 2 2
cr(r)=y8;° ~(3+v)[R§+Ri2——Re Ri —rZJ

r2

2

or(r) = v

r2 3+v

2 R2
-(3+v)[R§+Ri2+Re Ri 1+3v rZJ

Se poate observa ca dependenta de raza a tensiunilor principale din materialul discurilor
in rotatie are o forma mai complexa decat in cazul tuburile cu pereti grosi.
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Discuri in miscare de rotatie

Prima dintre expresiile de mai sus aratd ca valorile tensiunilor radiale
sunt nule la capetele intervalului de variatie, iar anuland derivata in
raport cu r a expresiei o/(t) Se poate gdsi raza ro care corespunde
punctului de extrem al functiei, sub forma:

r0=ﬂRrRe

Dacd se introduce acest rezultat in expresia datd a or(t) se obfine
valoarea maxima (care nu este trecutd pe graficul din figura
alaturata) a acestor tensiuni, astfel:

2
(O]
O r max =y8_g'(3+V)(Re _Ri)2

Functia tensiunilor circumferentiale este strict descrescatoare si la
capetele intervalului de definitie se obtin, dupad transformari relativ
simple, expresiile urmatoare:

2 L
ot (Ri) =%[(3+v)-R§ +(1_V).Ri2]:%

2 2
ct(Re)=%[(3+v).Ri2 +(1—v)-R§]=m

1—V_R?}
3+v

1-v
3 'Rg}

+v

Diagramele trasate mai sus arata ca solicitarea periculoasa se produce la interiorul discului, unde starea
de tensiuni este uniaxiala, incat conditia de rezistenta pentru acest tip de discuri se va scrie astfel:

Gechmax (N =c¢(Rj) = 4g

2
B+v)-yo [Rg N

}Sca

204



Discuri in miscare de rotatie

Luand in atentie discurile compacte, fara gaura la interior, calculul
tensiunilor principale se bazeaza in cazul lor tot pe relatiile generale date
mai sus, in care se introduce pentru raza interioara valoarea Ri = 0, de
unde rezulta urmatoarele formule:

2
-®
o (=2 -(3+v)(R§-r2)
2
Yo 2 1+3v o
rN=——- (3+ Rg — r
ot (r) 8g ( V)[ e " 30y ]

Ambele legi de variatie sunt descrescdatoare cu raza de pozitie I ,
cu valorile lor maxime, din centrul discului, egale intre ele:

3+v
010 =0 @) === 1-0" -R¢

Tensiunile radiale sunt si in acest caz nule la exteriorul discului, in vreme ce facand calculele se obtine

ca tensiunile oy(r) au la raza exterioara valoarea:

1-v 2 52
ot(Re)=—— v 0" -Rg

49

Solicitarea periculoasa are loc in centrul discului, cu tensiuni de aceeasi valoare in toate directiile, incat
dupa prima teorie de rupere conditia de rezistenta pentru astfel de discuri se va scrie sub forma:

3+v.

Gechmax (N =0, (0) =0 (0) =

y-(oz-RgScsa
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Discuri in miscare de rotatie

Exemplu de calcul
Pentru un disc din otel, avand rezistenta admisibila c,=160MPa, greutatea specifica
v=78x10°N/mm?3 si coeficientul de contractie transversald v=0.3, s se stabileasca turatia
maxima pe care o poate suporta, stilnd ca este plin, adica fard gaura centrald, iar

diametrul lui este D=0.6m.

Rezolvare
Din relatia de mai sus a conditiei de rezistenta se stabileste viteza unghiulard admisibila:
. 8-98-10° 71160
02 < g-G4 - = m%wax _ sN mm =8-9,8-16 10652

mm

Efectuand calculele se ajunge la valoarea wmax = 736rad/s; turatia maxima permisa se

obtine dintr-o relatie cunoscuta din mecanica:

30 30 rot rot
n =—.® =—.736 — =7028 —
max— g M min min

Discul calculat suporta asadar turatii destul de mari, de pana la 7000 ture/min.
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Solicitari aplicate prin socuri



Solicitari aplicate prin socuri
Efectele produse prin lovirea barelor sunt mai importante decat cele produse prin aplicarea statica asupra lor

a unei incarcari oarecare; amploarea acestei diferente se cuantifica prin calcule proprii solicitarilor prin soc.

Se imagineaza o grindd simplu
rezemata, lovita de greutatea G, in G

B B Agv . _ fdl O fo=yfy Fi=y-G
cadere liberd de la indlfimea H; se ; \
admite ca deformatia fq produsa pe 4\ H N
grindd de solicitarea prin soc este :

e ————— A c— —

de un numar y de ori mai mare

decat deformatia fst pe care o produce, in acelasi punct de contact, forta G aplicata fara soc,
cu masa respectiva agezatd simplu pe grinda; este ca si cum in punctul de contact ar fi
aplicatd o forta dinamica Fq4, mai mare si ea de y ori decat greutatea G.

Numarul pozitiv y, mereu supraunitar (de obicei mult mai mare ca 1) si numit multiplicator
de impact aratd de cate ori sunt mai mari efectele (tensiuni si deformatii) solicitarii
dinamice, fata de cele ale incarcarii aplicate fara soc — solicitarea statica echivalenta
(SSE) a incarcarii dinamice studiate; valoarea factorului de impact apare asadar ca marime a
mai multor rapoarte egale:

Fd (O] fd

\V:—:—:—
G oy fy (1)
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Solicitari aplicate prin socuri

Se aplica solicitarii dinamice de mai sus legea de conservare a energiei - egalitatea intre energia potentiala
initiala a corpului de greutate G (produsul dintre G si inaltimea [H + fq] la care se afla, fata de pozitia de
dupa aplicarea socului a punctului de impact) si lucrul mecanic de deformare elastica prin care se produce
deformatia dinamica a grinzii (semi-produsul dintre forta dinamicd Fa si deformatia fa pe care aceasta o

Fd 'fd

produce pe grind); legea de conservare se scrie:.~ Leg =Ljg < G-(H+fy) =

Exprimand marimile dinamice in functie de cele statice echivalente rezulta:

G'H+G'W'fst:W2'G.TfSt

Analog cu marimile energetice de la solicitarea dinamica, in ultima expresie se recunosc marimile ce le
corespund (pentru simplitate se vor nota fara indicele ,,st”) in starea statica (inainte de aplicarea socului),
adica energia potentiald Le = GxH, respectiv lucrul mecanic de deformare elastica Li = (Gxfs)/2; facand
aceste substitutii si trecand toti termenii In membrul drept, se obtine:

L

2 Li-2y-Li-L,=0 < wz—zw—L—e:o
i

Rezolvand ecuatia de gradul doi se obtin doua valori ale factorului y, dintre care doar una este pozitiva si se
potriveste conditiilor problemei:

v =1+ /1+i=1+ 1+1G;H=1+ 1428 )
Lj E'G’fst Fst
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Solicitari aplicate prin socuri

Observatii asupra relatiei factorului de impact

1. La numitorul fractiei de sub radical apare deformatia produsa in solicitarea statica echivalenta
(SSE), in punctul de impact; aceasta valoare este unica pentru o problema data, deci multiplicatorul
v are o singurd valoare in orice aplicatie de solicitare prin soc.

2. Iniltimea de cadere H este mult mai mare (cu doui ordine de marime, cel putin) decat deplasarea
din starea statica a punctului de impact, iar fractia de sub radical este preponderenta fatd de unitate,
incat pentru simplificarea calculelor factorul y se foloseste uneori cu o valoare aproxXimata:

. [
V= fst (3)

3. Marimea Li din prima variantd a expresiei lui y reprezintd, pentru o solicitare statica echivalenta
oarecare (Simpla sau compusa), lucrul mecanic Li de deformare elasticd acumulat in bara, avand
relatii de calcul stabilite la solicitarile simple.

4. Daca socul nu este produs de 0 masa in cadere, ci de una proiectatd, cu viteza v, asupra corpului
lovit, se echivaleaza aceasta cu o inéltime de cadere H, pe baza relafiei lui Galilei v? = 2gxH (g fiind
acceleratia gravitationald); rezulta o noua relatie a factorului y:

v2
=1+ /1+
v g-fst )

Metoda bazata pe factorul de impact nu este unica solutie posibila pentru aceste probleme, dar are avantajul
ca se aplica oricarei solicitari prin soc, simpla sau compusa; conditia importantd pentru aplicarea ei este ca
deformatiile de pe bara lovita sa fie liniar-elastice, intrucat in mare parte discutia de mai sus se bazeaza pe
energia potentiala de deformare elastica acumulata in corpul solicitat prin soc.
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Solicitari aplicate prin socuri

Se intelege ca, pentru o solicitare ca in figura, unde a fost
fdl G O notat cu B punctul de impact, multiplicatorul are valoarea
- 1H unica:

J =
AN — 4\ S yAN wv=1+ 1+fst(B) )

Tensiunea dinamica si deplasarea dinamica din orice sectiune A de pe grinda analizata
(inclusiv din sectiunea B) vor avea relatiile:

o4(A)=v-ox(A) respectiv  fy(A) =y (A) (6)

Prin urmare, solicitarea dinamica periculoasa are loc in sectiunea unde tensiunea atinge
valoarea maxima in solicitarea statica echivalenta, iar conditia de rezistenta Se SCrie:

S max (X)= V- Ot max (X) < 04 ()

Trebuie remarcat rolul elementelor elastice de sprijin (deformabile sub incarcari exterioare)
in amortizarea socurilor: daca macar un reazem al grinzii de mai sus este un resort elastic,
deformarea lui creste deformatia statica din punctul de impact si scade valoarea fractiei de
sub radical in relatia (5), adica scade factorul de impact si efectele produse prin socuri!
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Solicitari aplicate prin socuri

Calculul dinamic al unei bare cotite, cu forta perpendiculara pe planul ei

Se considera o bara cotitd in forma de L, de sectiune Circulara
cu diametrul d, incastrata la un capat si libera la celalalt, unde se
produce contactul cu masa m, care cade vertical, de la inaltimea 3a
H. Se cer valorile maxime ale tensiunii si deplasarilor verticale,
dacd m=6kg, H=0.1m, a=0.3m, d=30mm, E=21x10*MPa.

Rezolvare
In aceasta situatie solicitarea staticd echivalentd este compusi
(de rasucire cu incovoiere) si a fost tratatd in detaliu intr-o
aplicatie anterioara (pg. 84-88); o parte dintre rezultatele partiale
vor fi preluate de acolo; de exemplu, s-a stabilit ca deplasarea
statica (pe verticala) din punctul de impact are valoarea:

3
fo( (B) =8, (B) = 27,27 E a

‘1z
Datele numerice din situatia de fata conduc la:

3 3
o (B) = 27,27 mg a4 —64.27.27- (6 9,8)Nl\f300mm) _128-27,27-9.8 mm = 5.185mm
. nd n-21-10* " -(30mm)* 2100 - m
64 mm
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Solicitari aplicate prin socuri

Calculul dinamic al unei bare cotite, cu forta perpendiculara pe planul ei

Pe de alta parte, din ipoteza de rupere Tmax S-a obtinut cd tensiunea echivalentd maxima
din bara (in sectiunea din incastrare) este (pentru cazul de fata):

Mi ech max (X) ~361l-a-(mg)

Gstmax (X) = Gech max (X) =

W, nd®
32
_ 32-3,61-300mm -(36-9,8)N _32-361-6-98 N - = 24,024MPa
2-100mm
. : : =1+ [1+——— =7,29
Multiplicatorul de impact este: ~ Wer \/ 5185mm

Valorile maxime ale tensiunilor si deplasarilor verticale, din bara solicitata dinamic vor
fi urmatoarele:

Gamax (X) = Wef - Ost (B) = 7,29 - 24,024MPa = 175,135 MPa

Famax (X) = Wer -t (B) =7,29-5185mm = 37,8mm
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2.16

Aspecte cu privire la
oboseala materialelor



Oboseala materialelor

Particularitati ale solicitarilor care variaza

periodic

Fie un arbore de transmisie, care sustine o roata dintata (cu

dantura dreapta, ca sa nu existe solicitari axiale in arbore), @d
pe care actioneaza forta F, perpendiculara pe axa de rotatie;  pmmm
directia fortei este mereu fixa, in vreme ce arborele se

roteste continuu (impreund cu roata) cu turatia n [ture

pe minut], incat in fiecare punct de pe

circumferinta oricarei sectiuni transversale a arborelui tensiunile de incovoiere variaza intre marimile lor

extreme omax $i omin, egale si de
sensuri contrare.

Pe graficul alaturat apar marimile
tensiunilor din toate punctele
circumferintei, sectiunea urmarita
fiind aratatda in stanga; dupa un
sfert de rotatie, B ajunge in pozitia
de la inceput a lui A, C in B etc. si
aceasta schimbare de locuri se

A
d
D
C

9
Omax I‘A\\ ----- IA
i . Timp
"B "D
‘ / perioada T
«. C \
Gmin g

petrece continuu; dupa o rotatie completa fiecare punct de pe circumferinta parcurge toate pozitiile
indicate cu linii punctate pe grafic si revine la locul sdu initial, dupa care ciclul se reia in intregime;
fiecare rotatie a arborelui face sa apard in punctele de pe suprafata exterioard o solicitare variabila a carei
perioada T are marimea unei rotatii complete a piesei.
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Oboseala materialelor

Exista si alti parametri prin care sunt caracterizate ciclurile de solicitare:

e tensiunea medie om = (Omax + Omin)/2
® amplltUdinea Oy — (Gmax - Gmin)/z
e coeficientul de asimetrie R = omin/Omax

Parametrul R - cel mai important pentru identificarea unei solicitari variabile - este numit si
caracteristica ciclului de solicitare, iar doua cicluri de variatie distincte avand aceeasi
valoare a coeficientului de asimetrie sunt numite cicluri asemenea; se observa ca tensiunile
extreme ale ciclului se pot exprima in functie de primii doi parametri definiti mai sus, astfel:

Omax = 6m + Gy respectiv Gmin = Om - Gv .

Ciclurile cu forma din figura anterioara sunt caracterizate prin tensiuni extreme de valori
egale si de semne opuse, adica au R = -1 si sunt denumite alternant-simetrice; ele
materializeaza cele mai periculoase solicitari variabile, intrucat provoaca intr-un timp mai
scurt, fatd de alte forme de cicluri, cedarea materialului astfel solicitat; la celalalt capat al
scalet, ,,ciclurile” cu R =1 sunt suportate cel mai usor, fiind de fapt solicitari statice.
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Oboseala materialelor

[}

Intre aceste extreme existd trei tipuri } . i‘
: ; : i ] § | 4
\

intermediare de ciclurt ale solicitdrilor
variabile, ilustrate in figura alaturata: lm | - |
a. oscilante — cu tensiuni limita de acelasi N " 0 " .
semn (deci pot fi ambele negative), la
care R este cuprins intre 0 s1 1 (fara sd atinga si aceste valori);
b. pulsante — caz particular al celor de mai sus, avand tensiunile minime nule, ceea ce
inseamna R = 0;
c. alternante — cu tensiuni limita de semne opuse, diferite ca marimi, deci avand R cuprins
intre (-1) 51 0.
Analizand aceste precizari, se poate admite ca ciclurile de solicitare reprezentative pentru practica sunt

ilustrate de variatiile avand valoarea lui R in intervalul [-1; 1], iar determinarile experimentale sunt focalizate
pe astfel de cicluri.

[ Timp

La incercarile de laborator, fiecare lot de probe din materialul (de obicei metalic) studiat este solicitat prin
cicluri cu valori modificabile ale tensiunilor, dar cu o marime fixata a factorului R, reprezentand deci cicluri
asemenea; se folosesc epruvete cilindrice, de obicei cu diametrul d = 10mm; cerinte riguroase se impun
pentru calitatea de suprafata a epruvetelor - trebuie sa fie prelucrate fin si netede (lipsite de concentratori de
tensiuni); probele se incearca pand la rupere, la parametri constanti (dar descrescatori de la o epruveta la
urmatoarea) ai solicitarii variabile, urmarindu-se numarul maxim N de cicluri pe care proba le suporta.
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Oboseala materialelor

Determinarea rezistentelor la oboseala O

Oricare dintre parametrii tensiunilor se poate folosi o1 \
ca termen de comparatie intre diversele cicluri de N
solicitare; de obicei este aleasd valoarea lor maxima G2
omax; Prima testare se face la o tensiune maxima relativ
mare (notatd cu o1), de ordinul a doud treimi din @3
rezistenta statica la intindere a materialului incercat; \
numarul N1 de cicluri suportate pana la rupere este in E
acest caz relativ mic; urmeaza incercari la care OR |
tensiunea maxima scade treptat, incat numarul N creste
mereu; cand se ajunge cu omax la un nivel or, care

depinde de material, se constatd ca epruvetele nu se N, N, N
mai rup chiar dupa un numar foarte mare de cicluri.

) Z

Marimea or, valoarea tensiunii maxime la care proba suporta un numar ,,nesfarsit” de cicluri de incarcare
este rezistenta lui la oboseala, pentru cicluri de solicitari variabile de caracteristicd R; numarul infinit de
cicluri este in realitate substituit prin valori (de ordinul milioanelor) considerate acceptabile pentru diverse
clase de materiale: astfel, pentru fonte se admit, de regula, 5x10° cicluri, pentru ofeluri 10x108, iar pentru
metalele si aliajele neferoase intre 50 si 100x108 cicluri de solicitare.

Graficul de durabilitate de mai sus, pe baza caruia se defineste rezistenta la oboseald a materialelor este
numit de obicei curba (lui) Wéhler, inginer german care a facut, la mijlocul secolului 19, primele incercari
sistematice privind rezistenta metalelor la solicitarile variabile.

218



Diagrame ale rezistentelor la oboseala

Rezulta ca pentru fiecare material
se poate vorbi despre o infinitate
de valori ale rezistentelor la
oboseald, cate una pentru fiecare
nivel al coeficientului de asimetrie
R; este practic imposibil ca toate
acestea sa fie stabilite
experimental, incat sunt necesare
metode prin care sa se deduca
rezistenta ce corespunde unui
factor arbitrar R, pe baza unui
trend general de evolutie valabil
pentru materialul considerat.

Oy 4

Oboseala materialelor

Cicluri
N alternante Cicluri pulsante
S - S—— B,/
N I, Cicluri
~~0.'~.., 0sC i Iante
; "'c.’; L
OmM i |\/|
5C
G6o/2 omm OmL o o

Sunt mai multe variante de solutii, dar frecvent se apeleaza la curba ciclurilor limita (a lui
Haigh), a materialului piesei studiate: se admite ca fiecare valoare a rezistentei la oboseala
reprezintd un punct in planul em—ov (tensiunea medie si amplitudinea ciclurilor de solicitare);
aceste puncte formeaza o curba continud, avand aspectul din figura.
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Oboseala materialelor

Diagrame ale rezistentelor la oboseala
Forma curbei arata ca rezistenta cea mai mare se obtine pentru ciclul de solicitare de amplitudine zero
(ov=0), la care tensiunile extreme sunt egale cu tensiunea medie om - adica la solicitari statice, cu limita
de rupere or, cum este marcat pe grafic. Fiecare dintre celelalte puncte de pe curba este rezistenta la
oboseala a ciclurilor de solicitare avand o anumita caracteristica R, ceea ce se observa scriind tangenta
unghiului @ sub forma:

Ov _ (Omax —Omin)/2 _ Omax 1-R) _ 1-R

lgo=

Orice segment care uneste originea axelor cu un punct de pe curba contine punctele reprezentative ale
ciclurilor asemenea de caracteristica R; este remarcabil ca suma coordonatelor fiecarui punct de pe curba (si
ale oricarui punct din planul considerat) este tensiunea maxima emax a ciclului de solicitare respectiv; daca se
ia in considerare segmentul cu unghiul de inclinare @, valoarea or a rezistentei la oboseala a ciclurilor astfel
reprezentate se marcheaza pe grafic prin punctul limita L si este: 6rR = 6mL + 6mL . Ciclul oarecare M,
avand acelasi factor de asimetrie cu ciclul limitd L, este considerat cu atat mai sigur, pentru materialul
studiat, cu cat este mai distantat fata de L.

Se pot identifica pozitiile segmentelor reprezentative ale unor tipuri importante de solicitari variabile:

e pentru ciclurile cu R=1 (solicitari statice) se obtine ¢=0, adica segmentul lor reprezentativ se aseaza
chiar pe axa absciselor;

e pentru R=-1 (cicluri alternant-simetrice) se obtine =n/2, un segment plasat pe axa ordonatelor;

e pentru R=0 (cicluri pulsante) unghiul de inclinare este ¢=mn/4, segmentul fiind asezat pe prima
bisectoare a sistemului de axe.
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Oboseala materialelor

Diagrame ale rezistentelor la oboseala

Figura anterioara mai aratda ca segmentele inclinate intre aceste limite corespund ciclurilor oscilante,
respectiv alternante; pt. materialele care la solicitarea statica au palier de curgere pe curba caracteristica,
limita de rezistenta de pe axa absciselor se asimileaza cu limita de curgere oc a materialului analizat.

Trasarea curbei Haigh este importanta pentru
calculul la oboseala, dar consumul mare de timp si
de material face dificila obtinerea experimentala a
unui numar suficient de puncte ale ei; s-au propus
variante schematizate, cea propusa de Soderberg
fiind schitata alaturat.

Se folosesc doar doua valori ale limitei de rupere,
obtinute prin incercari ale materialului, una pentru
solicitarea statica, alta pentru cicluri variabile
alternant-simetrice; graficul astfel trasat se obtine
usor, dar exclude din domeniul ciclurilor admise,
pentru materialul analizat, un numar de cicluri de
solicitare teoretic suportabile de material; in schimb,

Oy

Capacitate de rezistenta
.......................... / neutilizata

,
v,

»,

.
o,
D
"
e,

simplificarea majora a etapelor pentru trasarea curbei limita este de obicei suficient de importanta pentru ca
acel dezavantaj sa fie asumat si schematizarea sa fie larg utilizata in practica.

221



Oboseala materialelor

Rezistenta la oboseala calculata pentru piesele reale

Limita de rupere or la orice solicitare variabila se obtine de valori diferite, in cazul
pieselor reale — cu referire la care primesc de obicei notatia or*, fata de cele obtinute in
urma incercarilor facute pe epruvete, in conditiile precizate de standarde; diferentele
respective sunt luate 1n considerare, in calculele de proiectare inginereasca, prin
utilizarea unor coeficienti, denumiti factori de influenta care amendeaza valorile
teoretice ale rezistentelor la oboseald, asa cum se arata in continuare.

Valorile acestor coeficienti se extrag din baze de date, sau din grafice si tabele
existente Tn indrumare de proiectare sau alte publicatii de aceastd natura.

Exista o gama larga de factori care influenfeaza comportarea materialelor la solicitari
variabile; printre cei mai importanti fiind forma si frecventa ciclurilor de incarcare,
respectiv structura si granulatia materialului, strans legate de eventuale tratamente
termice aplicate anterior acestuia; comportarea pieselor reale difera de a epruvetelor din
laborator si datorita unor deosebiri importante intre ele, care se refera la dimensiunile de
gabarit, la calitatea suprafetelor si la prezenta concentrarilor de tensiuni.
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Oboseala materialelor

Rezistenta la oboseala calculata pentru piesele reale

a) Factorul dimensional

Se admite ca volumul mai mare de material din piesele reale fata de epruvetele standard (de obicei
cilindrice cu d=10mm) creste probabilitatea aparitiei defectelor de structurd si microfisurilor, ducand la
limite de rupere mai mici decat cele teoretice; apare in
calcule printr-un factor notat cu &, mai mic decat 1-]
unitatea, inmultit cu rezistenta teoretica oR.

Valoarea factorului scade, cand dimensiunea piesei
calculate creste; scaderea este mai puternica daca piesa —
contine concentratori de tensiuni; cele patru curbe din
figura corespund urmatoarelor categorii de metale: 1 — 0,6
oteluri carbon, in piese fard concentratori de tensiuni; 2
— oteluri carbon, cu concentratori moderati si oteluri
aliate fara concentratori; 3, respectiv 4 — oteluri aliate, 0,4 d

in piese cu concentratori moderati, respectiv puternici. ! ] ! l | [mm]
10 15 20 30 50 100 150

Trebuie precizat ca diagramele din acest paragraf
sunt strict orientative si nu se pot folosi la alegerea valorilor pentru coeficienti, in calcule de proiectare;
pentru acestea se utilizeaza baze de date sau carti specializate, apeland la surse cuprinzatoare incat tema sa
fie rezolvatd, pe cat se poate, pe baza informatiilor dintr-un singur izvor, care se vor corela Tn mod corect si
vor duce la rezultate de incredere.
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Rezistenta la oboseala calculata pentru piesele reale

b) Factorul de calitate a suprafetelor

La incercarile de laborator se folosesc epruvete fin prelucrate, deci piesele cu suprafete prelucrate mai
grosier vor fi predispuse sa cedeze la incarcari variabile mai mici decat cele rezultate din calcule teoretice;
multe stari de solicitare uzuale dau tensiunile cele mai mari in punctele de pe suprafata exterioara a pieselor,
favorizand acolo aparitia unor microfisuri in care apoi sa se amorseze ruperea prin oboseala a piesel.

Capacitatea de rezistenta a unei piese la solicitari variabile Y
este deci hotarator influentata inclusiv de tipul si de finetea 1] {II—

prelucrarilor de pe suprafetele ei; in plus, rezistenta la ﬁ
oboseala scade puternic (in special la aliajele feroase) atunci gl

cand piesa trebuie sa lucreze in medii care produc coroziune.

Aceste influente sunt exprimate in calcule printr-un alt 0.6
factor subunitar, notat y, Inmultit cu rezistenta teoretica la 04
oboseala; cateva exemple tipice de valori ale acestui A
coeficient si variatia lui in functie de rezistenta la rupere prin 0,2 o [MPa]
tractiune a materialului piesei sunt date, pentru oteluri, in \ \ \ \ \ —
diagrama alaturata; factorului y i se atribuie o variatie liniara, 300 700 1100 1300

iar graficele corespund urmatoarelor cazuri particulare de piese: 1 —cu Suprafete lustruite; 2 si 3 —cu
suprafete prelucrate prin strunjire - fina, respectiv de degrosare; 4 si 5 —supuse coroziunii in apa dulce,
respectiv sarata.
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Rezistenta la oboseala calculata pentru piesele reale
¢) Factorul de concentrare a tensiunilor

Prezenta in configuratia unei piese oarecare a concentratorilor de tensiuni (degajari,
gauri transversale, canale de pana, filete, salturi brutale de sectiune, racordari cu raze
mici, imbinari cu strangere etC.) contribuie, de asemenea, la scaderea rezistentei sale la
solicitarile variabile; practic orice crestatura sau discontinuitate geometrica de pe
suprafata piesei poate actiona ca amorsa pentru o fisurd de oboseala.

Aceste efecte se i1au in considerare in calcule printr-un factor de influenta Ks avand
mereu valori mai mari decdt unitatea, iar rezistenta teoretica la oboseala se imparte la
acest coeficient pentru a gasi rezistenta piesei analizate!

Acest factor depinde hotarator de felul concentratorului prezent pe piesa (astfel incat
calculul la oboseala trebuie facut separat pentru fiecare sectiune in care exista astfel de
elemente de sensibilizare); prin urmare valorile coeficientilor de tip K¢ se gasesc in
diagrame foarte numeroase si variate (grupate pe tipuri de concentratori), care solicita
din plin atentia si rabdarea proiectantului pentru alegerea valorii potrivite cu situatia
analizata.
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Rezistenta la oboseala calculata pentru piesele reale
¢) Factorul de concentrare a tensiunilor

Figura alaturata prezintd cazul unor piese de
otel supuse la 0 solicitare axiala variabila si
la care concentrarea tensiunilor este produsa
de razele mici de racordare, in sectiunea de
trecere dintre doua tronsoane de diametre
diferite.

Graficele arata ca factorul K are valori cu
atat mai mari, cu cit raza de racordare r este
mai mica, in raport cu diametrul tronsonului 01 02 03 04 05 06 07
ingust al barei.

Cele trei curbe corespund, in ordine descrescatoare, otelurilor cu rezistenta la tractiune
staticd de 1200 (curba 1), 800 si respectiv 400MPa, de unde se intelege ca influenta
concentrarilor de tensiuni este cu atdt mai periculoasd pentru functionarea piesei
calculate, cu cat materialul ei este mai rezistent si mai dur.
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Rezistenta la oboseala calculata pentru piesele reale

In finalul acestui paragraf trebuie precizat ci intreaga prezentare asupra
calculului la oboseala al pieselor supuse la solicitari mecanice variabile se
poate face, in mod similar, pentru solicitarile date prin tensiuni tangentiale,
inlocuind peste tot pe o cu T!

In altd ordine de idei, prin utilizarea celor trei categorii principale de
factori de influenta de mai sus se face trecerea de la valoarea de laborator
or a rezistentei la oboseala a unui material, la valoarea or* a acestel
rezistente, pentru o piesa concreta din acel material.

Luandu-se in considerare forma, dimensiunile, prelucrarile de suprafata si
conditiile in care piesa functioneaza, se face alegerea valorilor potrivite ale
coeficientilor cu care se completeaza urmatoarea relatie de calcul:
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Coeficientul de siguranta la oboseala

Ca si la alte calcule ingineresti cu ipoteze si
relatii ce aproximeaza realitatea, cu un grad
mare de incertitudine in precizia aproximarii,
calculul la oboseala asuma imprecizia
rezultatelor la care conduce si admite sa se
impund o distanta de siguranfa intre
caracteristicile obtinute prin calcul ale pieselor
si cele din situatiile limita, admise ca fatale
pentru integritatea lor in functionare.

Daca pentru o piesd reald s-a calculat drept admisibil un anumit ciclu de solicitare
(reprezentat pe schematizare de punctul M), trebuie sa se verifice distantat lui fata de ciclul
cu parametri similari (L), considerat a produce ruperea prin oboseala, in cazul materialului
piesei calculate; parametrul de similitudine este de obicei factorul de asimetrie R, ca termen
definitoriu al ciclului e folosita tensiunea extrema omax, iar comparatia se face pe segmentul
cu inclinarea .

Reluand schematizarea de mai sus, incluzand linia ,rectificatd” care se referd la piesele
reale, se observa ca linia paralela cu ea dusa prin M reprezinta toate ciclurile asemenea celor
limita care au aceeasi siguranta cu ciclul din M.
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Coeficientul de siguranta la oboseala

Coeficientul de siguranta pentru ciclul M va fi:

O max L OmL TOvL

SmaxM SmM TOvMm
Folisind asemanarea unor triunghiurilor dreptunghice si facand cateva transformari de tip
elementar in ultima fractie se ajunge la expresia:
1

SvM  OmMm
——— +
o _1 Oy
Rezistenta la oboseala a piesei la ciclul alternant simetric se calculeaza folosind relatia
discutata anterior, care include coeficientii de influenta, incat expresia finala a coeficientului

de siguranta la oboseala pentru ciclul calculat M se va scrie in forma urmatoare:

C =

1
C=
Ks OvM N OmMm
S'Y G_l Gr
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Coeficientul de siguranta la oboseala

Daca materialul piesei este tenace, rezistenta lui la solicitarea statica este limita de curgere oc, iar
schematizarile se adapteaza acestei situatii; de fapt, singura modificare in relatia coeficientului de
siguranta va fi prezenta lui 6c in loc de o, in ultima fractie de la numitor.

Trebuie precizat ca acest calcul este intotdeauna unul de verificare, in sensul ca piesa
este dimensionata pe baza solicitarilor ei statice, iar calculul la oboseala se face in cateva
sectiuni ale piesei, de obicei dintre acelea care contin concentratori de tensiuni.

In principiu valorile recomandate pentru coeficientul de siguranta sunt cuprinse intre 1 si 3 — mai mici
decat 2 pentru piesele din oteluri si peste 2 pentru piese din fontd sau aliaje neferoase; valorile impuse se

dau ca numere zecimale, cu o singura cifra dupa virgula si sunt cu atat mai mari cu cat este mai mare
gradul de nesiguranta asupra calitatilor materialului si a elementelor solicitarii.

Daca solicitarea variabila a piesei este compusa, de exemplu de rdsucire CuU incovoiere,
cum se intampla la arborii din cutiile de viteze, atunci se analizeaza caracteristicile celor
doua solicitari si pentru fiecare solicitare in parte se stabileste, in sectiunea de calcul
aleasd, valoarea coeficientului de siguranta la oboseald, dupa modelul descris mai sus.
Valoarea coeficientului global de siguranta din acea sectiune se va calcula cu expresia:

CoCq

cZ +c?

C=
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Determinarea rezistentelor la oboseala

Oboseala materialelor

Trebuie observat ca aceasta curba se traseaza prin medierea (interpolarea) punctelor de pe grafic obtinute in
laborator, care numai prin exceptic ar putea fi toate asezate exact pe aceastd curba; uzual se obtin,
dimpotriva, imprastieri mari ale lor si o relativd nesiguranta in stabilirea caracteristicilor de rezistenta la
oboseald necesare in proiectare, intrucat rezultatele incercarilor depind de o serie de parametri greu de
repetat identic, tinand de experimente (precizia realizarii epruvetelor, mentinerea sub control a parametrilor
solicitarii) si de materialele incercate (omogenitate, efecte ale proceselor de fabricare si de prelucrare).

(e}

OR

N

I I I I I I I
10° 10 10° 10° 107 10® 10° 10%
a.

(o)

01

or(N1)
Ni(o1) Ni N
10° 154 155 156 157 15“ 159 1‘010
b.

Dupa aspectul curbei se deosebesc
doua mari clase de materiale; prima
include aliaje feroase si de titan,
pentru care curba devine practic
orizontala (graficul a), cand N are
valori mari, conform definirii teoretice
a rezistentei la oboseala or; la oteluri
aceastd limita este In mod obisnuit
cuprinsd 1intre 35% si 60% din
rezistenta lor la tractiune statica.

Cealalta categorie cuprinde aliaje neferoase (in mod tipic de aluminiu, cupru, magneziu), pentru care nu
este aparentd o rezistentd la oboseald, curba neavand o portiune orizontald si fiind permanent descendenta
(graficul b); materialul e caracterizat prin limita de oboseala or(N1) — nivelul de tensiune la care materialul
cedeaza pentru un numar Nz de cicluri (aproximativ 10 milioane); alt parametru caracteristic este durata de
viata la tensiunea o1, NL(61) —cicluri pana la rupere cand tensiunea maxima a ciclului are nivelul precizat.
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Precizari privind ruperea pieselor prin oboseala

Oboseala materialelor este un fenomen imposibil de neglijat in practica inginereasca, intrucat se
estimeazd a fi cauza ruperii pentru cam 90% dintre componentele metalice care cedeaza in timpul
exploatarii. Pericolul este cu atat mai mare cu cat aparitia si dezvoltarea fisurilor de oboseala se
observa cu dificultate, in lipsa unor investigatii speciale, incat de cele mai multe ori procesul de
cedare avanseaza fara vreun avertisment si devine catastrofal.

Ruperile au caracter fragil chiar pentru metale care in general se incadreaza intre cele tenace sau
ductile, cedarea fiind precedatd in mica masura de deformari plastice evidente ale materialului.
Sectiunile rupte se particularizeaza printr-un aspect specific, usor de
recunoscut, intrucat contin doua zone puternic individualizate — una
neteda, lucioasa, rezultata prin frecarea intre ele, pe parcursul functionarii,
a celor doua fete ale sectiunii fisurate si alta zona graunfoasd, care ocupa
restul sectiunii de rupere si corespunde partii de material care cedeaza
brusc, la finalul procesului de distrugere a piesei prin oboseala.

Pozitionarea si proportia relativa a celor doua zone depind de felul
solicitarii ce se aplica piesei, dar si de marimea tensiunilor maxime ale
ciclurilor, incat se diferentiaza doua categorii mari de solicitari variabile.

O prima categorie 0 formeaza solicitarile cu incarcari relativ mari, care la fiecare ciclu produc in
material inclusiv deformatii plastice, intr-o proportie anumita; din acest motiv durata de viata a
pieselor este micd (in principiu cel mult 10*+10° cicluri), iar fenomenul este numit oboseala oligo-
ciclicd; sectiunile rupte au in mod specific 0 parte 1 relativ mica de aspect lucios (ca in figurd),
intrucat frecarea celor doua fete ale fisurii are loc pentru un timp destul de scurt.
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Aspectul sectiunilor rupte prin oboseala materialului

Fatigue Beach Mark

Stnations

Final Fracture
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A doua grupa include solicitarile variabile care produc tensiuni de marimi
medii si mici, facand sa apara in material numai deformatii de tip elastic;
in aceste cazuri durata de viatd a pieselor este mare (cel putin 10%+10°
cicluri), incat acest tip de oboseala are denumirea de inalt-ciclica; fisurile
se dezvolta in intervale mari de timp, la fel si frecarile intre cele doua fete
ale fisurii, iar aspectul particular al sectiunilor de rupere (ca in schita
alaturatd) este dat de aria relativ mica a zonei cristaline 2.

Posibilitati de a imbunatati rezistenta pieselor la oboseala

Durata de viata a componentelor care preiau solicitari variabile poate fi crescuta, daca se analizeaza cu
atentie cauzele cunoscute ale aparitiei si dezvoltarii fisurilor de oboseald in structura materialelor;
principalele metode de actiune in aceasta directie se cuprind in doua categorii mari.

A. Metode aplicate la proiectare

Cand se proiecteaza un ansamblu de repere, pe baza sarcinilor care vor fi preluate, cea mai importanta
problema privind rezistenta pieselor la oboseald este evitarea in cdt mai mare masurd a
neregularitatilor de suprafatad si de structura (filete, canale de pana, imbinari cu strangere, muchii
ascutite, gauri transversale, salturi brutale de sectiune) care tind sa produca amplificari (concentrari)
locale de tensiuni.

Pe de alta parte, cunoscand ca functionarea la temperaturi ridicate sau in medii corozive contribuie
din plin la scaderea rezistentei la oboseala a materialelor metalice, trebuie folosita orice posibilitate
de a se evita sau limita, pentru componentele supuse la solicitari variabile, expunerea indelungata la
astfel de conditii agresive de lucru.
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B. Metode tehnologice

Este de mult constatat ca piesele cu suprafete perfect finisate au rezistenta la oboseala mai buna decét cele
prelucrate grosier (inclusiv pentru ca in acest fel scade probabilitatea de aparitie pe suprafete a unor amorse de
fisuri), astfel ca imbunatatirea calitatii suprafetelor este o masurd ce va avea efecte benefice asupra duratei de
viata a pieselor cu solicitari variabile. Exista si un alt procedeu dovedit a fi eficient, in acelasi scop — inducerea,
intr-un strat subtire de la suprafata pieselor respective, a unor tensiuni remanente de compresiune; acestea vor
micsora, intr-o anumita masura, efectele produse in straturile superficiale de tensiunile de intindere date de
solicitarea variabila, facind sa scada tendintele de aparitie si dezvoltare a fisurilor de oboseala.

a) Aplicarea unor tratamente mecanice superficiale

Un mijloc frecvent utilizat pentru tensionarea superficiala prin comprimare a pieselor (mai ales daca
sunt din metale tenace) consta in a produce deformari plastice localizate, in straturile lor de suprafata.
Metoda uzuala este bombardarea suprafetelor cu jet de alice: particule dure, de dimensiuni mici (cu
diametre intre 0.Imm si Imm) sunt proiectate cu viteze foarte mari asupra pieselor tratate; prin
deformarile care se produc se imprima, in straturile respective de material (pe adancimi cuprinse intre
un sfert si o jumatate din diametrul particulelor dure folosite), tensiuni reziduale de comprimare,
contribuind la cresterea rezistentei la obosealda a componentelor respective.

b) Aplicarea unor tratamente termo-chimice

Piesele sunt plasate in incinte cu atmosfera bogata in carbon sau azot, la temperaturi ridicate care
favorizeaza difuzia acestor elemente chimice, cam pe Imm adancime, in straturile superficiale de
material. Procesele se numesc carburare, respectiv nitrurare si conduc la cresterea rezistentei la
oboseald atat prin durificarea suprafetei pieselor, cat si prin inducerea in acele straturi a unor tensiuni
reziduale de compresiune.
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