+ MOTIVATIE - OBIECTIVE SI SCOP

N | 1 A ‘

De ce trebuie urmarita starea de functionare a utilajelor?

Utilizand aparatura performantd si personal tehnic specializat, se poate diagnostica
sursa defectiunii aparute, astfel incat repararea sa se materializeze numai in inlocuirea
pieselor componente defecte si nu a tuturor pieselor de uzurd. Aceasta este solutia
prin care se pot face economii importante prin reducerea manoperei si a cantitatii de
piese de schimb. In plus, putdnd anticipa reparatia, se va cunoaste din timp si
necesarul de piese de schimb, astfel diminuandu-se pana la lichidare stocul.

Daca rezultatele monitorizarii unui utilaj vor fi pastrate intr-o baza de date, se va
acumula un volum important de informatii deosebit de util pentru o analiza periodica
a principalelor surse de defecte si se vor putea lua masuri de evitare a aparitiei lor
ulterioare.

O astfel de abordare a problemelor, numita si proactiva, va putea conduce, pe termen
mediu si lung, la alte economii importante.

De ce vibratia?

Se considera ca vibratia unui utilaj dinamic caracterizeaza cel mai bine, la nivelul
tehnicii actuale, starea de functionare a unui utilaj dinamic. Vibratiile se datoreaza in
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general efectelor dinamice ale tolerantelor de executie ale subansamblelor, a jocurilor
si a contactului direct intre partile aflate Tn miscare ale unui utilaj, cat si efectelor
fortelor care nu sunt in echilibru in piesele antrenate in miscari rotative sau
alternante.

In cele mai multe dintre cazuri, vibratiile sunt nedorite, ele ducand la scurtarea
dramaticd a duratei de viata a utilajelor si la aparitia unor opriri accidentale, uneori
catastrofale. De aceea, se considerd ca daca un utilaj nu vibreaza, el va functiona fara
probleme, timp indelungat, in timp ce un utilaj lasat sa functioneze cu vibratii
importante are o duratad de scurta de viata.

Fiecare componenta a unui utilaj produce o vibratie cu una sau mai multe frecvente
specifice. Cunoscand componentele spectrald ale vibratiei globale (sau compuse), se
poate determina la care dintre componentele ansamblului in migscare a aparut
problema.

4+ CONSIDERATII GENERALE

Un sistem mecanic se poate gasi in mod obisnuit in repaus sau in miscare de regim,
stari numite de referinta.

Vibratiile sunt miscari alternative efectuate de sistemul mecanic in raport cu starea de
referinta, fiind provocate de forte perturbatoare (numite excitatii) ale caror marimi,
directii sau puncte de aplicatie variaza in timp.

¢ Din punct de vedere energetic, vibratia sistemului este o schimbare periodicad a
energiei cinetice in potentiala.

e Studiul miscarilor vibratorii, in raport cu starile de referinta, se efectueaza in
general cu ajutorul unor parametri geometrici independenti. Determinarea
acestor parametri inseamna determinarea raspunsului sistemului mecanic la
excitatia data.

e Raspunsul este conditionat atat de parametrii excitatiei cat si de caracteristicile

mecanice ale sistemului.

Miscarea armonica simpla

Cea mai simplad miscare vibratorie posibild este miscarea pe o singura directie a masei

rigide controlate de un resort elastic.
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Un asemenea sistem se numeste sistem masa-resort cu un singur grad de libertate.
Dacd masa respectivd se indeparteaza fortat de pozitia de echilibru, iar apoi este
lasatd sa liberd, resortul va intoarce masa in pozitia de echilibru, dar pana in
momentul echilibrului masa va avea o energie cineticd, care va face resortul sa se
intinda si sa se comprime repetat.

In figura urmatoare apare graficul deplasarii masei rigide in functie de timp.
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Migcarea armonica simpla

Daca in sistem nu ar exista frecare, oscilatia ar continua cu aceeasi amplitudine §i cu
aceeasi perioada la infinit. Totusi, in practicd nu existd asa ceva. In orice sistem
mecanic exista frecare, lucru care face ca amplitudinea vibratiei sa scada gradat, iar
energia sa se transforme in caldura.

Definitiile urmatoare se aplica miscarii armonice simple:
T = Perioada undei

Perioada este timpul necesar parcurgerii unui ciclu. Perioada se masoara in secunde,
sau milisecunde in functie de céat de des se modificd unda.

f = frecventa undei = 1/T

Frecventa este numarul de cicluri efectuate intr-o secunda si este invers proportionala
cu perioada si se masoara in (Hz), denumire data dupa cercetdtorul german, Heinrich
Hertz.

Schema logica pentru studiul teoretic al vibratiilor sistemelor mecanice

SISTEMELASTIC | | MODELUL METODE EXACTE
REAL SISTEMULUT METODE APROXIMATIVE

1 L 4
EXCITATIAREALA | | EXCITATIA | | ECUATILE RASPUNSUL |_,| CONCLUZI
A SISTEMULUL MODELULUIL DIFERENTIALE |7 SISTEMULUI
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4+ CLASIFICAREA VIBRATIILOR MECANICE

a) Dupa natura sistemului elastic
* vibratii liniare
* vibratii neliniare

b) Dupa natura fortelor care actioneaza in timpul vibratiei
Fortele care intervin in timpul vibratiei sunt in general: forta elastica Fe, forta
rezistentd Fr si forta perturbatoare (excitatoare) Fp.

In functie de valorile acestor forte, vibratiile pot fi clasificate:
* Dupa forta rezistentd Fr (forta rezistentd este pozitiva dacd actioneaza in sensul
migcarii ):

Fr=0 vibratii neamortizate;

Fr#0 Fr<0 vibratii amortizate;

YF r>0 vibratii autoantretinute sau autoexcitate.

* Dupa forta perturbatoare Fp

Fp=0 vibratii libere;
Fp#0 vibratii fortate ;

F p cunoscut vibratii deterministe;
F p aleatoare vibratii aleatoare.

¢) Dupa numarul gradelor de libertate.
Numarul de grade de libertate ale unui sistem elastic reprezinta numarul de parametri
scalari independenti, necesari pentru a determina pozitia elementelor sistemului.
Sistemele elastice pot fi:
* cu numar finit de grade de libertate;

a) Sisteme cu un grad de libertate (1DOF)
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b) Sisteme cu 2 grade de libertate (2DOF)
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 cu numar infinit de grade de libertate (sistem continuu).
d) Dupa traiectoria pe care se deplaseaza punctele sistemului oscilant, vibratiile

pot fi de translatie sau de rotatie.

+ ELEMENTE CARACTERISTICE ALE SISTEMELOR ELASTICE

In figura urmitoare este prezentat cel mai simplu model de sistem elastic care

cuprinde urmatoarele elemente caracteristice:

N M M O

k [—1¢
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a) Masa m F=m X
b) Elementul elastic k - caracteristica liniara sau neliniara

- elementul elastic liniar

X u
>

Fe “Le
—» -«

Fe:k:(x-u) Daca: u=0 = Fe=k<x

Observatii:

-Constanta de proportionalitate k se numeste constanta elastica sau elasticitate
si se masoara in N/m.

-In cazul elementului elastic cu caracteristic neliniara: F.= kx"

-Arcul ideal este considerat fard masa si in consecinta forta aplicata la un capat
este egala si de sens opus cu cea aplicata la capatul opus.

-Elementele elastice Tnmagazineaza energie potentiald de deformatie.

-Repartitia proprietatilor elastice in sistem poate fi discretd sau continua, dupa

cum repartitia maselor este discretd sau continua.

¢) Amortizorul ¢ poate fi cu:
e amortizare vascoasa: - liniara;

- neliniara;
« amortizare histeretica (amortizare structurald, datoritd frecdrilor din imbinari,
reazeme) si care depinde numai de amplitudinea miscarii;
 amortizare coulombiana, datorita fortei de frecare coulombiene, care este constanta
in decursul unei semiperioade;

* amortizare oarecare.

Amortizorul vascos liniar - forta aplicata este proportionald cu viteza relativa

dintre punctele sale de fixare.
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Daci u=0 = F,=¢-X

X
r. [
=c(X—nu)

Observatii:

- Constanta ¢ se numeste coeficient de amortizare §i caracterizeaza amortizorul.

[e] =~

m

-Amortizorul ideal este considerat farda masa. In amortizor are loc disiparea

energiel prin transformarea acesteia in caldura.
. A .. o n
- La amortizorul vascos neliniar: |:r =C-X

Cunoscand aceste caracteristici ale sistemului putem determina principala sa

e e o . . . . o - A -1 A
caracteristicd vibratorie: pulsatia proprie m,y, masurata in s ~ sau 1n rad/s.

Intre pulsatia proprie wo(s ') si frecventa proprie f, (Hz) existi relatia:

0 1

f =22 —=—_"_

“2n T

Principalele mérimi care se urmaresc in studiul vibratiilor sunt:
* pulsatiile proprii, pentru a cunoaste daca exista pericol de rezonanta;
« amplitudinile vibratiilor (deplasari, viteze, acceleratii) pentru a stabili daca

sunt daunatoare sistemului oscilant sau mediului.
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+ MARIMI CARE DESCRIU FORMA DE UNDA A VIBRATIILOR

Miscarea oscilatorie armonicd este cea mai simpld formd de miscare periodicd fiind
descrisa de functia armonica (1) si reprezentatd in Fig. 1:

(1) = acos(ar + @) x(t) = asmiar + @) (1)
Unde:
t =timpul [s] , a = amplitudinea oscilatiei [m], ® = viteza unghiulara [rad/s]
Y-
=2 ==
7 T

f=frecventa [s”' sau Hz]; T = perioada [s]; o= faza [rad] la originea timpului (Fig. 1).

X[:‘[) 4

ACOSMHL ¥

..__'-'f. ?\_. F. LY ..-:- ]L:'. \\_
§ %l _-'u" % a § '. .
J | ) ¥ 3
ol ] ] i r o
K (Pf' (6))] v\ 7 \N|l/
Y \'__1_{"
- > T

Fig. 1- Miscarea oscilatorie armonica

La originea timpului amplitudinea este: acos®t
Timpul asociat maximului de amplitudine dinaintea originii timpului se deduce din
relatia:

P

—=f=——
(t}

Pentru deducerea vitezei si acceleratiei vibratiei se deriveaza functia armonicd in

raport cu timpul, stiind ca: -sing= cos(p+n/2); cos(p+r) =-cosp

x(t) = a cos(ot+ ¢)=a

xi) =acos(ar + @)

x{f) =—aas(af + @) = awcosar + p+ —1)

—

L(t)=—a o’ cos(af + @) = —t’r_JEI'I:f} = qa” cos(al + @+ 7)

Observam amplitudinile deplasarii (Xyart = Q), vitezei (Vyart = a®) si acceleratiei
2 : . . S .
(Avarf = a0®") punctului material sau corpului care descrie miscare armonica.
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Rescriem expresiile pentru miscarea armonica §i pentru viteza si acceleratia asociate:
x(#) = X 4p cos(at + @)
. - T
M) =T, ;,-COSF + p+ E)
Z(t) = Agpcos(a + @+ 7)

Observam faptul cd viteza este defazata fatd de deplasare cu 90° si acceleratia este
defazati fatd de vitezd cu 90°.

Fig.2 - Deplasare, viteza, acceleratie

Alte marimi utile pentru descrierea miscarii armonice sunt:

- media valorilor absolute, X neqiu $i rdddcina patrata din media pdtratelor
valorilor instantanee, Xgys (RMS = root mean square).

1 -
Xmedz’u = ? J ‘1(f)kif (2)
0

Fig. 3 Amplitudinea vibratiei - valoarea medie §i valoarea RMS

Prezentare Cursl VM 9



Observatie. Pentru o migcare armonica purd avem:

2X o
Xef:xF X =0.707L X
2

- energia elasticd, W : este energia acumulatd sub forma de energie

potentiala de deformatie. Pentru un sistem elastic cu un grad de libertate,

liniar, cu rigiditatea k, energia elastica acumulata intr-o perioada este:

w,=[ kx(t) (t)dtzgﬂxz(t)dt

- puterea medie pentru o perioadd, P;: se obtine raportand energia elastica

acumulata intr-o perioada la valoarea perioadei:

1 k
P="W = t)dt
TT p2T 0

T
2 . . < :
Observatie. Integrala IO X“(1)dt este o marime proportionald cu energia

acumulata Intr-o perioadd. De aceea, marimile ce contin in expresia lor acest termen

sunt mai adesea folosite. Valoarea RMS este importanta fiindca este 0 masurd strans

legata de energia vibratiei.

Pentru a evalua forma miscarii vibratorii periodice si nearmonice se utilizeaza

factorul de forma F¢ si factorul de varf F,, , definiti prin relatiile:

Ff _ ers FV _ xvarf

X mediu X rms
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In baza teoremei lui Fourier, vibratiile periodice deterministe pot fi reprezentate
printr-o suma finitd sau infinitd de armonici, rezultate prin dezvoltarea in serie

Fourier a functiei respective.

oo
x(t) =Xt E X, sin(not + o, )
n=l
Reprezentand valorile amplitudinilor in domeniul frecventd se obtine spectrul de

frecventa al miscarii, care este deosebit de util in controlul vibroacustic al sistemelor

mecanice.

+ VIBRATII LIBERE iIN SISTEME LINIARE CU UN GRAD DE
LIBERTATE

Sistemele oscilante cu un singur grad de libertate sunt formate, in general, din:

-masa rigida, care executd o miscare de translatie sau rotatie ce poate fi
determinata printr-un singur parametru,

-unul sau mai multe elemente elastice si elemente de amortizare, legate de

masa rigida si de un element de referinta (care poate fi fix ).

Sistemele oscilante cu un grad de libertate pot executa:
a) vibratii libere:
* neamortizate;
* amortizate.
b) vibratii fortate:
* neamortizate;

e amortizate.
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+ VIBRATII LIBERE NEAMORTIZATE

1.Vibratii libere neamortizate de translatie

Vibratiile libere neamortizate sunt vibratiile executate de un sistem oscilant, care a
fost scos din pozitia de repaus, fiind lasat apoi sa oscileze liber, cu frecventa proprie.

Sa consideram un sistem oscilant format dintr-o masa m si un arc de constanta

elastica k.

T

Considerand originea sistemului in pozitia de repaus a

m masei m, putem scrie ecuatia diferentiald a miscarii
l oscilatorii, folosind principiul lui d” Alembert.
X
kXT m¥ + kx =0 = j,i+£_5{:1:|
m
Marimea @, =,|— se numeste pulsatia proprie a sistemului oscilant.
m

Rezultd ecuatia diferentiald: X + 0)02 X =0 acarei solutie generala este de forma:

X=A-smo, -t+B-cosw, -t=C-sin(w, -t + @)

unde: C =~/ A’ + B” este amplitudinea oscilatiei libere;

B . . .
@ = arctg K este faza la originea timpului

Constantele A s1 B, respectiv C s1 ¢ se determina considerand conditiile initiale ale

miscarii (la t = 0):

X=X = B=X

, : . , '
X=V,=>X=@,-A-cosot-w,-B-smot=X=0 -A=>A=—"
a)O
Rezultd legea de miscare a vibratiilor de translatie:
12
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v, .
X=X, -cosol+—-smatl

a)O
Vibratia libera neamortizata este o migcare periodica armonica, avand perioada:
2.z
T=—-—
a)O
(. [
'k kg |

S e ]

Intrucat: m=— —= . = |— = |—-= =
' 0 f f
Ym \p \

4

P
in care 55 = — este sdgeata statica produsa de greutatea P a sistemului.

2. Vibratii libere neamortizate torsionale
In cazul vibratiilor torsionale ecuatia diferentiald se obtine din ecuatia vibratiilor de

translatie inlocuind:

M —> J - momentul de inertie masic fata de axa de
rotatie ; /e
X — @ -unghiul de rasucire.
— k
M, = x
'E
P
Ecuatia diferentiala devine : J - @+ K- @ =0 o

a carei solutie este : @ = @, -cosw,t + L4 sin ot
.

0

3.Vibratii libere neamortizate de incovoiere (flexionale)
Fie un arbore elastic de rigiditate EI incarcat la mijloc cu o masa rigida m.

In repaus arborele are sdgeata statica:
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Daca scoatem masa din pozitia de echilibru, ea va incepe sa vibreze de-a lungul axei
y, cu pulsatia:

[k [g [48EI

Vm |5, Vml

W, =

Ecuatia miscarii vibratorii pe directia y este:

y=y, -cosa)ot+Z;-sina)0t

0
In cazul in care bara elastica, in vibratie torsionald sau flexionald, reprezintd un

arbore de masind, pulsatia proprie a vibratiilor torsionale sau flexionale se numeste

pulsatie critica.

- o . . < ‘N - . .
Daca arborele se roteste cu o vitezd unghiulara: ¢ = 4l , egald cu pulsatia proprie

W,, poate sd produca rezonanta, ceea ce poate determina cresterea amplitudinii

vibratiilor.

4. Constante elastice

Prin definitie, constanta elasticiA a unui element elastic este egala cu forta care
produce o deformatie unitard a elementului elastic. Deci constanta elasticd se

poate calcula scriind deformatia elementului elastic si egaland-o cu unitatea.

a)Bara elasticd prismatica solicitata la K — F B F B E-A

intindere sau compresiune - g - E = f

b) Bara cilindrica solicitata la rasucire ‘- M - T G.d*
- @ 321
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c¢) Bara dreapta simplu rezematd, cu masa m-g 48-E-I

la mijlocul barei, aflatd in vibratie k I
flexionala
d) Bara incastrata cu masa la capatul liber F-I’ ‘ F 3.E-I
3-E- o) I’
e) Arcul elicoidal G-d*
64-R’-n

Masa rigida poate fi legatd de elementul de referinta prin mai multe elemente elastice

care se pot monta: - paralel ; -serie; -mixt.

Montaj paralel
Daca asupra ansamblului de arcuri se aplica forta F,

ea produce in ambele arcuri aceeasi deformatie x,
respectiv fortele elastice: F; =k; -x

F,=k, -x
F=F,+F,=k,;-x+k,;-x=(k;+tk,)x=k-x

Rezulta: k = k | + k , si in cazul general:

k =3k,

iml

Montaj in serie
Deformatia totald x este suma deformatiilor x; §i X ,

produse de forta F in fiecare element elastic:

F F F
X=—=X+X =—+—
k- 777k k
Rezulta:
e 1ot
R kK Zk
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+ VIBRATII LIBERE AMORTIZATE

Amortizarea poate fi:

e externd - atunci cand frecarile au loc intre elementele sistemului oscilant si mediul
inconjurdtor (reazeme, aer, lichid amortizor);

 internd - atunci cand frecarile au loc in interiorul sistemului (imbindri) fiind
caracterizata de aparitia unei bucle de histerezis in diagrama efort — deformatie,

trasatd pentru un ciclu complet de incdrcare - descdrcare a elementului elastic.

In continuare se vor prezenta principalele probleme legate de amortizarea vibratiilor

libere, la sistemele elastice cu amortizare externa.

Vibratii libere in sisteme cu amortizare vascoasa

Sa consideram un sistem elastic in care existd un amortizor vascos avand coeficientul
de amortizare c si care creeaza o forta de frecare vascoasd C - X de sens opus vitezei,

deci de acelasi sens cu forta elastica (fig).

Ecuatia diferentiala a miscarii masei m este:

T T T m+cx+kx=0 /:m
k

.. c .
¥+ —xX+—x=0

m m
. C .
Se noteaza: — = 2a. - factorul de amortizare:

< - m
k |[c] ko, -
— = @, - patratul pulsatie1 proprii.

m

7
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X+2-a-X+w, -Xx=0

2-atJ4-a’ -4 -
Rezulta: I’2+2-a-r+a)02:0:>r1’2: \/ 0

2
. 2 2
N, =—at|a —o,
Felul miscarii depinde de natura acestor radacini.
Cazul I. Amortizare subcritica:
2 2 ¢\ _k
Daci: | 0~ —o; <0= — | <— | = ¢c<2- k-mzccr
2m m

ecuatia caracteristicd admite raddcini complex conjugate, miscarea este oscilatorie

amortizatd, amortizarea se numeste subcritica.

Se  noteaza: B2 = .«;.)i — o sisenumeste pseudopulsatie.

Rezulta : 1, = —a 1B sisolufia ecuatiei diferentiale este:

x=e“Y(A-sin-t+B-cos f-t)=C-e *' sin(B-t+¢)

Constantele A, B, C, 0 se determina din conditiile initiale:

Lat=t=0, avem:

X=X, = B=x,

X=V, =

X=—ca-e“ - (A-sinft+B-cosft)+ - -(A-cosfft —B-sin fit)

V,+o - X
Rezulta V, =—a-B+f-A = A=—"— 2L

_ Bx

B
A VvV +a-X

C=JA+B = xg+("0+;"xoj tge =
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Legea de miscare devine :

=

ol V.o Foax
e m{”SlﬂBt—l—Xo cost

Reprezentarea grafica a legii de miscare, functie de timp, este in fig :

Este o miscare armonica cu pulsatia proprie ®, cu amplitudinea descrescatoare in
timp.

Se determina pseudopulsatia:

,BZ /a)oz_azz E_(Lj :a)o'\/l_%‘é‘c =

m 2-m

T e
2-Jk-m C,
L=\, —a’ =, \J1-¢*

C
Raportul { = — se numeste fractiune de amortizare critici

cr

2.7 2.7

T = = se numeste pseudoperioada

' p @, - 1_§2
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Cazul II. Amortizare critica:

Daca o’ —o.=0=c=c, radacinile ecuatiei caracteristice sunt reale si

egale, amortizarea este critica.

Se stieca I, =—0(i«/0[2—0)02 > r=r=—-«

. . . . . . 2 2 — . .
Riadicinile ecuatiei caracteristice I+ 2-a-r+ ), = 0 fiind egale, ecuatia
miscarii se scrie:

x =e “(At+ B)

Se pun conditiile initiale , adica:

=t,=0; X=X, & B=X,

X=—a-e“-(A-t+B)+e ™ -A
X=V,=-a-B+A
A= vy+axy

X=VvV, =

Ecuatia de miscare devine astfel:

x=e "[(v, + ax, )t +x_]

Se observa cd miscarea nu este armonica, deci nu avem vibratii. Sistemul scos din

echilibru, tinde spre pozitia de echilibru (figura)
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Cazul II1. Amortizare supracritica:

- 2 2 : T .
Se obtine pentru o™ —®; >0 = ¢ > ¢, ecuatia caracteristica are solufii reale

si diferite: 1, = —a £ /0" — @]

[ ¥ Il ¥ bl
. . - - ~ —oit ty o™ —omg —t4 07—y
Ecuatia miscarit este de forma: x=¢e" (Ae v °+Be " ° )

Este o miscare aperiodica, sistemul scos din echilibru revine la pozitia initiala.(ex)

+ VIBRATII FORTATE

Vibratia fortata reprezintd miscarea unui sistem oscilant ca raspuns la o

excitafie continud, a cirei marime variaza in timp. Vascoash
C

Fard amortizare
Dupa amortizare < Uscata

Cu amortizare

— Histeretica
Clasificarea

vibratitlor Oarecare

fortate
— — Periodica
Dupa excitatie Determinista
P ’ [ [Impuls
Oarecare
Aleatoare

1. Vibratii fortate neamortizate datorita unei excitatii armonice

Modelul sistemului oscilant este dat in figura.

Forta excitatoare are amplitudine F, si pulsatie w, deci excitatia armonica simpla este:

F(t) = Fy sin ot

Ecuatia diferentiala a miscarii este:

mX + kx =F_sin ot mx F_sinoot
Impartind prin m obtiem:

.k o

X+—X=—"sinot

m m X
T . E
Se noteazda: o, =— $1 qQ=— kx
m m
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Ecuatia de miscare devine:
2 .
X+, -X=(Q-smot

Avem o ecuatie neomogenad a carei solutie generala este egald cu suma dintre solutia

generald x; a ecuatiei omogene si o solutie particulara x; a ecuatiei neomogene:

X=X; +X; in care: X;=A sin ot +B cos ot
X, =Csinot+Dcosot

Constantele C si D se determind punind conditia ca solutia particulard x, sa verifice

ecuatia diferentiala de migscare neomogena.
X, = Cocos ot — Dosin ot

- .| 2 - 2
¥, =—Co smot—Don" cosont

« 2 - 2 2 : 2 :
-Co smot-Do " cosot+mgy Csmot+omy Dcosot=qsm ot

sinwt(—C- @” + ;- C) + cos wt(—D- 0’ + @;- D) = q- sin wt

o’ +0l)=qmCc=sL
o, —O°
Dl-o’+0)=0=D=0
Deci, solutia generala este:
X = A sin ot + B cos oyt + Lﬁ sin ot
M, — O

Constantele A si B se determina din conditiile initiale:

La t=0:
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x=0 = B=0

X=0 = Ao, cosot-B o simnot+aw————coswt=0
W, — @
@
A‘0)0+0)‘%:0 = A=- . 2q 5
W, — @ W, W, —

si ecuatia miscarii este :

A
q (. o .
X=———| smot——smao,t
o —o° | ©

4]

4]

Avem o vibratie nearmonicd, rezultatd din suprapunerea a doud miscari armonice,
vibratia proprie de pulsatie o, si vibratia fortata cu pulsatia perturbatoare w.
In general, datorita efectelor de amortizare, vibratia proprie dispare rapid si ramane

numai vibratia fortatd, in acest caz vibratia fiind armonica, cu frecventa fortei

perturbatoare.
_ : _ 9 - - .
X=X,s81m ®ot= ———smot 1 care:
o, —®
F
L > Fo
Y = q _ m _ mao, _ k ~ A X
° 2 27 2 2 W2 L2 T Trorhst
O, -0 O,—0 o o
Y i N e
\Op ) \ O )
Xo este amplitudinea vibratiei fortate —sdgeata dinamica a sistemului;
F
X =-2 este deformatia statica a sistemului oscilant sub actiunea valorii
st k 5 5
maxime F, a fortei perturbatoare.
1 este 0 mdrime adimensionald, numita factor de amplificare si
A= ® °  arati de cate ori este mai mare deformatia dinamici a sistemului,
-] — " : . : -
W datoritd fortei perturbatoare, Tn raport cu deformatia statica,

datoritd amplitudinii aceleiasi forte.
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Xo =Xyt Ao
Daca reprezentdm variatia lmi A, in

functie de raportul il obtinem diagrama din
M,

figura

Pentu: o=o, > A, —»>x are loc
fenomenul de rezonantd.

La rezonantd amplitudinea creste continuu
cu timpul. devenind infinitd numai la valoarea
mnfinitd a timpului.

L
0 1 2 oo, 3

2. Vibratii fortate cu excitatia prin miscare aplicata suportului, in sisteme
neamortizate

Sa consideram o excitatie armonicd, obtinutd prin miscare aplicata suportului, de

forma:

u =1, sin ot m¥

Forta elasticd va fi: F.=k(x - u)
iar ecuatia diferentiald a miscarii fortate este:

m-X+k(x—u)=0

rd

m-X+K-x=K-u, sin ot o
u=u, sin ot

Daci se noteazd K- U, = FO
rezultd solutia generala a ecuatiei diferentiale:

X =A sin o,t + B cos ot + —2— sin ot
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Amplitudinea vibratiei fortate este: X, =

Aplicatie. Un motor electric, avand greutatea Q este montat la capatul unui suport
format din doua grinzi paralele, incastrate la celdlalt capat. Distanta de la punctul de
incastrare la axul motorului este I. Rotorul motorului, de greutate P, are o
excentricitate e fata de axa de rotatie.

f@k‘

b) La ce turafie se produce fenomenul de rezonanfa.

Se vor neglija greutdtile grinzilor si fortele de amortizare.
Rezolvare.

Forta perturbatoare, pe verticala, datoritd excentricitatii este:

P 5. T
F=—eom smot unde: o=—
g 30
Ecuatia vibratiilor fortate, pe directie verticala. este:
.. - P 2. '? I’
X+ (ﬂi}i =—e® sinot unde: o, = [ | f;=- Q —
‘\' f, 3E(2I)
[ 7 3 7 \
|6gET , P 1 , Ql Pe
Oy =3 - X,=—e <a = Iﬁm‘Q—'1+
\ Ql QL © 4 6gE(  Qa)
mO
l6gF1 300,
m{:- - II 3 — HCI -
Va m
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3. Vibratii fortate cu amortizare vascoasa, datorita unei excitatii armonice

Sa consideram un sistem oscilant cu un grad de libertate, care are un amortizor liniar
¢, in paralel cu arcul k

Ecuatia diferentiald a miscarii este: 72-X+c-X+k-x=F -sinwt (1)

47

o k}:T Tci

lFm "

i}: Tmi; lFDEin.;,j:
IE

Solutia ecuatiei diferentiale este de forma: x = x; + x,

x(t)=e“-(A-sin ft+ B-cos ft)

Aceastd vibratie reprezinta vibratia libera a sistemului si se amortizeaza rapid, adica
x,()=0.

In continuare miscarea stationara este corespunzatoare solutiei particulare X,(t) si are
pulsatia @ a fortei perturbatoare.

x,(t) = X, sin(wt — 0)

X o S O se determina din conditia ca solutia particulard X,(t) s verifice ecuatia
diferentiala (1):

Stim ca: x=w- X, cos(wt —0); ¥=-w" X, sin(wt — )

—m-w* X,-sin(wt —0)+c-w- X, -cos(wt —0) + k- X sin(wt — ) = F,- sin ot

(-m-@’ X,+k-X,) (sinwt-cos@ —coswt-sin@) +c-w- X, (sin @i - sin @ + cos ot - cos ) =

=F, -sinwt

Prezentare Curs 3 VM 1



sin of [cos B (- m X, o + kXp) + ¢ Xy @sin 6]+cos ot [sin 6 (m X, o - kKXo)
+ Xy  cos 8] =Fysin ot

Identificand termenii obtinem:

(—m-XO-a)2+k-X0)-cosH+c-X0-a)-sinl9=F0
(m-XO-a)2—k-XO)-sin6?+c-X0-a)-cos0=0

Rezulta: X, [(k—m@*)-cos@+c-w-sinf]=F,
x-_ K& _ @)
’ (— me- + k]cose + cosimn 0

cos@® k—-m-&’

Stim ca:

C C k
{—C _Z-W = 0—2-4'-\/k-m—2'é’~m~\/%—2-g’-m-a)0

cr

Inlocuim in rel. (3) si impartim prin a)(f

2.0 ¢
c- c 2w, @,

tg& = = = :
m o,
: tg6 1

Stim ca: sinf = g—z; cosf) = ——

l+227°6 l1+t27°6
Inlocuim in rel (2) si rezulta:

F |

k || J,a‘ ‘.: - / '\.:
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Solutia stationard datd de vibratia fortata este:

X = 1;‘; [ 11 sim(mt —0)

GRS

x(t)=X,sin(wt-0)=X_ - A-sin(wt —0)

F,
Se noteazd X g = ;O sageata statica a sistemului datoratd amplitudinii fortei
perturbatoare.
Se defineste A = 1 _ Xn
factorul de amplificare A : ] 72 » X
| o | o | !
\l 0N : O,
2C=0
A 5w
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Din analiza acestei diagrame rezulta:

a) La rezonanta, cu cat amortizarea este mai mare, amplitudinea vibratiilor fortate si
marimea factorului de amplificare este mai mica;

b) Efectul amortizarii se resimte numai in vecinatatea zonei de rezonantd, in rest
pentru ®/®, >>1 curbele se suprapun. Rezultd cd un amortizor este util numai
pentru un sistem care lucreaza in apropierea rezonantei sau trece prin rezonanta;

c¢) Curbele au maximum putin In stanga rezonantei sistemului neamortizat.
4. Excitatia prin forta centrifuga in sistem cu amortizare vascoasa
Se considera un sistem elastic cu oscilatie armonica creata de forta centrifugd. Daca

forta perturbatoare armonica este produsd de o masa excentrica rotitoare, atunci are
expresia (figura):

E:mﬂ.mz_g:@.sin&x‘ SONSSNN NN
Fl}
k e
F, F,
Stimcd: X, =—"= g .
k  (m+m) o,
m
Ecuatia diferentiald a miscarii este: |
.. . 2
mX +cX + kx =m_ 1,0 sin ot e \Io
— s
mg

Rezolvarea acestei ecuatii da solutia stationara
a vibratiei fortate:

m - -r
X = 0 ° _. 4
° (m+m,)-

o /
Vo

st
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X = 0" 0 _ A
0 (m—l_mo)'a)(f (m+mo) a)(f
\ );; )
2
o
m_-r (0)
X — 0 "0 0
’ (m+m0) 2 2 2
]1— 2 + 24’60
@, @,

5. Transmisibilitate

Sa consideram un sistem oscilant cu amortizare vascoasa, care executa vibratii fortate
amortizate (figura). Daca asupra masei m actioneaza o forta periodica de amplitudine

F, se cere sa se determine amplitudinea Fr a fortei transmise la suport.

Fortele transmise de arc si amortizor la suport sunt:
Fi=kx si F, =cx unde: F. sin wt

X = Xpsin(mt - ) = AX,; sin(ot - 6)
m
Stim ca:
X = AX_ ocos(ot—06) lx
Atunci: k |__| ¢

F=k-x=k-X A sin(wt-0);
%r_/

[, max

x“.—";".—f’[x"fﬁ’f

Fr

F=cXx=c-X,-A-w-cos(wt—0)
F;Ifldx

Fortele F, si F, sunt defazate cu /2, deci amplitudinea fortei rezultante este:

f 7

Fp =Bl + Fi = VKPATX2 + AKX o

lmax 2max
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2
2-¢~kem) @
FT:XS,°A'\//€2+CZ'&)2=5-A-k. 1+( 2 )
k k
k 2
2-¢ k-S| @ :
@
F =F - -4\1+ 0 —F .4 1+ 2.0. 2
T 0 ) 0
k o

Raportul dintre forta transmisa si amplitudinea fortei perturbatoare se numeste

transmisibilitate:

3,0

2,0

1.0

50

+ Concluzii

1. Transmisibilitatea vibratiilor la rezonanta este cu atat mai mare cu cat amortizarea
din sistem este mai mica.
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2. Se observa ca:
0

@,

@ .
— =0 i
a)O

:ﬁ = T'=1

3. Din examinarea reprezentarii grafice a transmisibilitatii rezulta ca :

ﬁ<\5 = T>1

@,

YN = T<1

@,

Deci, transmisibilitatea este subunitarda pentru /@, > \/ 2 si cu atdt mai micd cu cat

amortizarea este mai mica.

4. Daca suportul este supus unei deplasari

armonice u masa va avea o deplasare x(t) ca
in figura alaturata.

1

|

7] u=U_ st

lx(r) = X, sin(er — 6)

Transmisibilitatea miscarii este definita, in acest caz, de relatia:

I Fd " 2
1+| 20—
T X, _ Lo,
U -2 ‘|3 . .2
o ( . | )
1_‘ )] _| 2 @
| le )| Lo
< : 1
5. Daca sistemul nu are amortizare, c=0=>{=0=>T=
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+ Observatii

1. Izolarea antivibratorie a masinilor este o problema de transmisibilitate.
2. Problema izolarii antivibratorii se pune in doud moduri:

* masina produce forte perturbatoare F(t) si se urmareste ca transmiterea
acestora la fundatie sa fie atenuata (izolare activa);

* magina este asezatd pe o pardoseald aflatd in vibratie i se cere ca vibratiile
transmise masinii sa fie cat mai reduse (izolare pasiva).
Pentru a realiza izolarea antivibratorie este necesar ca intre masina si fundatie sa se
interpunad o suspensie elastica.
Din punctul de vedere al transmisibilitdtii, deci al izolarii, amortizarea nu este de
dorit. Ea exista insa, din necesitatea de a micsora amplitudinea si transmisibilitatea la
rezonanta.
3. Se observi ci izolarea este eficace T < 1 pentru w/m, > V2.

4. Se defineste gradul de izolare al unei suspensii elastice: Is = (1 - T).100 [%]
6. Turatia critica a arborilor

Sa consideram un arbore elastic de masa neglijabila, incarcat la mijloc cu un disc de

masa m, agezat pe doua reazeme (figura). Discul este dezaxat cu excentricitatea e.

[—
B it 4 [
FrEEEE 'l,u —_— _-h.-" =
d+e
e I R I ——
rFrrra J-|' [raes ]

In timpul rotirii arborelui, masa m va produce forta centrifuga F.:  F =m- @ e,
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care va deforma elastic arborele, sageata in dreptul discului fiind 8.
Arborele se deformeaza pana cand forta elasticd dezvoltatda de arbore echilibreaza

forta centrifuga.

F'=m-@-(d+e) m-w’ e
c —Sk-S=m-o* (5+e)=>5=— "
F=ko k—m-w
Se imparte prin m, apoi prin ®, $i rezulta: i
(o
3 al !_
- me me LM
0= = — — = g— °/ -
@] — Cw
—- 1_‘ @
m Lo, )

+ Concluzii:

1. Pentru o = m, sageata arborelui 6 devine infinita.

2. Turatia corespunzatoare acestei pulsatii se numeste turatie critica si se calculeaza cu

relatia:

o

rot/min

30e
n_ =

C

m

3.Pentruow/ wy<1 = 6>0

4. Pentruw / ®y — o0 = & — —e arborele se autocentreaza, acesta rotindu-se in

jurul unei axe care trece prin centrul de greutate G al discului.

—

O .
()
0 ! > :
EEIFD
—e
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7. Vibratii fortate amortizate produse de o excitatie periodica nearmonica

Daca forta excitatoare F(t) nu este armonica, dar este periodica, expresia ei poate fi

dezvoltatd intr-o suma finita sau infinitd de componente armonice prin dezvoltare in

serie Fourier:
F(t)=A, A cos ot+Bisin eot+Aycos 2ot+Brsin 2ot+. . +FAcos(not)+Bysmn(not)+. ..

unde coeficientii A,, A, $1 B, au expresiile:

1z
A =—|F(t)dt
350
F(t) cos(nmt)dt

0

T
Afg |
Ty

21
Bﬂzfj F(t)sin(not)dt cu n=1.23....
0

Deci: F(t) = A + X[ A -cos(nat) + B sin(net)]

a. e _ [a2 g2 _A
Daca se noteaza: Fo=Ao; Fn=yAy+Bq: 196, = B

n

rezulta:
[ 1)
F(f)=F, +ZF,, sin(neot= 6,)
b= |

Daca excitatia actioneaza asupra unui sistem elastic liniar, cu amortizare vascoasa,
atunci putem aplica principiul suprapunerii efectelor pentru stabilirea solutiei.

Raspunsul sistemului este egal cu suma raspunsurilor generate de cele n componente
armonice.

Stim ca, la vibratiile fortate produse de o excitatie armonica:

F(t)=F, -sinot; X(t)= X, sin(wt—0)
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In cazul unui sistem cu amortizare vascoasd produsa de o excitatie periodica
nearmonica, componentele datoritd vibratiilor proprii se amortizeaza rapid, ramanand
numai solutia stationara, care are expresia :

x = Lo +> — Fa simn(nmt-0,)
k n=1 | i \52 - rd =

| ]
Ik il1— IIOJ n

. S
unde : o

Daca se noteaza cu xy, Xo, ..., X,, ... amplitudinile deplasarilor diferitelor armonici,

ecuatia miscarii se scrie:
X = X, XSIn(ot-6;) + X:81n(2mt-0,) + ... + Xsin(not-0,) + ...
In mod similar, se poate scrie expresia acceleratiilor:
a =a;sin(t-0,) +a,s1n(2mt-6, )+. .. +a,sin(nmt-0,) +...
In studiul unei astfel de miscari este util si cunoastem amplitudinile x;, X,, ..., X, ...
ale deplasarilor sau ay, a,, ..., a,, ... ale acceleratiilor armonicelor componente, functie

de pulsatia acestora.

Graficul discontinuu prin care se reprezintd aceste marimi, functie de frecventa, se
numeste spectrul deplasarilor, sau al acceleratiilor.
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Aceste spectre pot fi determinate pe cale experimentald cu analizorul de frecvente,
care are in structura sa filtre analogice sau digitale ce permit masurarea amplitudinii
si frecventei componentelor armonice din seria Fourier.

in figura sunt prezentate spectrele acceleratiilor pentru trei migcari:
a) migcarea pur sinusoidala;
b) suprapunerea a doud miscari armonice cu frecventele in raport 1:2;
¢) succesiune de impulsuri dreptunghiulare. In acest caz, spectrul acceleratiilor
are o infinitate de armonice, dintre care s-au reprezentat primele patru
armonice, celelalte fiind neglijabile.
Rezulta ca reprezentarea in domeniul frecventd a unei marimi periodice, conduce la

un spectru format din linii discrete, numarul acestora putand fi finit sau infinit.

A

a

4

b)
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+« VIBRATII iN SISTEME CU N GRADE DE LIBERTATE

Sistemele elastice nu pot fi studiate intotdeauna cu ajutorul modelului avand o
singurd masa, deci un singur grad de libertate. Pentru a analiza teoretic vibratiile
acestor sisteme este necesar ca ele sa fie schematizate prin modele cu mai multe
grade de libertate.

Pt -G I Iy | | I,
- -
L M,J &\\‘\CPJ B kl_ I B ko1
k k
W 1 P2 Pl P
a) b)
Iy
l £l % Iy
ma 1y m; Myl My
lm k - | ool -
- V1 ¥ ¥n-l Wil
c) d)

Fig.a - Vibratiile unui vehicul pe doua osii, pot fi studiate in cel mai simplu caz cu
ajutorul modelului cu doua grade de libertate, a carei miscare este determinata de doi

parametri x si @, deci modelul are doua grade de libertate.

Fig.c -Vibratiile transversale ale unei masini unelte, rezematd pe reazeme
vibroizolante pe fundatie, care este asezatd pe un mediu elastic, pot fi studiate de
asemenea, cu modelul cu doud grade de libertate .

Fig.b,d - Vibratiile torsionale si flexionale ale arborilor pot fi analizate pe modele cu
n grade de libertate, obtinute prin concentrarea masei in n puncte, portiunile dintre
mase fiind considerate de masa neglijabila si de rigiditate GI,, si respectiv EI.

1. Vibratii libere neamortizate in sisteme cu doua grade de libertate

Sa consideram sistemul din figura, format din masele m; si m, legate de
reperele fixe prin arcurile de constante elastice k; si Kk, si intre ele prin arcul de

constantd elastica K. Sa notdm cu xy(t) si x,(t) deplasarile independente ale celor
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doua mase fatd de pozitia de echilibru static. Daca se izoleazad masele si se aplica
fortele de legatura si fortele de inertie, se poate scrie ecuatia de echilibru dinamic

pentru fiecare masa, folosind principiul lui d’Alembert. Rezulta sistemul:

" \
SANA N - XiT kixi
) t
1 - ~ (D
1y lm 1 ki2 (x1 - x3)

lxl § ki2 l kia (x1 — x2) —

m; 1my
~ @
Jx:g 1 JK: T koxo
42 _
m; ¥,
"y s
M m-X+K-X+K, (X —=X,)=0
2 m-X +K-X —K, (X —=X)=0
Pentru integrarea sistemului se cauta solutii de forma: X = A sin(awt + @)

X, = A-sin(wt + @)

Stim ca:

X =@ A-cos(wt +@); X =—a A-sin(at + @)
X, =@ A-cos(wt+@); X =-w’ A-sin(ot+ @)
Rezulta:
m-(—w’- A)-sin(at + @) + K- A-sin(ot + @)+ K, (A — A)-sin(wt + ¢) =0
m,-(—w*- A))-sin(at + @) + k- A -sin(wt + @) —k ,(A — A) - sin(awt + ¢) =0
[ (-m-@” +k +k, ) A=k, A |sin(ot+¢)=0
[(—mz-a)2 +k,+k,)A -k, A] sin(wt + ) =0

(-m-@* +k +k, Ak, -A=0 = —m-a"A+k-A+k, -(A-A)=0 (3)
_klz"A\+(_mz'a)2+kz+k1z)'Az:O



Am obtinut un sistem algebric liniar si omogen, cu necunoscute A; si A,, care admite
solutii diferite de solutia banala ( A;=0 si A,=0) daca:

A se numeste determinantul lui Lagrange.

Dezvoltand determinantul obtinem o ecuatie de gradul 4 in ® numitd ecuatia
pulsatiilor proprii, care are 2 solutii pozitive si 2 negative. Solutiile pozitive ale
ecuatiei reprezinta cele 2 pulsatii proprii ale sistemului cu 2 grade de libertate.

Un sistem cu n grade de libertate are n pulsatii proprii.

Rezolvam determinantul pentru Ky =k, =K si m;=m,=m

N —mo” +k +ky, —ky,
—kyy —ma?” +k +ki,
m o' -mk o -mk, @ -mko’ +k>+k-k,—mk, o+
+k-k,+k’ -k’ =0

m o' -2-m-(K+k,)o +k*+2-k-k,=0
, K*+2-k-k,

k+Kk
(@) =272 .0 + 2 0
m m
U
L o K2k,
m m
Pulsatiile proprii sunt:
®, = I'IIE s o, = ket 2k,
S Vm "V m
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1.Dacd se considera @ =@, = ,|— = X = A: -sIn T+ @,

X, =A -sin t+o

5= 307

Se inlocuieste M 1n:

_ml'a)z'Ax+k1'Ax+k12'(Ax_Az):O (3)
Rezulta: —m-%-A,+k-A+klz-(A—A2)=0 = A=A=4,

Deci. penfiu o=, > A =A, =4, se obtine primul mod propriu de

Y

vibratie, care este dat de solufia : X, = A, sml ‘1,.' —t+0o, J
m

i I| k >

X, =A,sin| ,[—t+ o, ]
) “\.' m

Rezulta cd in primul mod de vibratie, masele vibreazd cu aceeasi amplitudine si in

acelasi sens, deci sistemul vibreaza fara ca resortul K;, sa se deformeze, deci vibreaza

: : : . : / k
ca un sistem cu un singur grad de libertate, avand pulsatia: o, =, |—
m

. o . K+2-K,
2. Cel de-al doilea mod de vibratie se obtine pentru @ = @, = ,|———
m

Inlocuind pe @ in ec. (3) =

m 2K g kA (A A)=0 S A=A =

Solutia sistemului in acest caz este:

[ [k+2k )
xlzi'-.}_sml 11+L|JJ

A

k+2k \

X, =—A,sin t+ o, J

\ \' m
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Amplitudinile sunt egale, cele doud mase vibreaza in sensuri opuse, in raport cu
punctul median. Am obtinut cel de al doilea mod propriu de vibratie.

Solutia generald a sistemului de ecuatii se obtine sumand solutiile particulare:
X=N sin(o,t+ @, )+ A, sin(o,t + @, )
X

”= A sin(ot+@,)— A, sin(o,t + o, )
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2. Vibratii libere neamortizate in sisteme cu n grade de libertate
-1 Xn
h——

X1
| kp

k1
In cazul sistemelor cu n grade de libertate, pentru fiecare grad de libertate X; se poate

scrie ecuatia:

m; X = Q

m; — este masa sau momentul de inertie masic, corespunzitor gradului de

libertate j;
X ;— este acceleratia de translatie sau rotatie, dupa gradul de libertate j;
Q; — este rezultanta fortelor sau cuplurilor aplicate sistemului dupa gradul de

libertate j.

Pentru intocmirea modelului matematic trebuie cunoscute:
* masele my;
* constantele elastice Kiy;

» amortizarile;
» fortele perturbatoare.

Definitii

Constanta elasticd generalizatd kj. a gradului de libertate j, dupa directia k,
este egald cu forta elastica care actioneaza asupra gradului de libertate de ordinul j,
cand are loc o deplasare lentd, egald cu unitatea, numai pe directia negativa, a

gradului de libertate k.
Un sistem elastic, cu n grade de libertate, poate fi caracterizat complet prin n
constante elastice. Constantele elastice respecta legea reciprocitatii:

I =k

Forta elastica totala I, care actioneaza asupra gradului de libertate k, este

suma efectelor deplasarilor pe toate gradele de libertate:

n
Fair=- > kjk-‘ik

k=1
Semnul minus arata ca forta elasticd este opusa miscarii. Cele n ecuatii de miscare se pot
scrie sub forma:
n
mX + > kyxe=F cu: j=12..n
k=l
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in care F; reprezintd suma fortelor exterioare.

In cazul vibratiilor libere neamortizate fortele exterioare F; sunt nule si deci ecuatiile

de miscare se pot scrie sub forma:

111jj§j+ > Kixe=0 unde: j=1.2..n.

k=1

e 2 _
m- X, +kn-xlj+k12-x2+...+kln~xn =0

................................................... )

m -X’+k x+k x,+...+k -x =0
%/_J

Solutiile acestui sistem de ecuatii diferentiale sunt de forma:

=—w’- A-sin(wt + @)

X, = 4;-sin(wr + @) X, =@ A-cos(wt + @),

Xl
X, = A,-cos(ot +@); X, =-0" A-sin(at + @)

x, = A -sin(wt + @)

Inlocuind solutiile de mai sus in sistemul (1) obtinem un sistem algebric liniar, omogen cu
necunoscutele A; (j=1..n), de forma:

(—m- @ +k, ) A +k, A +...+k,-4,=0
k -A+k, A+...+(-m & +k ) A =0

Sistemul admite solutii diferite de solutia banald dacd determinantul principal al

sistemului este nul:

1111 . (!]‘; - k].]. _kl: - k13 ...... - FI]]
-].‘\_.:1 1115 'f-'}u—ku _kli””" _kln ={:} 2)
.
-k, -k, —Ky3.e.e.. m, -o -k,

Dezvoltand acest determinant obtinem ecuatia pulsatiilor proprii (de gradul n in ®?).
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Rezolvand ecuatia obtinem cele n pulsatii proprii (sau naturale) ale sistemului.
Concluzie:
Daca sistemul nu este supus la forte exterioare acesta poate vibra cu una sau mai

multe pulsatii proprii. Un sistem vibrand cu una din pulsatiile proprii ®,, are o

distributie a amplitudinilor numita mod propriu de vibratii.

Aplicatie: Se da sistemul cu trei grade de libertate (figura), format din trei mase
asezate pe un suport rigid, legate in serie prin trei arcuri, avand aceeasi constanta

elastica. Deplasarile absolute ale maselor sunt: x; , X, , X3 . S& se determine pulsatiile

proprii.
X1, X2 3
1] 1

k ! k k
m A AAAN @

TP PPNy eyd
- ——

In cazul unui sistem cu n grade de libertate trebuie calculate n® constante elastice.

Se respecta legea reciprocitatii: kjk :kkj

k11 = k+k=2k kz] =-k k31: 0
klZ = -k k22 = k+k =2k 1(32 =-k
ki3=0 ky; =-k k33 =k

Ecuatia pulsatiilor proprii este conform rel (2):

mo” — 2k k 0
k mo”— 2k k =0
0 k mo’ —k

w;=0445 |— > =1.25 |'I
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3. Determinarea ecuatiilor de miscare folosind ecuatiile lui Lagrange

Ecuatiile lui Lagrange se scriu sub forma :

P R

i[ 0E. | @GE. _
oq;

del &q; |, ~

Unde:

+ (; (i=1,2,...n) reprezintd, pentru un sistem oscilant cu n grade de libertate,
parametrii independenti ce depind de timp, cu care se studiazd migcarea
vibratorie, numiti coordonate generalizate. Originile acestor coordonate se
aleg, in general, astfel ca valorile lor sa fie nule in pozitia de echilibru static

sau in migcarea de regim.

+ ( reprezintd vitezele generalizate.

+ E_ este energia cinetica totala a sistemului

+ Q; sunt fortele generalizate, care corespund tuturor fortelor ce actioneaza
asupra sistemului (forte elastice, de amortizare si perturbatoare).
Vibratiile se efectueaza fatd de pozitia de echilibru static, in care am considerat
originea tuturor coordonatelor generalizate §i in care vom presupune energia
potentiala nuld. De aceea, ca si in cazul sistemelor cu un grad de libertate, in calculul
fortelor generalizate nu se considera fortele gravitationale.
+ Pentru un sistem conservativ, fara pierderi de energie prin amortizare, aflat in
vibratie libera:

- Fortele elastice sunt derivatele cu semn schimbat ale energiei potentiale E, a

OE
sistemului in raport cu coordonatele generalizate ¢;;: ——=
0q,
- Fortele de amortizare vascoasa sunt egale cu derivatele cu semn schimbat ale
. . . . . _OE,
energiei disipate E 4 a sistemului, in raport cu viteza generalizatd ¢q,: — Py
g
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Notand cu F; fortele perturbatoare, atunci: Qi =—— — *L

st ecuatiile lui Lagrange se pot scrie sub forma:

[ & 3 cE. &
d(¢E, ) E‘EC+ p+CEd:F "

- - 1

| —
dtl éq; | oq; dq; aq;

cu: & ..
E. =1/2.> myq;q;
i.j=1
Ep, = 1/2. Z kjﬂi(]j
1,j=1
1
Es = 1/2. Z Cijqi[.h
ij=1
unde :

m;;, K;; si ¢j; se numesc coeficienti de inertie, de rigiditate si respectiv de amortizare.
Din motive de simetrie, pentru i = j avem: my;; = my; ; kij = kj; ; ¢ = ;.
Daca in sistemul ecuatiilor Lagrange cel putin unul din coeficientii mj; este diferit de
zero, pentru i = j, se spune ca sistemul este cuplat dinamic, iar daca cel putin unul din
coeficientii kj; = 0, pentru 1 = j, se spune ca sistemul este cuplat static.

In cazul in care m;; = 0 s1 k;; = 0, pentru 1 = j, se obtin n ecuatii independente.

Aplicatie. Sa se scrie ecuatia de miscare pentru sistemul elastic urmator cu ecuatiile

lui Lagrange.

X1 X2 A3
[ - S —

k 2k 3k
m AAAA 2m AAAA 3m

= SIS SIS IS S S S S S S

k11:k+2k:3k k21: -2k k31:0
k12 = -2k k22 = 2k+3k = 5k k32 = -3k
k13 =0 k23 = -3k k33 = 3k
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Bl o ams

c

E :%,k,x12+%.2.k.(xl—x2)2+%-3-k-(x2—x3)2

p

Pentru un sistem elastic fara amortizare aflat in vibratie libera, energia dispata Eq = 0,

iar forta perturbatoare F; = 0. Ecuatiile Iui Lagrange (1) se scriu in acest caz astfel:
d(SE.\_SE,  JE,

dt\ 8¢ ) S8q  Sq

1

=0, adica:

g

d|[J0E | OE, +5Ep 0
dt\ ox, | ox, Ox,
SE\ SE OE,
< — C . C + — 0
dt\ 0x, ) oOx, 0x,
SE\ SE OE,
— < |l-—=+ =0
\dt\ 0%, ) ox, Ox,
U
1 1

mx1+§k2x1+§2k(2xl—2x2)=0

M'x1+k'xl+2'k'(xl—x2)zo xlel.Sin(a)l‘+(0)
2.m-%,—2-k-(x,—x,)+3-k-(x,—x,)=0 cux, = 4,-sin(ot + )
3-m-%,-3k-(x,—x,)=0 x, = A,-sin(at + @)
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4. Vibratii amortizate in sisteme cu n grade de libertate

Stabilirea ecuatiilor de miscare la sistemele cu n grade de libertate (figura) se poate

face utilizand principiul lui d‘Alembert sau ecuatiile lui Lagrange.

F, Fy F; Fii
— - — e
kl k] kj+1
m, m 1MAM m PYWWWA
- - J.-. ] m+ - —
— —
“ L, Lo 9 » Ot ,
X1 Xj.| X Xj+1
F;
>
kj (X]- X]-l) k_]+l(x_] 'Xj'l'l)
 d—] |
m X — m]
Cj{xj_xj‘l)_hcjﬂ(x_j_xjﬂ}
X;

Ecuatiile de miscare pentru masa m; se obtin proiectand fortele pe directia de

miscare, se obtine ecuatia de echilibru dinamic:

LIIJ }‘LJ _CJEJ—] +(‘:} +Cj+1}f'i_| —CH?{H _1‘:]};]_1 ‘f‘(l{j +k_l+1)xj _kj+1xj*] :FJ(T)

Se obtine un sistem de n ecuatii diferentiale ordinare, cu coeficienti constanti,

omogen sau neomogen, dupd cum vibratiile studiate sunt libere sau fortate.
Sistemul de n ecuatii diferentiale se poate scrie sub forma matriciala:
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- &)+ c]- )+ K] (x)=1F}

unde am notat : [m] matricea maselor;
[c] matricea coeficientilor de amortizare;

[k] matricea constantelor elastice;

%, X, & F
(i) ]x*' %2 f3: 1 )" 1 5
1}{]:‘. :;- i:\{j= r . IXJ:.‘ » : {sz Fi
l_xj]J .x“ A L_i!]_ !_:E;]_‘

-vectorul deplasirilor: vectorul vitezelor: vectorul acceleratiilor; vectorul fortelor.

Dupa cum se observa, ecuatiile diferentiale de miscare sunt ecuatii dependente si deci
nu pot fi rezolvate independent. Pentru decuplarea ecuatiilor de miscare se foloseste
analiza modald, in cadrul céreia se face trecerea de la coordonatele generalizate la

coordonatele principale cu ajutorul matricei modale.

Moduri proprii de vibratii

Pulsatiile proprii si formele modurilor proprii de vibratie se obtin prin rezolvarea

sistemului de ecuatii omogene pentru vibratii libere neamortizate:

[m]- &)+ [k]- {x}={F}

Solutiile sistemului de ecuatii X;, Xa,..... X, S€ cauta de forma:

{X}:<...

a
L)

- sin(ot + @) = {a} -sin(ot + @)

care reprezinta o miscare armonica sincrona in toate coordonatele.
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Inlocuind solutiile sistemului in sistemul de ecuatii de miscare se obtine:

(K] - ©?[m])- fa}= o}
Pulsatiile proprii sunt solutiile ECllatlfi‘l algebrice:
det [[k 111])
care are n raddcini reale, pozitive, in genera] distincte ;. ®;..... Oy.
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Aplicatie

Un electromotor (fig.
A2.8), avand greutatea
Gue =8-10°[N],  este
montat la capatul unui
suport format din doua
grinzi paralele orizontale,
incastrate la celdlalt capat.
: Grinzile sunt

: N confectionate din profile I
' de otel, avind modulul de

elasticitate  longitudinal

Fig. A28, E=21-10" [N/m?]
Distanta de la axul motorului pana la punctul de incastrare este | =100 [cm].

Rotorul electromotorului, de greutate G, =2-10° [N], are o excentricitate
e=0,1[mm] fati de axa de rotatie. Turatia de regim n =10° [rot/ min].

a) Sa se aleaga profilul I, al fiecdreia din cele doud grinzi, in asa fel incat
amplitudinea vibratiilor fortate si nu depiseasca a = 0,15 [mm].

b) La ce turatie se produce fenomenul de rezonanta? Se neglijeazd greutdtile
grinzilor si amortizarile.

Rezolvare
a) Datoritd excentricitdtii rotorului, Tn timpul miscarii apare forfa perturbatoare
verticald:

G .
f(ty=—R .le-®?)sin(m-t -
(1) . (e ® )sm(oa ), cu o 20

Ecuatia diferentiala de miscare pe directia verticald, considerand originea axei
Oy 1n centrul de oscilatie (echilibru static cu grinda orizontald), are forma:

%.X_Fk.x:%.(e.(oz).sin(@.t)
g g
sau
G .
X4y X = — -(e-coz)-sm(oo-t),
G v
unde
I k. ‘I'—
M= |'I 5 = Ilé,esle pulsafia proprie.

st
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Sageata statica a suportului (vezi tab. 2.1), constituit din cele doua grinzi,
notand cu I, momentul de inertie geometric al sectiunii in raport cu axa neutrd, fiind:

*3.E-(2-1,)
rezulta pulsatia proprie:

~_[|6:9-E-l,
Mo=.|———3 -
G e -

Solutia particulara a ecuatiei diferentiale (de forma membrului drept),
reprezintd vibratia fortatd a sistemului mecanic si are forma:

X, =X -sin(o-t)

sau

X, :(SR -(e-mz)-%-sin(co-t),
ME y —O

in care X,, amplitudinea vibratiilor fortate este:

Xy = GGR -(e-(oz)-%.

ME My —O

Deoarece fenomenul de rezonantd se produce atunci cand pulsatia fortei
perturbatoare este egald cu pulsatia proprie sistemului (® =1, pentru ca la pornire

rezonanta sistemului sa fie evitata, este necesar ca: ® <,

In acest caz, amplitudinea vibratiilor fortate X,, pozitivd, nu trebuie sa
depiseasci valoarea impusi a = 0,15 [mm], adica:

Cr ~(e-co2)-%sa

Y
(@j > 14 0R €
® Guwe a

Tinand cont de expresia pulsatiei Mo rezulta:

I ZwZ.GL'Is. 1+ Cr £ )
’ 6-9g-E G,g a

Introducand datele numerice obtinem:

sau

- pulsatia fortei perturbatoare

3
0=""1_m10"_ 104719755 [radss];
30 30

- momentul de inertie geometric
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3 43 3 -4
|, >104,719755° - 8:10°-1 ( 2:10° 110 j

. + .
6-9,81-21-10" 8-10° 15-107*
1, >8,28046-10° |m* |=828,046cm* . ¢

Se alege din tabele profilul I 16 care are 1, =935 [Cm4 ]

Revenim cu I, in expresia pulsatiei proprii si obtinem:

o} \/6-9,81-2,1-10”-935-10‘8
8-10°.1°

=120,193391 [rad/s]. .

Amplitudinea vibratiilor fortate este:

G -10°
X, = R .g. ?1 = 2 103 1-107%. 1 -
Gue o . 8-10 120193391
®2 104,7197552

X, =0,787753-10* [m]=0,0787753[mm]<015[mm]. o

b) Fenomenul de rezonantd apare atunci cand pulsatia proprie si pulsatia
perturbatiei coincid (= ®), astfel cd turatia critica va fi:
T e _120,193391
30

= n, =1147,762338 [rot/min]. .
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+ METODE APROXIMATIVE PENTRU STUDIUL VIBRATIILOR
SISTEMELOR CU N GRADE DE LIBERTATE

Pentru determinarea pulsatiilor proprii ale unui sistem cu n grade de libertate este
necesar sa se rezolve ecuatia pulsatiilor proprii, care este o ecuatie algebrica de
gradul n in ®” . In numeroase aplicatii prezintd interes, practic, numai pulsatia
proprie cea mai coboratd, numita si pulsatie fundamentala.

Pentru calculul pulsatiei fundamentale s-au elaborat o serie de metode
aproximative care permit calculul acesteia, fard sd rezolvam ecuatia, dintre care cele
mai folosite sunt: metoda Rayleigh, metoda Holtzer, metoda matricelor de transfer,
metoda iteratiei matriceale etc.

1. Metoda Rayleigh

La un sistem conservativ (sistem oscilant fard amortizari, in care nu se produc
schimburi de energie cu exteriorul), in vibratie libera, suma energiilor cinetica si
potentiald, in orice moment al migcarii, este constantd: E.+ E;, = const.

In aproximatia lui Rayleigh se admite ci toate punctele sistemului oscilant trec la un
moment dat prin pozitia de deformatie maxima, cand energia potentiala este maxima
E, max si energia cineticd E. = 0 si de asemenea, toate punctele trec simultan prin
pozitia de zero, cu viteza maxima, pentru E. max s1 E; = 0.

Altfel spus, pentru vibratia liberd, dupa un mod propriu de vibratie, este valabil
principiul lui Rayleigh: energia cineticd maxima este egald cu energia potentiald
maxima. Ecuatia conservarii energiei devine: E. max = E;, max

Principiul lui Rayleigh este folosit in special pentru determinarea primei pulsatii
proprii, alegind pentru modul fundamental de vibratie forma rezultatd din
deformatiile statice produse de greutatile maselor din sistem.

Aplicatie

a) Sa se determine expresia aproximativd a pulsatiei proprii fundamentale a
vibratiilor flexionale ale unui arbore, de masa neglijabila, pe care sunt montati n
volanti (figura).

mg mg My 1  Myg
Ead o | X
EeEa = £ -
B £ —— — = =
kd
Y
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In cazul vibratiei libere neamortizate, dupd un mod propriu de vibratie (toti volantii
au o miscare armonica sincrond pe directie verticald), legea de miscare este o lege
armonica de forma:

Y(X,1) =Y (X)-sin(at + @)

Energia cineticd maxima se calculeazd considerand numai miscarea de translatie a
maselor pe directia verticala y:

Y(X,t) =Y (X) @ cos(wt + @)

viteza max ( 1 )

1
= — Y )
E. 22 (Y- o)

i=1

unde Y; este amplitudinea vibratiei masei m; .

Functia Y; trebuie sa indeplineasca conditiile la limita ale problemei.

De obicei, pentru functia Y; se alege functia sagetilor produse de fortele concentrate
m;.g , aplicate static. In acest caz, valorile Y; se pot calcula cu relatiile din cursul de

Rezistenta Materialelor, stabilite cu metoda Mohr-Maxwell sau Castigliano.

Energia potentiald maxima este egald cu lucrul mecanic efectuat de fortele
gravitationale (m;.g):

1 n
pmax _5 Z::(mi'g)'Yi @)

Egaland cele doud expresii ale energiilor (rel. 1 si 2) se obtine formula pulsatiei
proprii fundamentale:

n
g- Z m; - YI
2 _ i=1
@ =
2 Ce .
Z m. - Yi numita raportul Rayleigh
i=1
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b) Sa se determine pulsatia proprie pentru un sistem oscilant cu un singur grad de
libertate, atunci cand se considera si masa elementului elastic.

. SR
Se fac urmatoarele ipoteze: T
28
* masa arcului este micd In comparatie cu masa m; .
. . 3 o ~
* miscarea masel m nu este afectatd de masa -
arcului; k
* se admite ca sistemul are o miscare armonica de 1
forma: m
X = A sin(at + @)
. 8
Y
dy x :
Deplasarea unet sectiuni y a arcului va fi: & =—; dy= Y - A-sin(wt + @)
y L
Viteza elementului de arc dy aflat la distanta y este:
d d :
v=—o(dy)=— y. A-sin(wt + @ _ . A-®-cos(wt + @)
dt dt\ L L
%/_J

viteza max

Energia cineticd maxima a elementului de arc, notand cu m; masa unitdtii de lungime
dy si cu v viteza maxima, este:

L L yz 2 p
dE_ =[= dy=—-m- Yo A

Energia cinetica maxima a intregului arc este:

2 A2 3
Tﬂy_ o Ady — E :a).A.ml.L
Cmax 0 2 C max 2~L2 .3
marc
2 A2
pentru arc: ECmax :a) A ml L
2-3
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Energia cinetica maxima a sistemului este:

m, Ao mA-@
pentru sistem : E___ = —2¢ +
6 2
Energia potentiala maxima a sistemului este aceeasi ca si cum arcul ar avea masa
neglijabila:

Aplicand metoda lui Rayleigh obtinem:

¢) Sa se determine, prin metoda Rayleigh, pulsatia proprie a sistemului oscilant din
figura urmatoare.

Y

[

Daca sistemul executd o oscilatie armonica @ = @, sin(a)t + 9), atunci energia

potentiald si cineticd maxima sunt de forma:

m.- b - 2 m.- -b. - 2
cmax l(gpozl a)) + 2 (¢022 a)) :%'w2'¢02'(m1°b12+m2'b22)

. kl '(a1°¢0)2 n kz '(8.2-¢0)2

E
pmax 2 2

1
:5'(k1'a12+k2'a22)'¢02
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Rezulta pulsatia proprie a sistemului: ) ]._{13]: +k.as
w, = —=

-

m,b; +m,b?

2. Vibratii de rasucire la sisteme cu n grade de libertate

Fie un arbore cu n + 1 volanti, liber la extremitati ca in figura urmatoare.

Pn

d(oE, ) oE, OE,

0

Ecuatiile Lagrange: — — +
dtl oq, ) oq, oq

Unghiul de risucire: @ = A-sin(awt + @) reprezinta coordonata generalizata ¢

Se stie ca:

ooooo

p
2 2 2
Ecuatiile vibratiilor de rasucire se scriu sub forma:

To®, +ky(@, —@,)=0

J:Q] _kl((p'o —@1]-1\';('1?[ _(P'~)=G

|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

Daca se aduna ecuatiile obtinem:

To®, + 110, + 1,0, + ... J.0, =0

Curs6_ VM



Considerand vibratia dupa un mod propriu, se cauta solutii de forma:
@, = A, -sin(ot + 0)
@, = A -sin(wt +0)

‘]0°A\)'a)2_k1°(Ao_'A\):O
‘]1°Ax°a)2+k1'(Ab_A)_k2°(A1_Az):O

Rezulta :

Jn~A]'a)2—kn°(A]_l—A])=O

Daca se calculeaza determinantul sistemului, obtinem ecuatia pulsatiilor proprii care
se rezolva dificil.

J
Din prima ecuatie rezulta : A = A\) — ?0 Ab @’
1

A doua ecuatie se scrie sub forma:

3 A0 A0 K (A-A)=0 > A=A-T (3 A+ A)

2

2

In general: A ZA_l—i—-(JO'A)+JI-A+ ...... +Ji_1°A_1)

i
Pentru calculul aproximativ al pulsatiilor proprii se impune Ay = 1 si se calculeaza
succesiv amplitudinile A, Aj,..eee A

n
Dacda ® este o pulsatie proprie, atunci: ZJi- A =0. In caz contrar suma este
i=0

n
diferita de zero.  Se evalueaza suma ZJi- A pentru diferite pulsatii .
i=0
Se reprezintd grafic variatia sumei In functie de ® . Punctele in care curba
intersecteaza axa absciselor corespund pulsatiilor proprii.
Inlocuind valorile determinate ale pulsatiilor proprii in ultimele relatii gasim

modurile proprii de vibratii.
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3. Vibratii de rasucire la angrenaje

Sa considerdm sistemul oscilant din figura urmatoare, in structura cdruia exista un
angrenaj ale carui elemente au inertie neglijabild comparativ cu discurile J; si J.

E
— 14k
| |k 14 ||k (1/1)7ka
W o= 1
L] A= | T,
A (11)°T;
Raportul de transmitere: 11 = o) @ = 2/2; = 1

®; s1 ®, sunt vitezele unghiulare ale arborilor cu constante elastice k; respectiv k,, iar
71 $1 7, sunt numerele de dinti ale rotilor dintate. Se considera cd angrenajul
reprezintd o legaturd rigida care transforma turatiile, amplitudinile si cuplurile cu
raportul i;,, neglijand elasticitatea dintilor §i a carcasei, jocurile dintre flancurile
dintilor etc.

Determinarea caracteristicilor vibratiilor de rasucire ale sistemului se poate simplifica
daca sistemul real este inlocuit cu un sistem echivalent din punct de vedere dinamic,
in care discurile si arborii se rotesc cu aceeasi turatie.

Pentru ca cele doua sisteme sa fie echivalente trebuie ca parametrii urmatori sa fie
echivalenti:

. plltE‘l'E‘El: ( I\'"Irm)real - ( I\""Irﬂ:’ )Echiv
o energia cinetici: (Jo )wea = (J 0 echiv
' - - 1 Jj
o cnergia potentiald: (K @ )eat = (K @ )ecniv

Rezulta relatiile de calcul ai parametrilor sistemului echivalent:
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I"""It echiv — ({'}real {'}Ethi“;’) Mt real
7

J echiv. — {{'}real / mechiﬂ.-‘) qJ real

Kechi‘c = (mreal mechi‘f)_ Kreal

Rezultd urmatoarele relatii de echivalenta:

Drecniv = (02 / @4 )2 Jr= (1-""i)2 I
Koechiv = (@2 / 1) K2 =(1/1)" K

1 1 1 1 ¥

Constanta elasticd a arborelui se calculeaza cu relatia: —=—+———=—+—
kl k2echiv kl kz
5 k = kl ' kz
Rezulta: — 3
17k, +k,

La fel se calculeaza momentul de inertie al sistemului:

'J ‘Jl ‘J2echiv 'Jl 'J2
J= J-J,
i-J +J,

Pulsatia proprie a sistemului echivalent este data de relatia:

kK [i73,+3, K-k
Q). = — = .

"N 3:d, ik +k,

1
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+ VIBRATIILE SISTEMELOR CONTINUE

Sistemele oscilante cu un numar finit de grade de libertate studiate in cursurile
precedente, sunt caracterizate de existenta unor mase rigide, concentrate in anumite
puncte ale sistemului si a unor elemente elastice de legatura, fard masa.

In unele sisteme mecanice masele elementelor elastice sunt comparabile cu masele
considerate rigide. In miscarea vibratorie a acestor sisteme fortele de inertie sunt
repartizate continuu. Pentru descrierea miscdrii acestor sisteme, sunt necesare functii
care sd indice variatia in timp a deplasarii in fiecare punct din sistem, deci functii de
timp si de pozitie.

Modelul teoretic atasat unui astfel de sistem fizic are un numar infinit de grade de
libertate si se numeste sistem continuu.

Numarul frecventelor proprii ale unui sistem este egal cu numarul gradelor de
libertate, deci un sistem continuu are un numar infinit de frecvente proprii.
In majoritatea cazurilor, un sistem continuu va vibra cu o amplitudine mare numai la
un numadr limitat de frecvente proprii, in mod obisnuit la frecventele cele mai joase, si
cel mai adesea numai la frecventa cu valoarea cea mai mica, numitd si frecventa
fundamentala. Fiecdrei frecvente ii corespunde o formad de vibratie numitd mod
normal sau propriu de vibratie.

Sisteme continue simple pot fi considerate barele, grinzile, placile etc. Barele pot
efectua vibratii longitudinale (axiale), vibratii de rasucire si vibratii transversale (de
incovoiere).

In cazul general, aceste vibratii sunt cuplate, frecventele proprii si deplasarile pe
diferite directii conditionandu-se reciproc.

In continuare vom trata cateva cazuri particulare de bare, pentru care cele trei tipuri
de vibratii sunt decuplate.

1. Vibratiile longitudinale ale barelor drepte

Sa considerdm o bara prismaticad de sectiune A si lungime 1, In vibratie longitudinala,
din care se detaseaza un element de lungime dx (figura).

aN
Asupra acestui element lucreaza eforturile din cele doua sectiuni: N si N+ —dx

¥

forta de inertie dFsio forta excitatoare distribuita, FO(X,t)dX.
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s > |
)
\\x H"*ﬁ
- = h-l-d:{ " FD(E:-t)dE

Conditia ca elementul de bard sd fie in echilibru dinamic este datd de ecuatia de
proiectie pe directia axei barei:

oN
N+—dx—N+F,(xt)dx =dF Se imparte prin dx §i rezulta:
X

N Foxny=9F M
OX dx
dF

In continuare, se exprima efortul N si forta de inertie pe unitatea de lungime —— 1in
)

functie de deplasarea longitudinald u(x,t):

N=Aoc=AEe=A E'a—u unde ¢= 5_U (alungire relativa)
OX OX

dF o’u

= (A1 o)

dx (J ot’
masa acaer,—af[ia

Relatiile de mai sus se inlocuiesc in rel.(1) si rezultd ecuatia diferentiald a vibratiilor
longitudinale pe directia x:

LR =Ap Sl

A E-

u(x,t) trebuie sa respecte conditiile initiale si conditiile la limita.
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ux,0)=1x) % Lr;: =g(x)

Conditiile la limitd se deduc din modul de prindere al barei la capete:

a) pentru bara libera la ambele capete:

f=0 = NO0H-0 NOH=AEM_o =M _g
OX OX |,

=1 = Nip=0  NOn=AEM_0 =M
OX OX |,

b) pentru bari fixati la ambele capete: u(0.0) = 0 st u(lt) =0

e Pulsatii proprii si moduri proprii de vibratii la vibratii longitudinale

Pentru determinarea pulsatiilor proprii si a functiilor proprii se rezolvd ecuatia
vibratiilor libere, considerand Fy(x,t) = 0.

5- &' &' E é'u &’u
Rezulta: AE L pzf‘L : _ = _ (2)
. ot P

[

]
—

()

q!
OX 0

Solutia ecuatiei diferentiale se cautd de forma:

u(x.t) = X(x).T(f) in care: T(t) = Bsin(ot + 06)

X(x)= Csinax + Dcos ax

Daca se inlocuieste u(x,t), in ecuatia diferentiala (2), se obtine:
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OX (X)
OX
oT ()
ot

=a-C-cosaX—a-D-sinax

=w-B-cos(at +6)

E B: sin(wt + 0)- [—az- (C-sinax+ D-cos ax)] =
P> () o ’

v
2
0°X

>

= [—B- o’ sin(wt + (9):|-(C- sinaX+ D-cosaX)

'
Rl X (x)
8t2

D

B, _
Rezulta: — ™ = @ - O =
Jo,

ms

Constantele B si 0 se determina din conditiile initiale, iar constantele C si D se
determina din conditiile la limita. Exista o infinitate de pulsatii proprii ®, si deci o
infinitate de moduri proprii de vibratie, a caror ecuatie are forma:

RO ® .
u, (x.f) = B,(C,sm % X+D, cos % X)sin(om_ t+0_)
| |

\JI P \J E

Solutia generala a ecuatiei diferentiale, pentru conditii initiale oarecare, se obtine
suprapunand toate modurile de vibratie:

- .o ® .
u(x.t) = > B, (C,sin I% X +D_cos I,% xX)sin(®_t+86_)
n=1 | [~

\p \p

Aplicatii:
1. Sa se determine pulsatiile proprii ale vibratiilor longitudinale libere ale unei bare
drepte de sectiune constanta, avand capetele libere .

Ecuatia vibratiilor libere este: E 5'211 5'2 u
p ox° ot
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cu solutia de forma:
ux.t) = X(x).T(t) in care: T(t) = Bsin(wt + 6)

X(x)= Csin ox + Dcos ux
Pentru determinarea acestor pulsatii trebuie determinate constantele C si D din
conditiile la limita.

Conditiile la limita sunt:

cu . Cu dX . dX
—x=0=0 51 —|:1=0 = s=0=0 81 — |xo= 0
X [5). dx
dX .
Dar = a(Ccos oX - Dsin ox)
dx
Pentru:x=0 = C=0
x=1 = oDsinal=0 = | =n-7,adica (3,::11_Tr
1

Rezulta: X, (x) = Dcos%

Se considera constanta B=1 (egala cu amplitudinea maxima realizata de bara)
Pulsatia proprie a, . pentru care vibratia liberd are forma data de functia X,(x).
este:
,"E nn (E
Q= Uy [—=—.— n=1.2....
\p 1 YVp
Miscarea vibratorie in care deplasarea este de forma:

nmw . _ .
ux.t)= D, cnsT sin(eo,t + 6n) | se numeste mod propriu de vibratie.

2. Sa se determine ecuatia pulsatiilor proprii a vibratiilor longitudinale ale unei bare
de sectiune constantd A si lungime 1, Incastrata la un capdt si avand o masa
concentrata m la capatul liber (figura).

EA.p

11

ANANNAN
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ux.t) = X(x).T(t) in care: T(t) = Bsin(wt + 6)

X(x)= Csinax + Dcos ax

Conditiile la limita sunt: x=0 = u0,t)=0 = D=0
ou o’u
x=1 = EA— -m-—
OX |, ot”|
N forta de inertie
Se scrie:

u(x.t) = X(x).T(t) m care: T(t) = Bsin(emt + 8)

X(x)= Csm ox

E- A a-C-cosal -B-sin(wt + @) =m-C-sinal- B- @’ sin(wt + 0)
% -

OX

61:2

. E-A«a cosal
E-A-a-cosal=m-o*sinal = &=

m sinal

Am obtinut ecuatia pulsatiilor proprii, o ecuatie transcendentd, care se rezolva
numeric.

2. Vibratiile torsionale ale barelor drepte
In cazul vibratiilor torsionale, ale unei bare drepte, ecuatiile de miscare sunt similare

cu cele obtinute la vibratiile longitudinale ale barelor drepte si se pot scrie direct
facand corespondenta:

©<——u i : ) .
GI,«— EA du_  Jdu . 09 00

A_E' - - ;'L‘L - 4+—> (:II - _J = (3)
I «— pA ) : ot ? ox’ ot
M;«<—— N
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Ecuatia vibratiilor libere de rasucire (torsiune) ale barelor drepte, de sectiune circulard, este
rel.(3).

Admite solutii de forma : | @(X.t) =X(X) T(t) | cu

T(t) = B-sin(wt + 0); X(X)=C-sinaXx+ D-cosax
Similar cu vibratiile longitudinala la care: @ = @-, /'g, la vibratiile torsionale

rezulta : & = -

Aplicatie

Sa se determine pulsatiile proprii ale vibratiilor de rasucire, ale unei bare de sectiune
circulara, cu diametrul d si de lungime 1, avand capatul din stinga incastrat, iar cel
din dreapta liber.

Stiu ca :

op(x.t) = X(x) T(t)

Ty s ] C.;p

e -

AR RN

T(t) = B-sin(wt + 0); X(X)=C-sinaXx+ D-cosax

x=0 =p0,t)=0 = X(0)=0 =D=0

x=I = M/(,t)=0 :>G-Ip-a—¢ =0
axx:l
a-C-cosal —a-D-sinal =0 :>a-|=%:>a:2ﬂ|
. .
Dar
r |G,
Rezulta: =
2-1 J
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3. Vibratiile transversale ale barelor drepte

Sa consideram bara din figura urmatoare, la care am notat cu x axa barei, cu y
directia de miscare (sageata) si cu z axa neutra a sectiunii. Ecuatia fibrei medii, din
cursul de rezistenta materialelor, are forma :

dy_ M(x)

dx* ElL

e
SRR

L

-
%

unde M(x) este momentul Tncovoietor in sectiunea x, iar EI, reprezinta rigiditatea la
incovoiere a barei.

Daca se deriveaza ecuatia fibrei medii de doud ori 1n raport cu x si utilizand relatiile
diferentiale intre eforturi se obtine:

dM(x )
(%) =T(x) ; X): 1
dx dx dx EI,

unde p(x) este sarcina distribuitd pe unitatea de lungime a grinzii.

dT(x) _p(x): d'y(x) _ p(x)

Observatii:
+ Se noteaza cu y(x,t) deplasarile grinzii fatd de pozitia de echilibru static,
efectuate in timpul vibratiilor transversale (dependenta de pozitia punctului
material si de timp)
+ Sarcina distribuita p(x) este formata din:
2 2
fortele de inertie pe unitatea de lungime: | A: L o s th/ = A p- aatzl
1

fortele perturbatoare p,(x,t), distribuite pe unitatea de lungime a barei

':f.\:.n
ct

'l;"lr
Astfel, incdrcarea grinzii este datd de: p(x)=- pA > T po(x.t)

Grinda fiind in echilibru dinamic, trebuie sa satisfaca ecuatia:

d* 1 &%y
V(X 1) |=——| —pA—5+p,(X.1)
dK4 [ ] EIZ 8’[" a
o'y 4 PA o'y _ P, (x.t) Ecuatia diferentiala a
x* EI a2 EI vibratiei transversale
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Forma ecuatiei de miscare este stabilitd cu neglijarea efectelor rotirii $i lunecarii
sectiunii.

Functia y(x,t) trebuie sa satisfaca atat conditiile initiale cat si conditiile la limita
determinate de modul de rezemare.

@}r

Conditii initiale : t=0 = y(x.0)=1f(x) 51 = | =0 = &(X)
ot

Conditii la limita uzuale :

a) Incastrare rigidd la X =X,
e sdgeata este nula:  y(X,.H)=0

-

X=X0 :U

e rotirea este nula;

b) reazem simplu rigid la X = X,:
e sageata este nula V(X 1) =0

x=x0 —0

ey
e momentul M(X,.t) este nul: —
X

c) capat liber la x = X,

)

3 il
o forta taietoare T(xo.t) este nula: — 3;
[5)4

5%y

e momentul M(x,.t) este nul: 4
ax r.A

[}

e Pulsatii proprii, functii proprii la vibratii transversale

1. In cazul vibratiilor libere, fortele perturbatoare po(X,t) = 0 si ecuatia vibratiilor

transversale devine:

P
=

PA ¢
cx* EI &t

Z

(=] 'l._‘::

Aceasti ecuatie are o solutie de forma : Y(X,1) =Y (X)- T(t) cu:

Y(x) = Cysin ox + Cyeos ax + Cstg ax + C4 ctg 0X
T(t) = B:sin(wt + 0)

Constantele Cq, C,, C3, C4 se determind din conditiile la limitd. Constanta B se
determina din conditiile initiale.
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0" <A
Rezultd, prin rezolvarea ecuatiei, 5 zl =w-Y (X) Il[E)—l —4))
X .

z

2. Dacd m,, este o pulsatie proprie, atunci forma deformata a grinzii, care vibreaza

armonic cu pulsatia @, este datd de functia proprie Y,(X), care determind modul
propriu de vibratie de ordinul n si este:

Vo = By Yu(X)sin(o, t+ 06,)

Constantele B, si 0, se determina din conditiile initiale.
Miscarea barei in caz general este datd de o functie obtinutd prin suprapunerea
modurilor proprii de vibratie:

y(x.t)=>_ B, Y, (x)sin(o,t+86,)
n=1

Metode aproximative pentru studiul vibratiilor sistemelor continue

=>» Rezolvarea problemelor de vibratii la sistemele continue, prin metoda clasica, este
de multe ori laborioasa, mai ales atunci cand sistemele elastice sunt complicate.

=>» Pentru determinarea pulsatiilor proprii si a functiilor proprii, au fost dezvoltate o
serie de metode aproximative bazate pe principii energetice, sau pe rezolvarea
aproximativa a ecuatiilor de miscare.

=>Cele mai utilizate metode sunt: metoda Rayleigh si metoda Ritz, care este o
perfectionare a primei metode.

1. Metoda Rayleigh
Metoda Rayleigh este utilizata pentru determinarea aproximativa a frecventei proprii
fundamentale. In cazul vibratiilor libere, dupd un mod propriu de vibratii, la sistemele

conservative, energia totala a sistemelor se conserva in timpul miscarii si deci energia
cinetica maxima este egald cu energia potentiala maxima:

Emec = Ec + E, =const. => E ;. = Ejax

Pentru calculul energiilor cinetice si potentiale ale barelor drepte, se folosesc
urmatoarele relatii, din cursul de rezistenta materialelor:
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= Dbara dreapta in vibratie libera longitudinala:

E, = E A(x)f J
Eo=2 A(ﬂ;) 1—de

» Dbara dreapta in vibratie libera de rasucire:

21,00, (

J (‘i)!

* bara dreaptd in vibratie transversala:

E _Ejl (X )( jz dx
_Bi (8tj X

Legea de miscare este o functie de forma: Y(X,1) =Y (X)-sin(awt + 0)

Rezulta:

— jl (X )( Yj -dx |-sin’*(wt +6);

J

o
~
Ep max

E - {p.Ta)z~jA(X)-Y2(X)-dx:|-COSZ(a)t +6)

J/

(-
'
Ec max

Rezulta raportul lui Rayleigh, din conditia ca: E¢max = Epmax
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2

Y -dx

EI'()

p-jA(x)-Yz(x)-dx

Deci, W =

Intrucat functia Y(x) este necunoscuti, se alege o functie aproximativi care
trebuie sa satisfaca conditiile la limitd ale barei. Ca functie aproximativd se poate
considera functia care dd deformatia barei datorita greutatii proprii.

Metoda Rayleigh este o metoda cu care se obtine o aproximatie in plus.
Metoda poate fi aplicata in cazul general al barelor de sectiune variabila, la care aria
sectiunii A si momentul de inertie I sunt functie de x.

Aplicatie.

Sa se calculeze frecventa proprie fundamentala a unei bare incastrate la un capat si
libera la capatul opus.

Ecuatia care da deformatia staticd a barei consold, sub o sarcind uniform distribuitd
este:

Y:};(x —4.xX°1+6-x"-1%)
3

Energia potentialé maxima este:
2v \? 1 2
- —7 j g Y -dx = Ez' -j(;o“) (12x* —24x1 +121*)"- dx
0 o\ I

Energia cineticd maxima este:

C max

.| . |
:ﬂ-jA-Yz-dx:a)z-pA-j Yo (X =41+ 6x°17)” - dx
2 0 2 o\ 31

Egaland cele doud energii rezultd: o, =—5— |

2. Metoda Ritz
Metoda Ritz este o metodd aproximativa care reprezintd o perfectionare a metodei

Rayleigh si este utilizata atat pentru calculul pulsatiilor proprii fundamentale cat si
pentru calculul pulsatiilor proprii ale modurilor superioare de vibratie.
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Specific metodei Ritz este alegerea functiei Y (X) sub forma:

Y(X)=a,9,(x)+a,0,(X)+....+a_0_(X)

unde @1(X), @2(X),... @,(X) sunt functii de x care satisfac, fiecare in parte, conditiile

la limita ale problemei si care permit determinarea functiei Y(X) cit mai apropiata de
functia reala.

In cazul metodei Rayleigh valoarea aproximativa a pulsatiei proprii fundamentale
este superioara valorii reale. Plecand de la aceastd constatare, Ritz a propus
determinarea coeficientilor ay, a,,.....a2, din conditia ca pulsatia proprie sa fie
minima, ceea ce inseamna ca:

ow’(a,.a,,....a,)

- =0 pentrui=12....n
0Oa,

Se obtine astfel un sistem algebric omogen cu necunoscutele a;, a,,.....a,

Pentru ca sistemul s admita solutii diferite de solutia banald trebuie ca determinantul
sistemului sa fie nul.

Dezvoltand acest determinant, obtinem ecuatia pulsatiilor proprii.

Alegandu-se functia Y(X) dintr-un numar de termeni, rezulta pulsatiile proprii pentru
un acelasi numar de moduri proprii de vibratie.

Si 1n cazul metodei Ritz se determind pulsatiile proprii cu aproximatie in plus.
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4+ VIBRATII NELINIARE

=> In general, modelul matematic atasat unei probleme fizice reale conduce la o
reprezentare matematica foarte complicatd. Primul pas care se face in rezolvarea
modelului este liniarizarea sistemului. Pentru foarte multe situatii intalnite in practica,
ipotezele teoriei liniare sunt justificate, rezultatele teoretice fiind In suficienta
concordantd cu cele experimentale.

=1n multe cazuri, analiza liniard este insuficientd pentru descrierea adecvati a
comportdrii sistemelor fizice, aceastd insuficienta derivand din existenta in sistemul
fizic considerat a unor neliniaritdti, suficient de puternice, pentru a provoca
modificarea calitativd a raspunsului sistemului fizic fatd de rdspunsul modelului
liniar. In asemenea cazuri este necesard considerarea in modelul matematic si a
neliniaritatilor respective, ceea ce introduce dificultati uneori considerabile, in
rezolvarea problemelor.

=>» Caracteristic pentru teoria vibratiilor mecanice neliniare este varietatea mare de
neliniaritati posibile intr-un sistem elastic, fiecare conducand la alt tip de ecuatie de
miscare. Putine din aceste ecuatii se pot rezolva exact.

=>Pentru cea mai mare parte a problemelor neliniare nu se pot determina solutii
generale, ci doar solutii particulare, corespunzatoare numai unor anumite conditii
initiale.

=»Existd metode aproximative de rezolvare care sunt valabile pentru anumite tipuri
de ecuatii, implicand in acelasi timp utilizarea unor elemente matematice complexe si
dificile.

De aceea vom prezenta doar unele aspecte introductive ale teoriei vibratiilor
neliniare, pentru sisteme cu un grad de libertate.

1. NELINIARITATI iN SISTEME ELASTICE

Neliniaritdtile 1n sistemele elastice pot fi determinate de:

a) Caracteristica elastica neliniara a elementului elastic;

b) Amortizarea neliniara ;

c) Caracteristicile mecanice variabile in timp ale elementelor sistemului.

a)Neliniaritati datorate caracteristicii elastice neliniare

Caracteristica elasticd neliniard a elementului elastic poate fi datoratd unor
neliniaritati fizice sau geometrice.

=>Elementele elastice din cauciuc, fontd, cupru, pot avea curba caracteristica
neliniard progresiva (rigida) (fig.a) sau descrescatoare (moale) (fig. ¢).

=>»La arcul elicoidal simplu, apare o abatere de la curba caracteristica liniara (fig. b),
in cazul unor sageti mari, cand spirele Tncep sa se atinga, sau atunci cind spirele
incep sa-si piarda proprietatile elastice initiale.
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Un sistem elastic care are curba
caracteristicdA moale sau rigida,
poate fi analizat pe baza unei
ecuatii diferentiale neliniare de
forma:

m¥ +k( x+p'x’) =0

Semnul plus se refera la
caracteristica rigida, iar semnul
minus la caracteristica moale.

Neliniaritdtile geometrice sunt datorate in general particularitdtilor constructive ale
sistemelor elastice si sunt puse in evidenta in cazul deformatiilor mari.

=>»Cele mai simple sisteme elastice neliniare, care au neliniaritati geometrice, sunt
sistemele cu joc si sistemele cu forte de prestrdangere.

=>»Un element elastic neliniar este si arcul conic (fig.), a carui caracteristica ramane
liniard pana cand primele doua spire vin in contact. Deoarece contactul dintre spire
nu se realizeaza simultan pentru toate spirele, ca la arcul cilindric, elementul rdimane
deformabil si dupa ce spirele vin in contact, dar caracteristica in ansamblu nu mai
este liniara.

EF Py

Ao

=>1n cazul sistemului cu joc prezentat in figura urmitoare, masa m se poate deplasa
fara frecare pe un plan orizontal, fiind legata de suportul fix prin arcurile cu constanta
k;. Daca masa depaseste in miscarea sa punctele x; si x;, la forta elastica dezvoltata
de arcul k; se adund forta elasticd dezvoltata de arcurile k,, rigiditatea sistemului
modificandu-se. Sistemul ramane liniar atit timp cat conditiile initiale asigurd o
migcare libera intre punctele x; si x5 si devine neliniar la amplitudini 0x, ale miscarii,
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mai mari decat valoarea jocului. In acest caz miscarea nu mai este armonicd in
ansamblul ei, iar perioada miscarii este functie de amplitudine.

7 . ;
.
1 Kk ky [
! -
AN k, Penana
AN — ;
*- -
5 W
-
&

In general, caracteristicile elastice neliniare sunt date de o functie F(x).
=>»Ecuatia miscarii libere a unui sistem cu caracteristica elastica neliniara F(x) se

poate pune sub forma generala:

m¥ + F(x) =0

b) Neliniaritati datorate amortizarii neliniare

Amortizarea liniara este caracterizata de aparitia in sistem a unei forte rezistente,
proportionala cu viteza de deplasare §i opusd acesteia ca semn:

G=—cx
Uneori ipoteza liniaritatii fortelor de frecare nu este satisfacatoare si pentru a descrie

analitic fenomenele fizice, amortizarea trebuie prezentatd ca o functie neliniarda de
amplitudinea miscarii x si de viteza ei x.
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In ecuatia de miscare apare un termen de forma:

G(x. %) = hy(x)+h;(x). X +hy(x). % *. ..

Daca:
1. X G(x, x) > () = forta rezistenti se opune miscirii, rezistenta se numeste
pozitiva.

2. X G(x, x) <0 = forta creatd de miscare este dirijatd in sensul vitezei si

intretine miscarea, rezistenta se numeste negativa, iar vibratiile se numesc
autoexcitate sau autointretinute.

Vibratiile autoexcitate apar la prelucrarea prin aschiere si pot fi studiate cu ajutorul

modelului format dintr-o masa, care se deplaseaza sub actiunea fortei elastice, fortei
de frecare si a fortei de inertie, pe o curea care are viteza constanta.

%_/\/\k/\/_ m ./Frecare uscata
)

-«

Gix, 3

44— vV =const,

Sistemul prezintd o neliniaritate care depinde de frecarea uscata dintre masa m si
cureaua aflatd Tn miscare cu viteza v = const. Ecuatia de miscare a masei m este de
forma:

mx+G(x. 1 )+kx=0

In cursul unei oscilatii, pentru amplitudini sub o anumiti valoare, apar amortizari
negative. Cat timp lucreaza fortele de frecare negative, in sistem se introduce energie,
iar amplitudinea vibratiei creste pand cand aceste forte devin pozitive si incep sa
franeze miscarea.

=>in cazul general, ecuatia de miscare, pentru vibratiile sistemelor elastice cu
amortizare neliniara, va fi de forma:

mX +G(x. X HF(X) =Fy(t)

¢) Neliniaritati datorate caracteristicilor mecanice variabile in timp

>in sistemele liniare si neliniare considerate panid acum, masa in miscare si
rigiditatea elementelor deformabile nu depind explicit de timp. In cazul sistemelor
neliniare, considerate pana acum, rigiditatea si amortizarea se modificau in timp, dar
variatia lor in timp era functie amplitudinea miscarii x si de viteza ei x.
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=>»Exista, 1nsa, sisteme mecanice in care fie caracteristicile inertiale (masa, momentul
de inertie masic), fie caracteristicile elastice sunt functii periodice de timp
independente de amplitudine sau viteza miscarii vibratorii.

Aplicatie (la benzile transportoare) - in cazul unui arbore elastic, cu sectiunea
necirculard, aflat in migcare de rotatie (figura), pozitia axelor principale de inertie se
modifica periodic fata de directia vibratiilor transversale.

o0 0 J;}? *}'
X 1] z o 7
_E_'_' «E—H+ %% Bl fﬁ;/ -
1 ]
3
bH 7 _hb
I =— iy
¥ S 12

=>Daca se noteaza cu o viteza de rotatie, momentul de inertie I, al sectiunii fata de
axa z perpendiculara pe directia miscarii vibratorii y, se modificd periodic cu pulsatia
20.

=>In mod corespunzitor se modifica si rigiditatea arborelui:

k =k, + Ak-cos2wt
astfel ca ecuatia vibratiilor de Incovoiere, excitate pe directia y de fortele de inertie
neechilibrate /|- SIn @? , devine:

m¥y +(k,+ Ak cos 2ot )y = F, sinot

=>» Variatia in timp a caracteristicilor inertiale, deci a coeficientului acceleratiei, nu
schimba calitativ forma ecuatiei, deoarece, prin impartirea intregii ecuatii cu un
coeficient, aceasta se pune sub forma:

¥ +k(t)y=F,(t)

Ecuatia este similard cu cea obtinutd pentru sistemele cu caracteristici elastice
variabile in timp.
Vibratiile descrise de aceastd ecuatie se numesc vibratii parametrice.

2. FENOMENE CARACTERISTICE VIBRATIILOR NELINIARE

1) Vibratiile neliniare sunt neizocrone: perioada T a miscarii vibratorii libere depinde
de amplitudine. Pentru sistemele fara amortizari, cu caracteristica elastica moale,
perioada creste cu cresterea amplitudinii, iar pentru cele cu caracteristicd tare,
perioada scade cu cresterea amplitudinii.
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2) Curbele de raspuns, pentru vibratiile fortate ale sistemelor neliniare, au o forma
asemanatoare cu cele ale sistemelor liniare, dar sunt inclinate spre dreapta sau stanga,
dupa cum caracteristica sistemului este moale sau rigida .

3) Stabilitatea miscarii

Din punct de vedere fizic, un sistem elastic este static stabil daca printr-o deplasare
mica din pozitia de echilibru se creeaza forte care il aduc la starea initiala.

Sistemul este dinamic stabil dacd amplitudinea miscdrii sale in jurul pozitiei de
echilibru ramane limitata. Stabilitatea dinamicd implicda intotdeauna stabilitatea
statica, reciproca nefiind adevarata.

=>» Un sistem cu caracteristica liniara are curba de raspuns ca in fig. urmatoare:

x |}

o

] (D]
(!)0

caracteristica liniara

=>» Sistemele elastice neliniare, excitate armonic, pot avea migcari periodice instabile,
a caror instabilitate se manifestd nu prin cresterea continud in timp a amplitudinii, ci
prin modificarea brusca a parametrilor miscarii, la 0 mica perturbare a sistemului,
fard ca parametrii excitatiei sa se modifice.

Acesta este fenomenul de “salt”, a carui explicatie se gaseste in forma particulara a
curbelor de raspuns amplitudine - frecventa ale sistemelor neliniare.

D |

X

()] w

caracteristica moale caracteristica rigida

=>Dacd vom considera un sistem cu caracteristica rigida (varful corespunzator
rezonantei este inclinat spre dreapta-fig.b), atunci cand pulsatia fortei perturbatoare
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creste continuu, amplitudinea vibratiei creste pana in punctul A (punctul din care se
poate duce o tangenta verticala la curba caracteristica).

In continuare o mica crestere a pulsatiei, face ca sistemul si vibreze cu amplitudine
mica (punctul B). Saltul nu este instantaneu, ci are loc dupa cateva cicluri de
vibratie, pentru a se stabili o vibratie stationarad la noua amplitudine.

=>Exista o portiune a curbei de raspuns (linia intrerupta), care nu poate fi obtinuta
printr-o alegere corespunzatoare a pulsatiei excitatiei.

Pentru anumite valori ale lui o, teoretic, exista trei amplitudini posibile ale vibratiei,
in realitate putandu-se obtine doar amplitudinea superioara si cea inferioara.

=>1n diagrama de rispuns, este definiti zona de instabilitate ca locul geometric al
punctelor de tangenta al tangentelor verticale la curba de raspuns (figura).

Qo

Zona de instabilitate

4) Daca asupra unui sistem liniar cu amortizare lucreazd o fortd perturbatoare
sinusoidald de pulsatie ®, raspunsul acestuia, dupd amortizarea vibratiei libere, este o
miscare armonica avand aceeasi pulsatie o ca si excitatia.

Intr-un sistem neliniar, apar intotdeauna si vibratii cu pulsatii no (n > 1),
multipli intregi ai pulsatiei excitatiei, numite supraarmonice , iar in conditii speciale,
vibratii cu submultiplii ai pulsatiei excitatiei (n = 1/2, 1/3,....... ), numite
subarmonice.
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4+ VIBRATII AUTOEXCITATE

= In cazul vibratiilor fortate analizate, vibratia este intretinuti de o fortd
perturbatoare care existd independent de miscare, forta fiind exterioara sistemului. In
acest caz forta perturbatoare actioneaza chiar si atunci cand miscarea este oprita.
=>Existd sisteme mecanice care vibreaza datoritd unor cauze interne, fortele
perturbatoare fiind determinate de miscarea vibratorie. Amplitudinea vibratiei creste
in acest caz, In timp, pana cand este limitata de un efect neliniar, vibratia numindu-se
autoexcitatd sau autointretinuta.

=>Exemple de vibratii autointretinute: vibratia sculelor aschietoare in timpul
prelucrarii prin aschiere, datoritd fortelor de frecare; vibratiile liniilor electrice, a
cosurilor de fum, a podurilor suspendate sub actiunea vantului, datorita aparitiei
vartejurilor alternante Benard-Karman, care produc o forta alternanta, vibratiile corzii
de vioara, sub actiunea arcusului, vibratiile cretei cand este tinutd perpendicular pe
tabla, vibratiile arborilor, datorita fortelor de frecare din punctul de contact dintre fus
si cuzinet, in cazul unei lubrifieri insuficiente, pompajul ventilatoarelor, vibratiile
axiale ale turbinelor etc.

=>» Caracteristicile vibratiilor autoexcitate sunt:

e la vibratiile autoexcitate, forta periodica care intretine miscarea este creatda sau
determinatd de miscarea insdsi, atunci cand miscarea inceteaza, forta
perturbatoare dispare;

e producerea vibratiilor autoexcitate este legatd in mod direct de stabilitatea
pozitiei de echilibru a sistemului.

Cea mai importantd problema practica, privind analiza sistemelor autoexcitate este
determinarea conditiilor in care acestea sunt stabile, conditii numite si criterii de
stabilitate. Din cauza efectelor neliniare, calculul frecventelor si a amplitudinilor
stationare finale este Tn general mult mai dificil.

Stabilitatea miscarii sistemelor neliniare

Sa consideram cazul vibratiei libere amortizate a sistemului liniar cu un grad de
libertate definita de ecuatia diferentiala:

ks m¥ cx Ecuatia diferentiala a miscarii masei m este:
mX+cx+kx=0 /m
T T T .. c. k
X+—X+—x=0
m m
m c
Se noteaza: — = 2a. - factorul de amortizare:
# m
4 — k 2 . .. ..
I LCJ — = @, - patratul pulsatie1 proprii.
m
A

Cursl0_ VM 1



i+2-a-x+m -x=0

—2-05J_r\/4-052—4~a)02
2

Rezulta: 1" +2-a -7+ @, =0=r, =

Dacid ¢ < ¢ = 2+/km radacinile ecuatiei caracteristice sunt complex conjugate:

f 7

1-1_2 = —CL i _\l":'la—-'l —(:I:}DE = — i iB cn: B — '\\I'II(,DOL _{IE
Solutia ecuatie1 diferentiale este de forma:
x =e (A cospt+ Bsinpt)

=>» Dacéd ¢ > 0, atunci relatia de mai sus reprezintd o oscilatie cu amplitudine
descrescdtoare, ca in fig. urmatoare:

M

=>» Daca ¢ < 0, primul factor are exponent pozitiv si sistemul initial in repaus va
oscila cu o amplitudine care va creste continuu, datorita sursei de energie interne, ca
in fig. (este o miscare instabild)

-
i]{ —

La un sistem elastic pot sa apara si efecte neliniare care limiteaza amplitudinea.
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Ecuatia diferentiala care defineste miscarea unui sistem neliniar cu amortizare
negativa la amplitudini mici, respectiv cu amortizare pozitiva puternica la amplitudini
mari are forma:

m-)'c'+(—c+a-x2)-k-x:0

Conditia fundamentala de stabilitate a unui sistem este ca raddcinile ecuatiei
caracteristice sa aiba partile reale negative, producdnd astfel amplitudini
descrescatoare.

Existenta radacinilor cu parte reald negativa, care indicd o functionare stabila, poate fi
determinatd prin mai multe metode prezentate in literatura: criteriul de stabilitate
Routh-Hurwitz, criteriul de stabilitate Nyquist etc.

Criteriul de stabilitate Routh-Hurwitz

Criteriul coeficientilor, stabilit de Routh si Hurwitz, este un criteriu algebric de
evaluare a stabilitattii sistemelor fara rezolvarea ecuatiei lor caracteristice.

Fie ecuatia caracteristica a unui sistem liniar :

P(s)=a,-s"+a, -s"" +...+a-s+a,=0

1n care toti coeficientii sunt constanti si diferiti de zero.

Cu coeficientii polinomului caracteristic se construieste un determinant de ordin n,
egal cu gradul polinomului, numit determinant Hurwitz. O conditie necesara si
suficienta pentru ca sistemul (a carui ecuatie caracteristica este cunoscuta) sa fie
stabil, este ca toti determinantii minori principali, inclusiv determinantul Hurwitz sa

fie strict pozitivi.
Determinantul Hurwitz (rel.9) se construieste astfel :

-pe diagonala principala se trec coeficientii polinomului caracteristic P(s) scris in

ordinea descrescatoare a puterilor lui s, incepand cu a,,.; ;
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-pe fiecare coloana, sub diagonala principala, se trec coeficientii termenilor de grad
superior, iar deasupra diagonalei principale se trec coeficientii termenilor de grad

inferior ;

- dupa epuizarea coeficientilor, locurile ramase libere se completeaza cu zerouri.

a ., a,, a s 0O 0 O
a, a,, a,, 0O 0 O
O a, a,, .. 0 0 O
A, =
0 0 0 a, a, 0
0 0 0 a, a 0
0 0 0 a, a, a,

Aceasta inseamna ca :

a
a a
n—1 n-3 _
A=a, _ >0;4,= >0 . A,=|a, a,, a,4/>0.A 50
a

+ VIBRATII ALEATOARE

=>» Vibratiile mecanice ale sistemelor pot avea un caracter aleator, atunci cand
excitatia sistemului este aleatoare. Sunt aleatoare, de exemplu, vibratiile provocate in
autovehicole de catre denivelarile intamplatoare ale drumului, vibratiile aeronavelor,
vibratiile generate in rulmenti de microasperitatile cailor de rulare si impuritati etc.

=> In aceste cazuri, atat excitatia cat si raspunsul (miscarea vibratorie) sunt procese
aleatoare. In cazul vibratiilor aleatoare miscarea este ciclicd fara a se repeta in timp.
=>» Pentru caracterizarea vibratiilor aleatoare sunt utilizate o serie de marimi
probabilistice.
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Pentru a descrie miscarea trebuie sa o inregistram intr-un timp infinit de mare, ceea
ce e aproape imposibil.

Se considera n realizari finite ale unei vibratii aleatoare x;(t),....x,(t).

+ Se poate defini amplitudinea vibratiei aleatoare, la un moment dat t;, ca o
variabila aleatoare x(t), caracterizatd de ansamblul statistic al valorilor ei, la
momentul t;, in toate realizdrile posibile ale procesului aleator (conform figurii de

mai sus):

X(t) = {x:(t) : X(t) ;..o Xa(t) ) pentru: n—s =

+ Valoarea medie a variabilei aleatoare x(t;) este definita de relatia:
n

1
m(t,)=lim—>x (t,)
B kel

4+ Functia de autocorelatie defineste masura in care procesul aleator rimane
asemanator cu el insusi in timp, si este definita de relatia:

1 n
LP(JH ,T) = sz_;,xklﬁl)'}{k (t1 +1)

4+ Procesul aleatoriu stationar este definit daca valoarea medie si functia de

autocorelatie nu depind de momentul t; ales:
m(t;)) =...=m(ty) =m

w(t,1) =... = w(typt)=...=w(T)
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Pentru o realizare x,(t) a unui proces aleatoriu stationar de duratd T se defineste
valoarea medie si functia de autocorelatie a realizarii cu relatiile:

I

k= | lim — J X, (t)dt
T—=x T T
2

il
Ve T

X, (D)x, (t+ 1)dt

ta | "

+ Procesul aleatoriu stationar se numeste ergodic daca valoarea medie si functia
de autocorelatie, definite pentru o realizare k, nu depind de realizarea aleasd. Un
proces aleator ergodic poate fi caracterizat printr-o singura realizare.

Procesele aleatoare pot fi reprezentate in domeniul frecventelor cu ajutorul
transformatei Fourier a functiei de autocorelatie

4 SOCURI ST MISCARI TRANZITORII

Socul simplu poate fi definit ca un proces in care sistemul mecanic primeste o
cantitate de energie cinetica intr-un timp scurt, comparativ cu perioada proprie de
vibratie a acestuia.

In cazul miscarilor tranzitorii (cunoscute ca socuri complexe), procesul de
transfer al energiei poate avea o durata echivalentd cu cateva perioade proprii de
oscilatie. In general, atat miscirile sub forma de soc, cit si cele tranzitorii, au energia
distribuitda continuu, pe toatd gama de frecvente, de la 0 la infinit. Si la astfel de
migcari, o descriere extrem de utild a fenomenului se realizeazd prin folosirea
transformatei Fourier.

Socul poate fi reprezentat ca o excitatie realizata printr-o fortd f(t) cu duratd de
actiune T foarte scurtd, definita astfel:

fit)=0 pentru t=[0.T]
fit)=0 pentru te(-=0,0) AT,=0)

functia f(t), neperiodica, da forma de unda a socului.

Continutul in frecvente al socului este caracterizat de spectrul densitatii de amplitudine al
functiei f(t), numit spectrul de pulsatii al socului.

Acesta se obtine prin reprezentarea graficd a modulului transformatei Fourier, care are
expresia:
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F[f(t)]= |

x
-

T

f(t)e ™ dt =[ f(t)e ™ dt =F(w)
o

Ordonatele | F(m) | se numesc componente spectrale.

Exemplu pentru un impuls dreptunghiular:

Fiam)

A i
l o
A
— |~:|.j1
- . . :
L 1T 2/T 3Tt
wnpuls )
dreptunghiular spectral de pulsati

Desi energia socului este distribuitd pe toate componentele spectrale, se poate
considera ca, practic, ea este distribuita pe componentele de pulsatie joasa.

+ CARACTERISTICILE FIZICE ALE ZGOMOTULUI

=>» Vibratia acustica reprezinta miscarea particulelor unui mediu elastic de o parte si
de alta a unei pozitii de echilibru.

=> Sunetul este o vibratie acusticd capabild sa produca o senzatie auditiva. Senzatia
auditivd este provocatd de vibratiile care au frecvente cuprinse intre 16Hz si
20000Hz, domeniu care delimiteaza grupul vibratiilor sonore sau acustice.

=>» Dupa felul vibratiilor care le produc, sunetele pot fi impartite in:
o Tonul muzical — este un sunet produs de o singura vibratie sinusoidala;
o Sunetul muzical — este produs de o vibratie periodicd mai complexa, formata
prin suprapunerea mai multor tonuri muzicale;
o Zgomotul — este un sunet de duratd mare, determinat de vibratii care nu sunt
periodice. Din punct de vedere fiziologic, zgomotul se considerd a fi orice
sunet suparator.

=> Definitii:
o Undele acustice sunt rezultatul perturbarii starii stationare a mediului gazos
intr-un punct al spatiului.
o Campul acustic reprezintd o zond a unui mediu elastic, care se gaseste in stare
de vibratie si in care se propaga undele acustice.
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o Campul acustic liber este orice camp acustic care nu este limitat de o suprafata.
o Jiteza sunetului (c) reprezintd viteza cu care se propaga in spatiu perturbatia
produsa de radiatia unei surse sonore. Viteza sunetului depinde de elasticitatea de
volum a mediului si de densitatea acestuia. Viteza de propagare a sunetului este
mai mare in solide decat in lichide si respectiv gaze.

o [Lungimea de unda (A ) este distanta dintre doud puncte succesive, in care au
loc concomitent comprimari sau dilatari.

ﬂ,:ﬁ:c'T,
S

unde ¢ este viteza de deplasare a undei, iar f este frecventa acesteia, T este timpul
unui ciclu complet descris de presiunea acustica.
e Presiunea acustica (p) reprezintd valoarea medie efectiva a variatiei de
presiune, intr-un punct dat al mediului. Presiunea acustici se masoara in Pa(N/m?).
Utilizarea unei scari liniare pentru exprimarea presiunii acustice este dificild, atat
datorita domeniului dinamic foarte mare a valorii presiunii pe care o poarte percepe si
analiza urechea umana, cat si datoritd raspunsului neliniar, logaritmic, al urechii la
stimulii exteriori.
De aceea, practic, se utilizeaza nivelul de presiune acustica dat de relatia:

)

L=10logX=201g 2

pl:l p{l
marimea obtinutd fiind exprimata in decibeli (dB).
Valoarea de referintd p, = 20 pPa reprezinta limita de audibilitate pentru un sunet cu
frecventa de 1kHz.
o [ntensitatea acustica (1) reprezintd fluxul de energie acusticd care strabate
unitatea de suprafatd, perpendiculara pe directia de propagarea a sunetului, in
unitatea de timp.
Intrucat, intensitatea acustici variazi in limite foarte largi, se utilizeaza frecvent
marimea logaritmica, nivelul de intensitate acustica, definit prin relatia:

L - 101g1i[d31

-
-

W

Pentru sunete care se propaga in aer: Iu =10

-

m

unde I este intensitatea acustica masuratd, iar I, este valoarea de referinta.
e Puterea acustica (P) reprezintd energia acustica totald radiatd de o sursad acustica in
unitatea de timp. Puterea acustica se calculeaza cu relatia:

P=§I,ds{W]
5

unde I, este intensitatea acusticd, iar n este directia normal la elementul de suprafata
dS. Nivelul de putere acustica este dat de relatia:
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P
Ly = lﬂlgP—[ElB] .unde P_=10-2[W].

o Reflexia undelor sonore

Atat timp cat In calea undelor sonore nu este interpus nici un obstacol, sunetul se

propaga numai prin unde progresive.

Daca undele intalnesc un obstacol, realizat
dintr-un alt mediu, obstacol prin care
undele pot trece integral, partial sau deloc
(fig.), atunci la suprafata de separare a celor
doud medii se produce fie o reflexie a
undelor, o refractie sau ambele
concomitent. In cazul reflexiei totale,
intreaga energie acustica se reflecta, iar in
cazul refractiei totale, intreaga energie
acustica incidenta trece in al doilea mediu.
Daca cele doua fenomene se produc
simultan, o parte a energiei se reflecta (I,),
iar o alta parte (I;) se propaga in cel de-al
doilea mediu.

Cursl0_ VM

Mediul 1F Medul 2

I] It
—_— —_—
—

P1€ P2€2
o~



o Atenuarea sunetului in aer liber este cauzatd pe de o parte de o imprastiere a
energiei prin divergentd sferica si pe de altd parte de o absorbtie a energiei in
mediu. Pe masurd ce departarea de o sursd sonora nedirectionatd creste, energia
transportatd de unde se distribuie pe suprafata unei sfere din ce in ce mai mare.

e Reverberatia reprezintd persistenta sau prelungirea sunetului intr-o incapere,
dupi incetarea emisiei sursei sonore. In practici, se considerd ci sunetul s-a
atenuat integral daca nivelul de presiune acusticd a scazut cu 60dB. Timpul
necesar producerii acestei atenudri a nivelului de presiune acustica se numeste
durata de reverberatie (T) si se exprimd in secunde. Durata de reverberatie este
independenta de puterea sursei sonore, dar depinde de dimensiunile geometrice ale
incdperii si de absorbtia acusticd din incdpere, fiind cu atdt mai mare cu cat
volumul incdperii este mai mare si cu cat absorbtia corespunzatoare este mai mica.

+ ECHIPAMENTE DE MASURA A ZGOMOTULUI

Sonometrul

Sonometrul este cel mai simplu aparat portabil pentru masurarea zgomotului.
Aparatul masoard efectiv nivelul de presiune acustica exprimat in dB. Sonometrul
este un aparat care raspunde semnalului sonor aproximativ in acelasi mod ca urechea
umana si care permite determinari de nivel de zgomot obiective si reproductibile.
Semnalul sonor este convertit intr-un semnal electric identic prin intermediul unui
microfon de 1naltd calitate. Cele mai bune microfoane din punct de vedere al preciziei
sunt cele de tip condensator.
Semnalul sonor fiind de nivel scazut, trebuie amplificat Tnainte de a putea fi citit pe
ecranul instrumentului. Dupa primul amplificator, semnalul trebuie s fie trecut prin
reteaua circuitelor de ponderare sau printr-un filtru de octava sau de o treime de
octava, care poate fi conectat din exteriorul aparatului.
Octava este diferenta care separd doud frecvente ale sunetului, dintre care una este
dublul celeilalte.

Analizorul de frecventa

Analizorul este un aparat care permite masurarea spectrului zgomotului, adica
a distributiei presiunii acustice in functie de frecventa.
In principiu, analizorul de frecventa este constituit dintr-un amplificator de intrare, o
serie de retele corectoare, o sectiune de amplificare selectiva si un amplificator de
iesire.
Analizorul de frecventi tip 2107 (BRUEL si KJAER) este un amplificator selectiv
continuu in domeniul de frecventd 20 Hz — 20 KHz impartit in 6 domenii. Filtrul este
constant proportional cu largimea benzii care este reglabila de la 6 la 20%. Are
incorporate circuite de ponderare A, B si C care pot fi inserate in serie cu filtrul
permitand analiza de frecventa a semnalelor de tarie sonora egala.
Scala instrumentului este etalonatd in dB, V si % pentru operarea coeficientului de
adsorbtie la materialele fonoabsorbante.
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