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1.1

Echilibrul corpurilor



Echilibrul corpurilor

Ecuatii de echilibru

Faptul ca un corp solid se afla in echilibru static (adicd nu se miscd) sub actiunea
sarcinilor lui exterioare se exprima matematic prin conditiile de egalitate cu zero a
rezultantelor fortelor si momentelor care il incarca.

In acest sens, prima serie de conditii de echilibru se scrie pentru proiectiile fortelor care
actioneaza asupra corpului; pe fiecare dintre pe axele sistemului de coordonate oarecare
(Oxyz), acestea trebuie sa dea suma nula:

X0 S0 37,0
i=1 i=1 i=1

Vor fi, prin urmare, trei astfel de ecuatii, In cazul general, “spatial”, respectiv doua —
pentru solicitarile care produc efecte intr-un singur plan (probleme plane).

Apoi, suma momentelor produse de incarcarile aplicate piesei, fata de fiecare dintre axele
de coordonate duse printr-un punct arbitrar O, trebuie sa fie zero:

D Mo (F)=0 D Mg, (F)=0 > Mg, (F)=0
i=1 i=1 i=1



Echilibrul corpurilor

Ecuatii de echilibru

Se scriu astfel inca trei ecuatii — intr-o problema in spatiu, respectiv doar una (in raport cu
axa perpendiculara pe planul fortelor, singura fata de care acele forte pot sa produca
momente) — in cazul plan.

Rezulta ca starea de echilibru static a unui corp se exprima prin sase ecuatii, in
problemele 1n spatiu, respectiv prin trei ecuatii — la solicitarile intr-un plan. Acestea se
numesc ecuatii de echilibru si sunt folosite la calculul reactiunilor, forte si momente
aplicate de reazeme asupra corpului propus a fi studiat.

Calculul reactiunilor este prima etapa in rezolvarea problemelor de rezistenta
materialelor, iar dupa gasirea lor devine total cunoscuta incarcarea exterioara
a unui corp; problemele in care numarul N al reactiunilor necunoscute este
egal cu numarul E de ecuatii de echilibru ce pot fi scrise (N = E) sunt
probleme static determinate; pe de alta parte, acele probleme in care numarul
N este mai mare decat E se numesc static nedeterminate, iar numarul n = N-
E reprezinta gradul nedeterminarii problemei.



Echilibrul corpurilor

Ecuatii de echilibru

In conformitate cu definitia momentului unei forte fatd de o axi, in problemele
in care toate incarcarile isi produc efectele intr-un singur plan ecuatia de
echilibru pentru momente se va calcula, in realitate, fatd de un punct P din
planul fortelor de solicitare; daca acest plan include axele x si y ale sistemului,
atunci se poate Scrie ca:

> Mg, (F)=2>_ My (F)=0
i=1 i=1

Se poate admite ca problemele de calcul de la solicitarile mecanice simple sunt
de obicei plane, incat pentru acestea se vor scrie trei ecuatii de echilibru:
proiectiile de forte pe axele planului, plus ecuatia de momente fata de axa
perpendiculara pe plan.



Echilibrul corpurilor

Reazeme si reactiuni

Corpurile care preiau diverse incarcari mecanice trebuic si pastreze pe timpul
functionarii o pozitie bine stabilitad, in ansamblul din care fac parte, adica sa le fie
impiedicate deplasarile nedorite.

Atunci cand rezultanta Ry a unui sistem de forfe care actioneaza asupra unui corp este
diferita de zero, acel corp va efectua o deplasare prin translatie, pe directia si in sensul
rezultantei respective; pentru a se impiedica aceasta miscare (adica a se fixa corpul),
este nevoie de o forta R, egala si opusa lui Ru.

In mod similar, daca exista si este nenul momentul M; al unei rezultante ca mai sus, fata
de un punct sau de o axa oarecare, atunci corpul se va roti, in raport cu reperul
considerat, conform cu sensul lui My; pentru evitarea acestei miscari trebuie actionat
asupra corpului cu un moment M, egal si opus lui Mz,

Sarcinile R si M sunt numite reactiuni, si rezultd din rezemarea corpului, adica din

eqe v,

(gradele de libertate).



Echilibrul corpurilor

Reazeme si reactiuni

in rezolvarea problemelor de rezistenta
materialelor se lucreaza cu trei tipuri de
reazeme:

a) Reazemul simplu — are rolul sa impiedice
miscarea de franslatie a corpului pe directia
axei reazemului, in punctul de sprijin, astfel
ca introduce o singura reactiune, de tip forta,
pe directia respectiva.
b)Reazemul articulat (articulatia) — trebuie
sd impiedice orice translatie a corpului, in
punctul de sprijin; un corp poate transla, in
plan, pe doud, iar in spatiu pe trei directii,
incat articulatia va introduce reactiuni de tip

a)
bV (y) v (Y)
b)
\R\r Y=R sina
ocf N
s

H=R cosa

o v d)
3; M § Mt;
H M




Echilibrul corpurilor

Reazeme si reactiuni

forta actionand pe doud sau pe trei directii (perpendiculare intre ele), dupa cum
problema este plana sau spatiala.

c) Reazemul incastrat (incastrarea) — reprezinta reazemul generalizat, intrucat
fixeaza corpul in totalitate (adica ii preia toate gradele de libertate) in punctul
de sprijin, astfel incat introduce in acel punct sase reactiuni (trei de tip forta,
trei de tip moment, dirijate pe axele de coordonate) — in cazul spatial, dar trei
(doua forte si un moment) — in plan.

Atentie: Reactiunile care nu sunt egale cu zero intr-o incastrare vor fi, in
exclusivitate, de felul solicitarii exterioare aplicate piesei! Ca atare, intr-o bara
supusd numai la incovoiere nu existd moment de rasucire in incastrare, pe
cand intr-o bard solicitatd numai la rasucire — reactiunea de tip moment
incovoietor si cele de tip forta vor fi nule!



Echilibrul corpurilor

Calculul rezultantelor incarcarilor distribuite

Este vorba despre sarcini care nu isi epuizeaza efectele intr-un singur punct; mai frecvent
apar 1n practica forfe distribuite, incat explicatiile se vor referi la acestea, calculul
rezultantelor unor momente distribuite fiind bazat pe principii similare.

Se poate intelege cd in cazul fortelor
distribuite se parcurge o etapa de calcul in
plus, cu privire la momentul lor global
fatd de un punct (sau o axa), ceea ce va
face necesard o discutie speciala.

Se imagineaza o forta distribuitd dupa o
anumitd functie q(x), pe distanta (b-a),

orientatd perpendicular pe axa barei dF = q(x) dx
drepte pe care 0 incarca. < X

. . X

In continuare se propune si se calculeze < i >‘

forta rezultanta a acestel 1incarcari,
respectiv momentul ei rezultant in raport cu punctul arbitrar P de pe bara (adica fata de
axa dusa prin P, perpendiculara pe planul fortei).

10



Echilibrul corpurilor

Calculul fortei rezultante a unei incarcari distribuite

Daca se pune in evidenta forta elementara dF a distributiei, reprezentand suma fortelor Q
care actioneaza pe distanta infinit mica dx de pe bara, valoarea acesteia se va scrie sub
forma:

dF = q(x) dx.

in consecintd, forta rezultantd a intregii incirciri distribuite se va calcula ca suma
(integrala) tuturor componentelor q(x) de pe distanta (b-a), incat rezulta ca:

b b
RIAC)] = | dF = [ q(x) dx

Cunoscand functia de distributie si primitiva ei, marimea (Sau expresia) rezultantei se
poate stabili imediat, din aceasta relatic. Folosind insa interpretarea geometrica a
integralelor liniare, se obtine o regula simpla pentru acest calcul:

Rezultanta oricarei forte distribuite este numeric egala cu aria suprafetei
prin care se reprezinta incarcarea distribuita respectiva!

11



Echilibrul corpurilor

Calculul fortei rezultante a unei incarcari distribuite

Pentru incarcari date de figuri geometrice elementare, calculul integralei de mai sus va fi
deci evitat, prin simpla determinare a ariei geometrice a incarcarii; punctul unde
actioneazd rezultanta va fi centrul de greutate G al suprafetei ce reprezintd incarcarea,
este important de observat ca in calculele obisnuite conteaza doar coordonata X a acestui
centru, masurata pe axa barei.

Trebuie spus ca majoritatea calculelor din problemele de rezistenta materialelor (si in
general din ingineria mecanica) sunt efectuate sub forma literala, inlocuirea simbolurilor
cu datele numerice facandu-se doar in relatiile finale de calcul; acest mod de lucru
pastreaza un grad mare de generalitate in analiza problemelor si mentine legatura, pe
parcursul rezolvarii, cu fenomenele fizice la care se refera aplicatia considerata.

Este utila si observatia ca intensitatea fortelor distribuite se exprima prin numere inmultite
cu simbolul g — cu unitatea de masura [N/m], iar distantele prin numere inmultite, de
obicei, cu a sau L, masurate in [m]; rezultanta unei forfe distribuite se va exprima in
functie de simbolul g-a, avand ca unitate de masura [N]; in plus, o0 marime notata prin
factorul ga inmultit cu un numar (intreg sau fractionar) va reprezenta, in principiu, o
forta concentrata.

12



Echilibrul corpurilor
Calculul momentului rezultant al unei forte distribuite

Momentul rezultant al unei forte distribuite, in raport cu un punct arbitrar P,
care este continut in planul problemei (a se revedea figura de la inceputul
acestui paragraf), se calculeaza — in mod riguros — folosind relatia generala, de

forma urmatoare:
b

b b
R[Mp{a()}] = [ Mp{dF} = [dF (xp %) = [q(x) (x —x) dx

a

Pe de alta parte este cunoscutd, din mecanica, teorema care arata ca rezultanta
unui sistem de momente elementare este egala cu momentul, calculat fata de
reperul considerat (in acest caz, punctul P), al rezultantei fortelor q(x) care
produc acele momente elementare, de unde rezulta ca:

R[Me {a()}] = Mp{Rla()]} = R[a()]- (xp —x¢)

13



Echilibrul corpurilor
Calculul momentului rezultant al unei forte distribuite

Se poate Intelege ca aceastd varianta de lucru simplifica mult calculele, atunci

cand coordonata Xg este usor de stabilit pentru incarcarea concreta.

Unitatea simbolicda de masura a momentelor rezultante va fi, in calculele
literale, de forma g-a%, masuratd in [Nm], incat orice mirime identificatd prin
factorul ga? inmultit cu un numir (intreg sau fractionar) va reprezenta, de
regulé, un moment concentrat.

Atentie: Rezultantele-moment ale fortelor distribuite reprezinta in calcule
momente concentrate, conform regulilor de mai sus! Acestea vor fi incluse in
sumele de momente fata de axele z din diferite puncte ale planului problemei,
alaturi de marimile momentelor concentrate exterioare si de momentele

produse de fortele concentrate, care sunt prezente in acel plan.

14



Echilibrul corpurilor

APLICATII: Calculul reactiunilor in probleme static determinate

1. Pentru o bard articulata in
capatul din stanga (punctul 1) si
simplu rezemata in 2, cele trei
reactiuni sunt Hy, V1 s1 V. Se cer
valorile lor, daca solicitarea
exterioara include o forta
verticala (3F), una orizontald
(5F) si una oblica (2F), inclinata
la unghiul o fata de axa barei.

2Fsino. | 2
i 1 M4 1F

A

*Vz

<a>|<2a

5F
—

S-a explicat ca este preferabila rezolvarea literala a problemelor, astfel incat toate calculele
vor include fortele exprimate in functie de parametrul (arbitrar, dar fixat) F.

Rezolvare

Se alege punctul 1 ca reper la scrierea ecuatiei de echilibru pentru momente, iar cele trei

ecuatii de echilibru ale problemei se vor scrie dupa cum urmeaza:

15



Echilibrul corpurilor

Aplicatia 1
e n )
Z;XFO H, + 5F—2Fcosa = 0
i=
n
1Y, =0 < 1V, +V, = 3F+2Fsina
i=1
n
> My, (F)=0 |V, -6a—3F-5a—(2Fsina)-3a = 0
L i=1

Acest sistem, de 3 ecuatii cu 3 necunoscute conduce la urmatoarele rezultate:
H,=2Fcosa—-5F; V, :gF+Fsin a; V,+V,=3F+2Fsin a

Se observa ca a fost utilizata cea mai directa cale de rezolvare — stabilirea valorilor celor 3
reactiuni pe baza celor trei ecuatii de echilibru globale. Aparent, aceste valori nu pot fi
verificate, printr-un calcul auxiliar.

Totusi, echilibrul momentelor se poate analiza in raport cu orice punct din planul
desenului, incat reactiunea Vi poate fi calculata separat, scriind ecuatia fata de un punct

16



Echilibrul corpurilor

Aplicatia 1
diferit de cel initial; pentru aceasta este preferat cel de-al doilea reazem al barei, pentru ca
reactiunea deja calculata sa nu apara in noua ecuatie.

Atentie: Cele doud ecuatii de momente nu sunt independente intre ele, adica ecuatiile de
echilibru semnificative raman in numar de trei; este vorba doar despre scrierea uneia
dintre ecuatii sub doua forme; o ecuatie de echilibru ramane astfel neutilizata (XY = 0) si
devine relatie de verificare a valorilor calculate ale reactiunilor, mentinandu-se astfel
controlul asupra rezolvarii corecte a problemei.

In cazul de fata, ecuatia de momente fati de axa z din punctul 2 este:

n
D My (F)=0: V,;-6a—(2Fsina)-3a—3F-a=0
i=1

Cea de-a doua reactiune verticala se obtine: V1 =F/2 + Fsina

Suma celor doua reactiuni este (3F + 2F sina), adica valorile sunt corecte, intrucat cea de-
a treia dintre ecuatiile scrise initial este transformata intr-o identitate.

Reactiunile din bara considerata au, asadar, urmatoarele valori:

Hi=F(-5+2cosa); Vi=F(1/2+sina);  V2=F (52 +sina)
17



Echilibrul corpurilor
APLICATII: Calculul reactiunilor in probleme static determinate

2. Bara alaturata este incarcata numai cu [\ [\5Mt
A\

momente de rasucire concentrate, adica
vectori de tip moment care au directia

axel barei; rezultd ca, dintre cele sase L 52 3a

reactiuni posibile in reazemul incastrat,
doar cea de tip moment de rasucire (M) va fi semnificativa; oricare alta nu
are o solicitare oponenta pe bara, deci va fi nulal

Observatii

¢ Momentele de rasucire concentrate rotesc sectiunile in care actioneaza, in plane
transversale ale barei; se reprezintd conventional prin arce de cerc (cu sageti) “turtite”,
spre a le deosebi de momentele care rotesc in alte plane decat cele transversale.
¢ In calcule literale, toate momentele se exprima in functie de un parametru (arbitrar, dar
fixat), care in cazul de fatd este notat prin M.
18



Echilibrul corpurilor

Rezolvare
Se poate scrie o singura ecuatie de echilibru:
n
(ZMJ =0 <& M_+12M,-5M,=0
i=1 (0x)

Probleme e static determinatd (cu o singurd necunoscuta), incat se obtine imediat ca:

Mu = —7 My

¢ Dupa cum s-a observat si mai sus, 1n scrierea ecuatiilor de echilibru nu este necesar sa
fie adoptate conventii de semne, fiind vorba despre sume de termeni care sunt egale cu
zero; aceste ecuatii pot fi oricand Inmultite cu numarul (—1), schimband astfel semnele
tuturor termenilor. In principiu, primul termen al ecuatiei se considera pozitiv, iar ceilalti
termeni vor capata semne prin comparatie cu primul.
¢ Sensurile reactiunilor se aleg initial arbitrar, fara vreo implicatic speciala asupra
calculelor; cele care actioneaza, in realitate, in sens contrar celui de pe desen, rezulta din
calcule cu semnul (-) (ca aici), ceea ce nu prezinta inconveniente pentru etapele
ulterioare ale rezolvarii problemelor.

19



Echilibrul corpurilor

APLICATII: Calculul reactiunilor in probleme static determinate

3. Bara alaturata se sprijind pe un reazem simplu (2) si o articulatie (1) si poarta o forta

verticala F = 5ga, un moment M
= 4qga®, o fortd distribuitd
uniform, de intensitate q, pe
lungimea 4a si o forta distribuita
liniar, pe lungimea 3a, avand
valoarea intensitatii maxime 2.

Pe desen s-au reprezentat si
abscisele centrelor de greutate ale

incarcarilor distribuite, care vor fi
utile pentru calculele de mai jos.

Observatii

2q

*‘XIN

a2

D
M=

—

F= 5qal
!

!

tretett

4qa’

24

' Xgo=24a

¢ Momentul M produce rotire, in jurul directiei sale, in planul desenului (adica o solicitare
de incovoiere in jurul axei z din punctul sau de aplicare), incat se reprezinta printr-un arc de
cerc (cu sageata de sens) “real” (nedeformat).

20



Echilibrul corpurilor

Aplicatia 3

¢ Prezenta fortelor distribuite implica (in rezolvarile literale) exprimarea solicitarilor in
functie de parametrii g si a; trebuie remarcat faptul ca acest fel de exprimare este posibil in
orice caz concret de solicitare, facandu-se raportul intre marimile fortelor si momentelor
concentrate de pe bard si valorile marimilor [qa], respectiv [qa?], exprimate numeric, in
functie de datele problemei abordate.

Exemplu: Se presupune ca pentru problema considerata se cunosc valorile a=0,2m si
g=20kN/m, iar sarcinile concentrate sunt M=3,2kNm si F=20kN; produsele de mai sus vor fi
qa=4kN si qa?=0,8kNm. Rezulti ci M =4qga®? si F=5qa; este evident ci aceste rapoarte
Se pot calcula in orice problema, iar eventualele valori fractionare ale lor nu vor perturba
calculul ulterior.

Rezolvare

Pe bard apar trei reactiuni de tip fortd, notate Hi, V1 si Va, iar cele trei ecuatii de echilibru ce
pot fi scrise fac problema static determinata. Pe de alta parte, echilibrul fortelor pe directia
orizontala se scrie simplu H;=0, deci in problema raman doua necunoscute, dar si numai
doua ecuatii de echilibru semnificative.

21



Echilibrul corpurilor

Aplicatia 3

Echilibrul pe verticald al fortelor (finand seama ca rezultanta unei forte distribuite este
egala numeric cu aria geometrica a incarcarii) Se Scrie:
2q-3a
2

V, — —50a -V, +q-4a=0

Dupa reducerea termenilor asemenea, se obtine ca:  V1—V2 = 40a

La fel ca mai sus, se prefera calculul independent al reactiunilor, din echilibrul
momentelor fatd de reazeme (la care se tine seama de pozitiile centrelor de greutate ale
incarcarilor distribuite, deci ale rezultantelor de tip forta ale acestora):

- _ , 20-3a
;M(H)(Fi):o. (q-4a)(9a—-2a)—-V, -6a—(50a)-5a—40ga —T-Za:O

4 20-3a
D M, (F)=0: V1-6a——q2 -(6a—2a) +4qa? — (5qa) -a—(q-4a) (3a—2a) = 0
i=1

Scrierea ecuatiilor se incepe de la un capat al barei, studiind efectul fiecarei incarcari, ca

moment fata de reperul ales, in parcurgerea barei catre celalalt capat al ei.
22



Echilibrul corpurilor

Aplicatia 3
Rezultat: Dupa reducerea termenilor asemenea in ecuatiile de mai sus se ajunge la valorile:
V:=(17/6)ga V,=(-7/6)ga

Verificare: Vi-V; = (24/6) ga = 4ga  ceea ce confirma ecuatia de forte verticale de mai
sus, adica valorile obtinute sunt corecte!

Concluzii (cu privire la barele drepte, static determinate, cu incarcari care
produc efecte numai in planul problemei)

e Daca nu apar pe bara forte exterioare de directie diferita de verticala, atunci
reactiunea orizontald din articulatie este nula!

e Fortele distribuite care actioneazad de o parte si de alta fatd de un reazem pot
fi luate 1n calcul ca si cum ar fi divizate in doua forte distincte (folosind ariile si
centrele de greutate ale figurilor geometrice respective), dar cel mai simplu si
mai expeditiv este ca in calcule sa se considere efectul lor global!

23



Echilibrul corpurilor

APLICATII: Calculul reactiunilor in probleme static determinate

4. Bara alaturata are axa cotita, avand doua
segmente verticale, de lungimi a si 3a si unul <
orizontal 5a, prinse rigid in noduri; capatul 1

4a

\ i

V YVYVY

este articulat, iar 2 — simplu rezemat, vertical. \ ) A
. . ’ a M.\

Sarcinile exterioare sunt urmatoarele: . 3a
- un moment concentrat M=3ga?, de sens H; X02—2€j <
antiorar; Vl? E X 1
- 0 forta distribuita uniform, de intensitate q, % 5
pe lungimea 4a; q

V,

- 0 forta distribuita liniar, pe lungimea 3a,
cu valorile extreme 0 si 2.

Se poate observa ca incarcarile acestei constructii sunt similare celor din problema
anterioard, astfel incat calculele vor fi diferite numai pentru ca axa barei nu pastreaza o
aceeasi directie, pe toata lungimea ei!

24



Echilibrul corpurilor

Aplicatia 4
Echilibrul fortelor pe cele doua directii ale planului se scrie astfel:

3" X, =0: H,= 2432

> Y,=0:V,+V,=4qa

Cele doua reactiuni verticale se calculeaza independent, scriind echilibrul momentelor fata
de cele doua reazeme, astfel:

29-3a 2
(ZM) =0:V,-58a-——(2a—-a)+ 3ga” — (40a)-2a =0
i/z) 2
(Xm,)
Rezultat: Dupa reducerea termenilor asemenea (inlocuind pe H; cu 3qga), se ajunge la

valorile reactiunilor: V3 =(12/5)ga V,=(8/5)ga H;=3qa
Verificare V3 +V,;=(20/5) ga=4qga

adica rezolvarea a fost corecta, intrucat a fost confirmata cea de-a doua ecuatie initiala de
echilibru.

, 2(0-3a
0y =00 Vi-BaE H,-2a-(4da) (5a - 2a)-3ga” - —— (3a - 22)=0

25



1.2

Trasarea diagramelor la
solicitarile axiale



Diagrame la solicitarile axiale

Definirea diagramelor de eforturi

Evolutia solicitarii mecanice in /ungul unei bare se studiaza analizand variatia
eforturilor sectionale N(x), singurul tip de efort interior din barele solicitate axial.

Atentie: Functiile eforturilor se definesc pe intervale (regiuni) de pe lungimea
barelor, in care expresiile lor nu se schimba. Definirea (anterioara a) eforturilor
sectionale a aratat ca modificarea expresiilor acestora este determinata de
schimbarea repartitiei incarcarilor, de o parte sau alta a sectiunii de calcul, incat
granitele dintre regiuni vor fi punctele unde se aplica incarcari concentrate,
respectiv punctele de inceput si de sfarsit ale sarcinilor distribuite.

Graficul functiei N(X) se numeste diagrama de efort axial; principalul ei scop
este indicarea valorilor efortului in sectiunile barei; etapele de lucru din aplicatia
urmatoare se vor regasi la trasarea celorlalte tipuri de diagrame de eforturi.

27



Diagrame la solicitarile axiale

Aplicatil
1. Sa se traseze diagrama de eforturi pentru bara din figura alaturata.

Construirea diagramelor incepe X

cu analiza solicitarilor bareli, X,

dupa regulile prezentate X1
anterior. 3

Bara de fata, de lungime L=11a, H @d] _9F | 11F oF
incastrata in stanga si libera in
rest (bara in consola), este
incarcata numai cu forte
concentrate de directie axiala. 3a_, oa 3a

Singurul tip de efort este axial, in L 5F
: - 2 3F @
reazem apare o  singurd  N(x) @] ] X
reactiune nenula — forta H si 0 @
singurd ecuatie de echilibru €
semnificativd (problema este
deci static determinatd) — cu referire la proiectiile fortelor pe axa longitudinala a barei:

H=5F-11F+9F < H=3F

A

A
vV V VY

A
A
A
A 4
A
A

Y 6F
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Diagrame la solicitarile axiale

Aplicatia 1

Studiul efortului axial se face pe trei regiuni ale barei, delimitate de punctele in care se
aplica fortele concentrate exterioare; sectiunile de calcul se marcheaza prin distanta lor X;
fata de un reper, convenabil ales, din planul desenului.

Pe schita de mai sus sunt indicate doua variante posibile (cele mai utilizate) ale acestei
marcari a distantelor de sectionare:

® CU aceeasi origine a coordonatei x (de exemplu plasatd intr-un capat al barei) pentru
toate regiunile — cotarea din partea de sus a figurii;

e Ccu origine proprie fiecarei regiuni (preferata a se afla la capatul regiunii anterioare celei
de calcul) — cotarea din partea de jos, cu linii punctate.

Spre deosebire de calculul matematic, in rezistenta materialelor sensul de parcurgere a
barei (sensul axei x de pe diferite regiuni) nu are importanta, intrucat semnificatia
fenomenelor analizate nu se schimba daca sensul de parcurs este catre stanga. Axa
marcatd pe diagramele de eforturi este asadar simbolica, amintind ca se studiaza variatia
solicitarilor pe lungimea barei.
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Diagrame la solicitarile axiale

Aplicatia 1

Pe de alta parte, trebuie remarcat ca modul cum se alege originea lui X pe o anumita
regiune se reflecta in lungimea acelei regiuni; astfel, a doua zona de pe bara propusa este
data de intervalul [3a; 8a], pentru originea lui x> asezata in capatul din dreapta al bareli,
dar va fi reprezentata ca un interval [0; 5a] — daca originea se plaseaza in capatul din
stanga al primei regiuni (varianta de cotare din partea de jos).

La stabilirea expresiilor (foarte simple) ale efortului axial de pe regiunile barei studiate, se
tine seama de definitia discutata a lui N(x), dar si de conventia de semne adoptata (sunt
pozitive fortele care supun la tractiune sectiunea de calcul).

Se obtin urmatoarele rezultate (daca regiunile se scriu cu originea lui X in capatul barei):

Pentru x1 € (0; 3a)
e daca se urmaresc fortele situate in partea dreapta fata de sectiune  N(x3) = 5F = ct.
e dacd se sumeaza fortele din stinga N(x;) =H —9F + 11F = 5F = ct.

Conform definitiei eforturilor, cele doua variante de calcul duc la acelasi rezultat, dar in
aplicatii se va alege, evident, varianta pentru care calculele sunt mai simple.

30



Diagrame la solicitarile axiale

Aplicatia 1
Pentru X, € (3a; 8a) N(x2) = 5F — 11F = —6F = ct.
Pentru X3 € (8a; 11a) N(x3) =5F — 11F + 9F = 3F = ct.

Efortul axial este deci constant, pe fiecare interval de definitie, iar diagrama de eforturi se
prezinta ca in figura de pe prima pagind; se remarca cele patru puncte de discontinuitate
(“salturi”) de la granitele regiunilor. Posibilitatea aparitiei acestor discontinuitai impune
prezentarea intervalelor de definitie ca deschise (prin paranteze rotunde).

Concluzii asupra trasarii diagramelor de eforturi axiale:

1.Daca asupra barei nu actioneaza incarcari distribuite, atunci efortul este
constant pe lungimea fiecarei regiuni.

2.1n punctele unde se aplica forte concentrate apar salturi in diagrama, care
coincid ca marime si sens cu fortele respective; de exemplu, la granifa dintre
primele doud regiuni apare un salt, de la +5F la -6F, avand deci marimea de
11F si sensul negativ, asa cum este (dupa conventia facuta) forta concentrata
din acel punct al barei.
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Diagrame la solicitarile axiale

Aplicatil

2. Se considera o bara in consola,
cu douad tronsoane de dimensiuni
diferite si solicitatd prin doua forte
concentrate, de directie axiala.

Asa cum s-a explicat anterior,
toate calculele privitoare la
diagrame se fac literal, urmand
ca date numerice sa fie folosite la
exemplificarea calculului  de
rezistenta.

Se recomandad a se urmari treptat
explicatiile  privind  trasarea
diagramelor, neglijand faptul ca
diagramele sunt deja prezentate,
in partea de jos a figurii.

< X3 > < X2 > < Xl >
®2d ®3d
—}
H 12F TF
< 4a e 2a e 3a R
(@[
[} 1 X
N(X) £ ! .
: @ v 5F
714
®l
c(X) >
[F/A] @

5/4
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Diagrame la solicitarile axiale

Aplicatia 2

Rezolvare

Punctele de aplicare a fortelor delimiteaza pe bara doua zone, dar saltul de sectiune de la
interfatd duce la aparitia unei a treia. Se masoara variabila X de la capatul din dreapta al
regiunilor, ca in figura.

Bara este solicitata doar axial, incat in incastrare exista Un singur tip de reactiune, forta H,
lar singura ecuatie de echilibru semnificativa se scrie astfel:

H+ 12F - 7F =0 de unde rezulta = _5F.

Semnul minus al rezultatului obtinut arata ca reactiunea calculatd are, in realitate, semn
contrar fortei 12F.

Se stabilesc parametrii solicitarii, pe regiuni, asa cum se arata in continuare.
Pentru  x,€(0; 3a) efortul axial este N(X1) = 7F = ct.

: - : n(3d)?  md?
Aria sectiunii transversale se scrie A(Xy)= 2 - 9 2
nd?

Se prefera a se simplifica scrierea, prin notatia A = , de unde rezulta A(x;) = 9A.
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Diagrame la solicitarile axiale

Aplicatia 2

Tensiunile de pe prima regiune vor avea marimea:

Se observa cum valorile celor trei marimi fizice calculate mai sus au fost exprimate in
functic de anumiti parametri literali, ceea ce va permite (inclusiv) compararea valorilor
acestora de pe regiuni diferite ale barei.

Pentru a doua regiune, cu Xx,e(0; 2a) se obtine ca:

— _ n(2d)? nd? B ZE
N(x2) =7F =ct.  A(x,)= 2 =4 4 =4A co(X,) = A
In fine, pentru  x3<(0; 4a) valorile sunt:
5F
N(x3) = 7F — 12F = -5F = ct. A(X3) =4 A o(X3) = A
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Diagrame la solicitarile axiale

Aplicatia 2

Particularitdti ale diagramei de eforturi axiale N(x)
e Pe bara se diferentiaza doua zone — una in care solicitarea este de intindere, sub forta
7F, pe cand in cealalta este de comprimare, cu forta interioara SF.
e Graficul prezinta trei puncte de discontinuitate (numite salturi, asa cum a fost explicat
anterior — indicate aici prin sageti punctate); dupad cum este normal, acestea coincid ca
punct de aparitie, marime si Sens cu fortele concentrate exterioare care actioneaza pe bara
analizata.
e In conformitate cu aceste reguli, saltul care apare in dreptul reazemului incastrat
confirma valoarea reactiunii H, precum si sensul ei, acelasi cu al fortei 7F din capatul
liber al barei.

Se observa ca in astfel de probleme reactiunea se poate stabili direct, din diagrama de
efort, fara a mai scrie ecuatia de echilibru, deci facand rezolvarea mai rapida; mai trebuie
spus ca simpla cunoastere a efortului din sectiunile transversale ale barei nu e suficienta
pentru a se evidentia solicitarea maxima din piesa; aceasta depinde si de aria sectiunilor
pe care se aplica efortul, adica de valoarea tensiunilor din bara.
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Diagrame la solicitarile axiale

Aplicatia 2

Diagrama tensiunilor normale o(x)

e Acest grafic contine trei zone, care coincid cu regiunile barei; punctele de discontinuitate
sunt determinate de modificarea valorilor N(x) si A(x), deci salturile nu au o semnificatie

fizica!

e Felul cum variazd intensitatea solicitarii Se poate observa perfect pe aceasta diagrama;

sectiunea periculoasa (unde bara se poate distruge, daca parametrii ei sau ai incarcarilor sunt
alesi incorect) poate fi oricare dintre sectiunile transversale de pe regiunea de mijloc a barei,

de lungime 2a.

e Prin urmare, conditia de rezistenta a barei se va scrie astfel:

7 F 7 F 7F
CTefmax(x): G(Xz) :ZX:ZTCCIZ = td?2 = O,
4

Este interesant de subliniat ca 1n aceastd relatiec nu apare parametrul a, deci calculele de

rezistenta nu sunt influentate de lungimea barei.
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Diagrame la solicitarile axiale
Aplicatia 2

Pe de alta parte, in legdtura cu zona de pe bara solicitata la compresiune, se pot
intalni doua situatii de calcul:

a) Materialul barei ar putea fi caracterizat prin valori diferite ale rezistentei
admisibile la intindere (oa tract) Si la compresiune (ca comp), asa cum este cazul
pentru celemai multe materiale cu comportare mecanica de tip fragil; in astfel
de situatii se va scrie inca 0 data condifia de rezistentd, pentru compararea
valorii absolute a tensiunii maxime de compresiune din bara (in acest caz, cea
de pe regiunea x1) cu rezistenta admisibild corespunzatoare (Ga comp).

b)Materialul ar putea avea aceeasi rezistenta admisibila la tractiune si la
compresiune, situatie in care este suficientd scrierea unei Singure variante
pentru conditia de mai sus, pe baza valorii maxime, in modul, a tensiunii

efective din piesa.
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Diagrame la solicitarile axiale

Aplicatia 2
Exemplificarea calculelor de rezistenta se va face folosind trei serii de date numerice.

A. Verificarea barei

Presupunem ca se dau F=2-10*N, d=15mm, 5,=150MPa  Pentru a dovedi corectitudinea
realizarii barei, se introduc aceste valori in inecuatia de mai sus:

(X) F 7:2.10° N 198,06 MPa
O == = e ,
ef max td? Tt-225mm?

S-a obtinut cd solicitarea maxima din bard depaseste (cu peste 30%) rezistenta admisibild a
materialului, situatie ce nu poate fi acceptata, astfel incat se pot lua doua feluri de masuri de
corectare:
—Marirea ariei transversale — de exemplu crescand diametrul la d=20mm; repetand apoi
calculul se obtine ocermax(X) = 111,38MPa  valoare care este corecta.

—Alegerea unui material cu rezistenta la tractiune mai mare decat 198MPa, ceea ce va
face ca sensul inegalitatii din conditia de rezistenta sa devina cel corect.
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Diagrame la solicitarile axiale

B. Determinarea fortei capabile a barei
Se dau: d=20mm, c,=150MPa  Pe baza conditiei de rezistenta se scrie o relatie de forma:

2d)?
A" T 400 mm? 150 _ 26928 N

1 T
I:cap = S Aet (Xz) "GOy 4 a 7 mm2

7

1
7

Rezultd cd valoarea parametrului F nu poate depasi, in acest caz, 2,7-10*N.

C. Dimensionarea barei
Se cere s se determine valoarea necesard a parametrului d, dacd F=2-10°N si 6,=150MPa.
(Aceasta este situatia cea mai obisnuitd in calculul de proiectare inginereasca!)

Din inecuatia de dimensionare rezulta ca:

7 F 7 2-10*N
dmin = .l = | N = 17,24 mm
7T Ga 7T 150

mm?

Pe baza acestui rezultat se adopta o valoare convenabila a lui d, cum ar fi dag=18mm, care se
va utiliza in toate calculele ulterioare din problema abordata.

39



Diagrame la solicitarile axiale

Aplicatii

3. Se reia in atentie bara din problema anterioara, pentru a se analiza cum se modifica pozitia
pe orizontald a sectiunilor transversale ale barei respective, sub actiunea solicitarilor
discutate mai sus.

Bara fiind solicitata doar axial, sectiunile ei se vor deplasa doar /a stanga sau la dreapta,
fata de pozitiile pe care le ocupau in bara lipsitd de incarcari. Din studiul barei rezulta,
folosind notiunile precizate la curs, ca:

—deformatia absoluta a fiecaruia dintre cele trei tronsoane se calculeaza folosind relatia
deplasarilor, pentru barele intinse sau comprimate;

=functia deplasarilor &X) trebuie sa aiba gradul cu o unitate mai mare decat al functiei
N(x), deci va avea o expresie de gradul intdi (liniard),

—intrucat nu intereseaza expresia analitica a acestei functii, ci valorile (deci graficul) e,
este suficient sa se calculeze aceste valori In sectiunile de capat ale regiunilor barei, dupa
care graficul cerut se va obtine prin unirea cu segmente de dreapta a punctelor
reprezentative astfel obtinute.
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Diagrame la solicitarile axiale

Aplicatia 3 X3 X2 X1

&
<

A 4
A
v
A
v

Este clar ca unul dintre punctele de pe

grafic se cunoaste de la inceput: capatul ®2d ®3d
barei care este prins in reazem_ nu se 12E 7E
poate deplasa, astfel incat graficul va .
incepe de la valoarea zero.

T

4a 2a | 3a

A
v
A
A\ 4
A
v

Studiul se va continua, pe baza regulii

de calcul de mai sus, prin parcurgerea @

imaginara a barei, din reazem catre >ﬂ 5/6
3(x) *

capatul liber.
[Fa/EA]

Pastrand conventia de a exprima toate 3/2
marimile in functie de anumiti
parametri literali, deplasarile capetelor
dinspre dreapta ale celor trei tronsoane
de bara, calculate din relatia deplasarilor liniare, vor fi urmatoarele:

5
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Diagrame la solicitarile axiale

Aplicatia 3
N(x3)-4a —5F)-4a F-a
5(x, = 0) = (xg)-4a  (-5F)-4a
E-A(X3) E-4A E-A
5 _0) =5 _o N(x,)-2a _ = F-a 7F-2a 3 F-a
(2 =0) =80 =0+E Ax,) - "EATE4A_ 2EA

N(x;)-32 3 F-a 7F-3a 5F-a

8(x1=0) =82 =00+ K (= T2 EATE9A “GEA

Cu aceste valori s-a trasat diagrama deplasarilor &x) din pagina anterioard; Se observa ca
semnele acestor marimi sunt date de cele ale eforturilor axiale (deplasarile pozitive se
produc in sensul fortelor considerate pozitive, deci corespund unor efecte de intindere),
incat sectiunile in care valorile sunt pozitive se deplaseaza catre dreapta (adica se
indeparteaza de reazemul incastrat al barei), 1ar celelalte catre stanga.

Deplasarea maxima se produce in sectiunea de la caparul din dreapta al tronsonului de
langa reazem si are semn negativ (este o deplasare catre reazem).

In continuare se di un exemplu numeric: se presupune, preluand datele de la ultima
aplicatie anterioard, cd se cunosc F=2-10°N; E=2,1-10° MPa; a=0,1Im si d=18mm.
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Diagrame la solicitarile axiale

Aplicatia 3

Daca se calculeaza valoarea (absolutd) maxima a deplasarii sectiunilor transversale,
inlocuirea datelor in valoarea extrema din diagrama conduce la:

F-a 2.-10*N-100mm
S ax = 5—C|2 = 20 N = 0,187 mm
. 2,1-10° 5 70324 mm?
4 mm

Folosind criteriul de rigiditate, se propune a se stabili forfa maxima ce poate fi aplicata barel,
astfel ca deplasarca maxima a oricarei sectiuni transversale sa nu depaseasca 0 valoare
consideratd admisibila 0,=0,1 mm. Punand in termeni matematici aceasta conditie si
folosind expresia literala de mai sus a deplasarii maxime, se obtine valoarea limita admisibila
a parametrului F, sub forma:

) 21-10° — 5 -m 324 mm?-0,1mm
1 E-nd©-95, 1 mm

Fep = 20 a 20 100mm

= 10687,69 N

Prin urmare, se poate admite ca, pentru ca bara sa respecte limita de deformabilitate impusa,
valoarea parametrului F nu trebuie si depdseasca nivelul maxim de 10*N.
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1.3
Rezolvarea problemelor static
nedeterminate la solicitarile axiale



Problema static nedeterminata — la solicitari axiale

Pentru bara cu capetele fixate din
figura alaturata se cere:

a) Sa se traseze diagramele de eforturi
axiale N(x), de tensiuni normale
o(X) si de deplasari pe orizontald
ale sectiunilor transversale d(x).

b)Sa se dimensioneze bara, daca
F=10%N, a=0,1m si 6,=150MPa.

o

l

)
d2d

¢

2a
'

4a

3a

> <

>

C)Sa se stabileasca valoarea deplasarii maxime a unei sectiuni transversale

dmax(X) (pentru un material cu modulul de elasticitate E=21-10*MPa), precizand
si sensul in care se produce acea deplasare.

Rezolvare

Se noteaza cu Hj si Hz reactiunile din reazeme, iar cu A si B — punctele unde se
aplica fortele exterioare; singura ecuatie de echilibru semnificativa se scrie:

Hi- 4F + 9F - H, = 0

< H2=Hi+5F
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Problema static nedeterminata — la solicitari axiale

A. Rezolvarea nedeterminarii:
Problema este de tipul simplu static
nedeterminata (n = N — E = 1), iar a
doua ecuatie se poate obtine prin mai
multe metode.
Al. Aplicarea metodei geometrice

Se foloseste conditia fizica de fixare a
capetelor barei — alungirea ei totala
trebuie sa fie nula.

Valorile parametrilor N(x) si A(x), pe
cele trei regiuni ale barei, in exprimare
literala, vor fi urmatoarele:

Pentru x,(0; 2a) N(x1) = H;

A(x))=7d*/4 i ficand notatia
A=7rd?/4, varezultaca A(x)=A

Pentru x,(0; 4a) N(x2) =Hi - 4F

Pentru x;(0; 3a) N(x3) =H; +5F

:Xl > -t X2 > :X3=
A
4F oF
< A S B
H dd H
' I d2d ?
) 2a e 4a e 3a S
D ' H,+5F
@] |l
! |
I | H]_ | |
|
i : i v X
" @ | Hy-4F
A(Xz) =A
A(Xs) = 4A
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Problema static nedeterminata — la solicitari axiale

Aceste date permit ca diagrama de eforturi axiale sa poata fi schifata, in dependenta de
forta necunoscuta Hi, ca in figura din pagina anterioara.

Pe de alta parte, ecuatia prin care se calculeaza deformatia totala (de valoare nula) a barei
cuprinde trei termeni, sub forma urmatoarelor fractii:

H,-2a (H,—4F)-4a (H,+5F)-3a
E-A ' EA | E-4A

Se observa ca aceasta expresie poate fi adusa la o forma mai simpld, inmultind fiecare
A-E

termen cu fractia (strict pozitiva) , dupa care se obtine o ecuatie avand ca singura

necunoscuta reactiunea H; (intrucat toate eforturile axiale s-au calculat din partea stanga
fata de sectiunile transversale de lucru!):
8H: + 16H: - 64F + 3H: + 15F =0

Rezolvand aceastd ecuatie se ajunge la valoarea Hj= 57 F , apoi din ecuatia de echilibru

184 : .
scrisd initial se obtineca H, = o7 F iar nedeterminarea statica a fost indepartata.
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Problema static nedeterminata — la solicitari axiale

A2. Aplicarea teoremei lui Castigliano

Deoarece sectiunea fixatd in reazemul din stinga nu se poate deplasa axial
rezultd, in conformitate cu prima teorema a lui Castigliano, cd derivata
partiala a energiei potentiale de deformare elasticd, in raport cu reactiunea Hj
trebuie sa fie zero, incat se ajunge la ecuatia:

ou 3 1M N(x;) ON(x,)
_Z IE A(Xx;) 0H,

dx

Din expresiile eforturilor axiale N(xi), stabilite mai sus, rezulta ca derivatele lor
in raport cu Hy au valoarea 1, pentru toate regiunile barei; inlocuind marimile
de sub integralé cu valorile lor din aceasta problemad, ecuatia devine:

2a 3a
0=j Hi s I 4F)1dx+j(H1+5F)-1dx:> H1-2ai(H1—4F)4ai(H1+5F)3a:0

JEA E-A ) E4A E-A EA E4A

Ultima forma este identica ecuatiei care s-a obtinut la metoda Al, astfel incat la
fel ca mai sus vor fi si valorile reactiunilor.
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Problema static nedeterminata — la solicitari axiale

X2 X3

X1 ol |

A3. Aplicarea metodei eforturilor I

Se face aplicarea la cazul de fata a 1

algoritmului descris anterior. x=0 | od| | [A B | gl £ H
D

Se alege a se transforma sistemul v
initial intr-unul static determinat, 2 |, 4a o 3
facand Indepartarea imaginara a x | 5F
reazemului din stinga, care va fi — : @ H _x

]
]
]

U_I-EI

bo
©
|

n’(x)

inlocuit (tot imaginar) prin forta
axiala necunoscuta Xi.

= =4

X2

4
A
A
A
4
A

Prin urmare, cele doua stari de -
solicitare (fictive) care se vor @ ¥
studia vor fi:
e stareca ‘“zero” — cu fortele Y
exterioare prezente s1 X1=0;
* starea :‘unu’: - cu forfele HEEER | |
exterioare indepartate si X1=1. m(x) -

|
&
o
-
1
H

d2d




Problema static nedeterminata — la solicitari axiale

Conform regulilor generale ale acestui algoritm de rezolvare, impartirea barei
in regiuni trebuie facutd identic in toate starile de solicitare (fictive) studiate,
astfel incat eforturile axiale se vor scrie astfel:

Pentru  x1€(0; 2a) n%(x1)=0 ni(x;)=1
Pentru  x2€(0; 4a) n%(xz)= —4F ni(x2)=1
Pentru  x3€(0; 3a) n%(xs)=5F ni(xs)=1

Aceste rezultate se regasesc inclusiv pe diagramele de eforturi ale celor doua
stari imaginare (fictive) de solicitare, care au fost reprezentate in pagina
anterioard.

Pe de alta parte, intrucat problema este simplu static nedeterminata, aplicarea
metodei eforturilor va conduce la obtinerea unei singure ecuatii suplimentare,
avand ca singurd necunoscuta forta axiala Xj.

Intrucat i=j=1, aceastd ecuatie a metodei eforturilor va avea forma:
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Problema static nedeterminata — la solicitari axiale

Cei doi coeﬁcien‘;i se vor calcula folosind relatia lor generala, astfel:

nt(x,)-n*(x,) 211 11 211
d d d dx =
,Z;IO E-Ax) IEAXJr X+£E-4AX
—L(2+4+3j z 2
E-A 4) 4 E-A

4a

1- (—4F) € 1.5F
L LAY

E-A { E-A X+-£E-4A
F

S ) ) 3
8,0 =
10 ;{ E-A(X,) I

0
Fa(o 16+15) 49
TE-A 4)” 4 E-A

Inlocuind coeficientii si rezolvand ecuatia scrisd mai sus, se calculeaza forta
s . . . § 5, 49
necunoscuta Xi, adica reactiunea H; din problema: X;=H;= =3, =97 F
11

Aceasta solutie a problemei coincide cu valoarea obtinuta prin metoda
geometrica, ceea ce confirma rezolvarea corecta a nedeterminarii.
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Problema static nedeterminata — la solicitari axiale

X X2 X3
B. Raspunsul la cerintele l _ F
problemei aF oF
. A B
a) Trasarea diagramelor BN P2d -
A . . N \ 4
Inloc_l_llmd }/aloar_(laa lui Hb%l_m oa 4a 2a |
expresiile e orturilor stabilite n ' 184727
mai sus, rezulta: E '
1 59 184 ¥ y 49727 : :
N(Xl):EF N(XZ):_EF N(X3):EF N(x) L C_B ' @ . . . ! y X
[F1 ' ;
Avand 1in vedere ariile " ' 59/27
sectiunilor transversale, 49/27 46/27
tensiunile pe cele trei regiuni S(x) @ . .@ X
sunt: [F/A] @ . .
W\ BF | F | soret
N T e T 98/27
Diagramele de eforturi si de 50) /@\ <

- - A =
tensiuni  sunt prezentate 1in [Fa/ EA]
figura alaturata.
138/27

52



Problema static nedeterminata — la solicitari axiale

Pentru a trasa diagrama deplasarilor pe orizontala ale sectiunilor barei 8(X), este suficient sa
fie calculate deplasarile de la granitele dintre regiuni, astfel:

N(x;)-4a 98 F-a 59F4a 138 F-a
E-A(x,) 27E-A 2TE-A 27 E-A

o(B)=0(A)+

Folosind aceste valori si cunoscand ca sectiunile de la capetele barei nu se pot deplasa,
rezulta diagrama &(X), figurata si aceasta mai sus.

b) Dimensionarea barei

Asa cum arata diagrama tensiunilor normale din bara, solicitarea periculoasa se produce
in toate sectiunile din tronsonul ei de mijloc, de unde rezulta urmatoarea finalizare a
calculului barei:

59F| 59 F 236 F __
27 A| 27 gd? 27md? °®
4

G ef max :G(XZ) = ‘_
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Problema static nedeterminata — la solicitari axiale

Ultima inegalitate reprezinta conditia calculului de rezistenta pentru bara studiata, din
care dimensiunea minima a sectiunilor transversale se calculeaza astfel:

[236 F 236 10* N
d min 27 1 o, 27 1t 150 N 3,6 mm

mm?

Se adopta ca dimensiune finala o valoare potrivita a parametrului d al diametrelor barei,
cumar fi  dag = 15mm.

c¢) Calculul deplasarii maxime a unei sectiuni transversale

Valoarea adoptatd a diametrului se foloseste in calculele ulterioare din problema,
inclusiv la stabilirea deplasarii maxime (produsa in sectiunea punctului B):

138 F-a  4-138 10* N -100 mm
8 max = 27 q2 =57 =0,138mm
" 2,1-10° — -m-225mm?
4 mm

Observatie: Aceasta valoare de deplasare are pe diagrama semn negativ, deci se produce
in sensul fortei 4F (de compresiune), adica inspre reazemul din dreapta.
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Caracteristici geometrice si de
inertie ale suprafetelor plane



Caracteristici geometrice si de inertie ale suprafetelor plane
Aplicatii: Sectiuni compuse din dreptunghiuri si avind o axa de simetrie
Etape de lucru

e Se traseaza mai intai axa de simetrie globala a sectiunii, care se noteaza cu
y — daca este verticala, respectiv cu z — daca este orizontala.

e Se alege a doua axa de coordonate initiala — notata cu zi1, respectiv y1 —
perpendiculara pe axa de simetrie, dusa la extremitatea de jos, respectiv
din stdnga a sectiunii.

e Se descompune sectiunea in dreptunghiuri, urmarind ca acestea sa aiba, pe
cat posibil, centrele de greutate (avand coordonatele notate cu zgj si Yai) pe
axa globala de simetrie.

e Se calculeaza pozitia pe axa globala de simetrie a centrului de greutate G
al Intregii sectiuni, folosind una dintre relatiile cunoscute:
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Caracteristici geometrice si de inertie ale suprafetelor plane

n n

> (ve, AY) s 2lze A

i=1 y =l

= n Zg = = [mm]
A
DA

n
DA
i=1

Yo =

S:
A

e Se traseaza a doua axa principala Centrala a sectiunii — perpendiculara pe
axa de simetrie in G.

e Momentul de inertie global fata de axa de simetrie a sectiunii se calculeaza
de obicei usor (daca descompunerea in dreptunghiuri s-a facut eficient),
prin sumarea algebrica a momentelor dreptunghiurilor elementare.

e Momentul global fata de axa a doua se calculeaza folosind inclusiv una
dintre relatiile lui Steiner:

_ 2 _ 2
=1, +Ay2 1 =l, +AZ}
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Caracteristici geometrice si de inertie ale suprafetelor plane

e In fine, modulii de rezistenti globali se calculeaza conform relatiilor de
definitie cunoscute:

W, = . respectiv W, = L [mm?]
Y max

Observatie
La numitorul fractiillor de mai sus apar valorile maxime posibile ale
coordonatelor z si y ale punctelor de pe sectiunea considerata, adica distanta
cea mai mare a unui punct al sectiunii in raport cu fiecare dintre axele globale

de inertie ale sectiunii.
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Caracteristici geometrice si de inertie ale suprafetelor plane

Aplicatia 1
Se consideri sectiunea (de forma literei C) delimitati Y1) AY
de punctele ABNMQPCD, formati prin decuparea A : B Z
A
dreptunghiului MNPQ din dreptunghiul ABCD. 4--=--- S
Sa se calculeze momentele de inertie principale = |\/| : N )
centrale si modulii de rezistentd pentru aceastd : 8t
sectiune compusa. _______;_G__ 4 _Z
Rezolvare 12t :
|
Se observa ca sectiunca are axa de simetrie E Q | P v
orizontala, care deci va fi si axa ei principala Y 17T : """ = ';
centrala z; rezulta ca axa y va fi perpendiculara pe z D| 3t : C G2
in centrul G al sectiunii; pentru a stabili pozifia pe f > Ot R

axa z a lui G, se alege o axa initiala y1, de exemplu
suprapusa peste latura verticala AD.
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Caracteristici geometrice si de inertie ale suprafetelor plane
Aplicatia 1

Folosind relatia momentelor statice se gaseste coordonata cautata, tinand seama

ca centrele de greutate ale dreptunghiurilor elementare se afld la distantele
(9/2)t si [3t + (6/2)t] de axa ya.

9 6
_ZZGiAi 2t~9t-12t—(3t+2t)~6t-8t 18t3(27—16) 33

-, 7 — — = :_t
Rezulta: CTTSTA, ot-12t — 6t-8t 12t%(9-4) 10

Folosind acest rezultat, axa principala centrald y se traseaza ca in figura de
mai sus, iar pentru a calcula momentul global Iy se descompune sectiunea in
cele doud dreptunghiuri precizate, ABCD si MNPQ si se observa cd nici
unul nu are centrul de greutate pe axa globala y.
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Caracteristici geometrice si de inertie ale suprafetelor plane
Aplicatia 1

Prin urmare, pentru a se calcula momentul global de inertie fatd de aceasta a
doua axa principala centrala a Sectiunii considerate se aplica una dintre
relatiile lui Steiner, astfel:

12 2

[ NP-MN?3 [12t-(9t)° (9 33 )2
_ —+(6t—zG)2-AMNPQ}= 12t-(9y)” +(—t——t) ot.12t |-

BC-AB® (9 2
I, =1,(ABCD) - |y(MNPQ)={—+(—t—sz -AABCD:I—

12 12 2 10

8t (6t)° 33 2 I 144 729
_ (—)+(6t——t) 6t-8t |=t* 9(81+—-12)—48(3+—) —
12 10 100 100
~,243.91-36-343 9765

—t t* =390,6t*
25 25
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Caracteristici geometrice si de inertie ale suprafetelor plane
Aplicatia 1

Pe de alta parte, pentru calculul celuilalt moment principal central al
sectiunii, se poate proceda in doud moduri, asa cum se aratd in continuare.

a) Folosind descompunerea sectiunii in cele doua dreptunghiuri de mai sus

In acest caz, dreptunghiurile elementare au centrul de greutate pe axa
principala globala z, deci folosirea relatiilor Steiner nu este necesara:

AB-BC® MN-PN3
I, =1,(ABCD) -1, (MNPQ) = o B =

ot-(12t)° 6t-(8t)° .
= 5 =t (9-144—4-64)=1040t

b) Facand descompunerea sectiunii in dreptunghiul vertical FMQE cu
centrul pe axa z si dreptunghiurile orizontale ABNF si EPCD, cu centrele
pe axele z: si z2, care sunt axele lor principale centrale, paralele cu z.
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Caracteristici geometrice si de inertie ale suprafetelor plane
Aplicatia 1

In aceastd situatie, momentul global al sectiunii in raport cu axa ei de
simetrie z va fi calculat astfel:

,=1,(FMQE)+2-1,(ABNF) =

FM-MQ?3 {AB-BN?’}
+2 12 +

+2[ 4t+t AB BN]
12

3t- (8t) o { 9t-(21)°

+25t2-9t-2t}=

=t* |2 64+2(6+45o)]=t4 (128+ 912)=1040t*

Atentie: S-a obtinut acelasi rezultat prin ambele metode, dar calculul al doilea a
fost mai laborios! Este important ca descompunerea sectiunilor complexe sa
conduca la cele mai simple calcule (ceea ce se invatd, prin exercitiu),
micsorandu-se probabilitatea aparitiei unor greseli de calcul.
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Caracteristici geometrice si de inertie ale suprafetelor plane
Aplicatia 1

Pentru a calcula modulii de rezistenta ai sectiunii, se aplica definitiile lor.

Astfel, distantele maxime ale punctelor sectiunii, in raport cu cele doud axe
principale centrale sunt urmatoarele:

Ymax = (12/2)t = 6t Zmax = 9t -2 = 9t - (33/10)t = (57/10)t
9765 ,
|, 1040t I, 5t
== =1733t%  respectiv. W, =——= —68,53t°
Y max 6t Z hax gt
10

Prin urmare, grinda cu sectiunea propusa in aceasta problema rezista cel mai
bine la incovoiere daca este rezematd astfel incat axa ei principala centrala z
sd se afle pe directia momentului incovoietor (adica daca indoirea barei se
produce in jurul acelei axe).
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Caracteristici geometrice si de inertie ale suprafetelor plane
Aplicatia 2

Se considera sectiunea transversala desenatd in pagina urmatoare. Urmand
etapele de lucru precizate anterior, sa se calculeze momentele de inertie
principale centrale si modulii de rezistentd, pentru aceastd sectiune de
forma complexa.

Rezolvare

Toate etapele care se parcurg pentru a raspunde acestor cerinte sunt cuprinse in
imaginea de mai jos. Intrucat principiile aplicate si calculele care sunt de
efectuat au fost descrise in intregime la prezentarea etapelor de lucru, s-a
considerat ca pentru aceastd rezolvare nu sunt necesare explicatii
suplimentare.
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1.5

Rezolvarea problemelor static
nedeterminate la rasucire



Problema static nedeterminata — la rasucire

Pentru bara cu capetele fixate din oM,
figura se cer urmdtoarele: N /\/ )
a)Sa se traseze diagramele de / T { ®2d
eforturi Mi(x), de tensiuni maxime ®d
Tmax(X) s1 de deplasari unghiulare \ 1 \
A@(X) ale sectiunilor transversale. \Fam ¥
] : : - i
b) Sa se dimensioneze bara (d=?), oL AL k 3L
pentru  M=10kNm, G=8-10*“MPa, - e -

L=0,1m si 1,=125MPa.

C) Sa se stabileasca rotirea maxima a unei Sectiuni transversale AQmax(X),
precizand si sensul in care se produce acea deplasare.

Rezolvare

Se noteaza M; si My reactiunile de tip moment din reazeme; orientarile lor se
aleg la intamplare, iar singura ecuatie de echilibru semnificativa se va scrie:

Mi - 4Mi+ IMi—M2=0 < M2 = M1 + 5M;¢
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Problema static nedeterminata — la rasucire

A. Rezolvarea nedeterminarii: Problema este simplu static nedeterminata (n
=N - E = 1), iar a doua ecuatie se va putea obtine prin mai multe metode.

Al. Aplicarea metodei geometrice SESENE Xy X,
Se foloseste conditia fizica de fixare WL N / \’th“ %
a capetelor barei — rotirea intre L X o2
capetele ei trebuie sa fie nula. / @d {
Valorile literale ale parametrilor \ \ \
Mi(xi) si Ip(xi) vor fi: § Y
t(X|) S1 p(xl) \ I j \j\4Mt \J v \j/\MZ
Pentru x;€(0; 2L) Mi(X1)=M; oL | AL T 3L
nd? R i nd* X T T g
I, (X;)= T facand notatia 1= 3 x ' M+5M,
rezulta I,(x.)=I ¥ ' My : :
Pentru x,€(0; 4L) M(X2) = M1 — 4M. : @ | : :
|p(X2):| Mt(X) L : @ : v >X
| |
Pentru x3<(0; 3L) M(x3) = My + 5M; v 1 Mi-4M;
I,(X3)=16 |
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Problema static nedeterminata — la rasucire

Noti: In expresiile eforturilor sectionale s-au considerat pozitive momentele
care actioneaza in acelasi sens cu incarcarile concentrate M; s1 9M..

Diagrama de momente de rasucire este schitatd, in pagina anterioard, in
exprimarea dependenta de reactiunea necunoscuta M.

Ecuatia deformatiei unghiulare totale are trei termeni, sub forma de fractii,
astfel:
M,-2L (M; —4M,)-4L (M, +5M,)-3L
G-1 G-l AN RTY

=0

Inmultind fiecare termen cu fractia (strict pozitiva) 1ol-G

, S¢ obfine o ecuatie

cu singura necunoscutd M; (deoarece eforturile sectionale s-au calculat din
partea stanga a barei, in raport cu sectiunile considerate):

32M1 + 64M;1 — 256M; + 3M1 + 15M: =0
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Problema static nedeterminata — la rasucire

241 . 736

Rezultica M= "5~M,, iar ecuatia de echilibru duce la M, = 5~M,

lar in acest fel nedeterminarea problemei a fost indepartata.

Atentie: Este preferabil sad se lucreze, in etapele urmatoare ale rezolvarii, cu aceste valori
numerice, fractionare, ale reactiunilor calculate; transformarea lor in numere zecimale
implicd, in principiu, rotunjiri, aparitia in calcule a unor valori aproximative si cresterea
impreciziei rezultatului final.

A2. Aplicarea teoremei lui Castigliano

Deoarece sectiunea care este fixata in reazemul din stanga nu se poate roti rezulta, dupa a
doua teorema a lui Castigliano, ca derivata partiala a energiei de deformare fata de
reactiunea M; trebuie sa fie zero, incat se ajunge la ecuatia:

3 | Li

Z J‘ M (X;) oM (X;)

iz | o Gl (X)) oMy

dx
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Problema static nedeterminata — la rasucire

Urmarind expresiile eforturilor sectionale M(X;), stabilite mai sus, rezultd ca derivatele lor
in raport cu M; au valoarea egala cu 1, pentru toate regiunile barei analizate; inlocuind
apoi marimile de sub integrale cu valorile sau expresiile lor (literale), se observa ca
integralele confin numai marimi constante.

Asadar, sub fiecare integrald va ramane numai marimea dX, iar rezultatul unei astfel de
integrale este chiar lungimea intervalului pe care trebuie facuta integrarea, astfel incat
ecuatia data de teorema lui Castigliano devine:

-1dx

2L 4L 3L
M, (M, —4M,) (M, +5M,)
O—E')‘a-ldx+.([ G- .1dx+£—G-16|

M,-2L (M, —4M,)-4L (M, +5M,)-3L
G1 G-I T Gae1

=

Ultima forma care s-a obtinut este identica ecuatiei similare de la metoda A1, deci la fel ca
acolo vor fi si valorile reactiunilor, incét se poate considera ca nedeterminarea problemei
a fost rezolvata.
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Problema static nedeterminata — la rasucire

A3. Aplicarea metodei eforturilor

Se face aplicarea algoritmului
(care a fost explicat anterior,
pentru cazul general) la problema
de fata.

Se transforma sistemul intr-unul
static determinat, indepartand
Imaginar reazemul din stinga,
inlocuit prin momentul axial
necunoscut X;.

Doua stari de solicitare imaginare
se vor studia:
e starca ‘“‘zero” — cu momentele
exterioare prezente si X;=0;
e starea “Unu” — cu momentele
exterioare Indepartate si X;=1.

@ < Xl: < X2 > < X3 >
(X1=0) /\,th T
X, | /N [ S
A !
[ _od || :
L] e
J \j\4Mt \J y “\v/}\ M20
) 2L e 4L e 3L s
= ' 5M=M;°
] ]
m°(x) . : X
] ]
L @ . | 4AM,
@ X1 - X2 « X3 . -~
< > < > ,’/'.
(X:=1) v /\ R
y )
‘ ®2d| ||
@d '
\ 4 ]
. | YA Myi=1
L) 11
m*(x) L .@ . . H X




Problema static nedeterminata — la rasucire

Impartirea barei in regiuni va trebui ficutd (in conformitate cu regula generali
din algoritmul metodei) in mod identic, pentru toate starile de solicitare
fictive care se analizeaza, iar eforturile sectionale vor fi urmatoarele:

Pt. x1€(0;2L) mo(x1)=0  mi(x;)=1
Pt. X2€(0; 4L) mO(x2)=-4M; mi(x)=1
Pt. X3e(0; 3L) m°(x3)=5M mt(xs)=1
Aceste rezultate apar pe diagramele de momente de rasucire ale celor doua stari

imaginare (fictive) de solicitare, prezentate in pagina anterioara.

Intrucat problema este simplu static nedeterminatd, aplicarea metodei
eforturilor va conduce la obtinerea unei singure ecuatii suplimentare, avand
necunoscuta X; si forma urmatoare:

611 'xl +810 :O
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Problema static nedeterminata — la rasucire

Cei doi coeficienti necunoscuti din aceastd ecuatie se vor calcula din relatia lor generala,
dupd cum urmeaza:

3L

S fm (Xk) m (Xk) 11
01 = dx d X + —dx+ dx =
1 ,g;{ G-, (x) I I 161
L( 3) 99 L
R L
GI\" T 16T 16 G
3 Le 1 0 4L 3L
mi(x,)-m°(x,) 1.0 1-(-4M,) 1.5M
= d = -
%10 I;{ G-1,(x0) ledx+j Gl d“jelaldx
_MI'L(O 1 +Ej_ &MI.L
- G-l 16/ 16 G-I
Inlocuind coeficientii si rezolvand ecuatia scrisi mai sus, Se calculeazi momentul
1d) 241
necunoscut X, adica reactiunea M; din problema: X =M, =- 8£ =99 M,
11

Aceasta solutie a problemei coincide cu valoarea obtinuta prin metoda geometrica, ceea
ce confirma rezolvarea corecta a nedeterminarii.
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Problema static nedeterminata —

B. Raspunsul la cerintele problemei

a) Trasarea diagramelor
Inlocuind valoarea lui M; in expresiile
eforturilor stabilite mai sus, rezulta:

241 155 736
Mt(xl):@Mt Mt(xz):_ﬁ Mt(xs):@
nd®

Facand notatia simplificatoare TR

modulii de rezistenta vor fi
Wp(x1)=Wi(X2)=W, Wp(xs)=8W,

lar tensiunile maxime de pe cele trei regiuni
se obtin astfel:

241|\/| 155M,
X X, )= X
Tmax( 1) 99 W max( 2) 99 W max( )

736 M, _92 M,
899W 99 W

Diagramele de eforturi si de tensiuni maxime
sunt prezentate in figura aldturata.

X1 X2

la rasucire

X3

ﬂngt />(
NMYARA ‘
/ od [ ®2d {
R/ \J4M, ‘ \V : \J\Mz
. oL L 4L e 3L .
A ‘:736/99
. 1 241/99 E & :
Mi(X) : @.I : L>
YA i\ ‘ ‘@ ‘ ‘ ' 155/99 g
‘241/99
o @ ek
[M. /W] HE 155/99 "
482/99
®
A@(x) | B = x
ML /GI]
138/99
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Problema static nedeterminata — la rasucire

Observatii

Salturile din diagrama de momente corespund ca marime, punct de aplicatie si
semn (orientare) cu momentele concentrate de rasucire care actioneaza pe
bara (inclusiv 1n sectiunile de capat, unde se afla reactiunile, calculate in etapa
anterioara a rezolvarii).

Cea mai mare solicitare (cea mai mare valoare de moment) de rasucire se
produce pe tronsonul din dreapta, dar cea mai mare tensiune se produce in
prima regiune, deci simpla trasare a diagramei de momente nu este suficienta
pentru a se caracteriza intensitatea solicitarii studiate!

Pentru a trasa diagrama rotirilor sectiunilor transversale este suficient sa fie
calculate valorile de la capetele tronsoanelor:

M, (x,)2L 241 M 2L 482 M, L
Gl,(x;) 99 Gl 99 Gl

Ap(x, =0)

M, (x,)4L 482M, -L 155 M 4L  138M, L

AQ(X, = 0)=Ap(X, = 0)+ =
(X =0)=Ae(x, =0) Gl,(x,) 99 GI 99 GI 99 Gl
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Problema static nedeterminata — la rasucire

Folosind aceste valori si cunoscand ca sectiunile de la capetele barei nu se pot
deplasa, a rezultat diagrama din figura de mai sus.

Observatii:

Pentru problemele static nedeterminate sensul efectiv al rotirilor care sunt
calculate trebuie atent analizat, deoarece semnele termenilor din relatiile de
calcul se aloca in mod subiectiv, Intrucat apar din compararea rotirilor de pe
tronsoanele invecinate ale barei.

De exemplu, pentru problema de fata, rotirile considerate (si marcate pe
diagramd) ca avand semn pozitiv se produc in sensul momentului concentrat
exterior 4My; in plus, exista o sectiune, pe tronsonul de mijloc al barei, care nu
se roteste (are unghiul de rotire egal cu zero) In urma solicitarii, dar stabilirea
el precisa nu prezintd interes practic.
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Problema static nedeterminata — la rasucire

b) Dimensionarea barei
Solicitarea periculoasa se produce in toate sectiunile din prima regiune de pe
bara, incat conditia de rezistenta a barei analizate se va scrie astfel:

241M, 241 M, 3856 M, _
99 W 99 rd® 997 43 @
16

Tef max — T max (Xl) -

Ultima inegalitate permite sa fie stabilitd dimensiunea minima necesara a
sectiunilor transversale, care se calculeaza astfel:

3856 M 3856 10’ Nmm
dmin =3 L= = 99,184 mm
Q9r 1, 399x 125 N

mm?

Pe baza acestui rezultat se adopta ca dimensiune finald o valoare potrivita a
parametrului d, cum ar fi dad= 100mm.
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Problema static nedeterminata — la rasucire

c) Calculul deplasarii unghiulare maxime a unei sectiuni transversale

Valoarea adoptata, pe baza ultimului rezultat de mai sus, a diametrului barei
se foloseste in calculele ulterioare din problema, inclusiv la stabilirea rotirii
maxime.

Conform diagramei rotirilor, aceasta valoare maxima se va inregistra in

sectiunea in care actioneaza momentul concentrat exterior 4M; si in sensul
acestuia.

Folosind datele numerice din problema de fatd, relatia rotirii maxime se
dezvolta astfel:

482 M -L 32.482 10" Nmm-100 mm

A = _
00 wd T 99 e N0
32 mm?

=0,0062 grd

Observatie: Aceastd valoare arata ca bara este foarte rigida, in raport cu
marimea incarcarilor ei exterioare, incat rotirea maxima a unei sectiuni
transversale este de numai sase miimi de grad.
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1.6

Calculul conventional la
forfecare



Calculul conventional la forfecare

Particularitiati in calculul elementelor de imbinare folosite in ingineria
mecanica

e Elementele componente ale diverselor imbinari mecanice suporta simultan
mai multe tipuri de solicitari; scriind conditiile de rezistenta pentru fiecare
dintre acestea se obtine un sistem de inecuatii, din care apoi se calculeaza
pe rand dimensiunile pieselor considerate.

e In acest context, in mod frecvent apare fenomenul de strivire, produs pe
suprafete de contact semi-cilindrice, pentru care s-a aratat ca se admite o
arie de calcul la strivire egala cu produsul dintre diametrul si inaltimea
semi-cilindrului respectiv.

e Daca in ansamblul calculat apar mai multe piese de acelasi fel, solicitate in
mod identic calculul lor se va face o singura data, pentru acea piesa care
trebuie sa preia solicitarea cea mai mare, dintre toate.
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Calculul conventional la forfecare

Particularitiati in calculul elementelor de imbinare folosite in ingineria
mecanica

e Pentru a putea stabili mai usor in ce mod este pus in pericol un anumit
element dintr-un ansamblu mecanic, este util sa se observe ca aria de
rupere va fi perpendiculara pe fortele care produc solicitarea — daca acel
element este supus la intindere sau comprimare, dar va fi paralela cu
fortele — la forfecare.

e Trebuie subliniat cd, pentru a putea fi alese si calculate in moduri unitare,
elementele de imbinare (nituri, suruburi si piulite, suduri, pene etc.) sunt in
general standardizate; prin urmare, dupa calculul lor de rezistenta,
dimensiunile finale se aleg si se adopta din standardul corespunzator, sau
(de preferat!) din cataloage ale firmelor care produc si/sau furnizeaza
acele elemente.
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Calculul conventional la forfecare

Calculul imbinarilor prin nituri (sau suruburi)

Niturile sunt elemente cilindrice de imbinare nedemontabile, care impiedica
deplasarea relativa a pieselor (de obicei foi sau table) pe care le imbina.

Este de semnalat ca niturile nu sunt destinate sa realizeze si strangerea intre
ele a tablelor, astfel ca ele nu trebuie calculate si la solicitare axiala.

Ca si alte organe de imbinare, niturile sunt standardizate, incat diametrul
lor se adopta, din standarde sau din cataloage ale firmelor producatoare, la
valori imediat superioare celor rezultate din calculul de rezistenta.

Principial, se considera unica solicitare de calcul forfecarea niturilor,
socotind implicitd rezistenta lor la celelalte solicitari, determinate de

incarcarile pe care le preiau tablele imbinate.
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Calculul conventional la forfecare

Exemplu: calculul niturilor

asezate pe o linie

imbinarea cu
nituri din figura alaturata (in vederea
de sus tabla de deasupra a fost
indepartata!).

Sa se dimensioneze

Doua dintre foile de tabla sunt fixate
(incastrate) pe laturile din stanga, iar
tabla intermediara, prinsa de celelalte
prin trei nituri, trebuie sa preia forta
concentratd F.

Se cunosc forta F=4-10°N, dar si
rezistentele admisibile ale
materialelor folosite: c.,=160MPa,
Tab=120MPa, p, sx=180MPa — pentru
table, 1, ni=90MPa — pentru nituri.
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F/2 g “g
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-
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Calculul conventional la forfecare

Exemplu: calculul niturilor asezate pe o linie

Rezolvare

Se observa ca cele doud reactiuni din reazemul Incastrat sunt forte orizontale,
simetrice si egale fiecare cu jumatate din F, astfel incat tabla cea mai
solicitatd este cea intermediard. Ca atare, calculele de rezistenta ale foilor de
tabla se fac pentru tabla din mijloc.

Pe de alta parte, trebuie remarcat ca in aceastd imbinare se produc mai multe
solicitari simultan; se va analiza, pentru fiecare in parte, modul in care se pot
defecta elementele constructive ale imbinarii, daca una dintre dimensiunile ei
ar fi insuficient de mare (adica gresit calculata!).

Dupa ce se identificd o anumita solicitare, se scriu relatiile de calcul care 11

corespund; se obtine astfel un sistem de inecuayii (in numar egal cu cel al
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Calculul conventional la forfecare

Exemplu: calculul niturilor asezate pe o linie

necunoscutelor din problema), din care se calculeaza si apoi se adopta

valorile efective ale dimensiunilor imbinarii.

Pentru problema de fata se incepe analiza cu elementele de imbinare: se poate
intele faptul cd, in cazul in care diametrul lor d ar fi mai mic decat cel
necesar, ele s-ar putea rupe, pe directia suprafetelor de separare dintre table
(a se vedea liniile ondulate subtiri de pe desen); altfel spus, pentru fiecare nit
existd doua suprafete de rupere, paralele cu forta F care produce solicitarea.
S-a precizat cd aceasta directie a ruperii indicd aparitia unei solicitari de

forfecare, care se va lua in considerare pentru calculul niturilor.
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Calculul conventional la forfecare
Exemplu: calculul niturilor asezate pe o linie

Pe de altd parte, observand efectele unei eventuale dimensionari incorecte a
tablelor, se pot remarca urmatoarele fenomene posibile:

e O valoare insuficient de mare a latimii b a tablei (din mijloc) poate sa
conduca la ruperea ei, pe directie perpendiculara pe forta exterioara F, ceea
ce corespunde, asa cum s-a explicat, unei solicitari de tractiune; sectiunea
periculoasa va fi cea mai mica dintre sectiunile transversale efective ale
tablei (cea de pe axa diametrala a niturilor!).

e Dacd dimensiunea e (distanta niturilor pana la marginea tablei) nu ar fi
suficient de mare, atunci se poate produce “sfasierea” tablei pe directia fortei
F, la fiecare margine de nit, adica ar aparea o solicitare de forfecare, pe cdte
doua sectiuni (de rupere) ale tablei (marcate cu linii subtiri ondulate pe

desen) pentru fiecare nit.
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Calculul conventional la forfecare
Exemplu: calculul niturilor asezate pe o linie

e Grosimea g are rol decisiv in rezistenta foilor de tabla la strivire, care se va
produce pe suprafete semi-cilindrice, la contactul tabla-nituri (cu cate o
suprafata de rupere pentru fiecare nit).

Toate observatiile de mai sus se concretizeaza, pentru problema de fata, in
relatiile de calcul (conditiile de rezistentd) care sunt scrise, pentru fiecare
tip de element din Tmbinare, in cele ce urmeaza.

a) Calculul niturilor la forfecare

F 2 F
Tefnit — - Af TCdz =§Tcd2 = Tanit
3nit x2— x
nit 4

Din ultima relatie rezultd prima inecuatie a problemei, care se refera la

diametrul niturilor;
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Calculul conventional la forfecare

Exemplu: calculul niturilor asezate pe o linie

2 F
d>>—
3m- Tanit (1)
b) Calculul tablelor la tractiune
F F F

= = = <
G ef maxtb Amin bg_3dg g(b—Sd)_Gatb

La numitorul fractiei din aceasta relatie apare valoarea minima (slabita prin
gaurile pentru nituri) a ariei transversale a tablei din mijloc.

Din ultima inegalitate rezulta o conditie pentru stabilirea valorii minime
necesare a /agimii tablelor:

b> i
-G

+ 3d (2)
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Calculul conventional la forfecare

Exemplu: calculul niturilor asezate pe o linie

¢) Calculul tablelor la forfecare

Tefth — Z = GeF- = Tawp
3nitx2-Fxe-g 9
nit

Rezulta astfel o conditie pentru a stabili valoare minima necesara a distantei

la care se plaseaza linia niturilor, fata de marginea tablelor:

F

e=——
6g"catb (3)

d) Calculul tablelor la strivire

S-a dedus anterior ca aria de calcul la strivire este, atunci cand contactul se
produce pe suprafete semi-cilindrice, produsul dintre diametrul si inaltimea
cilindrului de contact, incat conditia se va scrie astfel:
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Calculul conventional la forfecare
Exemplu: calculul niturilor asezate pe o linie

B F __F
pEfStr_3nit><d-g_3d-g_pa5tr

Din ultima inegalitate rezultd condifia pentru a stabili grosimea minima
necesara a foilor de tabla:

F
3d- Pastr

g2 4)

Folosind rationamentele descrise mai sus, au fost obtinute patru inecuatii cu
patru necunoscute, pe baza carora se vor putea calcula valorile necesare ale
dimensiunilor imbinarii analizate.

Aceste valori numerice vor fi apoi rotunjite, prin adaos, tinand seama si de
anumite considerente fizice, privind aspectul si pozitiile reciproce ale
elementelor respective.
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Calculul conventional la forfecare

Exemplu: calculul niturilor asezate pe o linie

Astfel, din conditia (1) rezulta diametrul minim necesar al niturilor:

min —

2 4.
3 N - 9,71mm
- 90 5

Pe aceasta baza si folosind, de exemplu, un catalog al unui furnizor de nituri,
pentru realizarea imbinarii care s-a proiectat se pot achizitiona nituri cu
diametrul dad = 10 mm.

Inlocuind in conditia (4) datele numerice ale problemei care sunt cunoscute
pana la acest moment alrezolvarii, se calculeaza grosimea tablelor:
4-10*N
min = =7,4mm
3-10mm-180

mm?

Se poate stabili folosirea unor foi de tabld cu grosimea gad = 8 mm.
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Calculul conventional la forfecare

Exemplu: calculul niturilor asezate pe o linie

Introducand aceste valori in conditia (3), rezulta:

4
€ min = 4-10°N = 6.94mm
6-8mm-120 5
mm

Distanta obtinutd este mica (mai mica decat diametrul nitului), incat se
adopta (de obicei) o valoare de cateva ori mai mare (urmarind un indrumar
de proiectare), cum ar fi ead = 25 mm.

In fine, latimea tablelor se va calcula din inecuatia (2), astfel:
4-10*N
min — N
8-160—
mm

b +3-10mm=6125mm

Aceasta valoare a latimii este si ea foarte mica, incat dimensiunea efectiva se
va adopta pe baza altor cerinte (functionale, estetice sau de standardizare
dimensionald) pe care trebuie sa le indeplineasca tablele imbinate.
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1.7

Calculul la incovoiere in cazul
barelor drepte



Incovoierea barelor drepte
Aplicatia 1

Sa se traseze diagramele de eforturi M=3ga’

a q
pentru grinda figurata alaturat. ‘ ‘ y‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ m
i A
Rezolvare L 2a le a \»E 2a “’T“

a) Calculul reactiunilor

Se noteaza cu V; forta de reactiune verticala din articulatie si cu V2 — cea din
reazemul simplu (aflat in capatul din dreapta al barei).

Cele doua ecuatii de echilibru semnificative ale problemei se scriu astfel:
DY, =0V, +V, =2qa > (M;), =0:V, -3a—3ga’ +2ga-a=0
Ecuatia de momente conduce la valoarea reactiunii din dreapta:
V2= (1/3)ga.
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Incovoierea barelor drepte

Aplicatia 1

Valoarea celei de-a doua reactiuni se calculeaza dintr-o altd forma a ecuatiei
de momente:

> (M;),=0:V,-3a+3ga” —2ga-4a=0

din care se obtine ca V1 = (5/3)qa.

Pentru a verifica daca valorile celor doua reactiuni au fost corect stabilite,
acestea se Tnlocuiesc in prima ecuatie de echilibru scrisa la inceput — care se
referd la suma proiectiilor verticale ale fortelor de pe bara analizata:

V1 + V. =(1/3)ga + (5/3)ga = 2ga

Se observa ca ecuatie de echilibru este confirmata, deci rezultatele obtinute
sunt corecte!
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Incovoierea barelor drepte

Aplicatia 1

b) Stabilirea expresiilor
eforturilor sectionale si trasarea
diagramelor de efort

Punctele unde se aplica incarcarile
delimiteaza pe grinda trei regiuni.
Pentru x;€(0; 2a) Ty(x1)=0q X
functie liniara T(0)=0; T(2a)=—20a
Mi,(X1)=—q Xx-(x/2) =—(1/2)q x>
functie de gradul al doilea.
Derivata este  M’j; (X1)= — X=Ty(X1)
si se anuleaza in x;=0, unde apare un
punct de extrem pentru M(X3).
A doua derivata este M”’j; (X1)= -0 <
0 deci extremul este un maxim.

VWV‘V"V"V m

| X
\‘ ‘HH\IHHHI?
l— | (1/3)qa
|
|
:an
2
208 | :(7/3)qa
:
|
|
| B
(2/3)qa2 W
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Incovoierea barelor drepte
Aplicatia 1
in fine, valorile functiei la capetele regiunii sunt M(0)=Mmax(x1)=0; M(2a)=—2qa>.

Pentru x,€(0; a), alegem sa calculam efectele produse de incarcarile care actioneaza in
partea dreapta fata de sectiunea de lucru:
Ty(X2) = -V.=—(1/3)qa =ct. ;
Miz(X2) = V2 (2a+Xx) — M = (1/3)ga (2a+x) — 3ga? =
= (2/3)q a% + (1/3)ga x — 3ga? = — (7/3)qga? + (1/3)ga x
functie de gradul intdi, a carei derivata este  M’(x2)=(1/3)ga= —T(x2)=ct.
Este verificatd astfel legatura cunoscutd intre expresiile eforturilor sectionale de pe o

aceeasi regiune a unei bare.

Pe de alta parte, se stie ca derivata momentului si expresia fortei tdietoare au in acest caz
semne contrare, datoritd conventiilor inverse de semne, in partea dreapta fata de sectiunea
de calcul).

Valorile de la capetele regiunii sunt  M(x,=0)=—(7/3) ga?; M(x,=a)=—2qa?.
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Incovoierea barelor drepte
Aplicatia 1

Pentru xse(0; 2a), calculand tot din partea dreapta se obtin expresii ale eforturilor
care sunt similare celor de pe intervalul precedent:

Ty(X3) =-V,=-ga/3 =ct.

Mi(x3) = Vo x=(1/3)gax cu M’(x3) =qga/3 =-T(X3) =ct.
Valorile momentelor la capetele regiunii sunt  M(xs=0)=0; M(xs=2a)=(2/3)qa.

Folosind expresiile si rezultatele explicate pana aici, se traseaza cele doua
diagrame de eforturi ale barei studiate (care sunt figurate intr-o pagina
anterioard), acordand atentie la urmatoarele aspecte:

1. Derivata M’(x) este aceeasi in regiunile 2 si 3, unde graficul (liniar) are o
aceeasi “panta” (inclinare)!

2. Asa cum s-a precizat anterior, momentele de incovoiere se reprezintd cu
valorile pozitive sub axa absciselor!!
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Incovoierea barelor drepte
Aplicatia 1

¢) Verificarea corectitudinii diagramelor
= Din relatiile diferentiale dintre expresiile eforturilor rezulta:

e pe regiunile cu forta distribuita uniform (functia q(x) este constantd, adica de grad
zero), efortul taietor este functie polinomiala de gradul 7ntai (in variabila X), iar cel
de incovoiere — de gradul doi;

e pe regiunile fara forte distribuite fortele taictoare nu variaza de la o sectiune la alta
(functie constanta), iar variatia momentelor e data de o functie de gradul intai.

Aceste conditii sunt indeplinite de graficele de mai sus, pe care se verifica si legaturile

dintre functia momentului si derivata ei — forta taietoare:

—Derivata momentelor este negativa pe toata lungimea grinzii, deci functia M(x) trebuie
sa fie strict descrescatoare peste tot — conditie indeplinita daca se parcurge bara de la
stanga catre dreapta; daca se alege sensul invers de parcurs atunci derivata momentului

si forta taietoare au semne contrare, adicd derivata este pozitiva, iar functia — crescatoare.
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Incovoierea barelor drepte
Aplicatia 1

—Sectiunile in care forta taietoare este nula trebuie sa corespunda unor valori extreme ale
momentului; aceasta se intimplad in capatul din stanga, unde functia momentelor are un
punct de maxim (ceea ce se confirma prin a doua derivata a functiei M(x), sau prin sensul

descrescator al functiei pe bara).

Trebuie verificata si concordanta intre salturile (discontinuitatile) care apar in diagrame
si Incarcdrile prezente pe grinda:
—=pe diagrama de forte tdietoare exista doua salturi — in dreptul reazemelor, coincidente
ca valori s1 sensuri cu reactiunile Vi si Vy;
—pe diagrama de momente este permis sa apara un singur salt, in corespondentd cu
singurul moment concentrat, in valoare de 3qa?, care existd pe bard; si acest lucru se

verificd usor pe diagrama trasatd mai sus.
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Incovoierea barelor drepte
Aplicatia 1

Trebuie observat ca sensul salturilor din diagrama de momente depinde de
sensul in care se parcurge grinda: daca se merge catre dreapta — saltul (din
diagrama de fatd) este pozitiv, deoarece momentul M se afla la stanga
sectiunii de calcul si corespunde semnului considerat pozitiv in conventia
de semne; mergand spre stanga, momentul are sens negativ fatd de
sectiunea de calcul, iar saltul se face de la o valoare pozitiva (2/3 qa?) la una
negativa (—7/3 ga?) a efortului.

Se recomanda ca verificarea diagramelor de eforturi sda nu lipseasca dintre

etapele de rezolvare, in cazul problemelor de incovoiere; calculele
ulterioare depind de corectitudinea expresiilor eforturilor sectionale,
respectiv a graficelor acestora.
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Incovoierea barelor drepte
Aplicatia 2
Sa se traseze diagramele de 29 F=5qa
eforturi pentru grinda figurata /%N i
alaturat. Tivfy
A NI
M

Rezolvare Vlt

Reactiunile au fost calculate anterior
(intr-0 aplicatie din seminarul cu

3a 2a a 3a

L

aceasta tematicd):
V1= (17/6)ga V,=—(7/6)qa

Felul si amplasarea incarcarilor exterioare fac ca pe bara sa se delimiteze patru regiuni.

Pentru x;e(0; 3a), incarcarea este distribuita neuniform, iar legea de distributie se afla
stabilind intensitatea q(x) a fortei in sectiunea curenta: din asemanarea unor triunghiuri,
se obtine q(x1)=(20/3a)x.
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Incovoierea barelor drepte
Aplicatia 2

Intrucat si pe aceastd regiune trebuie si fie adevirate relatiile analitice intre expresiile
eforturilor sectionale rezulta ca fortele taictoare vor avea o functie parabolica, iar
momentele o functie de gradul al treilea, ceea ce se va confirma in continuare, in
calculele bazate pe definitiile eforturilor.

La stanga fata de Sectiunea X1 se observa, pe langa reactiunea Vi, o forta distribuita in
forma de triunghi, avand catetele X1 si ((X1); rezultanta acestei distributii va fi data de aria
triunghiului, incat expresia fortelor taietoare se va scrie astfel:

Ty(x1) = V1 —q(x1) x/2 = (17/6) ga — (2g/3a) x4/2 = (17/6) qa — (q/3a) x>
Aceasta functie, de gradul al doilea, are derivatele
T’ (x1)= —(20/3a)x=—q(X1)
(semnul negativ rezulta din conventia de semne)

T’ (x1)= —(29/3a)<0
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Incovoierea barelor drepte

il - 2

/— q
> N
fvl q(Xl A X5 . X3 X4
17/6 %
oo BT e x
[aa] B xX;=2,9a
X

9/2

55/6

19/2
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Incovoierea barelor drepte
Aplicatia 2

Prima derivata a expresiei fortelor se anuleaza in x;=0, care va reprezenta un punct de
maxim al functiei (intrucat derivata a doua a expresiei este negativa).

Valorile fortelor la capetele regiunii sunt:
T(0) = Tmax(X1) = (17/6) qa; T(3a) = (17/6 — 3) ga = —(1/6) ga

Este importanta si sectiunca in care forta taictoare se anuleaza (in care functia

momentelor va avea un extrem), adica punctul definit prin distanta

17
xlzwf?az —a./85=29a

Din calculul rezultantei unei distributii in forma de triunghi, ca si din pozitia pe axa
distantelor a centrului ei de greutate, rezulta cd expresia momentelor incovoictoare Se va

scrie astfel:
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Incovoierea barelor drepte

Aplicatia 2

adica o functie de gradul al treilea in X, asa cum era de asteptat.

Prima derivata a acestei expresii va fi:
M’ i; (x1) = (17/6) qa — (q/3a) x? = Ty(X1)

Aceasta functie a fost complet studiata anterior, observandu-se ca in x1=(2,9-a) apare un
punct de extrem pentru M(x;); a doua derivata a expresiei momentelor este negativa

(pentru ci asa este semnul coeficientului lui x3), insemnand c& extremul va fi un punct
de maxim al functiei.

Valorile care prezinta importanta la trasarea graficului vor fi urmatoarele:

M(0)=0; M(2,92)=M max(X1)=5,51 ga®; M(3a)=(11/2) ga*=5,5 ga?
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Incovoierea barelor drepte

Aplicatia 2

Atentie: Notarea variabilei X cu indici numerici este folositd doar pentru precizarea
regiunii pentru care se scrie expresia unui efort sectional! Orice astfel de expresie nu
poate include doua variabile cu indici diferiti (x; si X;), astfel incat in expresiile
eforturilor nu se pun indici variabilei (ar complica inutil scrierea!), asa cum se observa

in relatii mai sus.

Pentru x,€(0; 2a), calculam efectele incarcarilor din partea stinga fatd de sectiunea
de lucru si rezulta expresiile de mai jos ale celor doua eforturi; acestea respecta relatiile

dintre moment si forta taietoare.

2q 3a 1
T, (X)) =V, - R[Q(X1)]— q 5 :_Eqa:Ct'
2 2381 g x) v aga? = Dgaz - 2
M, (x,)=—qa(3a+x) - 5 3 -3a+ x| +4qa’ = > ga 6qax
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Incovoierea barelor drepte
Aplicatia 2

Pentru a fi trasate graficele celor doua eforturi este nevoie doar sa mai fie stabilite
valorile de la capetele intervalului ale functieci momentelor de incovoiere:

M(0) =9,5qa?; M(2a) = (55/6) ga*= 9,17 ga’.

Pentru Xx3€(0; a) (cu precizarea ca variabila creste spre stanga!), calculand efectele
incarcarilor din dreapta fata de sectiune, se considera forta distribuita ca alcatuita din
doua portiuni — una de lungime 3a, din capatul barei pana la reazem, cealaltd de lungime
X, din reazem pana la sectiunea arbitrara — si se obtin urmatoarele expresii ale eforturilor

sectionale:

7 25
Ty(x:,>)=—(q-3a)+v2 —(q-x)=—3qa—gqa—qx=—€qa—qx

X 9 25 1

Miz(x3):(q-3a)(%+x)—vz-x+(q-x) E—Eqa +—qax+ qx
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Incovoierea barelor drepte
Aplicatia 2

Desigur ca si in acest caz este nevoie sa Se respecte relatiile dintre expresiile eforturilor,
inclusiv in privinta semnelor inverse (datorita calcularii efectelor care se produc la

dreapta fata de sectiunea de calcul).

Pe de altd parte se observa ca derivata momentului (expresia fortei tdietoare, cu semne
inversate) nu poate avea valoarea zero pe acest interval, ceea ce insecamna ca functia
M(x3) nu are extrem.

Mai trebuie observat ca derivata respectiva este strict pozitiva, adica functia este strict
crescatoare, atunci cand regiunea este parcursd de la dreapta catre stanga, asa cum s-a

considerat aici (a se vedea figura de mai sus).

Valorile celor doua functii la capetele regiunii sunt:
25 31 9 55
T(O)=-"ga T@=-"-0 M(@©0)=70dqa*; M(a)="qa’
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Incovoierea barelor drepte
Aplicatia 2
in fine, pentru x,e(0; 3a), calculand din partea cea mai simpld — adicd aceea din
dreapta fata de sectiunea de lucru — rezulta expresiile urmatoare:
Ty(Xs) =—q X Miz(Xa) = (q/2) X?

Aceste functii sunt relativ simplu de analizat, in sensul ca derivata momentului (egala si
de semn contrar cu expresia fortei taietoare) se anuleaza in x4=0, care va reprezenta un
punct de minim al functiei, pentru ca M’’(x4) =q > 0.

Pentru trasarea celor doua diagrame mai este important faptul ca valorile celor doua
functii ale eforturilor la capetele regiunii sunt:

T(0)=0; T(3a)=—3ga; M(0)=M min(Xs)=0; M(3a)=(9/2)ga*

Desigur ca deductiile explicate aici, precum si rezultatele tuturor calculelor care au fost
efectuate s-au folosit pentru construirea diagramelor de eforturi de mai sus.
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Verificarea corectitudinii diagramelor de eforturi

a) Corelatia dintre gradul functiilor si incarcarile de pe grinda: pe portiunea
fara forta distribuita — fortele taietoare sunt constante, momentele se
distribuie liniar; pe regiunile cu forta distribuita uniform — Ty(X) este liniara
(cu aceeasi pantd pe ambele regiuni, pentru cd este aceeasi intensitatea
fortei), iar Miz(X) — parabolica; in zona cu forta distribuita liniar — Ty(X) are
gradul doi, iar Miz(x) — gradul trei.

b) Salturile: pentru functia T(x) apar pe grafic trei salturi, in dreptul fortelor
concentrate de directia axei Y de pe grinda; diagrama M(xX) contine un singur
salt — in dreptul momentului concentrat M=4qga?, incat graficul incepe si se
termina chiar pe axa absciselor (efortul de tip moment este nul la capetele

lipsite de momente concentrate ale grinzilor!).
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C) Legatura dintre functiile eforturilor si derivatele lor: atunci cand grinda
este parcursa catre dreapta, functia M(x) este crescatoare unde T(X) este
pozitiva si descrescatoare unde T(X) este negativa; in plus, sectiunile in care
graficul T(x) trece prin zero (X1=2,9a si x4=0) corespund unor puncte de
extrem ale functiei M(x); pe prima regiune functia liniara q(x) trece prin zero
in sectiunea de capat (x1=0), care corespunde unui punct de maxim pentru

functia fortelor taietoare.

Explicatiile de mai sus aratd cd in rezolvarea problemei de fatd au fost
respectate toat criteriile de verificare prezentate anterior, astfel incat se
poate afirma ca diagramele trasate sunt corecte.
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Aplicatia 3

Sa se dimensioneze grinda solicitatd ca in

aplicatia anterioara, avand sectiunea de forma

si proportiile din schita alaturata. . % _______ >

Se cunosc valorile marimilor @=25N/mm; 12t
a=0,1m si c,=180MPa. v

Rezolvare 3t

ot

< >

Se observa ca sectiunea are ca axa de indoire axa
de simetrie orizontald z; caracteristicile ei in raport cu aceasta axa principala
centrala I; si W, au fost calculate intr-o aplicatie anterioara — in cadrul
cursului cu aceasta tematica:

I = 1040 t4, W; = (1040/6) &
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Folosind rezultatele anterioare, poate calcula tensiunca efectivd maxima din
sectiunea periculoasa a grinzii (x2=0) sub forma:

Mizmax(X) 19, 3 57 qa®
G ef max — = ga =
W, (X) 2

‘52013 1040 t3

Comparand aceasta valoare, in conditia de rezistentd, cu rezistenta admisibila
a materialului, rezulta:

N
57 qa’ 57 zs—mm.(loOmm)2

t . =3 = =42

min 1040 o, 3 1040 180 N , 38mm

mm?

Pe baza acestui rezultat, se adopta o valoare convenabilda a parametrului
sectiunii transversale a grinzii, de exemplu t,a=5 mm; in acest fel, sectiunea
va avea dimensiunile de gabarit (45x60) mm?.
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