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2.1

Stabilitatea elastica a barelor

comprimate lungi si subtiri



Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri
Etape de lucru la calculul de flambaj longitudinal

Pentru o bard comprimata complet cunoscuta, valoarea numerica a
coeficientului el de subtirime stabileste modul cum se va studia
probabilitatea de pierdere a stabilitatii sale elastice: pozitia acestui
numar A pe axa absciselor din graficul de variatie a tensiunii critice
arata in ce domeniu de flambaj se incadreaza bara, deci relatiile de
calcul care i sunt potrivite.

Principiul de baza in calculele de stabilitate este cd functionareca
sigurd a barei se obtine daca valoarea efectiva (Cef) — din relatia
fundamentala a flambajului — a coeficientului de siguranta la
flambaj este cel putin egala cu valoarea impusa prin enuntul
problemei sau prin tema de proiectare. In functie de cerinte, etapele
de lucru se parcurg asa cum se arata in continuare.



Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri

A. Pentru cazurile 1n care caracteristicile barei sunt cunoscute

—=Se stabileste coeficientul A, folosind relatia lui de definitie.

—Daca A<A1 — bara cedeaza prin compresiune, incat calculele de
rezistenta se fac la fel ca la solicitarile axiale.

—Daca Ae[A1; o) — flambajul are loc in domeniul elasto-plastic; se
calculeaza ocr din relatia Tetmajer, apoi din conditia fundamentala de
stabilitate se obtine forta maxima aplicabila barei, sau se verifica bara,
din conditia Ce2Cimpus.

—=Daca Le[io; A2] — flambajul barei este de tip elastic; forta critica se
determina din relatia Euler, apoi se face verificarea barei, sau calculul
fortei sale capabile, ca mai sus.

—Daca A>A, — bara e prea zvelta (adicd incorect dimensionata) si
trebuie regandita.



Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri

B. Pentru dimensionarea barei

In acest caz nu se cunosc dimensiunile sectiunii transversale (desi se stie
forma ei, adica proportiile intre dimensiuni), astfel incat nu poate fi stabilita
valoarea coeficientului de zveltete.

—Se face presupunerea ca bara flambeaza in domeniul elastic (adica
valoarea efectiva a lui A se afla situata la dreapta limitei Ao care
corespunde materialului barei).

—=Din relatia Euler (punand Fer=CimpusXFef) se obtine valoarea minima
necesara a momentului de inertie al sectiunii transversale, din care se
calculeaza valoarea de pornire a dimensiunii sectiunii (adica se pre-

dimensioneaza bara).



Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri

—=Folosind aceasta dimensiune de pornire (rotunjita prin adaos!) se
calculeaza coeficientul Aer al barel.

—=Daca Aer2Ao — bara este deja dimensionata in mod corect si problema
este rezolvata, adica dimensiunea stabilitd mai sus poate fi adoptata ca
definitiva.

—=Daca Aer<Ao — presupunerea facuta initial nu este confirmata si bara
trebuie verificata, dupa regulile cunoscute pentru flambajul de tip
elasto-plastic; in principiu, Se va obtine un coeficient de siguranta de
valoare insuficienta, incat dimensiunile sectiunii trebuie marite treptat,
refacand calculele de verificare, pana cand conditia de siguranta este

indeplinita.



Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri

Aplicatii _
2t
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1. Sa se calculeze forta de comprimare suportabila 1
pentru o tija de lungime L, avand sectiunea transversala
ca in figurd, incastrata si articulata la capete; tija este ¢
din OL37, avand E=21-10*MPa si parametrii L=0,6m si
t=4mm; coeficientul de siguranta la flambaj se impune a 2t
fi c=4. St
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Rezolvare
Sectiunea are doua axe de simetrie, axe principale centrale ale sectiunii, iar
momentele principale centrale vor fi:
_8t-(10t)° , 3t (6t)° _ 1838 , | _6t- (2t)’ Lo 2 (8t)° _ 524, ,
’ 12 12 3 Y 12 12 3

Pentru momentul fatd de axa z s-a facut scaderea intre momentul sectiunii brute si al celor
doud dreptunghiuri “verticale” (3t-6t); fatd de axa y s-a descompus sectiunea in doud
dreptunghiuri “orizontale” (8t-2t) si unul vertical — “inima” profilului — (2t-6t).




Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri

Aplicatia 1

Momentul minim de inertie se obtine fata de axa de flambaj vy, iar aria sectiunii
este A=44t2, astfel incat raza ei minima de inertie va fi:

=i, = . _ 524t4 1 =t E—1992t
2 \VA Y 3 44t2 "\ 33 7

Imin

Din modul de rezemare rezulta lungimea de flambaj L=0,707-L; coeficientul de
zveltete al tijei este:
L 0,707 - 600mm

- = 53,238 = 53,2
I min 1,992 - 4mm

A=

Bara flambeaza elasto-plastic, cu tensiunea critica datd de relatia Tetmajer si
coeficientii indicati; din conditia fundamentala rezulta forta suportabila a tijei:

Fe Aoy 44t%(a—b-2)

C

Frax =
Cimpus C



Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri

Aplicatia 1

Inlocuind valorile numerice din problema, se ajunge la valoarea maxima a fortei
de comprimare pe care bara considerata 0 poate suporta:

44 (4mm)* (304 -1,12- 53,2)L2
mm

F = ; = 43,018kN

Observatii:

1.Daca valoarea coeficientului de zveltete ar fi fost mai mare decat 105, atunci
forta critica s-ar fi calculat folosind relatia lui Euler.

2.Se remarca efectuarea calculelor sub forma /iterala, pana la obtinerea relatiei

matematice finale, singura in care (cu exceptia determinarii coeficientului A) s-au
facut apoi inlocuiri numerice.
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Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri

Aplicatii

2. Sa se dimensioneze o bara articulata la capete, de sectiune dreptunghiulara,
cu raportul laturilor h/b=2; bara este din otel, cu E =21-10*MPa, are lungimea
L=0.5m, forta preluata este Fer=10*N, iar coeficientul de siguranta la flambaj se
va lua c=3.

Rezolvare

Coeficientul efectiv de zveltete nu poate fi calculat, intrucat nu se cunosc
dimensiunile transversale ale barei; se incepe, asadar, de la presupunerea ca
flambajul barei se produce in domeniul elastic al materialului ei (Ae2105);
definitia coeficientului de siguranta da Fcr = C-Fef, iar din relatia Euler se poate
calcula valoarea momentuuil de inertie necesar al sectiunii:

L CoFer L% _3-10*N-(500mm)?
2
n”-E n?.21-10* N2
mm

—3622,3mm*?

11



Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri

Aplicatia 2
Pe de alta parte, exprimat in functie de dimensiunile sectiunii, cel mai mic
moment de inertie principal central al sectiunilor barei Se scrie:
. _b>-h_b*-(2b) b
mhTY T 12 T 12 6

Din egalarea celor doua valori ale momentului de inertie rezultd o dimensiune
preliminara a sectiunii transversale: b = 12,142mm; pentru simplitate se
adopta valoarea b = 15mm.

Aceasta ar putea fi dimensiunea finald a sectiunii, daca ea ar face sa fie
indeplinitd presupunerea inifiald, in legatura cu coeficientul A; aria sectiunii
transversale a barei fiind A = 2b?, raza ei minima de inertie este

. _|.p* _ b b3
mn Ty 6.2b2  J12 6
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Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri
Aplicatia 2

Pe aceste baze, valoarea efectivi a coeficientului de zveltete A al barei se
calculeaza astfel:

Ly L 2L+3 2+3-500mm
i, b3 b 15mm
6

7\'ef =

=115,47

Coeficientul de zveltete real este plasat, prin urmare, in domeniul flambajului
elastic de pe graficul tensiunii critice; presupunerea facuta la inceput a fost
asadar corectd, iar dimensionarea barei este valabila: sectiunea ei
dreptunghiulara trebuie sa aiba dimensiunile b=15mm, h=30mm.

Desigur cd, in cazul in care coeficientul A ar fi avut o valoare mai mica decat 105,
parametrul dimensiunilor transversale ar fi trebuit marit treptat, ficand mereu verificari ale
barei cu formula flambajului elasto-plastic.

13



Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri
Aplicatii

3. Sa se verifice stabilitatea elastica a unui stalp din otel, cu inaltimea de 3 metri,
incastrat la partea de jos, care trebuie sa sustina pe capatul liber o incarcare de
900kN si este realizat in doua variante de sectiuni, ca in figura de mai jos.

/ T \ -
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340
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|

(a) (b)
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Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri

Aplicatia 3
Rezolvare

Se parcurg etapele precizate mai sus, pentru problemele de verificare la
flambajul longitudinal al barelor drepte: se calculeaza aria transversalda A,

momentul de inertie Imin, raza de inertie imin, respectiv coeficientul Aer (se stie
ca lungimea de flambaj este, pentru acest caz de rezemare, 2L=6m), stabilind
astfel relatia potrivita pentru coeficientul de siguranta la flambaj.

a) Pentru prima varianta de sectiune aria transversala este:
A =(340 -190 — 300 - 150 )mm? =19600 mm?

Momentul de inertie minim se calculeaza fata de axa orizontala de simetrie,
in raport cu care materialul sectiunii este asezat mai aproape:

(340 .190%  300-150°
Imin = -

mm? =10996 33 -10* mm*
12 12

15



Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri

Aplicatia 3

Prin urmare, raza de inertie si coeficientul efectiv de zveltete se vor calcula
astfel:

i ,ﬂzm,gmm A :_2L :2.3000mm:80’1
A I min 74,9 mm

Acest rezultat aratd ca stalpul flambeaza elasto-plastic, deci coeficientul sau
de siguranta va fi:
19600 mm? (304 —1,12 -80,1)— 5
c _A(@—b-2rg) mm
ef = = 5
Fef 9-10° N

= 4,66

Valoarea obtinutd este suficient de mare pentru a admite ca stalpul calculat
nu este in pericol sa-si piarda stabilitatea elastica.

16



Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri

Aplicatia 3

b) In cazul sectiunii inelare calculele mentionate in etapa anterioard se fac
dupd cum urmeaza:

A=%(2302 ~1902) mm? = 4200 © mm?

42200 (5302 1 1902 ) mm*

| =6i4(2302 —1902)(2302 +1902) mm

o Rgr = — 80,45
V2302 +1902 mm

. | /2302 +1902 423000 mm
|min = K = 4 mm

Si pentru acest caz se obtine ca flambajul barei se produce in domeniul
elasto-plastic, astfel incat valoarea efectiva a coeficientului sau de siguranta

se obtine din formula bazata pe relatia Tetmajer, astfel:

17



Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri
Aplicatia 3
4200 tmm? (304 —1,12 - 80,45)N2

mm
Cef = =313
°f 9.10° N

Prin urmare, varianta inelara de sectiune confera stalpului calculat stabilitate
elastica, la comprimare longitudinala, cu un coeficient de siguranta 3; daca
tema de proiectare sau beneficiarul proiectului solicita sa se asigure pentru
functionarea stalpului un grad mai mare siguranta, atunci bara trebuie sa fie
redimensionata, in sensul cresterii dimensiunilor sale transversale.

18



Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri

Aplicatii

4. Un stalp vertical din OL37 are 1ndltimea H = 4 metri si trebuie sa suporte pe
capatul liber o forta de 600kN, cu un coeficient de siguranta ¢ = 3; se propun
doud variante de sectiuni transversale, constante pe inaltimea stalpului: una
patrata cu gol (raportul laturilor celor doua patrate fiind 4/5), cealalta patrata
plina. Sa se dimensioneze stalpul in ambele variante, stabilind cum se
modifica, de la una la alta, volumul de material pentru realizarea stalpului.

!
e

ab

SRR

A

I T

e

(a) (b)

-
R
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Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri

Aplicatia 4

Rezolvare

Cele doua variante de sectiune trebuie sa aiba aceeasi valoare a momentului
minim necesar de inertie, calculata pe baza presupunerii ca stalpul flambeaza
elastic.

: e 7'52 -E- Imin
Se porneste de la formula lui Euler pentru forta criticd: Fer =€~ Fer = (ZT

Valorile numerice ale marimilor din problema conduc la valoarea:

ec 3-6-105N~4-(4-103mm)2 6-43.107 4
NS — = mm
min N 2
n®-21-10% [
mm

Pentru dimensionarea initiala se egaleaza rezultatul cu expresia momentului de inertie,
scrisd in functie de dimensiunile sectiunii; ambele variante de sectiuni (avand cate 4 axe de
simetrie) au moment de inertie unic, fata de toate axele ce trec prin centrele lor de
greutate!

20



Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri

Aplicatia 4

b*—a* b*|. (4| 123 4
a) Pentru sectiunea tubulara se obtine: Imin = 1= 12 12 1- 5] |”a.6725

Egaland acest rezultat cu valoarea de mai sus a momentului de inertie se ajunge la valoarea
b=183.4mm~184mm, de unde rezulta ci a=0.8-b=~147mm; dimensiunile astfel stabilite vor
fi cele finale daca se confirma ca stalpul proiectat flambeaza in domeniul elastic:

2 _b*-a* 1 b®+a® . 2.H-JI2
min 12 b2 _ 52 12 ef [42 b2

Se obtine As=117,67>105, adica se confirma flambajul elastic, iar dimensiunile
de mai sus sunt corecte.

b) Pentru sectiunca patrata fara gol marimea laturii se calculeaza astfel:

4
t
Imin=|=E=|”m%g = tmin =160,7MM = tagoptar =161Mm

21



Stabilitatea elastica a barelor comprimate lungi si subtiri

Aplicatia 4
Pe aceasta baza, coeficientul efectiv de zveltete va fi:
" | 2 2.H-v12 2-4000mm-2-+/3
Imin = =75 = tef = = =172,12
t2 12 t 161mm

Si aici se confirma flambajul elastic, dimensiunea a fost adoptata corect.

Pentru a stabili diferenta de consum de material intre variantele de sectiuni se observa ca,
lungimea fiind aceeasi in ambele cazuri, variatia de volum este data de cresterea ariei
transversale in cazul sectiunii pline, fata de sectiunea tubulara; este deci suficient sa se
faca raportul dintre variatia ariei si aria sectiunii pline:

Ap — A, _t°— (b2 —az): (1612 — 18472 +1472)mm2

AV =
Ay t2 1612 mm?2

= 0,528

Se deduce ca folosirea sectiunii tubulare in locul celei pline conduce la o
economie importantd de material, in cazul stalpului aici proiectat diferenta
dintre cele doua variante fiind de peste 50%!

22



2.2

Calculul

ogrinzilor plane cu zabrele



Calculul grinzilor plane cu zabrele

Aplicatia 1

Sa se dimensioneze barele constructiei de mai jos, facute din otel laminat cu
E=21x10%* si 6,=160 [MPa]; barele orizontale si verticale au lungimea a=0.8m,
fortele exterioare au marimea F=3x10* N, iar coeficientul de sigurantd la
stabilitate longitudinala este c=3; barele au sectiune patrata de latura t.

24



Calculul grinzilor plane cu zabrele

Aplicatia 1
Pe desen s-au numerotat cele 10 noduri, s-au marcat lungimile a ale barelor si
valorile celor doua reactiuni din reazeme: in nodul 2 se afla o articulatie, in care
reactiunea orizontald nu are oponent pe grinda si este nula! Pe de alta parte,
constructia este simetricd, la fel ca incarcarea prin cele 4 forte F, deci reactiunile
verticale din reazeme trebuie sa fie egale intre ele, avand marimea 2F.

Grinda este static determinatd si nelabila — criteriile de constructie sunt
indeplinite — din N=10 si B=17 rezulta 2x10=17+3, iar structura poate fi
compusa incepand de la oricare triunghi si addugand mereu doua bare prinse
intr-un nod comun.

a. Calculul eforturilor din bare — prin metoda izolarii nodurilor

Pentru a nu incarca desenul, au fost marcate doar primele doua sectionari,
facute in nodurile de pe latura din stanga a constructiei.

25



Calculul grinzilor plane cu zabrele
Aplicatia 1

Nodul 1 are ecuatii de echilibru foarte simple, care nu necesita explicatii:
> X;=0: N;p=0
{ZYi =0 Npgo=F
Acestea sunt eforturile din primele doua bare ale grinzii cu zabrele.
Observatii:

1. Dupd cum s-a aratat, calculul trebuie sa inceapd de la un nod in care apar
doar doua bare si sa continue, pe cat posibil, cu noduri avand numai cate
doui bare cu eforturi necunoscute! In vecinitatea nodului 1 doar nodul 10
respectd cerinta, astfel incat va fi nodul urmator abordat.

2. Toate triunghiurile constructiei (in numar de 8) sunt dreptunghic isoscele,
de unde rezultd ca barele oblice sunt inclinate la 45° fata de verticala si de

orizontala.

26



Calculul grinzilor plane cu zabrele

Aplicatia 1

Nodul 10 este intersectia a trei bare, pentru care ecuatiile de echilibru se prezinta

astfel:

in =0: N9—10 + N2_10 -c0s45°=0
> Y;=0: Ny49+Ny_49-€0s45°=0

Folosind un rezultat anterior se obtine:
N2_10=-Ni_10-v2 =-F -2
Ng_10=-Np_10-v2 =F

10

No-10

O

|

-
\éo

1-10 N2-10

Nodul 2 contine 4 bare (doua avand eforturi necunoscute), iar in ecuatii apare si

reactiunea verticald din acel punct:

27



Calculul grinzilor plane cu zabrele

Aplicatia 1
2 | \N21o 8N
2 Xj=0: Njp+Ny_40-€0845° = Np3 \ T
{zvi =0: Npg+ Ny qq-C0845°+ 2F =0 s/ Nas
Naz i oF
Folosind rezultatele anterioare se obtine ca:
N23:N2—10'i:_|: N29:_2F_N2—10’i:_|:
J2 J2
Nodul 9 contine tot 4 bare:
{zxi =0: Ngg + Ngg -€c0s45° = Ng_3 9] < Nag

O -
3Y; =0: Npg + Ngg-c0845° =0 No-10 l \(io
N

N3g = —Nyg -~/2 = F-4/2

De aici rezulta: Ngo = F— Ng 1 0

J2

28



Calculul grinzilor plane cu zabrele

Aplicatia 1

Nodul 8 are, pe verticald, douda componente: N3g=-F. Acesta este efortul din a opta bara a
grinzii, care inchide jumatatea din stdnga a constructiei; este ultimul rezultat util al acestui
calcul, intrucat simetria constructiva si de solicitare se reflecta in identitatea eforturilor din
barele plasate simetric fata de axa globala a grinzii, ce corespunde cu axa barei 38.
O confirmare se obtine din ecuatia de echilibru scrisa cu proiectiile orizontale ale fortelor
din nodul 8: N3 = Ngg = 0 (conform rezultatului

anterior). 3 N Ng
Pe de alta parte, rezulta ca ecuatiile de echilibru din Na7
ultimul nod semnificativ — nodul 3 — se folosesc pentru 45° 45°
verificarea datelor deja obtinute; trebuie remarcat ca - >
echilibrul proiectiilor pe orizontala ale fortelor din N2 E N34

nodul 3 se verifica de la sine, intrucat barele 23 si 39
sunt simetrice, respectiv, cu barele 34 si 37!
Ecuatia proiectiilor verticale se scrie: 2. Yj =01 Ngg+2-Ngg-c0s45° =F
1
Se ajunge la; —F+2- Fv2- - F - o0 identitate, deci datele de mai sus sunt corecte.

29



Calculul grinzilor plane cu zabrele
Aplicatia 1

Folosind legaturile de simetriec mentionate, se scriu valorile eforturilor din cele 17
bare ale grinzii, prezentate in tabelul de sinteza de mai jos.

Bara Lungimea Efortul Efortul Efortul

wij” Lij sectional real fictiv fictiv
Nij Nij Nn’ij

1-2 a 0 0 0
2-3 a -F 0 0
3-4 a -F 0 -1
4-5 a 0 0 0
5-6 a F 0 1
6-7 a F 0 1
7-8 a 0 -1/2 1/2
8-9 a 0 -1/2 1/2

9-10 a F 0 0

30



Calculul grinzilor plane cu zabrele

1-10 a F 0 0
2-10 a2 -FJ2 0 0
2-9 a -F -1/2 1/2
3-9 a2 FV2 J2 12 -V212
3-7 a2 FV/2 J2 12 J2 12
3-8 a -F 0 0
4-7 a -F -1/2 -1/2
4-6 a2 -FV2 0 -2

b. Calculul de rezistenta — pentru barele grinzii cu zabrele

Tabelul de valori arata solicitarea periculoasa in cele patru bare oblice ale

grinzii, cu efortul de valoarea maximid Nmax = Fv2 ; calculul se face pentru barele
4-6 si 2-10, la care efortul este negativ, adica produce comprimare; asa cum s-a
aratat, dimensionarea se face din conditia de stabilitate longitudinala (flambaj).
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Calculul grinzilor plane cu zabrele
Aplicatia 1

Barele au sectiunea patratd cu latura t si lungimea L = a2 (egala cu
lungimea lor de flambaj L¢); ipoteza de pornire este ca barele flambeaza

elastic si se pot calcula cu formula lui Euler pentru forta critica:

TC2°E'Imin

2
(e

C-Fer =

de unde se poate obtine o valoare inifiala a momentului de inertie,
respectiv a dimensiunii transversale a sectiunii barelor:
t4 ¢ FV2-([av2f
- 2

I [
12 min 2 E

Folosind datele numerice ale grinzii considerate se parcurg etapele finale de
calcul:
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Calculul grinzilor plane cu zabrele

Aplicatia 1
t4_12-3-3-1O4N-\/§-(800mm)2-2_22-32-104-\/5-26-2 4 _ o8 40t 18V2 4
= N = > mm = . . me
n2-21-10472 7-m 7-m
mm

adica tmin = 31,164 mm, din care se adopta valoarea t = 32 mm.

Aceasta poate fi dimensiunea finala a barelor grinzii numai dacd se respectd ipoteza

initiala, prin valoarea coeficientului de zveltete efectiv al barelor; se observa ca:

L, 2 t L av2-243 2a6
Imin =72 = Imin === = Aef =7 = =
12 2./3 i min t t
Datele numerice ale problemei conduc la urmatorul rezultat:
of = 2-800mm -6 _ g o199 47
32mm
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Calculul grinzilor plane cu zabrele

Aplicatia 1

Valoarea este mai mare decat 105, limita la stanga, pentru otelurile laminate, a
domeniului Euler pentru forta critica de flambaj, deci calculele au fost corecte
si grinda poate fi construitd din bare de sectiune patrata cu latura t = 32mm.

d. Calculul deplasarilor, pe verticala — pentru nodurile 3 si 5 ale grinzii

Incarcarea fictiva, cu fortd Verticald de o unitate (fira dimensiuni!), se face mai
intai n nodul 3 al grinzii: calculul este simplificat de simetria solicitarii (din
care rezulta si valorile reactiunilor din cele doud reazeme ale grinzii), care
permite ca studiul eforturilor sa se faca pe 0 jumatate a constructiei.
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Calculul grinzilor plane cu zabrele
Aplicatia 1

Daca se alege partea din dreapta, se observa ca izolarea succesiva a nodurilor 5,
6, 4 si 8 permite sa se calculeze foarte usor valorile urmatoarelor eforturi:
Nas = N6 = Nag = Ne7 = N3a = N3g = 0, Na7 = -1/2
N7s Ns7=0
O |

> X;=0:nyg+n37-c0s45° =0 Lf:\/ 7
SY; =0: ng7+ng7-c0845° =0 ]
Folosind un rezultat anterior se obtine:

J2 21

N =-—N --\/Ez—;n =N — =
37 47 2 78 37 2 2

Se 1zoleaza apoi nodul 7, in care ecuatiile se scriu astfel: g

Valorile obtinute sunt valabile si pentru barele simetrice cu cele calculate, fata
de axa mediana verticala a constructiei, iar aceste eforturi fictive n;jj sunt
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Calculul grinzilor plane cu zabrele
Aplicatia 1

cuprinse si ele in tabelul de mai sus al rezultatelor problemei; echilibrul
eforturilor din ultimul nod semnificativ — nodul 3 — se scrie simplu, doar doua
bare, cele oblice, avand eforturi nenule; proiectiile lor orizontale sunt de la sine
in echilibru, datorita pozitiei simetrice a barelor in grinda consideratd, iar suma
proiectiilor verticale ale fortelor se scrie:

V21

2-N37-c0s45 =1 < 2 > \/5_1
Ecuatia este verificata, iar valorile calculate pot fi admise ca fiind corecte;
folosind datele din tabelul de sinteza (coloanele 2, 3 si 4) si relatia generala
a deplasarilor, cu observatia ca barele au aceeasi rigiditate axiala (E-A),
deplasarea pe verticala a nodului 3 va fi (termenii dintre paranteze sunt
trecuti in ordinea din tabel a barelor, fiind neglijati cei pentru care unul
dintre factori este nul!):
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Calculul grinzilor plane cu zabrele

Aplicatia 1

(3)_—A{2 FV2. X2 ‘/— a2 +2.(=F)- (——j } ;’Z[NEH]

Observatii

1.  Din tabel se deduce ca, pentru 13 dintre cele 17 bare ale grinzii, este nul macar unul
dintre eforturile sectionale (cel real Njj, respectiv cel din starea de incarcare fictiva njj),
incat in suma din paranteza de mai sus apar doar termenii ce corespund celor 4 bare cu
eforturi de valori semnificative — acestea sunt simetrice in perechi — 37 cu 39 si 47 cu 29,
de unde provine factorul 2 din fiecare termen din paranteza.

2.  Rezultatul calculelor este pozitiv, deci deplasarea nodului 3 se produce in jos (in
sensul fortei unitare fictive care s-a introdus in acel nod).

Folosind datele problemei se poate stabili valoarea concreta a deplasarii
calculate, astfel:

4
8v(3) =(2v2 +1)- 3-10° N -800mm —(2v2 +1)- 800\ m = 0,427mm
a N 7-1024
21.10
mm
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Calculul grinzilor plane cu zabrele
Aplicatia 1

Calculul deplasarii pe verticala a nodului 5 este mult mai laborios, deoarece solicitarea
din starea fictiva care 1i corespunde nu mai este simetrica, astfel incat pentru aceasta
stare trebuie stabilite prin calcul eforturile (care se noteaza cu n*;) din toate cele 17
bare ale grinzii.

Se observa ca nici reactiunile din reazeme (care au fost calculate separat, din ecuatiile
globale de echilibru) nu mai sunt egale intre ele si nu au nici macar aceeasi orientare!

Se vor calcula eforturile prin metoda izolarii nodurilor, cu mentiunea ca toate valorile
acestora au fost deja incluse in tabelul de rezultate de mai sus.
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Calculul grinzilor plane cu zabrele

Aplicatia 1
Din nodul 5 se obtin n*45 =0, respectiv. n*ss = 1. N*gr
> X; =0: n*g; +n*,5-c0s45° =0 O 6
Nodul 6 0 N * o_ 45°
2 Y =0: n*55 +Nn*,-c0s45° =0
Folosind rezultatul anterior rezulta: N* 46 N*s6=1
N*46 = —N*56+/2 = —/2
1
N*g7 =—N*y-—==1
67 46 \/E
2. Xj =0:n%5+Nn%46-C0s45° = n*34 4 Tn*‘” %46
Nodul4 sy, =0: n*,, +n*46-cos45°+§:0 Aad N*34 45°

- e |
3/2 4
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Calculul grinzilor plane cu zabrele

Aplicatia 1
1
0 _\/E._:n* n=* =-1
+( )JE 34 34 )
n*47+(_\/§).%+g=0 n*47:_5

in =0: n*78 +Nn *37 -C0Ss45° = n*67

Nodul 7 {zvizo: N*47 +N*37 -c0s45° =0 < zfy

e 1 s 2
n*78+n*37'—=1 * -
) V2 — <n =7 2
1 1 1
——+NnN*37-——=0 Fog = —
2 Y2 S

Nodul 8 Aici rezultatele se obtin imediat: N*gg = N*73 ='%, respectiv n*3g =0
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Calculul grinzilor plane cu zabrele
Aplicatia 1

Nodurile 1 si 10

Ecuatiile din aceste noduri dau valorile:
N*12 = N*1.10 = N*2.10 = N*9.10 = 0

Nodul 2 2 @{0 Tn*zg
Aici ecuatiile contin doar trei termeni de forta, 45°f N*,3
intrucat cele doud componente din partea stinga a =0 i =
figurii sunt egale cu zero, astfel ca se obtine: 12

N*y3 =0, respectiv n*y="Y%

Nodul 9 9 N*9.10=0 N*gg
- >
> Xj=0: n*gg+Nn*39-c0545°=0 O 5o
YY;=0: n*yg+N*39-c0s45°=0 n*zgl o
39

de unde rezulta urmatoarele:
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Calculul grinzilor plane cu zabrele

Aplicatia 1

N*39 =—N*y9 2 =~ \/— ; {‘@]'%_O

Cea de-a doua ecuatie este deja una de verificare si se observa ca reprezinta o identitate,

aratand ca valorile pe care le include sunt corecte. Verificarea finala se face in ultimul nod
al grinzii, singurul in care se intalnesc cinci bare:

Nodul 3 3| W39  ANn*ss -
37
> Xj =0:n%*34 +n*37 -c0545° =n*53 +Nn*39 -c0545° ;?\O 45°
Y Y; = 0: N*gg +N*3g -C0s45° +n*57 -C0s45° =0 ~ Ty
Folosind rezultatele anterioare rezulta:
V2 W2 1
—1+— —=0+ — |- —=
2 J— 2 ) V2
\/_ 1 _,
2 /2
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Calculul grinzilor plane cu zabrele

Aplicatia 1

Relatiile sunt identitati, valorile eforturilor sunt corecte. Pentru deplasarea pe verticala a
nodului 5, termenii semnificativi (la care ambele eforturi — cel real Njj si cel fictiv n*j; — sunt
nenule) sunt dati de doar 8 dintre barele constructiei - numerotate 34, 56, 67, 29, 39, 37, 47 si
46; termenii lor apar, in aceasta ordine, intre parantezele drepte din expresia urmatoare:

8y (5) = {( F)-(- )a+F-1-a+F-1-a+(—F)-%-a+F\/E-(—g}a\/i+

+FJ_‘/_aJ_+(— (L) arlria)(2) \/’} F2 3,202)

Rezultatul este pozitiv, nodul 5 se deplaseaza in jos, in Sensul fortei unitare din starea de
incarcare fictiva; folosind datele numerice din problema se poate calcula si valoarea reala a
acestei deplasari, astfel:

104N -
5, (5) = 3-10 800 mm (3+2\/—)
21.10%

13+ 2+/2 Jnm = 0,65mm
oy Br2v2)n

mm
Mai trebuie observat cd valorile ambelor deplasari calculate sunt pertinente si confirma
plasarea in domeniul elastic a deformatiilor pe care le capata barele grinzii cu zabrele, sub
actiunea incarcarilor pe care trebuie Sa le suporte.
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Calculul grinzilor plane cu zabrele




Calculul grinzilor plane cu zabrele




2.3

Solicitari prin forte inclinate
fata de axele principale ale
barelor



Solicitari prin forte inclinate fata de axele principale ale barelor

Calcule de rezistenta si de rigiditate la solicitarile compuse

in capitolele anterioare s-a discutat in exclusivitate despre incircari aplicate barelor drepte
la care eforturile din sectiunile transversale (cele importante pentru calcule) erau de un
singur fel, adica aveau o singura componentd nenula, dirijatda fie pe directia axei
longitudinale a barei, fie pe a uneia dintre axele principale centrale din sectiunile ei;
astfel de solicitari se numesc simple si nu au echivoc privind stabilirea tensiunilor
periculoase pentru integritatea barei, respectiv a valorii lor maxime, introdusa apoi in
conditia de rezistenta.

Prin contrast existd multe situatii practice in care solicitarile sunt compuse, adica in
sectiuni apar eforturi si tensiuni de cel putin doua categorii diferite; acestea sunt analizate
separat, stabilind punctele din bard unde se produc cele mai mari tensiuni si in acele
puncte sunt calculate efectele globale, in doua modalitati distincte:

a) daca tensiunile elementare sunt de aceeasi natura si la fel orientate fata de sectiunile
transversale, atunci valorile lor dintr-un punct oarecare al barei se pot aduna algebric,
rezultatul fiind numit tensiune rezultanti 6re:(X) Sau Trez(X);

b) daca respectivele tensiuni sunt orientate diferit sau au naturi diferite, atunci sumarea
algebrica nu este posibila si efectul global este calculat ca tensiune echivalenti Gecn(X),
folosindu-se una dintre teoriile de rupere cunoscute.
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Solicitari prin forte inclinate fata de axele principale ale barelor

Calcule de rezistenta si de rigiditate la solicitarile compuse

La finalul acestor operatii valoarea cea mai mare a tensiunii globale se introduce in
conditia de rezistenta, adica se compara cu rezistenta admisibild (aleasa conform cu felul
tensiunii globale) a materialului barei. Calculele de rigiditate, referitoare adica Ia
deplasarile s1 deformatiile unor puncte si segmente de puncte din bara analizata, se fac
dupa principiile de la solicitarile simple, luand in considerare efectele de deformare
produse de toate solicitarile elementare ce au loc simultan in bara.

Prin axe principale atasate unei bare se inteleg axa ei longitudinala, notata cu X
in sistemul tipic de coordonate folosit in rezistenta materialelor, plus axele
principale centrale de inertie, notate CU z (cea orizontald), respectiv cu Y, ale
sectiunilor transversale.

In scopul de a stabili ce tipuri de solicitiri sunt produse de fortele cu orientiri
Oarecare, se procedeaza la proiectarea fiecarei forte care se analizeaza pe
directiile axelor mentionate, analizand apoi eforturile sectionale nenule ce apar
in bara si care pot fi de sase categorii:
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Solicitari prin forte inclinate fata de axele principale ale barelor

Calcule de rezistenta si de rigiditate la solicitarile compuse

a) proiectia pe axa X a unei forte produce intindere sau comprimare, cu
tensiuni care se distribuie uniform pe sectiunile transversale;

b) proiectiile pe Y si z tind sa produca forfecare, pentru care tensiunile sunt
(cu exceptia corpurilor masive, de tip bloc) putin semnificative (pentru
calculul de rezistenta) fata de efectele date de celelalte solicitari;

c¢) daca directia fortei nu intdlneste axa X a barei, atunci proiectia ei pe un
plan perpendicular pe aceasta axa va produce moment de rasucire; cazul in
care se compun tensiuni ¢ si T va fi discutat separat, astfel incat in acest
capitol va fi vorba numai despre forte (transversale) care intdlnesc axa X;

d) in fine, proiectiile pe axele y si z produc si momente de incovoiere, in
raport cu axele z, respectiv y din sectiunile aflate /a distanta de punctele lor
de aplicare.
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Solicitari prin forte inclinate fata de axele principale ale barelor

Calcule de rezistenta si de rigiditate la solicitarile compuse

Efectele din ultima categorie necesita o detaliere privind modul cum se calculeaza tensiunile
pe care le produc; pentru fiecare moment sectional axa de incovoiere coincide cu directia
momentului, iar tensiunile sunt proportionale cu distanta pana la aceasta axa a fibrei unde se
face calculul, conform relatiei lui Navier:

Miz(x)‘y

I,

Miy (X) - z

respectiv. Gincy(X,2) = I

Gincz (X, Y) =
Yy

Prin urmare, tensiunile sunt nule pe axa de incovoiere, care din acest motiv se numeste
axa neutra (notata de obicei A.N.) a sectiunii, pentru solicitarea respectiva si ating
valorile maxime in punctele de pe sectiune aflate la distanta cea mai mare fata de axa
neutrd, adica la extremitatile ei (fata de directia momentului ce produce incovoierea);
se reaminteste si ca tensiunile de Tncovoiere au semne contrare, de o parte si de alta a
respectivei axe neutre a sectiunii. Aceste notiuni vor fi utilizate in discutiile urmatoare,
cu scopul de a se stabili valoarea tensiunilor globale maxime si respectiv plasarea lor
pe sectiunile barelor analizate.
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Solicitari prin forte inclinate fata de axele principale ale barelor

1. Forte incluse intr-un plan principal longitudinal al barei

Se intelege prin plan longitudinal unul format de axele y sau z cu axa X a barei; discutia
se poate face pentru oricare dintre ele, iar pentru simplitate se alege planul ,,vertical”,
acela care contine axa Y; incarcarea exterioara este data de cel putin o forta, cuprinsa in

acest plan si inclinatd sub un unghi a in raport cu axa X a barei.

Cel mult trei componente ale eforturilor sunt prezente in sectiunile barei — forta axiala
N(x), cea taietoare Ty(x) si momentul de incovoiere Mj;(X); S-a precizat ca importante in
calcule sunt tensiunile axiale si cele de incovoiere, care sunt de aceeasi natura (produc
intindere sau comprimare in toate punctele sectiunilor transversale) si la fel orientate
(perpendiculare pe sectiuni), adica se pot aduna algebric in orice punct P(x, y, z) din
volumul barei. Se obtin astfel tensiunile rezultante, care trebuie sa indeplineasca in
fiecare punct conditia de rezistenta:

NG |, Mg (- _
A 100

Crez (X, Y) =
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Solicitari prin forte inclinate fata de axele principale ale barelor

1. Forte incluse intr-un plan principal longitudinal al barei

Se poate Vvizualiza (ca in figura de mai jos) repartitia tensiunilor pe indlfimea unei sectiuni
transversale; graficul poate fi prezentat in planul median longitudinal (x-y), pentru ca
tensiunile rezultante nu variaza in functie de coordonata z a punctelor sectiunii, adica sunt
constante pe orice ,,fibra” orizontala a ei; sectiunca dreptunghiulara are avantajul
simetriei fata de axa de incovoiere, dar discutia se poate extinde usor la sectiunile fara
simetrii. S-a abordat situatia in care eforturile N(X) si Mi(X) au semne considerate
pozitive, de unde orientarea ca in figura a tensiunilor; in plus, axa y a fost dirijata in jos,
pentru ca tensiunile pozitive de incovoiere sa aiba loc in dreptul coordonatelor y pozitive.

. y Oax . Ginc max . Grez max
y' y' y' y'

52



Solicitari prin forte inclinate fata de axele principale ale barelor

1. Forte incluse intr-un plan principal longitudinal al barei

Sumarea algebrica a celor doud categorii de tensiuni elementare face sa transleze, cu
marimea tensiunilor axiale, /inia varfurilor tensiunilor de incovoiere; axa neutra (A.N.)
transleaza si ea, ajungand sa nu mai treaca prin centrul de greutate al sectiunii barei, incat
cea mai mare tensiune rezultantd se inregistreaza la acea extremitate a sectiunii unde cele

doua tensiuni elementare au acelasi semn (adica sunt la fel orientate).

Pe de alta parte se stie ca, pentru sectiunile simetrice fata de axa de incovoiere, tensiunile de
la extremitatile sectiunii sunt egale si de semn contrar, incat membrul sting din conditia
de rezistenta se va scrie la fel, in valori absolute, orice orientare ar avea tensiunile axiale;
din acest motiv, semnul din diagrame al eforturilor N si M nu are relevanta in relatia
calculului de rezistenta!

Observatie: Axa neutra intersecteaza sectiunea numai daca intre tensiunile elementare
existad relaia Gax < Omaxinc , 1n caz contrar toate valorile ore2(X) VOr avea un singur semn

si aceeasi orientare in orice punct al sectiunii.
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Solicitari prin forte inclinate fata de axele principale ale barelor

1. Forte incluse intr-un plan principal longitudinal al barei. Aplicatie

Se considera o bara dreapta, asezata pe un
reazem simplu si o articulatie, de sectiune
dreptunghiulara, cu laturile in raport de 1:3; pe
bara actioneaza o fortd concentratd, cuprinsa in
planul ei median longitudinal si1 plasatd la
distanta de un sfert din lungimea totala, fata de
reazemul simplu; forta F = 2-10°N e dirijata
spre reazem si inclinata la o = 60° fata de axa
orizontala. Sa se dimensioneze bara, facuta din
otel laminat cu o, = 160MPa, cunoscand
lungimea ei totala de 1,6m.

Rezolvare

Componenta orizontala F; = F-cosa a fortei
produce intindere, pe distanta dintre reazemul
articulat si punctul ei de aplicare, iar
componenta verticala F, = F-sina produce
incovoiere (Ca solicitare semnificativa).

F

A
y
3
y

(1/4)F2~
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Solicitari prin forte inclinate fata de axele principale ale barelor

1. Forte incluse intr-un plan principal longitudinal al barei. Aplicatie

Se observa ca solicitarea totala maxima are loc chiar in sectiunea in care actioneaza
forta F, iar valorile din acea sectiune ale celor doua eforturi sectionale vor fi introduse
in relatia calculului de rezistenta.

Componentele fortei F pe cele doua axe principale din planul problemei vor fi
inlocuite in relatiile de calcul cu valorile lor:
-~ F . - F+3
F =F-cos60” =—: F, =F-sin 60 =—‘/—
2’ 2
Se reaminteste ca, atunci cand se calculeaza tensiunea maxima de incovoiere, la

numitorul fractiei apare modulul de rezistentd W, al sectiunii calculate, incat condifia
de rezistenta se scrie sub forma:

F 3 _Ff3
o 0N My 2 4% 3 1 F 33 aF
rezmac™l T A W,  t-3t 3t.t2 6 t2 4 3778
6
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Solicitari prin forte inclinate fata de axele principale ale barelor

1. Forte incluse intr-un plan principal longitudinal al barei. Aplicatie

In conditiile in care relatia se foloseste pentru dimensionarea unei bare, este preferabil
sa se inceapa cu un calcul preliminar, bazat doar pe al doilea termen al sumei, adica pe
solicitarea de incovoiere, din care aici rezulta urmatoarele:

4
Tmin = 3" 3\/5 a—F =3 3\/5 . 400mm 2N10 N = 40,197 mm

mm

Dimensiunea adoptatd, de exemplu la valoarea t,g = 42mm, trebuie verificata in conditia
completa de rezistenta, astfel:

1 2:10°N  3v3 400mm-2-10*N
6 (42mm)> 4 (42mm)3

=14214MPa < o4

Orezmax =

Conditia este indeplinita, deci sectiunea transversald a barei calculate poate avea
dimensiunile (42x126)mm?.
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Solicitari prin forte inclinate fata de axele principale ale barelor

2. Forte cuprinse in plane principale transversale ale barei
In aceste situatii fortele

Foo
exterioare nu vor da ik
componente axiale, incat

F o
F

efectele de incovoiere fata

de axele z si y vor fi doar 1 4

ele importante pentru A~ /™ = -

calculul de rezistenta al %/

barei. 3 a | b !
Solicitarea se numeste | T i WY

incovoiere oblica (dubla)

si tensiunile elementare pot fi sumate algebric in toate punctele sectiunilor transversale,
deoarece oricare dintre componentele de tensiune tinde sa produca intindere Sau
comprimare; tensiunea rezultanta intr-un punct oarecare P(X, vy, z) va fi:

Miy()-2 Mip(x)-y _
Iy (x) L(x) ~— °

Crez (X, Y,2) =
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Solicitari prin forte inclinate fata de axele principale ale barelor

2. Forte cuprinse in plane principale transversale ale barei

Observatii

1. Daca existd o proiectie a fortei F pe axa longitudinala a barei, apare si o
solcitare axiald, producand efecte care se adauga celor de incovoiere, la fel
ca la solicitarile de tipul 1 de mai sus.

2. Asa cum s-a explicat mai sus, daca forta F nu intersecteaza axa barei,
atunci ea produce si Un moment de rdasucire, fata de aceasta axa; se ajunge
astfel la un tip diferit de solicitare compusa, in care se suprapun tensiuni o si
T si care se va discuta separat.

3. Daca sectiunea transversald a barei este construita simetric, atunci calculul
tensiunilor rezultante se simplifica, asa cum se arata in rezolvarea problemei
care urmeaza.
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Solicitari prin forte inclinate fata de axele principale ale barelor

2. Forte cuprinse in plane principale transversale ale barei. Aplicatie

Se considera aceeasi bara ca la aplicatia anterioara, solicitata de o fortd avand
aceeasi marime ca acolo, dar actionand perpendicular pe axa longitudinala a
barei si inclinata fata de celelalte doua axe principale ale ei, ca in figura de mai
jos. Sa se dimensioneze bara, stiind ca inclinarea fortei este tot la unghiul a = 60°
si luand o5 = 160MPa — ca parametru de rezistenta pentru materialul barei.

-

“I“”A (3/4)F (AN.) F

B ;IHIIIHHHHHH] I
“Hara)ar

JL 3a a # RN A e 1». _/’l.: {t_z
< > - I
|
|
v
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Solicitari prin forte inclinate fata de axele principale ale barelor

2. Forte cuprinse in plane principale transversale ale barei. Aplicatie

Rezolvare

Valorile reactiunilor din reazeme apar in desen, la fel si diagrama momentelor
de incovoiere din sectiunile transversale ale barei, in planul longitudinal pe
care forta F 1l formeaza cu axa X a barei; este important de observat ca alura
diagramei va fi aceeasi in orice astfel de plan longitudinal, inclusiv in planele
pe care componentele F1 si F2 le formeaza cu axa X; valorile momentelor — in
aceste diagrame — se pot obtine facand simpla inlocuire a lui F cu proiectia ei
din planul respectiv.

Mai este interesant de remarcat ca bara tinde sa fie indoita, in orice clipa a
solicitarii sale, atat in planul longitudinal orizontal, adica in jurul axei
principale y — de catre forta F1, cat si in planul vertical, in jurul axei z — sub
actiunea componentei F».
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Solicitari prin forte inclinate fata de axele principale ale barelor

2. Forte cuprinse in plane principale transversale ale barei. Aplicatie

Pe aceste baze, relatia generala cu care se calculeaza tensiunile rezultante, in
punctele din sectiunea unde se aplica forta F (s1 unde efortul de incovoiere
este maxim) se scrie:

3 3
—a-F |-z |—a-F |y i
4 4 3 Z-coso  Y-Sina
Crez (¥,2) = + —2a.F. ;
rez | | 4 | |

y z y z

Conditia de rezistenta Se bazeaza pe cea mai mare dintre valorile acestor
tensiuni, care poate fi stabilita folosind proprictatile axei neutre a unei
sectiuni: dacd existd o axa (A.N.) in problema de fatd, atunci valorile
maxime ale tensiunii globale se produc in punctele aflate la distanta maxima
de (A.N.); chestiunea se clarifica observand ca orez = 0 implica egalitatea cu

zero a ultimei paranteze din relatie, de unde rezulta:
-sin Z-COos I, cos
y o — — o y e _Z . o 4

I, Iy Iy sina
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Solicitari prin forte inclinate fata de axele principale ale barelor

2. Forte cuprinse in plane principale transversale ale barei. Aplicatie

Ultima egalitate are forma unei ecuatii de gradul I, reprezentand grafic o
dreapta care trece (dupa cum se observa in figura de mai sus) prin originea
axelor de coordonate si prin cadranele trigonometrice I si 11,

Este remarcabil ca dreapta respectivda se va aseza exact pe directia
perpendiculara pe forta F (directia efortului de incovoiere pe care forta il
produce), pentru sectiunile care au Iz = ly — adica momentele principale
centrale de inertie egale ca valoare. Aceasta proprictate se regaseste, dupa
cum s-a aratat, la toate sectiunile care au 3 sau mai multe axe de simetrie
(poligoanele regulate), pentru care rezulta ca nu se va produce niciodata
incovoiere oblica (indoirea se produce la fel fata de orice axa centrala)!

Cele mai departate puncte de pe sectiune in raport cu (A.N.) sunt cele doua
colturi ale dreptunghiului aflate aproape de directia fortei F, deci
coordonatele (3t/2; t/2), respectiv (-3t/2; -t/2) trebuie inlocuite in relatie
pentru a calcula valorile 6rez max.
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Solicitari prin forte inclinate fata de axele principale ale barelor
2. Forte cuprinse in plane principale transversale ale barei. Aplicatie

Observatie importanta

Se poate urma si o altd logica pentru a stabili punctele cele mai solicitate de pe
sectiunea transversald, in problemele de genul abordat aici, asa cum se explica
in continuare.

Se reaminteste, mai intai, ca sensurile axelor de coordonate au fost alese astfel
incat tensiunile pozitive sa se obtind de partea coordonatelor pozitive, pentru
fiecare dintre momentele elementare de incovoiere (adica pentru fiecare fractie
din relatia tensiunilor rezultante).

Asa cum apare schitat pe figura initiald a problemei, cele doua categorii de
tensiuni elementare au aceleasi semne (in cazul de fata!) numai in punctele din
sectiune aflate in cadranele II si IV, astfel incat doar acolo suma lor poate
atinge valoarea cea mai mare posibild; in plus, valorile lor absolute sunt
maxime simultan numai in colturile sectiunii, deci in colturile din acele
cadrane se vor produce tensiunile 6rez max.
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Solicitari prin forte inclinate fata de axele principale ale barelor

2. Forte cuprinse in plane principale transversale ale barei. Aplicatie

Explicatiile de mai sus arata ca, pentru problema de fata, conditia calcululul
de rezistenta se va construi astfel:

3 Et-cosoc L-Sinoc 3 a.E(2
Crezmax = —a-F- 2 3+ 23 :—-—3[—-003a+2-sin ocj
4 t-(3t) t° -3t 4 t 3
B 12 12 ]
. 3a-F(21 _+3) 1+3V3 a-F
o =60 = O rez max :Zt—B 554‘2 > = 4 . t3 SGa

Dimensiunea necesara a sectiunii va fi:

_ [1+3+/3 400mm-2-10*N

| —
min 3 4 160 N
mm 2

= 42,626 mm
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Solicitari prin forte inclinate fata de axele principale ale barelor

2. Forte cuprinse in plane principale transversale ale barei. Aplicatie

Acest rezultat aratd ca o bard avand sectiunea dreptunghiulara cu dimensiunile
(43x129) mm? (apropiate de cele adoptate in aplicatia precedentd) este
suficientd pentru a prelua forta concentrata F, in conditiile date in problema
de fata.

Ca exercitiu interesant se poate urmari ce se schimba in calcule atunci cand
bara se sprijind pe latura mica a dreptunghiului, adica sectiunea ei
transversald se roteste cu 90°, celelalte elemente ale problemei ramanand
nemodificate.

Asa cum este usor de inteles, singura modificare ce trebuie facutd in calcule
este ca, in relatia tensiunilor rezultante, componentele F1 si F2 fac schimb de
locuri:

o . Z) = + —Za
rez (Y>2) |y 2 2 |

o) (Gen)
7a.|:2 N4 7a.F1 Y ]
4 4 3 Z-sino. Yy-cosa
-F- +
y 2
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Solicitari prin forte inclinate fata de axele principale ale barelor

2. Forte cuprinse in plane principale transversale ale barei. Aplicatie

Pe de alta parte, valorile maxime ale tensiunilor globale se vor produce, pe
sectiunile transversale, tot in colturile cele mai apropiate de directia fortei si
inlocuind coordonatele lor in relatie se obtine:

F(2 _ 3++/3 a-F
c =—-———| —=-Sina+2-cosa |= . <o
rez max t3 [3 j 4 t3 a
Dupa inlocuirea valorilor numerice ale marimilor fizice din problema se
ajunge la valoarea tmin = 38,963mm si deci sectiunea barei trebuic sa aiba

macar dimensiunile (39%x117)mm?.

Ca o concluzie a acestui capitol se observa ca toate variantele de solicitari
analizate produc efecte apropiate ca intensitate in bara studiatd; mai trebuie
spus ca, pentru a efectua calcule de dimensionare pe baza unei conditii de
genul de mai sus, este necesar sa fie cunoscutda o relatie (un raport) intre
dimensiunile sectiunii barei, ceea ce pentru exemplul abordat se preciza cu
claritate, in enunt.
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Solicitari prin forte inclinate fata de axele principale ale barelor




Solicitari prin forte inclinate fata de axele principale ale barelor




2.4

Solicitiri prin forte axiale care nu trec
prin centrele de greutate ale sectiunilor



Forte axiale care nu trec prin centrele de greutate ale sectiunilor

Solicitarile din aceasta categorie sunt numite axiale

excentrice si prezinta importantd pentru multe y JIF
situatii practice, asa cum se va arata in continuare. Y ‘
Cel mai frecvent se intdlnesc bare — avand sectiuni G u 4

transversale de forme diverse, fiind asezate
vertical si rezemate la baza — care trebuie sa
sustina incarcari, de marimi importante, care le
comprima la capatul liber.

De indatd ce sarcina exterioara nu este plasata in

centrul de greutate G al sectiunii de capat, ea va
produce nu doar comprimare, ci si incovoiere, in
raport cu axa (axele) din sectiune fata de care se

afla la distanta.

in exemplul din figurd, coordonatele (u, v) ale punctului unde se aplici incircarea coincid cu
distantele la care se afla forta, in raport cu cele doua axe principale centrale din sectiunile
transversale ale barei.
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Forte axiale care nu trec prin centrele de greutate ale sectiunilor

Se observa ca in orice punct al barei vor actiona simultan trei categorii de
tensiuni, explicitate astfel:

: - : F
- tensiunea produsa prin comprimare Cax =1
: < s : .  _Ev)y
- tensiunea data de incovoierea fata de axa z Sincz =~
zZ
. . . . . (F-u)-z
- tensiunea data de incovoierea fata de axa 'y Sincy =~

y

Deja aspectul acestor relatii arata ca valorile tensiunilor globale vor depinde
mereu numai de coordonatele y si z ale punctelor barei, astfel incat nu va avea
importanta localizarea sectiunii transversale in care se face calculul; pe aceasta
baza se va constata ca inaltimea (sau lungimea) barei calculate nu influenteaza
calculele de rezistentd, pentru solicitarile axiale excentrice! Exista totusi, si
trebuie avut in vedere, pericolul de pierdere a stabilitatii longitudinale, astfel ca
lungimea ei trebuie sa fie destul de mica pentru ca acest pericol sa fie evitat.
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Forte axiale care nu trec prin centrele de greutate ale sectiunilor

Pe de alta parte, se poate intelege ca cele trei tipuri de tensiuni elementare au aceeasi
natura (fiecare dintre ele tinde sa produca intindere sau comprimare) si sunt la fel
orientate (perpendicular) fata de sectiunile transversale ale barei, deci se pot aduna
algebric in fiecare punct; pentru ca aria A sa poata fi extrasa factor comun, de la
numitorul celor trei fractii, se scriu momentele principale in functie de razele de inertie
care le corespund, iar relatia tensiunii rezultante din punctul arbitrar P(z, y) al sectiunii
va avea forma:

cFrez(P):E‘FF.V_.2y+|:.u_.22=E- 1+i2 Z+— y
A AL ATy A iy i2

Logica pentru gasirea tensiunilor maxime, la fel ca mai sus, are la baza existenta axei
neutre a sectiunilor transversale, pentru aceasta solicitare; se observa ca, orice forma ar
avea sectiunea barei, locul geometric al punctelor ei in care ore; = 0 este dat de egalitatea
cu zero a ultimei paranteze de mai sus, iar expresia ce rezulta are forma unei ecuatii de
gradul 1 (1+by+cz=0); ea se reprezinta grafic printr-o dreapta, care este tocmai axa
neutra cautata a sectiunilor barei:

u
1+|_2 Z+I— Y = 0 (AN)
y z
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Forte axiale care nu trec prin centrele de greutate ale sectiunilor

Este important de spus ca aceastd dreapta nu trece prin originea axelor de
coordonate, incat se traseaza de obicel ,,prin taieturi”, adica folosind punctele
unde intersecteaza axele de coordonate; acestea se obtin facand pe rand, in
ecuatia dreptei, una dintre coordonate egala cu zero.

Odata trasata axa neutra, punctele maxim distantate de ea vor fi cele mai
solicitate de pe sectiune, iar coordonatele lor se vor introduce in expresia
(scrisda mai sus a) tensiunilor rezultante, pentru a ajunge (in forma literala)
la valoarea lor maxima; aceasta va alcatui membrul stang al conditiei de
rezistenta, pentru bara care este calculata.

Trebuie semnalat si un alt tip de caz, intalnit frecvent, de solicitare axiala
excentrica — cel al barelor la care, din ratiuni diverse, se fac decupari
transversale asimetrice pe anumite portiuni din lungimea lor, asa cum se va
exemplifica in Aplicatia 3, din partea finala a acestui capitol.
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Forte axiale care nu trec prin centrele de greutate ale sectiunilor

Aplicatia 1

Se imagineaza o bara verticala, rezemata ca in ultima figura anterioara, avand
lungime oarecare, dar suficient de mica pentru a nu exista pericol de flambaj
longitudinal; sectiunea ei transversala este dreptunghiularad, constanta pe toata
lungimea; nu sunt necesare ipoteze speciale privind proportiile sectiunil, incat
laturile ei se noteaza simplu cu h si b.

Se cere sa se scrie relatia tensiunii globale maxime pentru aceasta bara, stind ca
este Incarcata cu o fortd concentrata, de comprimare, aplicata in acel colg al
dreptunghiului aflat in cadranul unde ambele coordonate sunt pozitive.

Rezolvare
Este remarcabil ca solutia problemei se poate gasi fara ca gradul de generalitate
sa se restranga in vreun fel, intrucat totul va fi calculat in litere, iar datele
numerice nu sunt necesare.
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Forte axiale care nu trec prin centrele de greutate ale sectiunilor

Aplicatia 1

Pentru inceput, se precizeaza coordonatele punctului de pe sectiune in care
actioneaza forta F; acestea sunt:

b : h
u=— respectiv v=—
2 2

Pentru a nu deduce din nou, ca mai sus, termenii din relatia tensiunilor globale
(ceea ce totusi poate fi facut in orice problema, adica nu este deloc necesara
memorarea relatiei!), se scriu valorile marimilor care o compun, dupa cum
urmeaza:

b-h3 b5-h. .o h? ., b2

A=Db-h; I, = oy = D — G =—
2 12 Yo o120 f 127 Y 12

Cu aceste valori, ecuatia axei neutre a sectiunii se poate scrie, in acest caz,
direct, in forma dedusa la inceputul acestui capitol, astfel:
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Forte axiale care nu trec prin centrele de greutate ale sectiunilor

Aplicatia 1
b h
2 2 6 6
1+—5- " z+h—2 y=0 < 1+B Z+F y=0 (A.N.)
12 12

Pentru a trasa aceasta dreapta pe desenul sectiunii, se stabilesc punctele ei de
intersectie cu axele de coordonate:

z=0 = y:_% punctul N(O;—%) y=0 = z=—% punctul M(—%;O)

Prin aceste puncte se duce axa neutra (a se vedea figura din pagina urmatoare) si se
observa ca punctul cel mai departat fata de ea de pe sectiune este chiar cel in care se
aplica forta, Incat tensiunea rezultantd maxima din bara se va calcula astfel:

b h F 6 b 6 h F
Grezmax = Orez ,y S A 1+ 24+ =. | =7—

Se observa ca aplicarea fortei F la distantd de centrul de greutate al sectiunii mareste (in acest
caz de 7 ori!) valoarea tensiunii maxime, fata de cazul aplicarii ei centrice!
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Forte axiale care nu trec prin centrele de greutate ale sectiunilor

\

Problema simburelui central : "\\ y{ @ -
Ultimul rezultat obtinut mai sus este valabil pentru orice “-.\ :

bara de sectiune dreptunghiulara, avand forta axiald \ |

aplicatd intr-un colt al sectiunii ei de capat; se deduce ca | \‘\ |

abaterea forter de la pozitia centricd duce la cresteri J.4.—.—. M\T:_G ______ -t

Importante ale tensiunilor maxime din bara, fata de cele A\

produse de aceeasi fortd aplicata pe directfia axei ij\

longitudinale a barei! : '\._\(A_N.)
Conditia de rezistentd se va scrie: , : '\.\

Crezmax = ! A <04 ™ b '\"\‘ >

Asadar, aplicarea excentrica a fortei face necesar un
consum de material de 7 ori mai mare, sau face ca bara sa poata suporta o forta axiala
maxima de 7 ori mai mica, fatd de cazul standard de solicitare; se intelege astfel ca efectele
excentricitatii fortelor lor nu sunt de neglijat si trebuie calculate riguros.
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Forte axiale care nu trec prin centrele de greutate ale sectiunilor

Problema samburelui central

Pe de alta parte, apare necesar ca in faza de proiectare sa se stabileasca ce
abateri fata de axa barei sunt permise, la montarea sarcinilor ei de
comprimare, pentru a nu i se pune in pericol functionarea stabila si reversibila.

De exemplu, in cazul unui stalp de beton solicitat ca in problema de mai Sus, este bine sa se
evite aparitia in volumul sdu a unor tensiuni de intindere, care se vor produce de indata ce
axa neutra va ajunge sa taie sectiunea stalpului: tensiunile din punctele aflate de partea
fortei vor avea acelasi semn cu F, iar cele situate dincolo de (A.N.) vor fi de intindere!

Definitie: Se numeste sambure central al sectiunii transversale a unei bare
locul geometric al punctelor ei in care poate fi aplicata o forta axiala, astfel
incat tensiunile de pe intreaga sectiune sa aiba acelasi semn cu forta.

Acest loc geometric se gaseste din conditiile matematice ca axa neutra a
sectiunii, la solicitarea respectiva, sa fie cel mult tangenta la sectiune, adica sa
aiba un singur punct de contact cu ea.
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Forte axiale care nu trec prin centrele de greutate ale sectiunilor

Problema samburelui central

Pentru sectiunile cu contururi curbilinii calculul poate fi destul de laborios, dar
daca se poate scrie o ecuatie pentru conturul dat, atunci de obicei se gaseste
tot 0 ecuatie si pentru samburele central (care de exemplu este un cerc,
respectiv o elipsa, pentru sectiunile care au aceste forme).

In schimb, pentru sectiunile cu forme poligonale calculul se face simplu si
logic — exista intotdeauna un numar finit de pozitii de tangenta la sectiune pe
care le poate ocupa axa neutra; se scriu ecuatiile acelor drepte si se identifica
cu ecuatia literala (A.N.), de unde rezulta coordonatele punctului de aplicare a
fortei ce corespunde fiecareia dintre drepte.

Punctele astfel gasite reprezinta varfurile unui poligon, iar acesta va coincide
cu samburele central al sectiunii analizate. Trasarea laturilor acelui poligon se
bazeaza pe urmatoarea regula:

Teorema: Atunci cand axa neutrd a unei sectiuni ocupa pozitii care au un
punct comun (adica se roteste in jurul acelui punct), forta care produce
solicitarea se aplica in puncte ale sectiunii care se afla pe o aceeasi dreapta.
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Forte axiale care nu trec prin centrele de greutate ale sectiunilor

Problema samburelui central. Aplicatia 2

Sa se traseze samburele central al unei sectiuni in forma de dreptunghi dintr-o
bara solicitata in conditiile descrise 1n aplicatia anterioara.

Rezolvare

Particularitatea acestei probleme este ca trebuie aflate niste coordonate - ale
unor puncte anumite, in care trebuie aplicata forta F, adica se stie sectiunea,
dar (initial) nu se stie nimic despre valorile notate mai sus prin u si v; nici in
acest caz nu sunt necesare valori numerice ale dimensiunilor, incat concluziile
vor fi valabile pentru orice sectiune cu aceastd forma.

Se porneste de la ecuatia literala a axei neutre, avand ca singura particularizare
valorile razelor de inertie date mai sus, cu care ecuatia se scrie:

12-u 12-v

1+ b2 z+h—2-y=0 (A.N.)
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Forte axiale care nu trec prin centrele de greutate ale sectiunilor

Problema samburelui central. Aplicatia 2

Asa cum s-a aratat, aceasta dreapta trebuie facuta sa coincida, succesiv, cu laturile
sectiunii poligonale considerate; pentru a scrie conditiile in care (A.N.) coincide cu

latura AB, ecuatia dreptei ce trece prin aceste puncte se aduce la forma ecuatiei de mai
sus a axei neutre:
h 2 2 2
(AB)yZh:hyla)lhyO
Cele doua ecuatii reprezintd aceeasi dreaptd daca si numai daca au aceleasi valori ale
coeficientilor lui y si z, adica:
12-u 12.v 2

———=0 = u=0 respectiv ——=-— = v=—D < punctul M(O;—h)
b2 h2 h 6 6

S-a obtinut ca, daca forta este aplicatd in punctul M, marcat pe desenul urmétor, axa neutra
trece prin punctele A si B.

n mod analog se procedeazi pentru a scrie conditiile de coincidenti a axei neutre cu latura
BC a sectiunii:
2

z=1 < 1-—-z2=0
b

(BC) z=

N | o
olN
o|N
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Forte axiale care nu trec prin centrele de greutate ale sectiunilor

Problema samburelui central. Aplicatia 2

de unde rezulta ca:
12 -u 2

b . 12.v b
A.N.)=(BC —_ = u=-— respectiv ——=0 v=0 N(-—=:0
(AN)=(BC) & == = u=—¢ respectlv =5 =0 = < N(-50)

Asadar, daca forta se aplica in N, axa neutra trece prin A }
colturile B si C ale sectiunii; dupd teorema de mai sus, [
I
!
A

cand (A.N.) va ocupa o pozitie oarecare de tangentd la
sectiune in B (adica se va roti in jurul acestui punct), forta
care 1i corespunde va fi aplicata intr-un punct de pe
segmentul MN. _ N/

4 2N

Analog, cand axa neutra va ocupa pozitiile de tangenta
din C, rotindu-se din pozitia BC in CD, punctul de aplicare
a fortei se va afla mereu pe segmentul NP (unde P este
simetric lui M, in raport cu originea axelor de coodonate);
la fel, rotirile in jurul lui D si A vor corespunde aplicarii
fortei in puncte de pe segmentele PQ si QM (Q fiind b
simetric cu N).




Forte axiale care nu trec prin centrele de greutate ale sectiunilor

Problema samburelui central. Aplicatia 2

Asadar, pentru cazul particular studiat, tensiunile rezultante produse de solicitarea axiala
excentrica VOr avea in toate punctele barei acelasi semn cu forta (pentru ca axa neutra va fi
doar tangenta la sectiune), incepand din momentele in care forta axiald va fi aplicatd in
punctele de pe conturul rombului MNPQ, care reprezintd samburele central al sectiunii
dreptunghiulare considerate.

Pe de alta parte, atunci cand forta axiala va actiona in interiorul rombului mentionat, axa
neutrda nu va avea puncte comune cu sectiunea (deci cu atat mai mult tensiunile globale vor
avea peste tot acelasi semn!), iar daca forta se va aplica intr-un punct exterior rombului,
atunci axa neutra va taia sectiunea in doua parti, in care tensiunile rezultante vor avea
semne contrare.

Pe baza acestor rationamente se vor stabili, prin urmare, conditiile de toleranta care trebuie
prescrise, in legatura cu abaterile care se pot produce la aplicarea centricd a fortei axiale
concentrate.
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Forte axiale care nu trec prin centrele de greutate ale sectiunilor

Proprietati generale ale axei neutre

Exista si alte proprietati interesante ale axei neutre a unei sectiuni oarecare, dintre care unele
deriva direct din cele prezentate pana aici:

a) axa neutra trece mereu prin cadranul opus celui unde actioneaza forta axiala;

b) daca greutatea proprie a barei este neglijabila fata de forta exterioara, pozitia axei
neutre nu este influentata de marimea fortei, ci numai de coordonatele punctului in
care aceasta este aplicata;

¢) daca punctul de aplicare a fortei se deplaseaza catre centrul de greutate al
sectiunii, atunci axa neutra se indeparteaza de acest centru (si reciproc);

d) atunci cand forta se deplaseaza pe 0 dreapta ce trece prin centrul de greutate, axa
neutra transleaza paralel cu ea insasi;

¢) daca deplasarea fortei se face chiar pe una dintre axele principale centrale ale
sectiunii, atunci axa neutrd se misca paralel cu cealaltd axa p.c.;

f) din relatia tensiunii rezultante se observa ca valoarea acesteia nu se schimba daca
punctul unde se face calculul se muta in punctul de aplicare a fortei, iar forta se
aseaza 1n punctul initial de calcul.
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Forte axiale care nu trec prin centrele de greutate ale sectiunilor

Alte aplicatii

3. Se considera o tija, avand sectiunea transversala de forma patrata, cu latura a, solicitata
la tractiune prin fortele egale si contrare F (ca in figura urmatoare).

a. Sa se arate in ce fel se modifica tensiunea din tija, atunci cand pe o portiune din
lungimea ei sectiunea este micsorata, prin intermediul a doua decupari simetrice, fiecare
avand adancimea a/4.

b. Sa se observe apoi care vor fi consecintele produse de 0 decupare asimetrica a sectiunii,
tot pe adancimea a/4.

Rezolvare

. a £>| B-B

b
| V2224 2
al Je bl ‘T

a. Figura prezinta solicitarea barei in starea initiald si in cea de dupa prelucrarea
decuparilor simetrice; in ambele cazuri forfele sunt aplicate pe directia axei longitudinale
a tijei si tensiunile vor fi numai de intindere.

\ 4
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Forte axiale care nu trec prin centrele de greutate ale sectiunilor

Aplicatia 3

Se intelege usor ca in tija fara decupari se or produce tensiuni normale, de aceeasi
valoare in orice punct din volumul ei:
N(x F
oy ~NOO_F
A(X) a?
Pe de alta parte, in cazul tijei cu decupari, tensiunile vor avea valorile maxime in respectiva
zona slabita:
N _ F _, F_
A(B-B) 2

6B-B =
a-

Rezultatul obtinut putea fi preliminat, intrucat sectiunea transversald din zona decuparilor
este ca marime jumadtate din cea initiala, astfel ca tensiunile maxime sunt duble ca marime

fatd de cele di d ta.
atd de cele din zona nedecupata £,| c-C

b. Atunci cand sectiunea tijei este micsorata
nesimetric, tensiunile maxime se produc tot
in zona slabita, dar fortele F vor actiona
decalat, in raport cu centrul de greutate al
sectiunii nete a barei.




Forte axiale care nu trec prin centrele de greutate ale sectiunilor

Aplicatia 3

Calculul tensiunilor care apar in acea zona trebuie
facut dupa metoda aplicatd la solicitarile axiale
excentrice, folosind parametrii care sunt prezentati
pe imaginea marita (alaturatd) a sectiunii slabite.

Astfel, tensiunile date de solicitarea axiald propriu-
zisa vor fi:

F 4 F
a-—a a
4

Tensiunile de incovoiere provin din decalarea fortei
F, cu distanta a/8, fata de centrul de greutate al ariei
slabite, iar valorile lor maxime sunt:

Sy |

.2 .98
. Mz - Ymax _ 8 8
incmax — | = N
z
a.
&
12
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Forte axiale care nu trec prin centrele de greutate ale sectiunilor

Aplicatia 3

Dupa efectuarea simplificarilor in ultima fractie se ajunge la acelasi rezultat ca la
tensiunile axiale, calculate anterior, astfel incat tensiunile rezultante maxime, care se
produc la limita de jos a sectiunii slabite (unde cele doua categorii de tensiuni elementare
sunt orientate la fel) vor avea valoarea urmatoare:

O rez max (C_C):%'aiz+%‘a£2=%’

O observatie importanta si paradoxala trebuie facuta la finalul rezolvarii acesteli

probleme: tensiunile maxime din tija cresc mai mult, fata de cazul tijei fara

decupari, atunci cand decuparea este nesimetrica, desi cantitatea de material

indepartatd este mai mica si Sectiunea neta este mai mare decat in cazul in
care se fac doua decupari simetrice.

Explicatia este data de caracterul excentric al solicitarii axiale din cazul
nesimetric; prin urmare, orice astfel de modificari de sectiune trebuie stabilite
dupa analize si calcule riguroase, intrucat pot sa conduca la aparitia unor
salturi periculoase, in valorile tensiunilor maxime din bara!
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2.9

Bare cotite formate din
segmente drepte



Bare cotite formate din segmente drepte

Aspecte generale

Axele barelor din aceasta categorie nu au o singura directie, pe lungimea lor; ele sunt
formate din segmente drepte sau curbe, imbinate rigid in noduri, dar avand axele
orientate diferit; o astfel de bara este numita plana daca aceste axe sunt toate coplanare,
cuprinse deci in planul median longitudinal al barei.

.....

exclusiv in interiorul acestui plan, de unde rezulta ca in orice punct al barelor vor exista
cel mult trei feluri de eforturi sectionale — forte axiale, respectiv tiietoare dirijate pe
axele planului, plus un efort de tip moment de incovoiere — orientat ca vector
perpendicular pe planul barei.

Specifica acestor bare este schimbarea directiei axei longitudinale, la granitele dintre
segmentele care le formeaza: de 0 parte si de alta fatd de granite eforturile sectionale
vor avea expresii diferite, adica vor trebui separate regiuni diferite ale barei.
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Bare cotite formate din segmente drepte

Aspecte generale

Cand doua segmente Invecinate sunt reciproc perpendiculare, intre cele doua regiuni au
loc permutari ale efectelor date de incarcarile exterioare de tip forta: cele de tip axial
de pe prima regiune devin taietoare pe a doua, fiind desigur adevaratd si afirmatia
reciproca; pe acesta baza, diagramele eforturilor N(x) si T(X) vor contine intotdeauna
salturi atipice (artificiale — intrucat nu sunt provocate de prezenta in acele sectiuni a
unor forte concentrate exterioare), la intersectia unor astfel de segmente, avand directii
diferite intre cle.

In schimb, momentele sectionale sunt calculate mereu in raport cu anumite puncte
(reprezentand centrele de greutate ale sectiunilor alese ca reper), astfel incat diagramele

lor vor fi continue pe lungimea barelor, in toate situatiile!

Desigur ca acest aspect nu exclude prezenta pe aceste grafice a salturilor de tip clasic,
date de momentele concentrate exterioare, dar care sunt de fapt tot o probd a

continuitayii diagramelor.
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Bare cotite formate din segmente drepte

Aspecte generale

Se reaminteste cd efectele fortelor taietoare sunt putin semnificative, pentru barele cu
sectiuni transversale de indlfime mica fatd de lungimea lor, incat calculul de rezistentid
se face si in acest caz ca la solicitarile studiate anterior, de tip ,,6 + ¢”, folosind
urmatoarea forma a conditiei de rezistenta:

NG | Mip(x) _
AX) W(x) ~°

Gef max (X) =

Discutiile asupra acestei relatii raman valabile, asa cum s-au facut la analiza
introductiva a solicitarilor compuse, iar calculul se face de obicei in sectiunea in care

momentul de incovoiere are valoarea cea mai mare de pe bara.

In situatiile in care exista o altd sectiune transversald, a barei cotite calculate, in care
forta axiala atinge maximul, iar momentul are si el o valoare semnificativa, este indicat
ca rezultatul obtinut in urma calculelor de mai sus sa fie verificat, cu aceeasi relatie, in

sectiunea respectiva.
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Bare cotite formate din segmente drepte

Aspecte generale

O precizare suplimentara trebuie facuta
despre adoptarea conventiilor de semne,
pentru barele cotite, folosite atunci cand se
stabilesc expresiile eforturilor sectionale:

conventiile de la barele drepte se pastreaza

in totalitate, asa cum se observa in figura
alaturata, iar pentru ca semnele momentelor
de incovoiere sd pastreze pe toata lungimea

barei aceeasi reguld, se duce 0 fibra
punctata, alaturatd axei ei.

Pastrarea pozitiei ,,interioare” a acestei fibre fatd de axa longitudinald a barei si pe toata
lungimea ei este esentiald, iar regula de semne se defineste ludnd-0 ca reper; de obiceli
sunt considerate pozitive acele momente care tind sa solicite la tractiune fibra punctata

din sectiunea de calcul.
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Bare cotite formate din segmente drepte

Aplicatii

1. Sa se dimensioneze bara schitata alaturat, stiind ca are
sectiunile de forma patrata, constantd pe lungime si
este din otel, cu E=21x10* si 6,=180 [MPa]; se mai
cunosc valorile F=3x10*N si a=0,3m. Pentru bara astfel
calculata sa se stabileasca si deplasarea pe verticala a
punctului unde este aplicata forta concentrata F.

Rezolvare

Se observa ca regiunea X1, care incepe chiar de la capatul
liber al barei, inainte de punctul unde se aplica forta, nu
este deloc solicitata, adica eforturile sectionale de pe ,
acea regiune sunt nule. 7

Se stie cd, daca o bara are un singur reazem incastrat, Se evita aparitia in calcule a
reactiunilor lui ludnd mereu in considerare incarcarile din partea dinspre capatul liber
(adica dinspre forta F, 1n acest caz); rezultd ca nu este nevoie, in cazul de fatd, de
calculul reactiunilor. Acestea existd, sunt in principiu in numar de trei, dar valorile lor
se vor putea obtine direct de pe diagramele de eforturi, sub forma salturilor care vor
figura in dreptul reazemului.
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Bare cotite formate din segmente drepte

Aplicatia 1 : VE aF
Folosind  impartirea  in i W i ‘HHHU\W
regiuni din figura de mai [E= =

sus, expresiile eforturilor =
sectionale de pe cele douda |- N() ) == M(x)
regiuni  semnificative ale —

barei cotite se calculeazd si | E—F aF |

se scriu astfel: m, N N

Vxp €(0;a) 1 N(xp) =0, Ty(xp) =F=ct, Mj;(x,) =-F-x deci M(0) =0, M(a) =-aF
Vx3 €(0;3a) : N(x3) =—-F=ct, Ty (Xx3) =0, Mj;(x3) =-F-a=ct

Diagramele de eforturi sunt prezentate alaturat si arata solicitarea periculoasa in toate
sectiunile de pe segmentul vertical al barei; conditia de rezistenta va fi:

INC)| Miz(X)] F aF F 6aF
* — 273 2 3
AX) Wz (xX)  t* t® ot t

G ef max (X) =
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Bare cotite formate din segmente drepte

Aplicatia 1

Pentru dimensionarea sectiunii pe baza acestei relatii se face mai intai un calcul
aproximativ, numai pe baza solicitarii de incovoiere, adica se scrie cd:

4
e N A N3 10 N _10-3/300mm = 66,943mm
OCa

180 ——
mm?

Marind putin dimensiunea astfel obtinuta, de exemplu alegand t=68mm, se face un
calcul de verificare din conditia exacta:

3-10*N -[1+ 6-300mm
4624 mm? 68mm

Gef max (X) = j =178,222MPa

Aceasta valoare se plaseaza foarte bine in preajma rezistentei admisibile a materialului
barei si este potrivitd ca rezultat al calculelor de proiectare.

Observatii
1. La stabilirea expresiilor de mai sus ale eforturilor sectionale s-au folosit conventiile

de semne definite in figura de la inceputul acestui capitol.
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Bare cotite formate din segmente drepte

Aplicatia 1

2. Expresiile si diagramele eforturilor aratd ca legaturile dintre expresiile Ty(x) si
Mi.(x) sunt la fel ca la barele drepte.

3. Diagrama de momente s-a obtinut continud, cum S-a aratat ca trebuie sa se intample,
in vreme ce salturile din diagramele de forte, produse in sectiunea unde axa barei isi
schimba directia, trebuie citite cu intelesul ca forta taietoare F de pe segmentul orizontal
devine forta axiala F (de comprimare) pe segmentul vertical.

4.  Salturile din diagrame din dreptul reazemului incastrat sunt date de reactiunile din
acel reazem — o forta axiala, de marime F si un moment, de marime aF (reactiuneca
taietoare este nula!).

Deplasarea pe verticala a punctului (notat in continuare cu C) in care actioneaza forta F
(avand chiar directie verticald) se poate calcula direct, pe baza expresiilor de mai sus ale
eforturilor sectionale, aplicand prima teorema a lui Castigliano.

Este important de precizat ca, deoarece energia potentiald de deformare elastica este
acumulata in bara in mod preponderent datorita solicitarii de incovoiere (incat efectele
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Bare cotite formate din segmente drepte
Aplicatia 1

solicitarilor axiale sunt practic neglijabile, din acest punct de vedere), aplicarea
teoremelor energetice la barele plane cotite si curbe se refera exclusiv la aceasta. Prin
urmare, deplasarea ceruta se calculeaza astfel:

oL, Miz (X) M (x) 1
Sy (C) = 1z 1z Fx)(—x)dx + Fa)(—a)dx
V(@ =FE =g SR E,I( ) I( )a)
32 3 4 7
8v(C)—£ X? +a2~xg"’1 % aE:: 1?? (300mm}” -3-10°N y =4'27'1f mm =7,214mm
0 91.10% N : ~(68mm) 7-68
mm 12

Daca se prefera la calculul deplasarii aplicarea teoremei Mohr-Maxwell, se observa mai
intai (folosind figura urmatoare) ca expresiile eforturilor m(x) din starea de incarcare
fictiva coincid cu derivatele partiale in raport cu F de pe cele doua regiuni, calculate
atunci cand s-a folosit teorema lui Castigliano; expresiile si rezultatul calculului se vor
obtine asadar exact la fel ca mai sus.
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Bare cotite formate din segmente drepte

Aplicatia 1
. - . . . L a :
Trebuie remarcati usurinfa cu care se traseaza diagrama de 1
momente din starea fictiva de incércare: fa (=)
graficele de pe regiuni sunt asemenea celor din diagrama reala, — C

fatd de care se impart toate valorile la mdrimea F!

Desigur cd pentru calculul deplasarii se poate folosi, fara
dificultati speciale, inclusiv metoda grafica de inmultire a
diagramelor (a lui Veresceaghin), descrisa si aplicatd la
solicitarile simple; cu acest algoritm deplasarea pe verticald din
punctul C va fi:

m(x)

2

10 a3F

5v(C)—— [[— a-(- aF)] 5 () +[3a-(- aF)](—a)} 3 B

Asa cum era de asteptat, s-a obtinut acelasi rezultat ca mai sus, dar pe o cale mult mai
simpla si mai rapida, fatd de metodele analitice; nu este de neglijat faptul ca rezultatul
este pozitiv, aratand ca punctul C se deplaseaza chiar in sensul fortei F (adica in jos),
confirmand ceea ce este usor de intuit, din aspectul fizic al solicitarii.
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Bare cotite formate din segmente drepte

Aplicatia 1

1
: : N >
Daca ar trebui calculata deplasarea totala din punctul C, atunci o ]
metoda ca mai sus s-ar folosi pentru componenta ei orizontala 6(C); 3 C
de exemplu, teorema Mohr-Maxwell implica diagrama fictiva din E
figura, iar inmultirea ei (prin metoda Veresceaghin) cu diagrama =
reala de momente duce la urmatorul calcul al deplasarii: = my(X)
1.1 9 a’F =
o Q)=—J=--3a-(-3)-(-aF) = — . —— o~
H()EI[2 ( )](F)2EI SaE
Deplasarea totala va fi rezultanta celor doua componente: A\

3 2 2 3 3 3

F 9 10 a°F |81 100 a°F a°F
5(C) =8 +08 =2 [ 2| (2| =& S+ =2 =& 1129 —562
© HTEV =g \/(2) (3) El V4 9  6El El

Folosind datele numerice ale problemei se ajunge la o deplasare de 12,118 mm (de
directie oblica si sens catre dreapta jos); cu totul acceptabild pentru dimensiunile de
gabarit ale barei considerate, ea poate fi asumata ca deformatie din domeniul elastic de
deformabilitate, pentru otelul din care bara este realizata.
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Bare cotite formate din segmente drepte
Aplicatii

2. Sa se observe in ce fel se schimba solicitarile, pentru bara
din problema precedenta, atunci cand 1i este adaugat un
reazem simplu suplimentar, in capatul ei liber.

Rezolvare

Se intelege, pentru Inceput, ca apare o noua reactiune verticala
V1, iar problema devine simplu static nedeterminata; calculul
reactiunilor nu poate fi, in acest caz, evitat.

Proiectiile de forte pe orizontala se reduc la reactiunea Hoy,
care va fi nula, incat raman necunoscute trei reactiuni, din
numai doua ecuatii de echilibru semnificative:

ZYi =0: V1+V2=F; (ZMI)Z =0: V1-2a—F-a+M2 =0

Observand ca impartirea in regiuni s-a facut la fel ca la problema anterioara, se alege Vi
ca necunoscuta de lucru si se scriu eforturile de incovoiere in functie de ea:

Miz (X)) =Vi-X; Mjz(X2)=Vi-(@+x)-F-x;  Mj;(x3)=2a-Vy-a-F
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Bare cotite formate din segmente drepte
Aplicatia 2
Aplicarea teoremei lui Castigliano in raport cu reactiunea V; se face astfel:

oL 1 |2 a 3a
—&=0="="|[(Vg-X)-xdx+ [[Vy-(@+x)—F-x]-(@+x)dx + [(2aVy —a-F)-2adx
Y El | 5 5

Dupa efectuarea operatiilor se gaseste ca
reactiunea necunoscuta trebuie sa aiba
valoarea

V1 = (41/88)F.

Pentru a verifica acest rezultat, se poate
rezolva nedeterminarea pe o alta cale,
precum metoda eforturilor: reazemul
simplu va fi cel indepartat, pentru a
obtine sistemul de bazda pe care se
construiesc cele doua stari de Incarcare
Imaginare, asa cum se aratd in figura
alaturata.

N

D
D
Tl
Ml

hid

[EEEN

13 1 2 “O”

IN®}
[s5)

aF

%
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Bare cotite formate din segmente drepte
Aplicatia 2

Pe baza diagramelor de momente din starile fictive, cei doi coeficienti ceruti de
metoda se calculeaza astfel:

El-811 :E-Za-Za-32a+3a-2a-2a:ﬂae’
2 3 3
El-d19 =%-a-(—aF)-%a+3a-(—aF)-2a=—%a3F

Folosind aceste rezultate se poate stabili marimea fortei necunoscute, pornind de la
ecuatia metodei eforturilor:

5
Spp Xy +859=0 = Xq=Vyj--t0_41.3 . 4l
5., 6 44 88

Se observa ca, asa cum era normal, rezolvarea nedeterminarii prin Cele doua metode
aplicate a condus la aceeasi valoare a necunoscutei, iar aceasta va fi folosita in

continuare la stabilirea expresiilor eforturilor sectionale, dupa care se vor trasa
diagramele de eforturi ce corespund barei reale.
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Bare cotite formate din segmente drepte

Aplicatia 2

Revenind la impartirea in regiuni si la celelalte notatii din desenul initial, se ajunge la
urmatoarele calcule:

Vx, € (0;a): N(x,) =0, T, (x,) =-V, =_£F=ct, M, (X,) =g—;F.x,deci M(0) =0, M(a) =%aF

VX, € (0;a): N(x,) =0, Ty(X2)=—V1+F=gF=ct,
M, (X,) = S F@+x) ~ F-x = —2aF - 2 Ex | deci M(0) = 22aF, M(a) = —— aF
88 88 88 88 44

VX, € (0;3a) : N(X5) :Vl—F:—gF:ct, T,(x3) =0, M;,(X;) :—4—?;aF:ct

Diagramele de mai jos aratd cd reazemul suplimentar uniformizeaza solicitarea, pe
lungimea barei cotite si scade la jumatate valorile fortelor sectionale; este importanta
consecinta ca efortul maxim de incovoiere scade cu peste 50% si nu mai apare pe
segmentul vertical al barei, ci chiar in sectiunea fortei F. Faptul ca problema a devenit
static nedeterminata a dus la complicari de calcul, dar scaderea solicitarii maxime face
posibile economii de material; pentru a le evalua trebuie facut calculul de rezistenta
pentru noua variantd de rezemare a barei.
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Bare cotite formate din segmente drepte

Aplicatia 2

N(X)

IR

- - -

o (47/88)F

i &é‘ f(47/88)F

AW

ol

(41/88)F

T(x)

(
M(X)

wl TGN ™

(3/44)aF
Y

I }ﬁ#
41/88)aF
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Bare cotite formate din segmente drepte
Aplicatia 2

Trebuie observat ca 1n sectiunca periculoasa efortul axial este nul, astfel incat

dimensionarea barei cotite se poate face numai pe baza solicitarii de
incovoiere, astfel:

3.41-300mm -3-10* N
3 44 -180 N2
mm

=51,88 mm

Acest rezultat aratd ca sectiunea transversald patrata cu latura 52 mm va fi
suficientd, pentru ca bara cotita (static nedeterminatd) calculata in aceasta
problema sa suporte solicitarea pentru care este destinata.

Din micsorarea de arie, fatd de sectiunea cu latura de 68 mm din prima
varianta a barei (care era static determinatd), se deduce cd economia de
material (deci si micsorarea greutatii barei!) este (in acest caz) de 41,5%!
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2.6

Bare cotite cu nedeterminari
Interioare



Bare cotite — nedeterminari interioare

Aplicatii (4
plicatii S .

1. Sa se dimensioneze bara din figura, avand sectiunile de forma
pitrata si fiind ficutd din otel cu E=21x10* si 6,=180 [MPa]; se
cunosc M=12kNm si a=0,2m.

3a 3a
Rezolvare

N A\

Problema e triplu static nedeterminata exterior; constructia are
axa verticala de simetrie, dar solicitarea este nesimetrica si nu se pot face simplificari
%o in rezolvarea nedeterminarilor.

Sistemul de bazd se obtine indepartind o incastrare
(schita prezinta necunoscutele de lucru si regiunile
barei); este schitatd si diagrama de momente a starii
fictive ,,0”, cu sistemul de baza avand ca singura
incarcare momentul exterior M de pe bara reala.

3a

Starile fictive au diagrame de tip liniar si coeficientii 6jj
x, din ecuatiile metodei eforturilor se pot calcula inmulfind
. ; grafic diagramele (din pagina urmatoare), iar expresiile
LIRS analitice ale eforturilor respective nu mai sunt necesare.
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Bare cotite — nedeterminari interioare

Aplicatia 1 3a @ 23 1 ;

Pentru a construi cele trei
ecuatii ale metodel
eforturilor sunt de calculat “17
6 coeficienti, iar metoda
grafo-analitica se aplica 1

4
astfel: N\ > \ \

@)

“2” “3”

Y
LEELY
%

EI~811=2~£

> 3a-3a-§-3a+2a~3a-3a:36a3; El-8y) =%-2a-2a-3a+1~3a-3a-2a=15a3

EI-813=2-1-

> 3a-3a-1+3a-3a-1=18a%; El-5,5 =%-Za-Za-z-2a+3a-2a-2a=ﬂa3

El-8y3 =E-2a-2a-1+3a-2a-1=8a2; El-833=2-3a-1-1+2a-1-1=8a

El- 319 :%-Ba-3a-(—M)=—g

2a2M; El-8,0=3a-2a-(-M) =—6a?M; El-835 =3a-1-(-M) = —3aM
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Bare cotite — nedeterminari interioare
Aplicatia 1
Se introduc rezultatele in sistemul de ecuatii ale metodei, simplificand prin EI:
36a° X, +15a° X, +18a% X, =%a2 M
15a3x1+%a3x2+8a2x3: 6a’M

18a2X;+ 8a’X,+ 8aXz= 3aM

Rezolvand sistemul se obtin cele trei eforturi (reactiuni) necunoscute:

EM; X3=M:—£M
52 a

! 2 104

Introducand aceste marimi pe schema reala de mai sus, expresiile eforturilor sunt:

27 M 2 M
VX 0,32): N(X4)=———; T(Xq)=———;
1€(0.32): N(xp) =—=—=3 T(X)=—12—
M(X1)=£—-X—EM; de unde M(O):-EM; M(3a)=—i|v|
13 a 104 104 104
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Bare cotite — nedeterminari interioare

Aplicatia 1
27 M 2 M
VX 0,2a): T(X5)=———; N(Xp)=4+——;
2€(0,2a): T(xz) 5 a (X2) E
I\/|(X2)=—iM +£M-x; de unde M(O):—im; M(za)z%m
104 52 a 104 104
27 M 2 M 105 2 M
VX 0,32): N(X3) =+——: T(X3)=+——: M(X3)=—M-M—-=——".x
3 €(0.32): N(xg) =+ T(Xg) =+ 2= Mx3) =7 3
= M(X3)=LM—£M-X; de unde M(O):Lm; M(3a)=—ﬂ|\/|
104 13 a 104 104

Solicitarea periculoasa se produce la capatul din stanga al segmentului orizontal de pe
bara, Tnaintea punctului unde se aplici momentul concentrat M; in acel punct efortul de
incovoiere coincide practic cu M (cu 0 eroare mai mica de 1/100), iar efortul axial are

valoare neglijabila, incat se admite ca dimensionarea sa se faca luand in considerare
numai solicitarea de incovoiere:

6
180
2
mm

Prin urmare, se poate adopta sectiunea patrata cu latura t = 60 mm.
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Bare cotite — nedeterminari interioare

Aplicatii M M /A
>

2. Sa se arate cum se modifica solicitarea barei de mai sus, daca a a \[>

incarcarea ei se completeaza cu inca un moment M, simetric

cu primul, dar avand acelasi sens de rotatie cu acela (cele doua

momente avand deci actiune antisimetrica). 3a 3a

Rezolvare AN A

Calculul se poate simplifica, prin sectionarea imaginara a barei pe
axa ei de simetrie; gradul de nedeterminare se reduce astfel l1a 1 (in
Y » necunoscuta T), eforturile N si M fiind nule in acea sectiune,
| i deoarece corespund unor diagrame antisimetrice.

M X1

Pe de alta parte, bara poate fi studiatd pe o jumatate a ei (ca in

figura alaturatd), cu sistemul de baza si impartirea n regiuni alese

pe aceleasi baze ca in rezolvarile aplicatiilor precedente.
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Bare cotite — nedeterminari interioare

Aplicatia 2
Starile fictive de solicitare sunt aritate in figura / @ E} PERNY
aliturati, cu diagramele care le corespund: expresiile = S
eforturilor sunt simple si se poate face abstractie de ele = 1 % g
in aceastd etapd, intrucdt graficele se traseazd cu — | =
usurintd si permit aplicarea, la calculul coeficientilor § §
oij, a algoritmului de iInmultire grafica: = 1 “0”
EI-811=E-Ea+3aoa~a:£a3 = =
2 3 3 a— | M—
El-8;p=3a-a-(-M) = -3a’M \ \

Din ecuatia metodei eforturilor rezulta:

2
XlzT:_SLO:i%_M:gM
6 ¥,3 10a
3
Aceasta valoare se introduce pe schema de solicitare din figura anterioara si se stabilesc

expresiile eforturilor sectionale pentru jumatatea din Stanga a barei reale, astfel:
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Bare cotite — nedeterminari interioare

Aplicatia 2
VX1 €(0;a) 1 N(xg) =0; T(x1)=—%%; M(x1)=%%-x deunde M(0)=0; M(a):%M

9 M 9 1

VX5 €(0;3a): T(X,)=0; N(x5)= +E?; M(x5,) = EM —M= _EM =ct

Cu aceste date se -, (O20)M
traseazd diagramele de

f . o di
Singa a bareh, dupa care “Joowa =] (1O =
se prelungeste prin (9/10)M/a
simetrie diagrama T(x), iar 2 g

N(X) si_ M(x)  prin N(X) T(x)
ﬁjnr:gi'rrnneet;f;nifucgeaga i <9’1°)M’a$\§

Se remarca pe diagrame
ca eforturile necunoscute N, T, M (dintre care doar T era nenul) plasate la inceputul
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Bare cotite — nedeterminéiri interioare
Aplicatia 2

rezolvarii in sectiunea imaginara de pe axa de simetrie a barei coincid cu valorile din acea
sectiune din diagramele eforturilor respective.

Solicitarea periculoasa are loc la capetele segmentului orizontal al barei, unde calculul se
face numai din solicitarea de incovoiere:

M(x) 9 6 3.9 12-10°N-mm
Cof max (X) = W " 10 .t—ssGa = tmin =, = - ~10-3/360 = 72.13mm
mm2

Calculul de dimensionare conduce la rezultatul ca sectiunea patrata cu latura de 72mm va
fi suficienta pentru ca bara cotita considerata sa suporte solicitarile sale exterioare; Se
poate constata ca adaugarea pe barda a celui de-al doilea moment concentrat face sa
creasca latura necesara a sectiunilor transversale cu 20%, astfel incat consumul de
material pentru realizarea barei se va mari cu 44%.
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Bare cotite — nedeterminari interioare

Aplicatii - -
3. Sa se dimensioneze bara alaturata, stiind ca are F a F a
sectiunile transversale de forma circulara plind, constanta -' -
pe lungime si cd este din otel, cu E=21x10* si 5,=160
[MPa]; se mai cunosc F=2x10*N si a=0,2m. a a
Rezolvare A\ \

Cele doua reazeme incastrate introduc fiecare cate trei reactiuni,
problema fiind triplu static nedeterminata exterior. Pe de alta
parte, constructia este simetrica solicitatda antisimetric; taierea
imaginara pe axa de simetrie scade gradul de nedeterminare:
diagramele N(x) si M(x) fiind antisimetrice, necunoscutele ce le
corespund vor fi nule in tdieturd, singura necunoscutd static
nedeterminata ramasa fiind forfa taietoare T, studiul se face pe
jumatate din constructia inifialda (reprezentatd alaturat), iar
nedeterminarea se rezolva simplu cu metoda eforturilor.
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Bare cotite — nedeterminari interioare

Aplicatia 3

Sistemul de baza si starile fictive se obtin ca | 194

in figurd; se observa usurinta trasarii 1}
diagramelor acestor stiri de incarcare, '
practic fara sa fic nevoie de expresiile
eforturilor; diagramele sunt liniare pe
toate regiunile, deci coeficientii 6ij Se

@

‘Gl”

obtin dupa regula lui Veresceaghin: N\

E|'811 Z%'ga'an'a’a:%aS; E|°610 :%-a-(—aF).a:—%a'?’F

Din ecuatia metodei eforturilor se calculeaza forta necumoscuta:
) 1 3 3
10 _ = 33F. F

X :T:— = —
! 811 2 7a3 14

Plasand aceastd valoare pe schema simplificata initiald, se gasesc expresiile eforturilor
sectionale reale, dezvoltate in pagina urmatoare.
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Bare cotite — nedeterminari interioare
Aplicatia 3

Diagramele de eforturi (prezentate mai jos) se traseaza mai intdi pentru
partea stanga a barei, apoi se prelungesc in partea ei dreapta prin simetrie —
pentru forta taietoare T(X), respectiv prin antisimetrie — pe celelalte doua
diagrame.

Vxpe(0;a): N(x() =0, Ty(Xy)=-T= —%F = ct,

3 ) 3
M:, (Xq)=+T -x=—F-x, deci M(0)=0, M(a)=—aF
iz (X1) 1 0) @) ”

3 3
Y X 0:a): N(Xo,)=T=—F=ct, T,(X5)=0, Mi{,(Xo)=T-a=—aF=ct
2 € (0;a) 1 N(x3) ” y(X2) iz (X2) "

VX3 € (0;a) : N(x3) =%F= ct, Ty(xg) =F=ct,

3 . 3 11
M;,(X3) =—F-x+T-.-a=—aF-Fx, deci M(0)=—aF, M(a)=——aF
iz (X3) v ©) =1 @=-17
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Bare cotite — nedeterminari interioare
Aplicatia 3

(3/14)a

(3/14)F VHHHHHHHHH‘ f"ﬁ|||||“' ..”HH
- (3/14)aF é

- @] L Mw L
(3/14)F S ——— +
NI\ \% \@’l

(L1/14)aF (L1/14)aF

il

SR
al 1]

#A

Solicitarea periculoasa are loc in sectiunile din incastrari si tindnd seama ca sectiunile
transversale sunt circulare pline, conditia calculului de rezistenta se va scrie astfel:

3 F 11a|:
N(x M (x 14 14
Srez max (X) = /g\)+ V(V)z:::jz +1:cld3 = OCa
4 32
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Bare cotite — nedeterminari interioare
Aplicatia 3

La fel cum s-a procedat intr-0 aplicatie anterioara, Intrucat gasirea valorii
diametrului d prin rezolvarea directa a inecuatiei este dificila, devine
necesara 0 pre-dimensionare, din incovoiere:

4
Uop 3 g _ |16 200mm-2:10°N :10.3/4;100 m — 58.48mm
T

3 S
14 rd 3 7w 160 N

mm2

Se mareste putin acest diametru, de exemplu la valoareca de 60mm si se face
verificarea conditiei exacte de rezistenta:

6 2-10°N L1116 200mm-2-10%N

. 5 3 =149,722MPa
7T 3600 mm 7.7 216000 mm

Grezmax (X) =

Tensiunea maxima din bara nu depaseste rezistenta admisibila a materialului
ei, iar diametrul sectiunilor transversale poate avea valoarea d = 60mm.
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Calculul barelor in forma de arc de cerc
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Calculul barelor in forma de arc de cerc
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Constructii care includ
contururi inchise



Constructii care includ contururi inchise
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Constructii care includ contururi inchise
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Constructii care includ contururi inchise
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Rasucirea barelor cu sectiuni
necirculare. Aplicatii



Raisucirea barelor cu sectiuni necirculare. Aplicatii

1. O bara de sectiune circulara plina solicitatd la rasucire prin momentul My trebuie
prelucrata prin aschiere, astfel incat pe o jumatate din lungimea ei sectiunile transversale
capata forma dreptunghiulara, avand laturile de marimi h si b; sa se analizeze scaderile de
rezistentd/rigiditate produse prin aceasta micsorare de sectiune, pentru trei variante diferite
de proportii ale sectiunii: a) h=Db; b) h=2b; c) h=3b.

Rezolvare

Cateva aspecte ale problemei sunt
valabile pentru toate variantele de
sectiuni dreptunghiulare abordate:
capacitatea fiecarei portiuni de bara
de a rezista la rasucire se evalueaza
prin momentul maxim My cap pe
care il poate suporta, iar acesta este proportional cu modulul de rezistentd de pe regiunea
respectiva; notand cu | situatia initiala, a barei cu sectiune circulara, respectiv cu Il —
situatia regiunii cu sectiune micsorata prin aschiere, raportul momentelor capabile este:

Micapii = Win-ta = Wiy

Mtcapl Wp|"Ca Wp|

v

|

|
!

I

|
VN

;‘
r‘
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Rasucirea barelor cu sectiuni necirculare. Aplicatii

Rigiditatea (deformabilitatea) celor doua regiuni, atunci cand este exprimata prin unghiul
specific de rasucire 0, este invers proportionald cu momentul de inertie, deci raportul
rigiditatilor se va scrie:

M
0y _ G- 1y Ipi
0, M¢ Iy,
G-l
Portiunea de sectiune circularad plind are urmatoarele caracteristici de rasucire:
n-D* n-D3

= respectivv. W, =
pl p pl 16

Dimensiunile sectiunii reduse nu sunt independente de diametrul cercului initial
(diagonala dreptunghiului obtinut prin aschiere), fiind adevarata relatia: D =+b’ +h?

Ramane ca aceste relatii sa fie aplicate in analiza fiecarui caz dimensional.

a) Daca b = h inseamna ca sectiunea redusa are forma de patrat, pentru care coeficientii
din relatiile (4) sunt a = 0,208 si B = 0,141, iar diametrul cercului inifial este

D=Db-v/2 ; in aceste conditii caracteristicile de rasucire vor fi:
W =0,208-b° respectiv. Iy =0.141-b*
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Rasucirea barelor cu sectiuni necirculare. Aplicatii

Relatiile de comparatie intre cele doua regiuni ale barei se scriu astfel:

T 4
Wi __0,208-b° _8.0208 .. oy 3 VD'
W, %,(b, J2)2 w2 0 0141-b*  8-0141

= 2,7855

Rezulta ca, daca sectiunea se micsoreaza la un patrat, atunci rezistenta la rasucire scade,
pe acea portiune de bard, cu peste 62%, iar deformabilitatea creste de aproape 2,8 ori
(sau rigiditatea scade tot de atatea ori), adica slabirea barei este destul de consistenta.

b) Daca h = 2b, atunci D=b-\/§, iar coeficientii sunt a = 0,246 si B = 0,229, incat
relatiile de comparatie devin:

T 4
Woi _0246-b%-2b _32.0,246 _ ., oy 32 V' s
Whi %,(b,\/g)s n-5/5 0 0,229-b%.2b 64-0,229

=5,359

Pentru acest caz, se observa ca rezistenta barei prelucrate scade cu mai mult de 77%, iar
rigiditatea de aproape 5,4 ori — fata de varianta initiala.
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Raisucirea barelor cu sectiuni necirculare. Aplicatii

c. Dacd h = 3b, atunci D=b-+10 , coeficientii sunt a = 0,267 si p = 0,263, iar relatiile de
comparatie devin:

T 4
Wi 0,267-b2.3b  24-0,267 oy 32 ®V10' a0

—0,1289 - _ _125
0, 0,263-b3-3p 96-0,263

Wp| %(b“\/ﬁ);}» TC5’\/E

Aceasta variantd de slabire a sectiunii micsoreaza rezistenta la rasucire a barei
considerate cu 87%, iar rigiditatea ei scade de 12,5 ori.

Concluzie

Trecerea de la sectiunea circulara plina la cea dreptunghiulara scade calitatile
barei de a suporta momente de rasucire (ceea ce e adevarat inclusiv daca
sectiunea se reduce pe o portiune foarte mica din bara!), iar efectele sunt cu
atdt mai defavorabile cu cat este mai mare disproportia dintre laturile
dreptunghiului.
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Raisucirea barelor cu sectiuni necirculare. Aplicatii

2. Se considerad o bara cu sectiunea transversald din figura (desenul nu respecta proportiile
intre dimensiuni); sd se evalueze rezistenta si rigiditatea ei la rasucire si sa se analizeze cum
se modifica aceste caracteristici atunci cand sectiunea se deschide, printr-o taietura facuta
intr-un punct oarecare al profilului, pe toata grosimea peretelui si pe toata lungimea barei.

Rezolvare 101
Initial sectiunea este dublu conexa si curba
mediana inchisa are aria
Q =210mmx200mm = 42000mm?
Grosimea minima a profilului este Omin =
10mm, Incat modulul de rezistenta la rasucire
al sectiunii va fi:
Wiy =2 Q-8min = 84x10*mm?
Integrala pe lungimea curbei mediane inchise -
de la numitorul relatiei momentului de inertie
la rasucire - se reduce la o sumd de fractii
constante, daca se observa ca exista segmente 240 3OI
ale curbei mediane pe care grosimea - >

20|
"

220
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Rasucirea barelor cu sectiuni necirculare. Aplicatii
profilului este constanta:

g a5 _210 200 210 200 7 1642145-43
36 30 20 10 40

Observatii
1. Fiind o suma de rapoarte intre lungimi, ultimul rezultat nu are dimensiuni (adica
este un numar abstract).
2. Se poate verifica usor ca descompunerea in dreptunghiuri a profilului sectiunii,
sugerata de fractiile din ultima relatie si bazata pe segmentarea liniei mediane este
corecta, in plus, se obtine acelasi rezultat daca descompunerea se face, de exemplu,
impartind fizic in 4 dreptunghiuri profilul sectiunii.
3. Valoarea fractiilor de mai sus arata ca nu toate dreptunghiurile utilizate respecta
riguros condifia precizatd, pentru incadrarea intre cele inguste, dar o astfel de
aproximare este de obicei admisa in practica, mai ales in calcule de genul celor
prezente, de evaluare a deosebirilor dintre profilele simplu si dublu conexe.

Se introduc rezultatele in relagia momentului de inertie al barei cu profil dublu conex:

4-(42-10% mm?)?

~1641-10% mm*
43

Iy =
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Rasucirea barelor cu sectiuni necirculare. Aplicatii

Daca profilul sectiunii se decupeaza, pe foata lungimea, indiferent de locul
decuparii, el devine simplu conex, iar calculul incepe cu descompunerea
sectiunii in dreptunghiuri inguste si introducerea parametrilor acestora in
relatia momentului de inertie generalizat; de exemplu, folosind divizarea de
mai sus a sectiunii, momentul ei de inertie va fi:

leo =%Z(b;°’ -hy) =%-(3o3-210 +20%.200 +10% - 210 +4o3-200)= 6,76 -10° mm*

Raportul rezultatelor arata ca prin decupare longitudinalda parametrul de
rigiditate scade de 24,28 ori, incat bara devine tot de atatea ori mai usor de
deformat prin rasucire.

Pe de alta parte, caracteristica de rezistenta se calculeaza astfel:

li,  676-10%mm*

Wiz = max{b;}  40mm

—16,9-10% mm?3
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Rasucirea barelor cu sectiuni necirculare. Aplicatii

Asadar, rezistenta barei scade si ea, in urma ,,deschiderii” profilului initial, in
acest caz de 4,97 ori!

Este important sa se observe cd aceasta scadere se intampla indiferent cat de
lunga sau de scurtd este decuparea pe lungime a barei: daca intr-o singura
sectiune transversala are loc deschiderea profilului (de exemplu printr-o
fisura longitudinala ce strapunge peretele sectiunii), aceea devine secfiunea
periculoasa a barei, sectiune care poate prelua doar momente de 5 ori mai
mici fata de restul barei!

in concluzie, cele doui aplicatii de mai sus au aritat, mai intdi, ca sectiunile
circulare fac ca barele sa fie mult mai rezistente si mai rigide la rasucire, in
comparatie cu sectiunile dreptunghiulare.

La fel se intampla cu profilele inchise (dublu conexe), in raport cu cele
deschise (simplu conexe).
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Rasucirea barelor cu sectiuni necirculare. Aplicatii
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2.10

Calculul vaselor cu pereti
subtiri, continand lichide



Calculul vaselor cu pereti subtiri, continand lichide

R A
I. Vase cilindrice rezemate la baza * > X

Specific acestei rezemari este ca apare la |,
baza vasului o forta de reactiune R, cgala
ca marime cu greutatea lichidului din vas;
celelalte elemente necesare la calculul
tensiunilor din peretii vasului au fost deja

3H/4
discutate si se vor folosi in continuare.

Ecuatia lui Laplace se scrie la fel ca la
vasele cu gaze: -

om(X) Sp(X) _ p(x) p(x)-R
o R h h

R

= o©op x) =

Trebuie observat ca la vasele cilindrice este util ca pozitia X a sectiunii transversale de calcul
sa fie indicata fata de nivelul superior al lichidului din vas, asa cum se observa in figura; in

acest fel presiunea din zona cu lichid (care in cazul de fata ocupa trei sferturi din inaltimea
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Calculul vaselor cu pereti subtiri, continand lichide

I. Vase cilindrice rezemate la baza

vasului) se exprima sub forma p(x)=yx, lar expresia si valorile importante ale tensiunilor
circumferentiale se vor scrie astfel:

-R 3 3

vy-R-H
h h

Pentru regiunea din partea de sus a vasului, 1n care nu exista lichid, peretii nu sunt incarcati
cu presiune, deci membrul drept din ecuatia lui Laplace este nul si se obtine ca op(X1) =0,
asa cum este aratat si pe grafic.

Analiza tensiunilor om(X) necesita scrierea ecuatiei de echilibru, pe verticald, pentru fortele
din pereti, avand la acest vas urmatorul aspect:

Fr() =G +F[p(X)]-R < on(X)-Am(x)=7-Vi (X)+p(X)-As (X) -R

Ariile An(x) si A#x) se scriu la fel ca in aplicatiile rezolvate anterior, iar rezultanta R este
egald cu greutatea lichidului din vas: R =y-nR2-(3H/4)
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Calculul vaselor cu pereti subtiri, continand lichide

I. Vase cilindrice rezemate la baza

Presiunea p(x) si volumul V(x) — al lichidului de sub sectiune sunt diferite pe cele doua
regiuni de pe inaltimea vasului, pe care ecuatia se particularizeaza astfel:

- pentru X, € (0; H/4) (regiunea fara lichid) p(x1) =0, Vi(x1) =nR2 (3H/4)
om(Xy)-2nR -h =y - 7R? %H+o-nR2 —v-nR? -%H
termenii din membrul drept al ultimei ecuatii se reduc, deci om(X1) =0;

- pentru x; € (0; 3H/4) (regiunea cu lichid) p(x2) =7-x, V(X1) = nR?-[(3H/4)-X]

Gm(xz)-ZnR-h=y-7tR2-(%H—x)+y-x-7cR2—y-ﬂ:R2-%H

La fel ca mai sus, membrul drept este nul, deci om(X2) =0.

Concluzia acestei aplicatii este ca, la vasele cilindrice cu lichide care sunt rezemate la baza,
tensiunile de pe directia meridiand sunt nule pe toatd inaltimea vasului, indiferent daca
acesta este umplut complet sau partial!
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Calculul vaselor cu pereti subtiri, continand lichide

I. Vase cilindrice rezemate la baza

Prin urmare, peretii vasului sunt solicitati doar prin tensiunile circumferentiale, care au marimi proportionale
cu presiunea din vas, adicad existd numai in zonele care contin lichid; presiunea fiind crescatoare odata cu
adancimea 1in lichid, tensiunile sunt maxime la baza vasului (unde se formeaza prima fisura, pe directie
verticala, daca vasul nu este bine proiectat), iar relatia calculului de rezistentd se va scrie ca la o stare
uniaxiala de tensiuni:

3 3 Y RH <

Gefmax(x)ch(xzzzH):Z h =0,

Exemplu numeric: se proiecteaza un rezervor ca mai Sus, pentru apa (avand greutatea
specificd y=10*N/m3=10°N/mm?) din tabla de otel cu 5, = 160MPa, rezemat pe sol la partea
de jos si avand dimensiunile R = 8m s1 H = 5m; sa se calculeze grosimea minima a tablei
care va trebui folosita.

Rezolvare: din conditia de rezistenta se scrie relatia grosimii minime

_ N 3 3
107° -8-10°mm -5-10"mm

== mm
4 ©cq 160

N 8
2

mm
Tabla groasa de doar 2mm este deci suficienta pentru realizarea rezervorului!
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Calculul vaselor cu pereti subtiri, continand lichide

I1. Vase cilindrice rezemate pe marginea de sus

PR

In acest caz, reactiunea datorata
rezemarii  actioneaza  deasupra
nivelului sectiunii de calcul, astfel
incat nu afecteaza fortele care
compun ecuatia de echilibru, iar
valorile om(X) nu mai sunt nule pe

nici o zona a vasului; ecuatiile de H
echilibru se scriu la fel ca in cazul
studiat anterior.
v
11.1. cu umplere completa
Ecuatia lui Laplace conduce la:
R
op(X)=—X = ©
p(X) "

W;

Ecuatia a doua se particularizeaza astfel:

Gm(X)-ZTCR-h=’y-TER2-(H—X)+’y-X-TER2 < 2h-oy(X)=y-R-H

y0=0; op(H)=

szx)
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Calculul vaselor cu pereti subtiri, continand lichide

I1. Vase cilindrice rezemate pe marginea de sus

Tensiunile de pe curbele meridian sunt asadar constante pe inal{imea vasului, iar valoarea
lor este urmatoarea:

om(X) = (1/2) (yYRH/h) = (1/2) 0p max

Cele mai mari tensiuni sunt de tip circumferential si se produc la baza vasului, incat
conditia de rezistenta pentru acest vas se va scrie:
vyRH
Gef max (X) = Spmax (X) = h = O,
Prin urmare, grosimea necesara a tablei de otel, cu 6, = 160 MPa, pentru a se construi un
rezervor cu R =3m si H = 4m, umplut complet cu apa va fi:

105 N 3.103mm-4-103mm
YRH mm> 3
h > = hpnin = N = me =0,75mm
Ca 160
mm2

Calculul de rezistentd aratd ca tabla de nici macar Imm grosime este suficienta pentru
realizarea vasului studiat.
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Calculul vaselor cu pereti subtiri, continand lichide

I1.2. cu umplere partiala R Ay
7
Pe aceleasi principii ca mai sus, \ X
ecuatiile de echilibru se Hi4 ]
B

particularizeaza astfel: '

- pt. X1 € (0; H/4) p(x1) =0, deci
op(X1) =0, iar V(X)) =nR2(3H/4) 344

c,(X))-2nR-h =y-nR2-%H+O-nR2

YyRH
h | 3 RH/4h

0w

= o,(x)=ct=

- pt. X2 € (0; 3H/4) p(x2)=y'x

v-R-H

R 3. 3
:>Gp(X2)=yT-X = 0p(0)=0; op(H)="-
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Calculul vaselor cu pereti subtiri, continand lichide

I1.2. cu umplere partiala

In ecuatia de echilibru pe verticald apare mirimea volumului de lichid de sub sectiune,
Vi(X2) = ntR?-[(3H/4)-x], iar ecuatia se scrie:

Gm(XZ)-ZTCR-hZY-RRZ-(%H—X)+’Y-X-TCR2 = Gm(X2)=Ct=§-$=%-Gpmax(X)

Folosind aceste rezultate se traseaza diagramele celor doua categorii de tensiuni,
ca 1n figura de mai sus; pe aceastd baza trebuie observat ca valoarea cea mai
mare a tensiunilor, deci si conditia de rezistenta, se vor scrie exact la fel ca la

vasul asezat pe suprafata lui inferioara.

Concluzie comuna pentru vasele cilindrice ce contin lichide: solicitarea lor
periculoasa apare, indiferent de rezemare, in sectiunea de la baza vasului, iar
prima fisura tinde sa se produca pe directia generatoarei (care este
perpendiculara pe directia tensiunilor principale maxime).
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Calculul vaselor cu pereti subtiri, continand lichide

I11. Vase conice rezemate pe marginea de sus

La fel ca la vasul conic cu R X YRH/6hcosa \“X
gaz, discutat anterior, TR
avand in vedere ca \ / . 3yRH/16hcosa. ~ -‘
generatoarea vasului este \ ] T ~. |
o dreapta, se admite ca I =
pm(X) = . H
Cea de-a doua raza de
curbura principald variaza
ca marime, de la o
sectiune la alta, intrucat
depinde de raza r(x) a
sectiunii si de inclinarea v Gp(=x) _ﬁ
generatoarei, dupa relatia om(X)
Pp(x) = r(x)/cosa .

——~

\ |
\ 1
]
]
]
]
]
] 1
i '
Il 1
i ]
]
K ]
'
’
'
’
7
’
’
,

yRH/4hcosa.

Trebuie observat cd, pentru ca raza curenta r(x) sa varieze proportional cu pozitia X a
sectiunii, este avantajos ca aceastd distantd sa fie masurata fatd de varful conului (ca 1n
figurd), iar ecuatia lui Laplace va avea urmatoarea forma:
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Calculul vaselor cu pereti subtiri, continand lichide

I11. Vase conice rezemate pe marginea de sus

om0) | 9909 C050 _po)
oo r(x) h

Presiunea este direct proportionala cu inaltimea coloanei de lichid de deasupra sectiunii X,
p(x) = v (H-X), iar raza sectiunii se scrie in functie de parametrii conului, din asemanarea
semi-triunghiului de sub sectiune cu cel global:

rx) _x

R
= rx)=—-x
R H H

Inlocuind aceste valori in ultimul rezultat de mai sus se expliciteaza op(x) in functie de
pozitia sectiunii:
y-(H=x) R YR

X=———-X-(H=Xx)

(o) X e —
p(*) h-coso. H Hh cos o
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Calculul vaselor cu pereti subtiri, continand lichide

I11. Vase conice rezemate pe marginea de sus

Ultima expresie reprezinta grafic 0 portiune de parabola avand radacinile x=0 si x=H, adica
tensiunile circumferentiale din peretii vasului conic sunt nule - la capetele lui si ating
valoarea lor maxima la mijlocul inal{imii vasului:

YR ﬂ-(H—ﬂ)— vyRH

Cpmax (X) = op(x = o) = — 1R . _RH
pmax P 2 Hhcoso 2 2 4h cos o,

Ecuatia de echilibru pe verticala se obtine folosind argumentele discutate anterior, precum si
faptul ca lichidul de sub sectiune ocupa un volum conic de raza r(x) si inaltime X, inclus in

ultimul termen din aceasta ecuatie:
1
om(X)-2w-r(x)-h-cosa=vy-(H —x)-n:-r(x)2 +y-§n-r2(x)-x

R X YR 2
= X)-2h-cosa=y:| —-X |- (H=-X+=) = X)=———-X:-| H=—=X
om (X) =y [H ) ( 3) om (X) 2Hhcos o ( 3 )
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Calculul vaselor cu pereti subtiri, continand lichide

I11. Vase conice rezemate pe marginea de sus

Tensiunile meridiane variaza tot parabolic, dar au valori nule in x=0 si intr-o sectiune care
este dincolo de limitele vasului, x=3H/2; valoareca maxima va fi (la jumatatea distatei dintre

3H YR 3H 2 3H
X) = X = = . . H_
Smmax (X) =0 ( 4 ) >Hhcoso 4 (

2343 yRH
3 4 16 hcosa

Deoarece  1/4=4/16 , tensiunile cele mai mari sunt circumferentiale, incat conditia de

rezistenta se scrie:

Smax (X) = cp(X = ﬂ) = YRH

2 4hcosa

Concluzia acestei aplicatii este ca si pentru vasele conice cu lichid, daca nu au
fost calculate corect, prima fisura tinde sa apara pe directia generatoarei (adica pe

verticala), mai precis in sectiunea de la jumatatea Tnaltimii vasului.
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Calculul vaselor cu pereti subtiri, continand lichide




Calculul vaselor cu pereti subtiri, continand lichide




2.11

Tuburti cilindrice cu pereti grosi
Aplicatii



Tuburi cilindrice cu pereti grosi. Aplicatii
1. Calculul cilindrilor de prese

Se proiecteazd o presd hidraulica, care trebuie sd poata dezvolta o fortd maximd de
apasare Fmax = 250 tf; se cere sa se dimensioneze cilindrul presei, stiind ca diametrul sau
interior este D; = 400 mm, iar pentru materialul din care este facut se admite o rezistenta
admisibila o, = 100MPa.

Rezolvare

Din punct de vedere constructiv, cilindrul unei prese este un tub cu pereti grosi, solicitat
de presiunea interioara de lucru, a carei valoare maxima trebuie calculata ca raport intre
forta pe care trebuie sd o dezvolte presa si aria utila a pistonului pe care se distribuie
aceasta forta, astfel:

4
Pimax = Fma __290-10°N __ 125 MPa =19,9MPa =199atm

n-R?  m-(200mm)2  2n

Se poate observa ca tuburile de acest fel sunt destinate sa suporte presiuni ridicate, de
obicei cu un ordin de marime mai mari decat cele intalnite la vasele cu pereti subtiri; de
aici apare necesitatea grosimilor mari ale peretilor acestor structuri.
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Tuburi cilindrice cu pereti grosi. Aplicatii
1. Calculul cilindrilor de prese

Intrucat diametrul interior al cilindrului a fost impus prin tema de proiectare,
dimensionarea cilindrului inseamna stabilirea valorii minime necesare a razei sale
exterioare Re.

In acest scop, se foloseste relatia de calcul stabilita anterior:

Sa__ _ 200mm- 100MPa — 258.2mm

Remin =R« [—2&—
emin ! G, — 2P; (100 —2-20)MPa

Pe baza acestui rezultat se poate adopta valoarea Re o,¢ = 260 mm, astfel incat cilindrul
calculat va avea dimensiunea exterioara D, = 520 mm.
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Tuburi cilindrice cu pereti grosi. Aplicatii
2. Calculul de optimizare a fretarilor

Se proiecteaza un tub cu pereti grosi, care este destinat sa suporte o presiune interioara p;
= 150 MPa, in conditiile in care materialul avut la dispozitie este un otel, Cu rezistenta
admisibila de doar 250 MPa; este nevoie, prin urmare, sa fie realizat un tub compus, cu
imbinare prin fretare, cu diametrul interior D; = 2R; = 300 mm.

Sa se stabileasca valorile potrivite ale razelor Rz, Rs3 si strangerii de fretare &, pentru ca
tubul final sa functioneze in cele mai bune conditii posibile.

Rezolvare

Calculul optimizat al imbinarii se bazeaza pe relatiile lui Gadolin, care au fost discutate
anterior.

Mai intai se poate stabili raza exterioara a tubului global, plecand de la formula tensiunii
echivalente optimizate:
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Tuburi cilindrice cu pereti grosi. Aplicatii
2. Calculul de optimizare a fretarilor

(o 250

min R3 R, =
1=
250 —150

Oech max =Ca = — ——"Pi = Ranec =

. -150mm = 375mm
R3—R; Ga — Pj

Se calculeaza apoi valoarea necesarda pentru raza comund optima a celor doua tuburi,

folosind formula corespunzatoare:

Rooptim =+/R1 Rz =+/150mm-375mm = 237,17mm ~ 237mm

Aceasta valoare a razei comune trebuie inlocuita in relatia care da strangerea optima de
fretare pentru montarea celor doua tuburi:

pi-R, 150MPa-237mm

Sppim = = 0,169mm
optim E 21.10* MPa

Pornind de la acest rezultat, tubul suplimentar trebuie sa aiba diametrul interior mai mic

cu 0,338 mm fata de cota exterioara a tubului de baza.
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Tuburi cilindrice cu pereti grosi. Aplicatii

2. Calculul de optimizare a fretarilor

Daca se alege ca imbinarea sa fie realizata prin incalzirea tubului exterior, admitand ca
temperatura va creste cu 0 cantitate AT si luand valoarea uzuala, pentru oteluri carbon, a
coeficientului de dilatare liniard o = 1,2x10° grd™, se poate scrie valoarea cresterii de
diametru din relatia clasica a dilatarilor liniare AD = axD;xAT.

Folosind apoi valoarea strangerii optime, care a fost stabilita mai sus, se calculeaza
diferenta de temperatura cu care tubul suplimentar trebuie incalzit, astfel:

S
ATree = optim 0,338mm ~ 16900 grd = 59,423grd ~ 60grd

a-Dy, 12.10 5grd 1. (2-237mm) 12237

Acest rezultat aratd asadar ca, pentru 0 montare corecta a imbinarii fretate care s-a
proiectat, tubul suplimentar trebuie incalzit cu cel putin 60°C in raport cu temperatura

ambianta.
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Tuburi cilindrice cu pereti grosi. Aplicatii
. Strangerea maxima de fretare

Sa se deduca strangerea maxima cu care un inel din otel, avand caracteristicile de
material 6, = 180MPa, E = 21x10* MPa, iar ca dimensiuni latimea L = 40 mm si
diametrele D; = 100 mm, D = 120 mm, poate fi montat pe un arbore din acelasi
material.

Daca se admite intre piese un coeficient de frecare p = 0,2 sa se afle forta axiala de
apasare Fmin necesara, in cazul in care stringerea intre cele doud piese are valoarea
maxima posibila, pentru a se efectua montarea (sau demontarea) prin presare a inelului
pe (sau de pe) arbore.

Rezolvare

Ideea de baza in calculul acestei Tmbinari este ca se produce fretarea inelului pe un tub
cu forma particulara, in sensul ca este plin, avand adica diametrul interior nul, incat in
relatiile prezentate anterior se va trece R1=0.
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Tuburi cilindrice cu pereti grosi. Aplicatii
3. Strangerea maxima de fretare

Inainte de a se calcula strAngerea admisibila, cu formulele de la tuburi fretate din acelasi
material, trebuie stabilitd presiunea interioara maxima pe care inelul o poate suporta,
folosind conditia lui de rezistenta, bazata pe ipoteza de rupere Tmax:

2R2
G ech max =pi’w30a =
R2 _R? 2 102 =2 102
Pimax =———% —Ca _6 10 5 > 210 .180MPa = =X .180MPa
2R ¢ 2-6°-10 72

Rezultatul nu este unul final, astfel incat poate fi folosit in calcule ulterioare chiar sub
aceasta forma; strangerea maxima permisda Se gaseste din relatia fundamentald a
tuburilor fretate, pe baza presiunii maxime de mai sus:

po-R> [ RE+R3 R3+R?
S=—"F | 52 2 " 52 2
R3 —R5 R3—Rj
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Tuburi cilindrice cu pereti grosi. Aplicatii
3. Strangerea maxima de fretare

Folosind datele problemei de fata, aceasta relatie se dezvolta astfel:

E -180MPa-50mm
72 (

Smax -

36+25+25+O 11-18-5 72mm= 3 mm = 0,0428mm
36-25 25-0

21-10*MPa T 72.21-100 11 7.10

Pentru ca inelul sa reziste operatiei de montare, diametrul arborelui poate fi mai mare
decat diametrul interior al inelului cu cel mult 85um.

Forta de apasare pentru introducerea sau scoaterea inelului pe arbore trebuie sa invinga
(adica sa fie macar cu 10% mai mare decat) forta de frecare Fr dintre cele doua piese;
valoarea acestei marimi depinde de coeficientul de frecare dintre piese si de forta
normala de presare Nr de pe suprafata cilindrica (avand diametrul D; si inaltimea L),
pe care se produce contactul dintre inel si arbore:

Frin =L1-Ff =11-p-Ng =11-p-pg -nDj - L =

11 N

Fmin =11-0,2- =180 -7t-100mm - 40mm =121-5- 407 N = 76kN

mm2
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Tuburi cilindrice cu pereti grosi. Aplicatii

3. Strangerea maxima de fretare

Montarea/demontarea inelului prin presare la rece necesita forte apreciabile, adica
folosirea unor prese de capacitate mare; devine interesant de vazut in ce conditii s-ar
putea executa operatia de fretare prin incalzirea inelului, provocand -cresterea
diametrului sau, prin dilatare termica.

Considerand ca temperatura va creste cu o cantitate AT si luand valoarea uzuala, pentru
oteluri carbon, a coeficientului de dilatare liniard a=1,2x10°grd™, se aplicd relatia
clasica a dilatarilor liniare AD = oaxD;xAT, din care folosind valoarea strangerii
maxime de mai sus se obtine diferenta de temperatura necesara:

AT o = Omax_ _ 0,085mm _ 85 4rd = 70.8339rd

a-Dj 12.10°grd7'.100mm 1.2

Operatia de montare (respectiv aceea inersd, de demontare) se poate face, asadar, prin
incalzirea prealabild a inelului cu o diferentda de temperatura de cel putin 71°C; in
functie de dotarile tehnologice de care se dispune, este probabil ca aceastda metoda va fi
preferata, in locul variantei de presare la rece a inelului.
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Tuburi cilindrice cu pereti grosi. Aplicatii
4. Montarea cu strangere a unei roti pe ax

O roata de curea cu diametrul D = 400mm si latimea L = 100mm trebuie montata prin
presare, pe un arbore de transmisie de sectiune circulara cu diametrul d = 100mm;
ambele piese sunt din otel carbon, cu modulul de elasticitate E = 21x10*MPa,
coeficientul de frecare pe suprafetele de contact fiind p = 0.1; roata trebuie si
transmita la arbore, cu un coeficient de siguranta ¢ = 2, momentul dezvoltat de motorul
de antrenare avand turatia nominala n = 750 ture/minut si puterea P = 300kW.

Sa se calculeze strangerea de fretare necesara pentru realizarea imbinarii, ca si forta
axiala minima de presare pentru montarea, respectiv demontarea celor doua piese.

Rezolvare

Exista mai multe aspecte de baza in analiza acestei teme de proiectare; mai intai trebuie
clarificat intelesul notiunii de coeficient de siguranta in functionarea unei transmisii de
miscare si putere: in cazul de fata este necesar ca imbinarea calculata sa poata suporta
un moment de rasucire de ¢ ori mai mare decat momentul dezvoltat de motorul folosit
pentru actionare.
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Tuburi cilindrice cu pereti grosi. Aplicatii
. Montarea cu strangere a unei roti pe ax

Folosind cunostintele de la solicitarea de rasucire, privind legatura intre caracteristicile
din fabricatie ale motorului si momentul (cuplul) pe care acesta il transmite, se poate
calcula momentul capabil necesar pentru imbinarea proiectata, astfel:

5
Minec = - M motor :C._3O .Ezz__BO .m:ﬁ.mmm:ﬁ.mmmm
750 ——
min

Momentul efectiv pe care imbinarea il transmite se stabileste pe baza rezultantei fortelor
de frecare dezvoltate la contactul dintre arbore si roata, care se calculeaza la fel cala o
aplicatie anterioard; momentul rezultantei fata de axa longitudinala a arborelui este:

d d .
Miet :(“'Nf)'E:“'(pO'n'd‘L)'§=u—2n-po~d2-L

Se scrie conditia ca cele doua momente calculate prin ultimele relatii trebuie sa aiba, in
realitate, valori egale intre cle:

0L . @0omm)2-100mm = 2% 105 Nmm = popec =@MPa=48,63MPa
7T

T
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Tuburi cilindrice cu pereti grosi. Aplicatii
. Montarea cu strangere a unei roti pe ax

Strangerea necesard, intre cotele comune ale celor doud piese se obtine din relatia
fundamentald a fretarilor:

_ 48,63MPa-50mm (2002 +502 1] 48,63 '[425

Onec = +1|=———| — +1 |mm =0,0247 mm
"¢ 21.10°MPa | 2002 502 4200 | 375 j

Acest rezultat aratd ca diametrul arborelui trebuie sa fie cu 50um mai mare decat
diametrul interior al rotii.

In aceste conditii, forfa minimd de presare pentru montarea sau demontarea rotii va fi:

N

mm2

-1t-100mm -100mm =152,78kN

Fmin =11-(u-Nf)=11-0,1-48,63

Se observa si in acest caz marimea apreciabila a fortei axiale minime, care ar fi necesara
pentru realizarea prin presare la rece a imbinarii analizate.
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2.12

Solicitari prin socurl. Aplicatii



Solicitari prin socuri. Aplicatii

1. Sa se scrie conditia de rezistenta pentru bara prismatica verticala din
figura, avand sectiunea transversald oarecare si constantd; pe capatul B H
barei ajunge masa m, cazand de la inaltimea H; se vor considera 1
cunoscute valorile marimilor necesare pentru acest calcul.

Rezolvare L
Solicitarea statica echivalenta este axiala (de comprimare) sub forta
concentratd G=mg, iar deformatia statica din punctul de impact are \ £ A
relatia fi(B) = mgL/EA, astfel ca factorul de impact va fi: -
y=1+ 142H- A _q4 |14 2EAH 7
mgL mgL i

Tensiunea staticd maxima este constanta in toate punctele barei si deci condifia de rezistenta
pentru bara considerata se va scrie:

m
G4 max(X):W'Gstmax(X)ZW'TgSGa

Folosind aceasta relatie se vor putea rezolva cele trei tipuri de probleme intalnite in calculul
ingineresc — de verificare, de dimensionare, sau de incarcare maxima.
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Solicitari prin socuri. Aplicatii

2. Se considera o grinda in consold, din lemn, de sectiune dreptunghiulara, lovita pe capat,
vertical, de 0 masa m, aflata in cadere de la inaltimea H; sa se calculeze valoarea tensiunii
maxime care apare in grinda in urma socului, considerand L = 1m, H = 0.4m, t = 40mm, E =
10*MPa, m = 30kg.

Rezolvare

In figura apar diagramele de momente pentru SSE si
pentru starea fictiva de la teorema Mohr-Maxwell
(cu forta unitara in locul fortei F); folosind
algoritmul grafic de 1inmultire a diagramelor,
deplasarea statica din punctul de impact (notat cu B,
nemarcat pe desen) va fi:

3
fo(B) = 2+ 2L (-mgL) -2 (1) = Tk

Momentul de inertie al sectiunii, In raport cu axa ei de
incovoiere se calculeaza astfel:

1 lO
3

| =-—-5t-(2t
5 21)°
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Solicitari prin socuri. Aplicatii
Aplicatia 2

In relatia de mai sus, pentru calculul deplasirii cautate, se introduc valorile marimilor
fizice din problema:

m 3 3
30kg -9,8— - (10" mMmm

mm = 1,148 mm
256

1:st (B) =

N 5 -E-(4Omm)4
mm 3

Acest rezultat se introduce in relatia pentru calculul factorului de impact:

3.10%

2-400mMm

=1+ _[1+ — 27,42
Wef \/ 1,148 mm

Tensiunea maxima din starea statica se produce in sectiunea din incastrare a barei si are
marimea urmatoare:

M X)-t i .103 i .
S (X) = i max (X) _30-98N-10°mm-40mm _9-98 N _138MPa

I E-(40mm)4 64 mm?
3
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Solicitari prin socuri. Aplicatii
Aplicatia 2

Prin urmare, tensiunea dinamica maxima din grinda analizata, care se produce tot in
sectiunea in care solicitarea statica este periculoasd, va avea valoarea:

Sdmax (X) = Wef - Ostmax (X) = 27,42 -1,38MPa = 37,84MPa

Pe acelasi principiu se poate stabili cat de mare este deformatia dinamica maxima a baret,
care in mod evident apare chiar in punctul in care se produce impactul barei cu masa
aflata in cddere:

fomax (X) = Vet - fst (B) = 27,42 -1,148mm = 31,48mm

Ambele aceste rezultate permit sa se afirme ca efectele solicitarii dinamice
analizate pastreaza materialul barei in domeniul deformatiilor liniar-elastice,
deci calculele au fost in mod corect facute prin metoda factorului de impact.
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Solicitari prin socuri. Aplicatii

3. Sa se scrie relatia multiplicatorului de impact pentru o bara dreapta, ai carei parametri
constructivi se considerd cunoscufi si care cade de la o indltime H asupra unui reazem
simplu, plasat la mijlocul lungimii L a barei.

Rezolvare

N S|

Aceasta reprezinta una dintre
situatiile particulare de
solicitare produsa prin soc, in Z
care deplasarea care se produce in punctul de impact este dicutabila, sau greu de calculat,
asa cum se observa pe schitele aldturate.

<

Din acest motiv, valoarea factorului y trebuie intr-un astfel de caz sa fie stabilita folosind
prima varianta a relatiei de calcul pentru acest coeficient, aceea bazati pe marimile
energetice.

In partea dreapta a figurii de mai sus apare schitata solicitarea staticd echivalentd, in care
bara, asezata simplu pe reazem, se considera a fi incarcata numai cu propria ei greutate,
ca forta uniform distribuita de intensitate q.
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Solicitari prin socuri. Aplicatii
Aplicatia 3

In acest caz, intensitatea distributiei poate fi pusd in legiturd cu parametrii specifici ai
barei calculate, astfel:

G yAL
=== A
q L L Y

unde vy este greutatea specifica a materialului barei, iar A — aria sectiunii transversale,
admisa a fi de forma oarecare, dar constanta pe toatd lungimea ei.

Pe de alta parte, se observa ca plasarea reazemului chiar in punctul de impact face dificil de
definit si de calculat deplasarea pe verticala a sectiunii respective.

Trecand la stabilirea marimilor energetice necesare pentru calculul factorului de impact, se
observa ca lucrul mecanic exterior coincide cu energia potentiala pe care 0 are bara
atunci cand este ridicata la indltimea H:

Le=G-H=q-L-H
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Aplicatia 3

Pentru a calcula lucrul mecanic elastic denumit interior, se folosesc formulele cunoscute
de la solicitarile simple, bazate pe integrarea pe lungimea barei a patratului eforturilor
sectionale de pe fiecare regiune:

I [MIZ (X)]2
(L) 2El,

Relatia face referire la solicitarea de incovoiere in starea statica a barei de fata, care are
particularitatea simetriei perfecte a incarcarilor, pe cele doua jumatati de bara, separate
prin punctul de contact cu reazemul; in consecintd, studiul se face pe una dintre jumatati,
pentru care eforturile sectionale sunt:

2
gx L
MiZ (X):_ ' (V)XG(O’_)
2 2
Se poate constata ca momentul sectional de incovoiere este nul la capetele barei si atinge
valoarea maxima chiar in punctul de impact, sectiune in care va trebui facut calculul de

rezistenta pentru bara analizata.
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Aplicatia 3

Problema de fata nu include aceasta cerinta, fiind ceruta doar expresia factorului de
impact y; pentru scrierea ei, se detaliaza calculul analitic al lucrului mecanic interior;
observand ca integrala pe lungimea barei se divide in doud integrale identice, pe cate una
dintre jumatatile ei, lucrul mecanic de deformare elastica se stabileste astfel:

2
L[_qsz L
21 2 2 5|2 2 |5 2 45
o Z2El, 4EIL, 5|0 20-32-El, 640-El,
L q-L-H 640 - H - El
: ;. =1+ 1+— =1+ A+—F— =1+ [1+ z
Factorul de impact va fi: 'V \/ L, q2- L5 \/ q-L°
640 - El,

Se poate constata ca in aceasta expresie apar numai marimi fizice ale caror valori au fost
considerate cunoscute, prin enuntul problemei, adica valoarea coeficientului poate fi
calculata in orice varianta de formulare a temei de proiectare.
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2.13

Calculul la oboseala 1n cazul
arborilor de transmisie















Alegerea coeficientilor de influenta (dimensional si de calitate a suprafetelor)
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Deosebirea dintre frezele deget si frezele disc

Exemple de freze frontale (deget)

201



Deosebirea dintre frezele deget si frezele disc
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