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PREFAŢĂ 
 
  Lucrarea de faţă este, în intenţia autorilor, un manual (“carte care cuprinde 
elementele fundamentale ale unei ştiinţe, folosită mai ales în şcoală” – Dicţionarul 
Explicativ al Limbii Române (DEX), Editura Univers Enciclopedic, Bucureşti 
1996) şi este destinată, în primul rând, pentru instruirea studenţilor care au în planul 
de învăţământ disciplina de Mecanisme. 
  Dorim să subliniem că un manual se deosebeşte de cursul care reproduce 
prelegerile prezentate studenţilor, printr-o serie de caracteristici proprii. Astfel, 
manualul trebuie să fie mai complet, mai riguros şi mai extins decât cursul oral, 
pentru a permite studenţilor interesaţi să-şi completeze şi să-şi clarifice unele 
noţiuni sau demonstraţii, beneficiind de un material grafic şi un instrument 
matematic comprehensive. 
  În procesul de elaborare s-a pus un accent deosebit pe logica expunerii, pe 
definirea atentă a conceptelor, care precede întotdeauna utilizarea lor, pe 
organizarea şi sistematizarea materialului prezentat. Manualul conţine 5 capitole: 1. 
Structura mecanismelor, 2. Mecanisme cu cuple inferioare (cu bare), 3. Mecanisme 
cu came. 4. Mecanisme cu roţi dinţate, 5. Dinamica mecanismelor şi a maşinilor. În 
Capitolul 1 se definesc noţiunile de bază ale disciplinei şi se prezintă clasificarea 
mecanismelor după diverse criterii. O problemă deosebit de importantă, tratată în 
acest capitol, este determinarea gradului de mobilitate şi a numărului de legături 
pasive. S-a încercat o rezolvare cât mai riguroasă a acestei probleme dificile, în 
limitele spaţiului alocat. În acest sens, s-au introdus şi s-au utilizat noţiunile de 
clasă constructivă şi clasă funcţională, pentru cuplele cinematice. În capitolele 2, 3 
şi 4 sunt tratate, separat, cele trei categorii mari de mecanisme: cu bare, cu came şi 
cu roţi dinţate, care au domenii de utilizare şi metode de studiu specifice. Fiecare 
dintre aceste capitole cuprinde, în general, următoarea problematică: analiza 
cinematică, analiza cinetostatică şi randamentul, analiza preciziei şi sinteza. În 
raport cu structura altor manuale, am considerat oportun să tratăm analiza 
cinetostatică şi randamentul la fiecare categorie de mecanisme, deoarece rezolvarea 
acestor probleme prezintă aspecte specifice legate de tipul mecanismului. Subliniem 
de asemenea, prezenţa unui subcapitol de analiza preciziei, asociat la fiecare 
categorie de mecanisme. Justificăm acestă opţiune prin importanţa problemei 
preciziei în industria şi tehnica moderne. Capitolul 5 cuprinde două probleme cu 
caracter general: analiza dinamică şi echilibrarea forţelor de inerţie. 
  Aşa cum rezultă şi din structura manualului, studiul mecanismelor 
presupune rezolvarea a două tipuri de probleme: de analiză şi de sinteză. Definirea 
lor se face, în concepţia noastră, în funcţie de datele de intrare şi de ieşire. Într-o 
problemă de analiză, datele de intrare au caracter constructiv, iar cele de ieşire au 
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caracter funcţional, pe când într-o problemă de sinteză, aceste categorii de date se 
inversează, aşa cum se artă în figura următoare. 

 
  Metodele de analiză şi de sinteză expuse în manual sunt, în general, cele 
consacrate în literatura de specialitate, dar intervin şi unele aspecte, formale sau de 
fond, cu caracter original. Astfel, în Capitolul 2, se formulează condiţiile în care 
problemele de analiză cinematică şi cinetostatică (cu şi fără frecare), au soluţii reale 
în conexiune cu poziţiile critice şi cu domeniile de autoblocare. În cadrul sintezei 
dimensionale a mecanismelor cu bare s-a definit domeniul sintezei elementare şi s-
au elaborat metode analitice de rezolvare. În Capitolul 3 se prezintă o interpretare 
originală a fenomenului de subtăiere la came, legată de o modalitate inedită de 
calcul a razei de curbură. În acelaşi capitol se indică o metodă nouă de analiză a 
preciziei. În manual sunt date de asemenea, relaţii inedite pentru calculul 
randamentului mecanismelor cu came şi al angrenajelor paralele. 
  O trăsătură esenţială, pe care autorii au dorit să o imprime lucrării, este 
legată de finalizarea numerică a procedeelor şi metodelor prezentate. În acest sens 
se dau indicaţii precise cu privire la rezolvarea sistemelor de ecuaţii care modelează 
problemele de analiză sau de sinteză tratate. Considerăm că această idee contribuie 
la dezvoltarea gândirii inginereşti şi la apropierea de practica de proiectare. Având 
în vedere cele arătate, considerăm că manualul poate fi utilizat şi de inginerii sau 
cercetătorii care se întâlnesc, în activitatea lor, cu probleme de mecanisme. 
 

* 
  Autorii apreciază că atmosfera din Catedra de “Teoria Mecanismelor şi 
Robotică” din Universitatea Tehnică “Gh. Asachi” Iaşi, a fost benefică pentru 
elaborarea acestui manual şi mulţumesc, pe acestă cale, tuturor colegilor. 
 

Dr. ing. Cezar DUCA 
 

Dr. ing. Florentin BUIUM 
 

Ing. Gabriel PÂRĂOARU 



 V

CUPRINS 
 
Pag. 

1 Cap. 1 STRUCTURA MECANISMELOR 
1 1.1. Noţiuni fundamentale 
1 1.1.1. Elemente şi cuple cinematice 
7 1.1.2. Lanţuri cinematice, mecanisme 

11 1.2. Determinarea gradului de mobilitate 
11 1.2.1. Stabilirea formulelor de calcul 
15 1.2.2. Familii de mecanisme, exemple 
16 1.2.2.1. Familia f 4= ▪Mecanismele plane cu cuple de translaţie 

▪Mecanismele cu şurub ▪ Mecanismele cu roţi de fricţiune 
19 1.2.2.2. Familia f 3= ▪Mecanismele plane (cu excepţia celor care au 

numai cuple de translaţie) ▪Mecanismele sferice 
23 1.2.2.3. Familia f 0=  
23 1.2.3. Situaţii particulare privind determinarea gradului de 

mobilitate 
24 1.2.3.1. Mobilităţi locale 
24 1.2.3.2. Lanţuri cinematice pasive 
26 1.3. Clasificarea structurală a mecanismelor plane 
26 1.3.1. Înlocuirea cuplei superioare 
28 1.3.2. Noţiunea de grupă structurală ▪Grupele structurale cu 

L 0= (Assur) ▪Grupele conducătoare (Duca, Simionescu) cu 
L 1=  

31 1.3.3. Formarea mecanismelor şi descompunerea în grupe 
structurale

   
39 Cap. 2 MECANISME CU CUPLE INFERIOARE (CU BARE) 
39 2.1. Analiza cinematică 
39 2.1.1. Consideraţii generale 
41 2.1.2. Metoda intersecţiei locurilor geometrice ▪Grupa structurală 

RRR ▪Grupa structurală RRT ▪Grupa structurală RTR 
▪Grupa structurală RTRR 

51 2.1.3. Metoda ecuaţiilor vectoriale 
51 2.1.3.1. Prezentare generală▪Ecuaţii de tipul I ▪Ecuaţii de tipul II 
53 2.1.3.2. Analiza cinematică a grupelor structurale ▪Grupa structurală 

RRT ▪Grupa structurală 0 / 3 / 3 cu cuple de rotaţie 
65 2.1.4. Metoda contururilor vectoriale 
65 2.1.4.1. Prezentare generală  
67 2.1.4.2. Mecanismul patrulater articulat plan 



 VI

Pag. 
72 2.1.4.3. Mecanismul manivelă – piston (bielă – manivelă) ▪Formule 

aproximative 
74 2.1.4.4. Mecanismul cu culisă de rotaţie 
76 2.1.4.5. Mecanismul cu culisă de translaţie 
77 2.1.4.6. Mecanismul cu cilindru oscilant 
79 2.1.5. Metoda transformărilor de coordonate (matriceală) 
79 2.1.5.1. Prezentare generală 
81 2.1.5.2. Analiza cinematică a unui mecanism de robot 
83 2.1.6. Metoda funcţiilor de transmitere 
85 2.1.7. Procedee indirecte de analiză cinematică 
86 2.1.7.1. Procedeul schimbării cuplei conducătoare 
88 2.1.7.2. Procedeul schimbării bazei 
91 2.1.8. Mecanismul cardanic 
94 2.1.9. Mecanismul patrulater articulat spaţial ▪Problema poziţiilor 

▪Problema vitezelor şi a acceleraţiilor 
102 2.1.10. Mecanismul manivelă – piston spaţial ▪Problema poziţiilor 

▪Problema vitezelor şi a acceleraţiilor 
106 2.2. Analiza cinetostatică 
106 2.2.1. Forţele în mecanisme 
106 2.2.1.1. Obiectul analizei cinetostatice 
106 2.2.1.2. Forţele aplicate 
108 2.2.1.3. Forţele de inerţie ▪Reducerea forţelor de inerţie ▪Metoda 

concentrării maselor ▪Concentrarea statică în două puncte 
▪Concentrarea dinamică în două puncte ▪Concentrarea 
dinamică în trei puncte coliniare, dintre care unul este 
centrul de masă 

111 2.2.1.4. Forţele de legătură ▪Reacţiunile normale ▪Forţele de frecare 
117 2.2.2. Analiza cinetostatică fără frecare ▪Consideraţii generale 
118 2.2.2.1. Analiza cinetostatică a grupelor structurale ▪Grupa 

structurală RRT ▪Grupa structurală 0 / 3 / 3 cu cuple de 
rotaţie 

131 2.2.2.2. Mecanismul patrulater articulat plan 
133 2.2.3. Analiza cinetostatică în prezenţa frecării 
133 2.2.3.1. Consideraţii generale 
138 2.2.3.2. Modelul matematic ▪Grupa RRT ▪Metoda aproximaţiilor 

succesive 
140 2.2.3.3. Fenomenul de autoblocare ▪Explicarea producerii 

fenomenului de autoblocare ▪Analiza comportării grupelor 
structurale 

148 2.2.4. Randamentul mecanic 
153 2.2.5. Mecanismul cu şurub 



 VII

Pag. 
159 2.3. Analiza preciziei 
159 2.3.1. Introducere. Abateri elementare 
161 2.3.2. Metoda deterministă ▪Influenţa jocurilor 
164 2.3.3. Metoda probabilistică 
166 2.4. Sinteza dimensională 
166 2.4.1. Consideraţii generale 
168 2.4.2. Sinteza elementară 
168 2.4.2.1. Problematica sintezei elementare ▪Problema rotabilităţii 

▪Sinteza pentru asigurarea calităţii transmiterii forţelor 
▪Sinteza în funcţie de poziţiile extreme ale elementului 
condus ▪Sinteza după coeficientul de productivitate 

170 2.4.2.2. Mecanismul patrulater articulat plan ▪Problema rotabilităţii 
▪Sinteza după unghiul de presiune ▪Sinteza în funcţie de 
poziţiile extreme ale balansierului ▪Sinteza în funcţie de 
coeficientul de productivitate ▪Sinteza elementară 
combinată 

186 2.4.2.3. Mecanismul manivelă – piston ▪Problema rotabilităţii 
▪Sinteza după unghiul de presiune ▪Sinteza în funcţie de 
poziţiile extreme ale patinei ▪Sinteza în funcţie de 
coeficientul de productivitate ▪Sinteza elementară 
combinată 

191 2.4.2.4. Mecanismul cu culisă de rotaţie ▪Problema rotabilităţii 
▪Sinteza în funcţie de calitatea transmiterii forţelor ▪Sinteza 
elementară combinată 

192 2.4.2.5. Mecanismul cu cilindru oscilant 
195 2.4.3. Sinteza mecanismelor pentru generarea curbelor 
195 2.4.3.1. Aplicaţie la mecanismul patrulater articulat plan ▪Teorema 

Roberts – Cebâşev 
198 2.4.3.2. Mecanisme generatoare de traiectorii rectilinii şi circulare 
201 2.4.4. Sinteza mecanismelor pentru ghidarea elementelor 
204 2.4.5. Sinteza mecanismelor generatoare de funcţii 
206 2.4.6. Sinteza mecanismelor cu mişcare intermitentă (cu opriri) 
206 2.4.6.1. Mecanisme cu mişcare intermitentă în acelaşi sens 

▪Mecanisme cu clichet ▪Mecanisme cu cruce de Malta 
209 2.4.6.2. Mecanisme cu mişcare intermitentă însoţită de schimbarea 

sensului 
212 2.4.7. Sinteza mecanismelor pentru reproducerea curbelor 

asemenea (pantografe) 
   

214 Cap. 3 MECANISME CU CAME 
214 3.1. Clasificare, transformări 



 VIII

Pag. 
214 3.1.1. Clasificare 
216 3.1.2. Transformări 
216 3.1.2.1. Transformarea prin schimbarea bazei (procedeul inversării 

mişcărilor) 
217 3.1.2.2. Transformarea prin eliminarea rolei 
218 3.1.2.3. Transformarea mecanismelor spaţiale în mecanisme plane 
219 3.1.2.4. Transformarea mecanismelor cu came în mecanisme cu 

cuple inferioare 
220 3.2. Analiza cinematică 
223 3.3. Legile de mişcare 
223 3.3.1. Ciclul de funcţionare 
224 3.3.2. Adoptarea legii de mişcare ▪Criteriul funcţional ▪Criteriul 

dinamic ▪Criteriul tehnologic 
226 3.3.3. Legi de mişcare uzuale  
226 3.3.3.1. Legi de mişcare elementare ▪Legea de mişcare cu viteză 

constantă ▪Legea de mişcare cu acceleraţie constantă 
(mişcare uniform accelerată) ▪Legea de mişcare cu 
acceleraţie cosinusoidală ▪Legea de mişcare cu acceleraţie 
sinusoidală 

228 3.3.3.2. Legi de mişcare polinomiale ▪Legea de mişcare polinomială  
2-3 ( k 1= ) ▪Legea de mişcare polinomială 3-4-5( k 2= ) 
▪Legea de mişcare polinomială 4-5-6-7( k 3= ) ▪Legea de 
mişcare polinomială 3-4-5-6( k 2= ) 

231 3.3.3.3. Legi de mişcare combinate ▪Legea de mişcare cu viteză 
trapezoidală ▪Legea de mişcare cu viteză trapezoidală 
modificată sinusoidal ▪Legea de mişcare cu acceleraţie 
trapezoidală

235 3.4. Elemente de geometrie şi cinematică 
235 3.4.1. Problematica generală ▪Caracterizarea constructivă a 

mecanismului ▪Sinteza profilului teoretic ▪Cinematica 
cuplei superioare ▪Unghiul de presiune ▪Sinteza profilelor 
reale ▪Raza de curbură, subtăierea 

241 3.4.2. Mecanismul plan cu tachet de translaţie şi rolă 
▪Caracterizarea constructivă ▪Sinteza profilului teoretic 
▪Cinematica cuplei superioare ▪Unghiul de presiune 
▪Sinteza profilului real ▪Raza de curbură 

245 3.4.3. Mecanismul plan cu tachet de rotaţie şi rolă ▪Caracterizarea 
constructivă ▪Sinteza profilului teoretic ▪Cinematica cuplei 
superioare ▪Unghiul de presiune ▪Sinteza profilului real 
▪Raza de curbură 

   



 IX

Pag. 
249 3.4.4. Mecanismul plan cu tachet de translaţie şi talpă 

▪Caracterizarea constructivă ▪Cinematica cuplei superioare 
▪Sinteza profilului  ▪Raza de curbură 

251 3.4.5. Mecanismul spaţial cu camă cilindrică şi tachet de translaţie 
▪Caracterizarea constructivă ▪Sinteza profilului teoretic 
▪Cinematica cuplei superioare ▪Unghiul de presiune 
▪Sinteza profilului real ▪Raza de curbură 

254 3.5. Analiza cinetostatică 
254 3.5.1. Forţele de legătură din cupla superioară 
254 3.5.1.1. Cupla superioară simplă 
255 3.5.1.2. Cupla superioară cu rolă 
258 3.5.2. Mecanismul plan cu tachet de translaţie şi rolă 
258 3.5.2.1. Analiza cinetostatică 
261 3.5.2.2. Randamentul, autoblocarea 
264 3.5.3. Mecanismul plan cu tachet de rotaţie şi rolă 
264 3.5.3.1. Analiza cinetostatică 
265 3.5.3.2. Randamentul, autoblocarea 
266 3.5.4. Mecanismul plan cu tachet de translaţie şi talpă 
266 3.5.4.1. Analiza cinetostatică 
269 3.5.4.2. Randamentul, autoblocarea 
270 3.6. Analiza preciziei 
274 3.7. Sinteza dimensională 
274 3.7.1. Formularea generală a problemei 
278 3.7.2. Mecanismul plan cu tachet de translaţie şi rolă 
280 3.7.3. Mecanismul plan cu tachet de rotaţie şi rolă 
283 3.7.4. Mecanismul spaţial cu camă cilindrică şi tachet de translaţie 

   
284 Cap. 4 MECANISME CU ROŢI DINŢATE 
284 4.1. Mecanisme elementare cu roţi dinţate (angrenaje) 
284 4.1.1. Suprafeţele şi liniile caracteristice ale roţilor dinţate 
288 4.1.2. Clasificarea angrenajelor ▪Variaţia raportului de transmitere 

▪Poziţia relativă a axelor şi forma suprafeţelor de rostogolire 
▪Angrenaje exterioare şi interioare ▪Forma liniilor de 
divizare ale flancurilor ▪Modul de definire geometrică 
▪Forma profilului frontal 

294 4.1.3. Angrenaje paralele formate din roţi dinţate cilindrice cu 
dinţi drepţi

294 4.1.3.1. Raportul de transmitere. Legea fundamentală a angrenării 
296 4.1.3.2. Utilizarea evolventei cercului ca profil de dinte ▪Evolventa 

cercului. Definiţie, ecuaţii, proprietăţi ▪Verificarea legii 
fundamentale a angrenării în cazul profilelor evolventice 



 X

Pag. 
300 4.1.3.3. Definirea geometrică a roţii dinţate cilindrice cu dinţi drepţi 

▪Cremaliera de referinţă ▪Parametrii geometrici principali ai 
roţii dinţate cilindrice exterioare cu dinţi drepţi ▪Parametrii 
geometrici ai roţii dinţate pe un cerc oarecare

307 4.1.3.4. Angrenajul paralel exterior ▪Parametrii geometrici 
▪Angrenarea cu joc radial standardizat 

310 4.1.3.5. Angrenajul paralel interior 
313 4.1.3.6. Formarea şi întreruperea contactului dintre dinţi. 

Continuitatea angrenării 
317 4.1.3.7. Fenomenul de interferenţă 
322 4.1.3.8. Alunecarea relativă a profilelor  
325 4.1.3.9. Analiza cinetostatică. Randamentul 
331 4.1.3.10. Adoptarea coeficienţilor de deplasare 
332 4.1.4. Angrenaje paralele formate din roţi dinţate cilindrice cu 

dinţi înclinaţi 
332 4.1.4.1. Definirea roţii dinţate cilindrice cu dinţi înclinaţi 

▪Cremaliera de referinţă cu dinţi înclinaţi ▪Parametrii 
geometrici principali ai roţii dinţate cilindrice cu dinţi 
înclinaţi

337 4.1.4.2. Angrenajul paralel cu diţi înclinaţi ▪Parametrii geometrici ai 
angrenajului ▪Aspecte specifice ale angrenajelor paralele cu 
dinţi înclinaţi 

341 4.1.5. Angrenaje concurente 
341 4.1.5.1. Angrenajul analog 
342 4.1.5.2. Definirea roţii dinţate conice cu dinţi drepţi 
344 4.1.5.3. Angrenajul concurent format din roţi conice cu dinţi drepţi 
345 4.1.5.4. Angrenaje concurente cu dinţi înclinaţi şi curbi 
347 4.1.6. Angrenaje melcate 
350 4.1.7. Angrenaje cilindrice cu axe încrucişate (elicoidale) 
352 4.1.8. Angrenaje hipoide 
353 4.1.9. Precizia angrenajelor 
353 4.1.9.1. Problema jocului dintre flancuri ▪Modificarea deplasărilor 

de profil ▪Majorarea distanţei dintre axe 
356 4.1.9.2. Bazele geometrice ale măsurării danturii ▪Coarda de 

divizare şi coarda constantă ▪Cota peste dinţi ▪Cota peste 
role 

360 4.2. Mecanisme complexe cu roţi dinţate 
360 4.2.1. Mecanisme complexe cu axe fixe 
360 4.2.1.1. Analiza cinematică 
362 4.2.1.2. Randamentul, transmiterea momentelor 
363 4.2.2. Mecanisme planetare 



 XI

Pag. 
363 4.2.2.1. Structura mecanismelor planetare 
366 4.2.2.2. Analiza cinematică 
369 4.2.2.3. Transmiterea momentelor, randamentul 
372 4.2.2.4. Diferenţialul de automobil 

   
376 Cap. 5 DINAMICA MECANISMELOR ŞI MAŞINILOR 
376 5.1. Analiza dinamică 
376 5.1.1. Modele dinamice 
378 5.1.2. Fazele funcţionării maşinii 
380 5.1.3. Ecuaţiile mişcării maşinii 
383 5.1.4. Rezolvarea ecuaţiilor de mişcare 
383 5.1.4.1. Cazul m

redM ( )ω , r
redM ( )ω , redJ ct= . 

387 5.1.4.2. Cazul m
redM ( )ω , r

redM ( )ϕ  
388 5.1.4.3. Cazul m

redM ( )ϕ , r
redM ( )ϕ  

391 5.1.5. Uniformizarea mişcării maşinii 
394 5.1.6. Comportarea energetică a maşinii 
395 5.2. Echilibrarea forţelor de inerţie 
396 5.2.1. Echilibrarea rotoarelor 
396 5.2.1.1. Condiţiile de echilibrare 
398 5.2.1.2. Reducerea forţelor de inerţie în două plane. Echilibrarea 

experimentală 
402 5.2.2. Echilibrarea mecanismelor 
402 5.2.2.1. Condiţiile de echilibrare 
405 5.2.2.2. Echilibrarea statică. Metoda punctelor principale 

▪Determinarea centrului de masă al mecanismului 
▪Echilibrarea statică a mecanismului patrulater articulat 
▪Echilibrarea statică a mecanismului manivelă – piston 

411 5.2.2.3. Metoda analizei armonice 
415 5.2.2.4. Noţiuni privind echilibrarea motoarelor policilindrice 

▪Motorul cu doi cilindri ▪Motorul cu trei cilindri ▪Motorul 
cu patru cilindri 

   
421  ANEXE 
421 Anexa 1 Noţiuni de geometrie analitică şi diferenţială 
421 1.1. Transformări de coordonate ▪Transformări între două 

sisteme carteziene plane ▪Transformări dintr-un sistem 
cartezian într-un sistem polar 

422 1.2. Tangenta şi normala la o curbă 
423 1.3. Raza de curbură, convexitatea, concavitatea 
425 1.4. Unghiul de poziţie al unui vector 



 XII

Pag. 
426 Anexa 2 Noţiuni de analiză matematică 
426 2.1. Derivatele funcţiilor inverse 
426 2.2. Derivatele funcţiilor implicite 
426 2.3. Derivatele funcţiilor date parametric 
427 Anexa 3 Mişcarea relativă dintre două corpuri (roţi dinţate) care 

execută mişcări absolute de rotaţie în jurul a două axe fixe 
428 3.1. Axa instantanee a mişcării relative 
429 3.2. Axoidele mişcarii relative 
430 Anexa 4 Demonstraţia relaţiei xa a≥  

   
433  BIBLIOGRAFIE 

 



 1

 
 

Capitolul 1 
 

STRUCTURA MECANISMELOR 
 
 
 
 
 
 

1.1. NOŢIUNI FUNDAMENTALE 
 

1.1.1. Elemente şi cuple cinematice 
 

Prin element cinematic se înţelege un corp solid constituit dintr-o piesă 
mecanică sau din mai multe piese îmbinate rigid între ele. Elementele 
cinematice se consideră rigide în majoritatea problemelor studiate în manualul 
de faţă. În unele cazuri (analiza cinetoelastodinamică) se renunţă la această 
ipoteză, admiţând deformaţiile elastice. Sistemele care conţin elemente flexibile 
- curele, cabluri - nu fac obiectul lucrării. 

Cupla cinematică este legătura mobilă dintre două elemente 
cinematice, formată prin contactul direct între suprafeţele lor. 

Numărul de parametri independenţi, care determină complet poziţia 
relativă a unui element în raport cu celălalt, reprezintă gradul de mobilitate al 
cuplei - m ( 5  m  1 ≤≤ ).Gradul de mobilitate arată, de asemenea, numărul de 
mişcări elementare posibile. Acestea sunt proiecţiile, diferite de zero, ale vitezei 
de translaţie şi ale vitezei unghiulare în mişcarea relativă, pe axele unui sistem 
de coordonate solidar cu unul dintre elemente. 

Numărul de mişcări elementare care nu se pot executa (restricţii sau 
legături) se numeşte grad de restrictivitate - k (1 k 5≤ ≤ ). Gradul de 
restrictivitate poate fi interpretat ca fiind egal cu numărul de condiţii (ecuaţii 
independente) care intervin între parametrii de poziţie sau de viteză ai celor 
două elemente. Între gradul de mobilitate şi gradul de restrictivitate există 
relaţia evidentă 

 

m + k = 6.  (1.1) 
 

Conform axiomei eliberării de legături, restricţiile cinematice se 
înlocuiesc printr-un sistem de reacţiuni ideale (normale la suprafeţele în 
contact). Mai precis, vitezele de translaţie se înlocuiesc prin forţe de reacţiune, 
iar vitezele unghiulare prin momente de reacţiune. Se observă că numărul de 



 2

componente ale torsorului de reacţiune este egal cu gradul de restrictivitate, iar 
sistemul vitezelor şi cel al reacţiunilor sunt complementare. 

Cuplele cinematice se clasifică după mai multe criterii. Astfel, ele se 
împart în cinci clase - clasa fiind egală cu gradul de restrictivitate. 

După modul de realizare a contactului există cuple inferioare sau 
congruente, când contactul are loc după o suprafaţă, şi cuple superioare sau 
necongruente, când contactul este punctual sau liniar. 

În funcţie de mişcarea relativă dintre elemente există cuple plane, când 
această mişcare este plan - paralelă, şi spaţiale, când mişcarea relativă este 
spaţială. 

Orice cuplă cinematică se poate construi în două variante: închisă sau 
deschisă. Cuplele cinematice sunt închise, atunci când legăturile împiedică 
deplasările în ambele sensuri fiind caracterizate printr-un contact bilateral, şi 
deschise, atunci când deplasările sunt împiedicate numai într-un sens datorită 
unui contact unilateral. În cazul cuplelor deschise, permanenţa contactului se 
asigură prin acţiunea unor forţe care, în general, sunt de natură elastică, generate 
de arcuri. 

În Tab.1.1 se prezintă cuplele cinematice uzuale, indicându-se forma 
suprafeţelor în contact, reprezentarea constructivă şi cea schematică, tabelul cu 
mişcările elementare şi reacţiunile, precum şi clasificarea după criteriile arătate. 

În general, legăturile unei cuple cinematice sunt determinate de forma 
suprafeţelor în contact (legături geometrice). Cuplele 1 - 12 din Tab.1.1 sunt de 
acest fel. În aplicaţiile tehnice se întâlnesc, uneori, şi cuple cu mişcare relativă 
de rostogolire, caracterizate prin legături cinematice. Pentru a defini mişcarea de 
rostogolire să considerăm o cuplă superioară cu contact punctual, formată între 
elementele 1 şi 2 (Fig.1.1). În punctul de contact P se confundă punctele P1 
aparţinând elementului 1 şi P2 aparţinând elementului 2. Între vitezele lor se 
poate scrie relaţia 

 

2112 PPP vvv += . (1.2) 
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Vectorul 
21Pv este paralel cu planul tangent la cele două suprafeţe în 

contact şi se numeşte viteză relativă de alunecare. Dacă 
12 PP vv = şi, deci, 

0v
21P = , mişcarea relativă este de rostogolire pură. Când unul dintre punctele 

P1, P2 este punct de contact permanent mişcarea este de alunecare pură. Dacă 
0v

21P ≠ , iar punctul de contact se deplasează pe ambele suprafeţe, mişcarea 
relativă este combinată – rostogolire cu alunecare. În cazul cuplelor inferioare 
mişcarea relativă este de alunecare pură. Cupla din poziţia 13 – Tab.1.1 - admite 
numai o mişcare de rostogolire pură între suprafeţele cilindrice. Mişcarea de 
alunecare este împiedicată datorită forţelor de frecare cauzate, la rândul lor, de 
proprietăţile de aderenţă ale suprafeţelor. 

Uneori, cuplele cinematice, care presupun contactul direct între 
elemente, se înlocuiesc prin subansamble cu elemente intermediare numite 
policuple cinematice. Astfel, în locul cuplelor de rotaţie, cu mişcare relativă de 
alunecare, se folosesc rulmenţi având avantajul utilizării frecării de rostogolire. 
În acelaşi mod, cuplele de translaţie şi cele elicoidale se pot inlocui prin ghidaje 
cu role şi şuruburi cu bile. 

Un alt exemplu de policuplă este articulaţia Hooke (Fig.1.2) care 
permite două mişcări de rotaţie între elementele 1 şi 2 ca şi cupla sferică cu 
deget pe care o poate înlocui. Precizăm că policuplele au aceleaşi proprietăţi 
cinematice (mişcări relative) şi statice (reacţiuni) ca şi cuplele pe care le 
înlocuiesc. 
 

Tabelul 1.1 
1. Două suprafeţe în contact punctual 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 R T - clasa 1 
(m =5, k =1) 

x xω  vx - superioară 

y yω  vy - spaţială 

z zω  Rz - deschisă 
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Tabelul 1.1 (continuare) 
2. Cilindru* - plan, Doi cilindri* în contact după o generatoare 
                                           
 
 
 
 
 
 
 
 
 
* - cilindru oarecare 
3. Sferă - cavitate cilindrică 
                                            
              
 
 
 
 
 
 
 
 
4. Sferă - cavitate sferică (Cuplă sferică) 
                                                                  
 
 
 
 
 
 
 
 
5. Sferă - cavitate sferică + cilindru - plan (Cuplă sferică cu deget) 
                                                               
 
 
 
 
 
 
 

 R T - clasa 2  
(m =4, k =2) 

x xω  vx - superioară 
y Mry vy - spaţială 
z zω  Rz - deschisă 

 R T - clasa 2 
(m =4, k =2) 

x xω  vx - superioară 

y yω  Ry - spaţială 

z zω  Rz 
a)- deschisă 
b)- închisă 

 R T - clasa 3 
(m =3, k =3) 

x xω  Rx - inferioară 

y yω  Ry - spaţială 

z zω  Rz - închisă 

 R T - clasa 4  
(m =2, k =4) 

x xω  Rx 
- inferioară – 
superioară 

y Mry Ry - spaţială 
z zω  Rz - închisă 

x

z

y

1

2

a) 
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Tabelul 1.1 (continuare) 
6. Plan - plan 
                                           
 
 
 
 
 
 
 
 
 
7. Cilindru* - cavitate cilindrică (Cuplă cilindrică) 
                                                                  
 
 
 
 
 
 
 
 
* - cilindru circular 
8. Cilindru* - cilindru* + plan - plan 
                                                                
 
 
 
 
 
 
 
* - cilindru oarecare 
9. Con* - con* + sferă - cavitate sferică 
                                                                    
 
 
 
 
 
 
 
* - con oarecare 

 R T - clasa 3  
(m =3, k =3) 

x Mrx vx - inferioară 
y Mry vy - plană 
z zω  Rz - deschisă 

 R T - clasa 4  
(m =2, k =4) 

x xω  vx - inferioară 
y Mry Ry - spaţială 
z Mrz Rz - închisă 

 R T - clasa 4  
(m =2, k =4) 

x xω  Rx 
- superioară- 
inferioară 

y Mry vy - plană 
z Mrz Rz - deschisă 

 R T - clasa 4  
(m =2, k =4) 

x xω  Rx 
- superioară- 
inferioară 

y Mry Ry - spaţială 
z zω  Rz - deschisă 
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Tabelul 1.1 (continuare) 
10. Cilindru* - cavitate cilindrică + plan - plan (Cuplă de rotaţie) 
                                                                     
 
 
 
 
 
 
 
* - cilindru circular 
11. Prismă - cavitate prismatică (Cuplă de translaţie) 
                                                                     
 
 
 
 
 
 
 
 
12. Elicoid - cavitate elicoidală (Cuplă elicoidală) 
                                                                    
 
 
 
 
 
 
                                                                     * vy = f ( yω ) 

13. Cilindru* - cilindru* + plan - plan 
                                                                   
 
 
 
 
 
 
 
* - Cilindru oarecare 
Observaţie: Cilindrul 1 se rostogoleşte pe suprafaţa cilindrului 2. 

 

 R T - clasa 5  
(m =1, k =5) 

x Mrx Rx - inferioară 

y yω  Ry - plană 

z Mrz Rz - închisă 

 R T - clasa 5  
(m =1, k =5) 

x Mrx vx - inferioară 
y Mry Ry - plană 
z Mrz Rz - închisă 

 R T - clasa 5  
(m =1, k =5) 

x Mrx Rx - inferioară 

y *
yω  *

yv - spaţială 

z Mrz Rz - închisă 

 R T - clasa 5  
(m =1, k =5) 

x xω  Rx 
- superioară -  
inferioară 

y Mry Ry - plană 
z Mrz Rz - deschisă 

2(lag\ r)
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z
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A
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1

x

y
2

A

z 1

2



 7

Uneori legătura mecanică dintre 
două elemente se realizează prin dublarea 
(sau suplimentarea) unor cuple, rezultând 
mai multe zone de contact. Acest 
procedeu urmăreşte mărirea rigidităţii şi a 
rezistenţei construcţiei. Situaţia este 
ilustrată în exemplul din Fig.1.3. Soluţia 
din Fig.1.3.a este deficitară sub aspectul 
solicitării elementului 1, situat în consolă. 
Prin adăugarea unei noi cuple de rotaţie 
(Fig.1.3.b) acest nejuns este înlăturat, dar 

intervine o altă situaţie nedorită. Cele două cuple introduc un număr de legături 
reale r A A'k k k 5 5 10= + = + = . Deoarece mobilitatea relativă este m = 1 (o 
mişcare de rotaţie) înseamnă că numărul de legături necesare este 

neck 6 - m 5= = . Diferenţa pl r neck k - k 10 5 5= = − =  reprezintă numărul de 
legături pasive locale (din cuple). Existenţa lor pretinde o execuţie foarte precisă 
a suprafeţelor pentru că, altfel, intervin pretensionări şi deformări la operaţia de 
montare. Acestea conduc la o funcţionare necorespunzătoare şi reduc 
durabilitatea. Situaţia se poate îmbunătăţi prin reducerea numărului de legături 
pasive. Astfel, dacă se adoptă soluţia din Fig.1.3.c, unde 

r A A'k k k 5 2 7= + = + = , rezultă pl r neck k - k 7 5 2= = − = . În fine, pentru 
cazul din Fig.1.3.d, r A A'k k k 3 2 5= + = + = , iar pl r neck k - k 5 5 0= = − =  şi, 
deci, nu intervin legături pasive. Trebuie menţionat că prezenţa legăturilor 
pasive nu influenţează comportarea cinematică, astfel că, în calculele 
structurale, toate variantele din Fig.1.3 sunt interpretate ca o singură cuplă de 
rotaţie. 
 
 

1.1.2. Lanţuri cinematice, mecanisme 
 

Prin lanţ cinematic se înţelege un ansamblu (o înşiruire) de elemente 
legate prin cuple cinematice. Numărul de cuple în care intervine un element 
atunci când face parte dintr-un lanţ cinematic se numeşte rang (r). 

Lanţurile cinematice pot fi deschise atunci când conţin şi elemente de 
rang r =1 (Fig.1.4.a şi Fig.1.4.b) sau închise, când toate elementele au rangul 

2r ≥ (Fig.1.4.c). 
Lanţurile sunt simple, dacă toate elementele au rangul 2r ≤ (Fig.1.4.a şi 

Fig.1.4.c) sau complexe, când conţin şi elemente cu rangul 2r > (Fig.1.4.b). 
Numărul de parametri care determină poziţia unui lanţ cinematic, în 

raport cu un sistem de referinţă situat în afara sa, se numeşte grad de libertate 
(L). 

a) 
 
b) 
 
c) 
 
d) 

A

A

A

A A'

A'

A'

Fig. 1.3 
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Mecanismul este un lanţ cinematic care are următoarele proprietăţi: 
1) Conţine un element de referinţă, considerat fix, numit bază sau 

batiu, în raport cu care se concepe mişcarea celorlalte elemente; 
2) Are un număr de cuple conducătoare, stabilit astfel încât mişcarea 

tuturor elementelor să fie determinată. 
Mecanismele provin, în general, din lanţuri cinematice închise. Fac 

excepţie mecanismele roboţilor industriali care sunt formate, de regulă, din 
lanţuri cinematice deschise. 

Cuplele conducătoare (de intrare) se caracterizează prin faptul că 
mişcarea relativă dintre elemente este dată, impusă, de existenţa unor sisteme de 
acţionare. De obicei cuplele conducătoare sunt monomobile (clasa 5), iar 
parametrii care determină poziţia relativă dintre elemente sunt parametrii 
independenţi (coordonatele generalizate) ai mecanismului. Numărul de 
parametri independenţi care determină univoc poziţia mecanismului, în raport 
cu elementul de referinţă, se numeşte grad de mobilitate (M). Se inţelege că 
pentru a obţine o mişcare determinată pentru toate elementele mobile, numărul 
de cuple conducătoare (monomobile) trebuie să fie egal cu gradul de mobilitate. 

În Fig.1.5 sunt reprezentate schematic două mecanisme care provin din 
lanţuri cinematice închise. 

Mecanismul patrulater articulat plan (Fig.1.5.a) are ca bază 
elementul 4 şi o cuplă conducătoare notată cu A. Parametrul independent al 
cuplei conducătoare este unghiul 1ϕ . Considerente geometrice elementare arată 
că poziţia elementelor 1, 2 şi 3 este determinată de valoarea unghiului 1ϕ . Deci 
mişcarea mecanismului este, astfel, determinată. Cuplele conducătoare de 
rotaţie, asociate cu motoare rotative (electrice sau termice), se adoptă astfel ca 
unul dintre elemente să fie baza. În această situaţie elementul mobil al cuplei 
conducătoare se numeşte element conducător. Astfel, cupla conducătoare A 
este formată din elementul conducător 1 şi elementul fix 4. 

Mecanismul cu cilindru oscilant (Fig.1.5.b) are ca bază elementul 4 şi 
o cuplă conducătoare de translaţie - B, formată dintr-un cilindru 1 şi un piston 2 
(motor hidraulic). Parametrul independent al cuplei conducătoare, constituită, 
aici, din două elemente mobile, este distanţa 12 AC= . Se observă că poziţia 

B

A C
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2 3
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1
5

2
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C
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B
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2
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4
 

                  a)                                             b)                                           c) 
Fig. 1.4 
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mecanismului depinde numai de mărimea parametrului 12 , rezultând o mişcare 
determinată. 

Mecanismele sunt sisteme complexe şi se clasifică după multiple 
criterii. Un criteriu foarte important, cu consecinţe deosebite pentru analiza 
comportării cinematice şi statice, este dimensiunea spaţiului cinematic activ 
asociat mecanismului (s). Determinarea acestui parametru apelează la noţiuni 
de algebră liniară sau de teoria şuruburilor cinematice [6]. O abordare mai 
simplă, dar mai puţin riguroasă, asimilează acest spaţiu ca fiind definit de 
mişcările elementare ale elementelor mobile raportate la un sistem de referinţă 
fix, solidar cu batiul. Dimensiunea spaţiului (s) este egală cu numărul de mişcări 
elementare luate o singură dată. Diferenţa f 6 s= −  constituie numărul de 
mişcări elementare care nu sunt executate de nici un element (legături comune) 
şi se numeşte familia mecanismului (Dobrovolski). Există 5 familii de 
mecanisme: 0, 1, 2, 3 şi 4. Caracterul mişcării elementelor şi, deci, familia 
mecanismului sunt determinate de felul cuplelor cinematice şi de amplasarea 
suprafeţelor acestora în raport cu fiecare element. Astfel, mecanismul din 
Fig.1.5.a are patru cuple de rotaţie cu axele paralele. Această particularitate 
geometrică determină caracterul plan al mecanismului. Elementele mobile (1, 2 
şi 3) se deplasează paralel cu planul Axy, perpendicular pe axele cuplelor. În 
felul acesta dimensiunea spaţiului cinematic activ asociat este s =3( zyx ω, v,v ), 
iar familia este f 6 s 3= − = , legăturile comune fiind zyx v,ω ,ω . 

O clasificare legată de tipul cuplelor şi de forma elementelor care 
intervin în construcţia mecanismelor este următoarea: 

1. Mecanisme cu bare (cu cuple inferioare) (Fig.1.5.a, 1.5.b) 
2. Mecanisme cu came (Fig.1.6) 
3. Mecanisme cu roţi dinţate (Fig.1.7) 
4. Mecanisme cu şurub (Fig.1.8) 
5. Mecanisme combinate (Fig.1.9) 

yDD y
z

xx
C

1ϕA
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B
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A
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Fig. 1.5 
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Fig. 1.6          Fig. 1.7 
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Fig. 1.8 

Mecanismele cu bare conţin numai cuple inferioare - de rotaţie, de 
translaţie, cilindrice, sferice, etc. Mecanismele cu came şi cele cu roţi dinţate 
conţin atât cuple inferioare (de rotaţie şi de translaţie) cât şi, cel puţin, o cuplă 
superioară, iar mecanismele cu şurub au, cel puţin, o cuplă elicoidală (şurub - 
piuliţă). Mecanismele combinate sunt o asociere a două dintre celelalte 
categorii. Astfel, în Fig.1.9 este reprezentat un mecanism combinat cu bare şi 
roţi dinţate. Această clasificare este importantă pentru că domeniile de utilizare 
şi metodele de studiu sunt specifice pentru fiecare dintre categoriile de 

mecanisme menţionate. 
În funcţie de ca-

racterul mişcării elementelor 
mecanismele pot fi plane, 
atunci când toate elementele 
mobile se deplasează paralel 
cu un plan fix, sau spaţiale 
când nu este îndeplinită 
această condiţie. Această di-
ferenţiere este utilă deoarece 
studiul mecanismelor spaţi-
ale implică dificultăţi mai 
mari şi procedee de rezolvare 
mai complexe decât cel al 
mecanismelor plane. 
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Fig. 1.9 
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1.2. DETERMINAREA GRADULUI DE MOBILITATE 
 

1.2.1. Stabilirea formulelor de calcul 
 

Se consideră un lanţ cinematic având următoarele caracteristici 
structurale: n - numărul de elemente, ck (k =1...5) - numărul cuplelor de clasă k. 
Gradul de libertate (L) se determină ca diferenţa dintre numărul de parametri 
(necunoscute) şi numărul de ecuaţii care intervin în problema poziţiilor. Având 
în vedere că un element cinematic liber are 6 parametri de poziţie, iar o cuplă de 
clasa k generează un număr de k ecuaţii, se ajunge la relaţia 

 

∑ ⋅−=
5

1
kck6nL . (1.3) 

 

Dacă lanţul cinematic se transformă într-un mecanism, prin adoptarea unui 
element de referinţă fix, numărul de elemente mobile este (n-1), iar formula de 
calcul a gradului de mobilitate este următoarea 
 

∑ ⋅−⋅=
5

1
kck1)-(n6M . (1.4) 

 

Formulele (1.3) şi (1.4) sunt valabile dacă ecuaţiile sunt independente. În 
realitate numărul de ecuaţii independente poate fi mai mic decât cel luat în 
calcul datorită existenţei unor legături pasive globale (pe contur). Dacă numărul 
acestora se notează kpg, formula (1.4) se modifică astfel 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅−⋅= ∑ pg

5

1
k kck1)-(n6M . (1.5) 

 

Pentru a înţelege modul în care intervin legăturile pasive globale să considerăm, 
pentru exemplificare, mecanismul din Fig.1.10.a. Acesta este un mecanism 
patrulater spaţial de familie f =0 deoarece nu are legături comune - elementul 2 
are o mişcare generală spaţială cu componente de rotaţie şi de translaţie după 
cele trei axe de coordonate. Gradul de mobilitate se calculează cu formula (1.3) 
în care n =4, c5 =2(A, D), c4 =1(C), c3 =1(B). Rezultă M =1, deci se poate 
adopta o cuplă conducătoare - de exemplu A. În Fig.1.10.b este reprezentat un 
mecanism identic structural cu cel din Fig.1.10.a, dar care are unele 
particularităţi geometrice. Astfel, axele cuplelor C şi D, invariabile în raport cu 
elementul 3, se adoptă paralele, iar axele cuplelor A şi D invariabile în 
elementul 4, se iau tot paralele. Gradul de mobilitate se calculează în acelaşi fel 
şi rezultă, evident, tot M =1. Se observă, însă, că mecanismul este plan, de 
familie f =3, deoarece toate elementele se deplasează paralel cu planul xOy, iar 
mişcările din cuplele B şi C sunt rotaţii simple paralele cu axa Oz. Ca urmare, 
aceste cuple se pot înlocui (ambele sau numai una) prin cuple de rotaţie fără a 
modifica starea cinematică a mecanismului. Se obţin, în felul acesta, 
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mecanismele din Fig.1.10.c şi d. Cele trei mecanisme (Fig.1.10.b, c, d) au 
mişcări (absolute şi relative) identice, dar structură diferită. Astfel, dacă ne 
raportăm la mecanismul din Fig.1.10.b, cupla cilindrică C (k =4) a fost înlocuită 
printr-o cuplă de rotaţie (k =5) obţinând mecanismul din Fig.1.10.c. În felul 
acesta s-a introdus o legătură pasivă: pgk 5 - 4 1= = . Pentru a calcula gradul de 
mobilitate se aplică formula (1.5) în care n =4, c5 =3, c3 =1 şi kpg =1. Rezultă 
M 1= . Mecanismul din Fig.1.10.d care este un patrulater articulat plan, s-a 
obţinut înlocuind atât cupla cilindrică C (k =4) cât şi cea sferică B (k =3) cu 
două cuple de rotaţie (k =5). Prin aceasta s-au introdus o serie de legături pasive 
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în număr de 33452kpg =−−⋅= . Mecanismul are n =4, c5 =4, kpg =3, iar 
gradul de mobilitate, calculat cu formula (1.5) este M =1. 
 Din cele arătate rezultă că pentru a determina gradul de mobilitate cu 
formula (1.5) trebuie să se cunoască numărul de legături pasive globale - kpg. 
Această cerinţă crează dificultăţi în aplicarea practică a formulei. O altă cale de 
abordare a problemei face apel la clasificarea mecanismelor în familii. 
 După cum s-a arătat, un mecanism (lanţ cinematic) de familia f se 
deplasează într-un spaţiu cu s 6 f= −  dimensiuni. În acest spaţiu poziţia unui 
element liber este determinată de (6-f) parametri, iar o cuplă de clasa k are 
(6 - f ) - m (6 - f ) - (6 - k) k - f= =  legături (ecuaţii). În aceste ipoteze expresiile 
de calcul pentru gradul de libertate L şi pentru gradul de mobilitate M sunt 
 

∑
+=

⋅−⋅=
5

1fk
kcf)-(knf)-6(L  (1.6) 

 

∑
+=

⋅−⋅=
5

1fk
kcf)-(k1)-n(f)-6(M . (1.7) 

 

 În legătură cu aplicarea formulelor (1.6) şi (1.7) trebuie făcute 
următoarele observaţii: 

1) Determinarea clasei cuplelor se face în funcţie de deplasările relative 
efective (funcţionale) compatibile cu spaţiul s 6 f= − , chiar atunci când 
construcţia cuplelor permite o mobilitate mai mare. Vom denumi clasa unei 
cuple, determinată astfel, clasă funcţională. În aceste condiţii, pentru fiecare 
cuplă, m < s şi k > f aşa cum se observă şi din formulele (1.6) şi (1.7). 

2) În aceste formule nu apare numărul de legături pasive globale 
deoarece acestea nu intervin în spaţiul cu (6-f) dimensiuni, în care se deplasează 
mecanismul. Să ne referim, pentru exemplificare, la mecanismele din Fig.1.10.b 
şi d, la care spaţiul cinematic activ este definit de parametrii ( zyx ω, v,v ), iar 

restricţiile comune sunt ( zyx v,ω ,ω ). Prin înlocuirea cuplei cilindrice C 
(Fig.1.10.b) cu o cuplă de rotaţie C (Fig.1.10.d) s-a introdus restricţia pasivă 
(vz), iar prin înlocuirea cuplei sferice B (Fig.1.10.b) cu o cuplă de rotaţie B 
(Fig.1.10.d) s-au introdus restricţiile pasive ( zy ω ,ω ). După cum se observă 
aceste restricţii nu intervin în spaţiul cinematic activ. Să calculăm gradul de 
mobilitate al mecanismelor din Fig.1.10 utilizând formula (1.7). Mecanismul 
din Fig.1.10.a este de familia f =0. Dacă introducem această valoare în formula 
(1.7) se obţine formula (1.3) pe care am utilizat-o şi înainte pentru a determina 
gradul de mobilitate al mecanismului. Mecanismele din Fig.1.10.b, c, d sunt de 
familie f =3, iar cuplele lor sunt, toate, de clasă funcţională k =5 (cuple de 
rotaţie). Aplicând formula (1.7) cu parametrii structurali f =3, n =4, c5 =5 se 
obţine, ca şi înainte, M =1. 
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Dacă gradul de mobilitate (M) se calculează cu formula (1.7), numărul 
de legături pasive globale (kpg) se poate determina din formula (1.5) 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−⋅−= ∑

5

1
kpg ck1)-(n6Mk . (1.8) 

 

 În formula (1.8) clasa cuplelor este cea reală (constructivă) stabilită 
numai pe baza geometriei suprafeţelor. Valoarea maximă a parametrului kpg se 
obţine atunci când clasa reală coincide cu clasa funcţională pentru toate cuplele 
mecanismului şi se poate calcula introducând în formula (1.8) expresia lui M 
(1.7) 
 

5 5

pgmax k k
k f 1 k f 1

k (6 f) (n 1) (k-f) c 6 (n-1) k c
= + = +

⎛ ⎞= − ⋅ − − ⋅ − ⋅ − ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ . (1.9) 
 

De aici rezultă 
 

1)nf(c1ncfk
5

1fk
kpgmax +−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−= ∑

+=

, (1.10) 
 

în care c este numărul total de cuple, indiferent de clasă. În cazul mecanismelor 
închise monocontur n =c, astfel că kpgmax =f. În cazul mecanismelor simple 
deschise c n 1= − , iar kpgmax =0. Prin urmare aceste mecanisme nu au legături 
pasive globale, iar gradul de mobilitate se poate calcula cu oricare dintre 
formulele (1.3) sau (1.7) obţinând acelaşi rezultat. 

Legăturile pasive globale prezintă aceleaşi neajunsuri ca şi legăturile 
pasive locale - reclamă precizie de execuţie ridicată pentru a evita 
pretensionările şi deformaţiile elementelor. Ca urmare, este recomandabil să fie 
eliminate total sau parţial, dar în corelaţie cu aspectele tehnologice şi economice 
implicate de această operaţie. Reducerea legăturilor pasive se face prin 
micşorarea numărului de legături (restricţii) la unele cuple ale mecanismului. 
Trebuie menţionat că restricţiile eliminate trebuie să facă parte din legăturile 
comune ale mecanismului. 

 
* 
 

Gradul de mobilitate poate rezulta, din calcul, pozitiv, negativ sau zero. 
Fiecare dintre aceste cazuri are o interpretare cinematică şi una statică. 
Interpretarea statică pleacă de la ideea că, în problema determinării reacţiunilor 
din cuplele cinematice, numărul de ecuaţii de echilibru este egal cu numărul de 
parametri cinematici ai elementelor libere, iar numărul de reacţiuni necunoscute 
este egal cu numărul de ecuaţii de legătură. Prin urmare, în analiza statică 
numerele de ecuaţii şi de necunoscute se inversează în raport cu analiza 
cinematică. În felul acesta gradul de mobilitate rezultă ca diferenţa dintre 
numărul de ecuaţii statice şi numărul de necunoscute (reacţiuni). În Tab.1.2 sunt 
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prezentate cele trei cazuri posibile privind valoarea gradului de mobilitate şi 
interpretările lor. 

Tabelul 1.2 
M Problema cinematică Problema statică 

M > 0 

Sistem cinematic nedeterminat. 
Pentru evitarea nedeterminării se 
adoptă un număr de cuple 
conducătoare egal cu M prin care 
se impun valori pentru M para-
metri independenţi. Menţionăm 
că majoritatea mecanismelor au 
M = 1. 

Sistem incompatibil. Pentru a-l 
transforma într-un sistem compa-
tibil determinat se adoptă M 
cuple conducătoare care generea-
ză M parametri necunoscuţi: 
forţele (momentele) de echili-
brare. 

M = 0 Sistem cinematic determinat. 
Poziţie unică - construcţie fixă. 

Sistem static determinat 

M < 0 

Sistem cinematic incompatibil. 
Nu se poate monta cu parametri 
constructivi prestabiliţi. Pentru a 
se putea monta este necesar ca 
|M| parametri constructivi să fie 
asimilaţi ca necunoscute, iar con-
strucţia rezultată este fixă. 

Sistem static nedeterminat (dacă 
este construibil). 

 
 

1.2.2. Familii de mecanisme, exemple 
 
În cele ce urmează vom prezenta cele mai importante categorii de 

mecanisme, grupate pe familii. Pentru fiecare categorie vom analiza unul sau 
mai multe exemple de mecanisme urmărind determinarea gradului de mobilitate 
şi a numărului de legături pasive locale şi globale. Vom analiza, de asemenea, 
posibilităţile de reducere a numărului de legături pasive. Gradul de mobilitate se 
calculează cu formula (1.7) în care numerele de cuple ck se stabilesc după clasa 
funcţională. Numărul de legături pasive globale se determină cu formula (1.8), 
în care numerele de cuple se stabilesc după clasa constructivă (reală). Pentru a 
face distincţie între cele două situaţii, vom nota cu kc '  numerele de cuple 
determinate după clasa constructivă, astfel încât formula (1.8) devine 

 

5

pg k
1

k M 6 (n-1) k c'⎛ ⎞= − ⋅ − ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ .    (1.11) 
 

Dificultatea principală care intervine în această analiză constă în 
stabilirea familiei mecanismului. Pentru majoriatea mecanismelor problema se 
rezolvă prin raportarea mişcărilor la un sistem de referinţă fix şi evaluarea 
numărului de legături comune. Acest procedeu prezintă unele limite privind 
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aplicabilitatea sa.  O abordare riguroasă reclamă utilizarea unor algoritmi care 
implică noţiuni de teoria spaţiilor vectoriale sau de teoria şuruburilor(*). Cum 
această dezvoltare depăşeşte cadrul lucrării de faţă, în astfel de cazuri vom 
indica familia fără a face justificarea încadrării respective. 

 
1.2.2.1. Familia f =4 
 
Formula de calcul a gradului de mobilitate se obţine prin 

particularizarea formulei (1.7) 
 

M=2(n-1)-c5,    (1.12) 
 

iar numărul maxim de legături pasive globale, pentru un mecanism monocontur, 
este kpgmax = f = 4. În această familie se încadrează mai multe categorii de 
mecanisme, cu largi aplicaţii, pe care le vom menţiona în continuare. 
 

 Mecanismele plane cu cuple de translaţie 
În această grupă intră mecanismele care au numai cuple de translaţie 

amplasate cu axele în plane paralele. Este evident că elementele mobile pot 
executa numai mişcări de translaţie paralele cu un plan fix (de exemplu planul 
xOy). În aceste condiţii dimensiunea spaţiului cinematic activ este s =2(vx, vy), 
iar familia f=4( zzyx v,ω,ω ,ω ). În Fig.1.11 este reprezentat cel mai simplu 
mecanism de acest fel numit mecanism cu pană, în patru variante constructive. 
Toate variantele au n =3, c5=3 şi M =1. Varianta 1.11.a are toate cuplele de 
translaţie (k =5) pe când celelalte variante conţin şi cuple cu mobilităţi mai 
mari, dar clasa funcţională este pentru toate cuplele k =5 (mişcarea relativă de 
translaţie). Mecanismul din Fig.1.11.a are un număr de legături pasive globale 
kpg = kpgmax =4. Pentru a reduce valoarea parametrului kpg, se majorează 
mobilitatea unor cuple, obţinându-se mecanismele din Fig.1.11.b, c şi d. Astfel, 
în cazul mecanismului din Fig.1.11.b, cupla de translaţie B se înlocuieeşte cu o 
cuplă plan - plan (poz. 6, Tab.1.1) de clasă constructivă k =3. Introducând în 
formula (1.11) M =1, n =3, 5c' =2(A, C) şi 3c' =1(B) se obţine: kpg =2. În 
varianta din Fig.1.11.c, cupla B este de clasă k =1 (poz. 1, Tab.1.1). Aplicând, 
din nou, formula (1.8) cu M =1, n =3, 5c' =2(A, C) şi 1c' =1(B) se obţine: kpg =0. 
În sfârşit, varianta din Fig.1.11.d are toate cuplele cilindrice (poz. 7 – Tab.1.1) 
de clasă k =4. În acest caz M =1, n=3, 4c' =3 şi kpg =1. 

 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
- 

(*) Teorie matematică legată de reducerea sistemelor de vectori alunecători. A nu se 
confunda cu elementul - având aceeaşi denumire - al cuplei elicoidale. 
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 Mecanismele cu şurub 
Aceste mecanisme conţin cuple de rotaţie şi elicoidale cu axele 

suprapuse şi cuple de translaţie cu axele paralele (sau suprapuse) cu primele. 
Mişcările posibile sunt rotaţia şi translaţia în raport cu o axă (Ox). Deci 
s=2( xx  v,ω ) şi f=4( zzyy  v,ω , v,ω ). În Fig.1.12 este reprezentat un mecanism 

s =2(vx, vy), f=4( zzyx v,ω,ω ,ω ), n =3, c5 =3, M =1 
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Fig. 1.11 
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cu şurub în două variante, care au n =3, c5 =3 şi M =1. În varianta din Fig.1.12.a 
clasa funcţională coincide cu cea constructivă, astfel că kpg =kpgmax =4. Această 
variantă are cupla de translaţie C - dublată ceea ce conduce la apariţia unor 
legături pasive locale. Numărul acestora kpl este egal cu diferenţa dintre clasa 
reală a cuplelor C şi C' : krC =kC + KC' =5+5 =10 şi clasa necesară: knecC =6-mC= 
= 6 -1 =5. Rezultă kpl = krC - knecC = 10-5 = 5. În varianta din Fig.1.12.b cupla de 
rotaţie A este înlocuită cu o cuplă sferică. Având M =1, n =3, 5c' =2(B, C) şi 

3c' =1(A) rezultă din kpg =2. Cuplele de translaţie C şi C'  se înlocuiesc cu cuple 
cilindrice (k =4). În felul acesta krC =kC + KC' =4+4 =8, iar kpl = krc - knecC = 8 –5 
= 3. 

 

 Mecanismele cu roţi de fricţiune 
Aceste mecanisme conţin roţi de fricţiune cilindrice sau conice între 

care se formează cuple de rostogolire de clasa k =5 (poz. 13, Tab.1.1). În 
Fig.1.13 este reprezentat un mecanism cu roţi de fricţiune în două variante 
constructive având n= 3, c5 =5, M =1. În varianta din Fig.1.13.a cupla B este 
constructiv de clasă k =3, astfel că 5c' =2(A, C), 3c' =1(B) şi kpg =2. În varianta 
din Fig.1.13.b, cupla B este de clasa k =2, ceea ce conduce la 5c' =2(A, C), 

2c' =1(B), kpg =1. Trebuie menţionat că în structura acestor mecanisme cupla de 
rostogolire dintre roţi nu se construieşte niciodată în varianta constructivă 
arătată în Tab.1.1 la poz.13, ci numai în variantele din Fig.1.13.a şi b având 
clasa constructivă mai mică decât cea funcţională. În felul acesta numărul de 
legături pasive globale este mai mic decât valoarea maximă kpg < kpgmax=4. 

 
s=2( xx  v,ω ), f=4( zzyy  v,ω , v,ω ), n =3, c5 =3, M =1     
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                                    a)                                                                     b) 
                            5c' = c5 = 3                                              5c' =2(B, C), 3c' =1(A) 
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Fig. 1.12 
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1.2.2.2. Familia f =3 
 
Gradul de mobilitate se calculează cu formula 
 

M =3(n-1) - 2c5 - c4 ,            (1.13) 
 

iar numărul maxim de legături pasive globale, la mecanismele cu un singur 
contur, este kpgmax = f = 3. 
 

 Mecanismele plane (cu excepţia celor care au numai  
      cuple de translaţie) 
Elementele acestor mecanisme se deplasează paralel cu un plan fix 

(xOy) astfel că s =3( zyx ω , v,v ) şi f =3( zyx  v,ω ,ω ). Pentru a obţine această 
proprietate cinematică trebuie să conţină numai cuple plane de clasele k =4 şi 
k 5= . Aceste condiţii sunt îndeplinite de următoarele cuple: 

 
 
 
 
 
           • clasa k =4            -     cupla de la poziţia 8 – Tab.1.1 
 

Pe lângă aceasta, amplasarea cuplelor trebuie să se facă astfel încât axele 
mişcărilor de rotaţie să fie paralele, iar axele mişcărilor de translaţie să fie 
conţinute în plane perpendiculare pe axele de rotaţie. 

n =3, c5 =3, M =1 
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5c' =2(A,C), 3c' =1(B)         5c' =2(A,C), 2c' =1(B) 
               kpg =2                                 kpg =1 

Fig. 1.13 
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În Fig.1.14 este reprezentat mecanismul patrulater articulat plan în trei 
variante constructive care au n =4, c5 =4, M =1. În varianta 1.14.a toate cuplele 
au clasa constructivă egală cu cea funcţională (k =5) şi, deci, kpg = kpgmax =3. În 
varianta din Fig.1.14.b cupla B este sferică (k =3) iar C - sferică cu deget (k =4). 
În aceste condiţii 5c' =2 (A, D), 4c' =1 (C), 3c' =1 (B), iar kpg =0. În varianta din 
Fig.1.14.c, cupla B este sferică (k =3), iar C este cilindrică ( k =4). Rezultă 
aceleaşi caracteristici ca şi la varianta precedentă. 

În Fig.1.15 este reprezentat mecanismul manivelă - piston plan care are 
n =4, c5 =4, M =1. În varianta din Fig.1.15.a toate cuplele au clasa constructivă 
egală cu cea funcţională (k =5) şi kpg =kpgmax =3. Mecanismul se întâlneşte în 
aplicaţiile din construcţia motoarelor şi pompelor sub forma din Fig.1.13.b, 
unde cupla de translaţie este înlocuită printr-o cuplă cilindrică piston - cilindru. 
În acest caz 5c' =3 (A, B, C), 4c' =1 (D), iar kpg =2. O situaţie asemnănătoare 
intervine la mecanismul cu cilindru oscilant (Fig.1.16) unde cupla B este 
funcţional de translaţie (k =5), iar constructiv - cilindrică (k =4). 

În Fig.1.17 este reprezentat un mecanism cu camă care are n =3, c5 =2, 
c4 =1 (poz. 8, Tab.1.1) şi M =1. În varianta din Fig.1.17.a cupla B are clasa 
constructivă k=2 (poz. 2, Tab.1.1) rezultând 5c' =2, 4c' =1, kpg =1, iar în varianta 
din Fig.1.17.b, cupla B este de clasă constructivă k =1, obţinându-se 5c' =2, 

1c' =1, kpg =0. 
În Fig.1.18 este reprezentat un mecanism cu roţi dinţate cu axele de 

rotaţie paralele care are aceleaşi caracteristici structurale cu mecanismul cu 
camă din Fig.1.17.a. 

 

s =3( yxz v, v,ω ), f =3(  v,ω ,ω zyx ), n =4, c5 =4, M =1       
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Fig. 1.14 
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                n =4, c5 =4, M =1                                                                           
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                                 a)                                                        b) 
              5c' = c5 = 4, kpg =kpgmax =3                 5c' =3(A,B,C), 4c' =1, kpg =2              

Fig. 1.15 
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 Mecanismele sferice 
Aceste mecanisme se caracterizează prin faptul că toate elementele 

mobile au un punct fix comun. Deci, traiectoriile punctelor se înscriu pe sfere 
concentrice. Pentru a forma mecanisme sferice se folosesc numai cuple de 
rotaţie şi de clasa k =4 (poz. 9, Tab.1.1) aşezate în aşa fel ca axele de rotaţie să 
fie concurente. În aceste condiţii elementele pot executa numai mişcările de 
rotaţie în raport cu cele trei axe: s =3 ( zyx ω ,ω ,ω ), f =3 ( zyx  v, v,v ). 
 Cel mai cunoscut mecanism sferic este mecanismul cardanic (Fig.1.19) 
care, de fapt, este un patrulater articulat sferic (axele celor patru cuple de rotaţie 
sunt concurente), care are n =4, c5 =4, şi M =1. În varianta din Fig.1.19.a toate 
cuplele au clasa constructivă şi cea funcţională identice. Prin urmare, kpg = 
kpgmax =3. Mecanismul are cuplele de rotaţie (k =5) B şi C dublate astfel că 
există kpl =10 legături pasive locale. Mecanismul din Fig.1.19.b are cuplele B, C 
şi D - cilindrice (k =4), astfel că 5c' =1, 4c' =3, kpg =0. Numărul legăturilor 
pasive locale kpl = 2(kr - knec) = 2(8-4) = 8. 
 În categoria mecanismelor sferice intră, de asemenea, mecanismele cu 
roţi dinţate cu axe concurente (Fig.1.20). Caracteristicile lor structurale sunt 
similare cu cele ale mecanismelor cu roţi dinţate cu axe paralele (Fig.1.18). 
 

 
 

      s=3( zyx ω,ω,ω ), f=3(vx,vy,vz),                                  n=3,c5=2(A,C),c4=1(B),M=1 
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1.2.2.3. Familia f =0 
 
Pentru determinarea gradului de mobilitate se foloseşte formula 
 

M = 6(n-1) - 5c5 - 4c4 - 3c3 - 2c2 - c1 .    (1.14) 
 

Aceste mecanisme nu prezintă legături pasive globale (kpgmax = f = 0). 
În Fig.1.21 este reprezentat mecanismul patrulater articulat spaţial care 

are n =4, c5 =2(A, D), c4 =1(B), c3 =1(C) şi M =1. 
În Fig.1.22 este reprezentat un mecanism de robot care provine dintr-un 

lanţ cinematic deschis. Mecanismele de acest fel conţin numai cuple de clasa k 
=5, iar c5 = n-1. Introducând această condiţie în formula (1.14) rezultă M = c5 = 
n-1. Prin urmare, pentru a obţine o mişcare determinată toate cuplele trebuie să 
fie conducătoare. În cazul nostru n =6, deci M = n-1 = c5 = 5. 

 
 

1.2.3. Situaţii particulare privind determinarea 
          gradului de mobilitate 

 
În unele cazuri calculul gradului de mobilitate conduce la rezultate 

eronate sau contradictorii. Ele apar datorită unor particularităţi constructiv - 
geometrice ale mecanismelor în cauză şi pot fi grupate în două categorii pe care 
le vom prezenta în continuare. 

 
 

 
s=( zyxzyx v,v,v,ω,ω,ω ), f =0                 
 

n=4,c5=2(A,D),c4=1(B),c3=1(C),M=1      n =6, c5  =5, M = n - 1 = c5 =5 
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1.2.3.1. Mobilităţi locale 
 
Pentru înţelegerea fenomenului vom analiza două mecanisme 

reprezentative unde apare acesta. În Fig.1.23 este reprezentat un mecanism 
patrulater articulat spaţial de tip RSSR de familia f =0 şi care are n =4, c5 =2(A, 
D), c3 =2(B, C). Calculând gradul de mobilitate cu formula (1.14) rezultă M =2. 
Cu toate acestea se adoptă o singură cuplă conducătoare, de exemplu cupla A. 
În această ipoteză intervine o mobilitate locală arbitrară (necontrolată) - rotaţia 
bielei 2 în jurul centrelor cuplelor sferice B şi C. Această mişcare este reflectată 
de valoarea gradului de mobilitate, dar poate rămâne arbitrară pentru că nu 

influenţează mişcarea elementului 
3 care interezează în mod obişnuit. 

O situaţie asemănătoare 
intervine la mecanismele cu camă 
când legătura dintre camă şi tachet 
se face printr-o rolă articulată. 
Mecanismul cu camă din Fig.1.24 
este plan şi are n =4, c5 =3(A, C, 
D), c4 =1(B). Aplicând formula 
(1.13) rezultă M=2, însă meca-
nismul are un singur element con-
ducător - cama 1. Şi aici intervine 
o mobilitate locală - rotaţia arbitra-
ră a rolei care nu influenţează, însă, 
deplasarea tachetului - esenţială 
pentru funcţionarea mecanismului. 

 
 
1.2.3.2. Lanţuri cinematice pasive 
 
Un mecanism complex poate fi format dintr-un mecanism simplu la 

care se adaugă un lanţ cinematic. Dacă parametrii structurali ai lanţului iniţial 
(presupunând f=3) sunt: n1, c51, c41 şi M1 = 3(n1-1) - 2c51 - c41 iar cei ai lanţului 
cinematic sunt n2, c52, c42 şi L2 = 3n2 - 2c52 - c42, atunci parametri structurali ai 
mecanismului obţinut rezultă astfel n = n1 + n2, c5 = c51 + c52, c4 = c41 + c42, iar 
M = 3(n-1) - 2c5 - c4 = M1 + L2. Dacă L2 < 0 se obţine M < M1. Aceasta 
înseamnă că lanţul cinematic introduce condiţii suplimenatre care îngrădesc 
mişcarea mecanismului iniţial, reducând gradul de mobilitate. Uneori, datorită 
unor particularităţi constructive, condiţiile suplimentare nu sunt independente în 
raport cu cele ale mecanismului iniţial. În această ipoteză M = M1 deşi, din 
calcul, rezultă M < M1. Lanţul cinematic adăugat este, atunci, pasiv. Un 
exemplu, în acest sens, este prezentat în Fig.1.25 unde se arată modul de 
formare a unui mecanism complex dintr-un patrulater (M1 = 1) şi un lanţ 
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cinematic cu L2 = -1. Mecanismul obţinut are M = M1 + L2 = 0, deci trebuie să 
fie o construcţie rigidă. Această situaţie se înregistrează întradevăr în cazul 
mecanismului din Fig.1.25.a. În cazul din Fig.1.25.b, când elementele formează 
nişte paralelograme, se obţine un mecanism cu M = 1 datorită faptului că lanţul 
cinematic adăugat este pasiv. Acest lucru se poate înţelege dacă analizăm, în 
ambele situaţii, rolul acestui lanţ cinematic.  
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Să presupunem că desfacem articulaţia E la mecanismul din Fig.1.25.a. 
În această ipoteză, punctul E aparţinând bielei patrulaterului ABCD descrie o 
curbă de bielă, iar dacă aparţine barei EF descrie un cerc cu centrul în F. Legând 
elementele 2 şi 5 prin articulaţia E, acest punct este obligat să ocupe o poziţie 
fixă la intersecţia dintre curba de bielă şi cerc şi, deci, sistemul devine rigid. În 
cazul mecanismului din Fig.1.25.b, datorită faptului că patrulaterul ABCD este 
paralelogram, curba de bielă este tot un cerc care se suprapune peste cel descris 
de punctul E când aparţine barei EF. Rezultă că mişcarea mecanismului iniţial 
nu este influenţată de adăugarea lanţului cinematic, iar gradul de mobilitate 
rămâne M = M1 = 1. O situaţie similară se înregistrează la mecanismul din 
Fig.1.26 format tot din paralelograme, care are gradul de mobilitate M = 1 deşi 
din calcul rezultă M = 0. 

Un alt exemplu, din aceeaşi categorie, este dat în Fig.1.27 unde este 
reprezentat un mecanism plan cu roţi dinţate. Gradul de mobilitate calculat este 
M = 1−  (n =6, c5 =5(A, E, C, G, J), c4 =6(B, D, F, H, I, K)), însă cel real este M 
=1. Situaţia se explică prin faptul că mişcarea de rotaţie se transmite de la roata 
1 la roata 3 pe trei căi cu aportul unor roţi intermediare identice 2, 5 şi 6. Este 
evident că, cinematic, este suficientă o singură roată intermediară, obţinând, în 
felul acesta, un mecanism cu gradul de mobilitate M =1, n =4(1, 2, 3, 4), 
c5=3(A, C, E), c4=2(B, D). Celelalte două roţi cu cuplele aferente formează 
lanţuri cinematice pasive care nu modifică starea cinematică a mecanismului 
iniţial. 

 
 

1.3. CLASIFICAREA STRUCTURALĂ A   
       MECANISMELOR PLANE 

 
1.3.1. Înlocuirea cuplei superioare 

 
Aşa cum am arătat, mecanismele plane se încadrează în familia f = 3 

(cu excepţia celor formate numai din cuple de translaţie care au f = 4) şi conţin 
cuple de rotaţie, de translaţie (ambele de clasa 5 şi inferioare) şi cuple de clasa 4 
obţinute prin contactul a doi cilindri după o generatoare şi din contactul a două 
plane. În aplicaţiile tehnice se renunţă întotdeauna la contactul plan - plan din 
motive care ţin de simplificarea constructivă şi de reducerea legăturilor pasive. 
În felul acesta rezultă o cuplă pur superioară dar care, în calculele structurale, îşi 
păstrează clasa k =4. Cuplele superioare se pot transforma în lanţuri cinematice 
care conţin numai cuple inferioare. Această transformare trebuie să 
îndeplinească două condiţii: 

1) Condiţia structurală: menţinerea gradului de mobilitate al 
mecanismului; 



 27

2) Condiţia cinematică: păstrarea nemodificată a mişcărilor 
elementelor. 

Condiţia structurală conduce la determinarea parametrilor structurali ai 
lanţului cinematic înlocuitor. Să considerăm un mecanism având 
caracteristicile: n, c5, c4, şi M. Să presupunem că o cuplă de clasa 4 se 
înlocuieşte cu un lanţ cinematic având ns - numărul de elemente şi c5s - numărul 
cuplelor inferioare (clasa 5). Pe baza condiţiei structurale se poate scrie 

 

M = 3(n-1) - 2c5 - c4 = 3(n+ns-1) - 2(c5+c5s) - (c4-1),            (1.15) 
 

de unde rezultă 
 

3ns - 2c5s + 1 = 0.    (1.16) 
 

Soluţiile întregi şi pozitive ale ecuaţiei (1.16) ne arată structura lanţului 
cinematic înlocuitor. Din punct de vedere practic interesează soluţia cu cele mai 
mici valori pentru necunoscute: ns =1, c5s =2. Din condiţia cinematică rezultă 
parametrii constructivi (geometrici) ai lanţului înlocuitor. Să considerăm o cuplă 
formată din elementele 1 şi 2 (Fig.1.28). Dacă avem în vedere o deplasare 
infinit mică, mişcarea relativă dintre elemente nu se modifică dacă se înlocuiesc 
curbele (C1) şi (C2) cu două cercuri având razele de curbură ale curbelor (C1) şi 
(C2) în punctul A. Considerând acum cupla superioară definită cu ajutorul 
cercurilor, rezultă că distanţa BC dintre centrele lor rămâne constantă în timpul 
mişcării. Această proprietate trebuie să existe şi după transformare. Pentru 
aceasta elementul unic (ns =1) al lanţului cinematic înlocuitor trebuie să se lege 
de elementele 1 şi 2 prin două cuple de rotaţie (c5s =2) situate în centrele de 
curbură B şi C (Fig.1.28.a, 1.28.b). Astfel, lungimea elementului 3 este egală cu 
suma razelor de curbură: lBC = ρ1 + ρ2. Din cele arătate rezultă că transformarea 
cuplei superioare are un caracter instantaneu, deoarece odată cu schimbarea 
poziţiei mecanismului punctul de contact se deplasează şi, deci, se modifică 
razele de curbură. Mecanismul care se obţine după înlocuirea cuplei superioare 
are dimensiuni invariabile numai când curbele (C1) şi (C2) au curburi constante: 
sunt cercuri, drepte (ρ = ∞) sau degenerează în puncte (ρ = 0). Când una dintre 

curbe este o dreaptă, centrul 
de curbură este aruncat la 
infinit, iar cupla de rotaţie se 
transformă în cuplă de 
translaţie având ca axă 
dreapta respectivă.  

În Tab.1.3 se pre-
zintă transformarea cuplei 
superioare pentru toate cazu-
rile reprezentative. 
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1.3.2. Noţiunea de grupă structurală 
 
Grupa structurală este un lanţ cinematic care face parte dintr-un 

mecanism şi are următoarele proprietăţi: 
1) Are un număr de cuple conducătoare egal cu gradul de libertate; 
2) Are un număr de cuple exterioare cu care se leagă în mecanism; 
3) Nu se poate descompune în grupe structurale mai simple. 

                      Tabelul 1.3 
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Grupele structurale cu L = 0 se numesc grupe Assur, iar cele cu L > 0 se 
numesc grupe conducătoare (Duca, Simionescu). Utilizarea noţiunii de grupă 
structurală este utilă, în special, pentru studiul mecanismelor cu cuple 
inferioare. De aceea în compunerea lor vom considera numai astfel de cuple. Ne 
propunem să stabilim schemele structurale ale grupelor uzuale. Pentru aceasta 
vom trata pe rând cazul grupelor cu L = 0 şi L = 1. 

 

 Grupele structurale cu L = 0 (Assur) 
Din condiţia de definiţie se obţine 
 

L = 3n - 2c5 = 0 .    (1.17) 
 

Din această ecuaţie rezultă n şi c5. Cele mai mici soluţii întregi şi 
pozitive sunt: 

n 2 4 6 ...
c5 3 6 9 ... 

 

Fiecare soluţie numerică conduce la una sau mai multe soluţii 
structurale distincte. În Tab.1.4 se indică toate soluţiile structurale pentru 
primele două soluţii numerice. De fapt, acestea sunt grupele cu L = 0 care au 
importanţă practică. 

Grupele structurale se clasifică în clase şi ordine. Clasa se stabileşte 
astfel: 

   Tabelul 1.4 
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• Dacă grupa conţine contururi închise deformabile clasa este egală 
cu numărul maxim de laturi ale acestora; 

• Dacă grupa nu conţine astfel de contururi, clasa este egală cu 
rangul maxim al elementelor. 

Ordinul este egal cu numărul cuplelor exterioare. 
În Tab.1.4 se precizează, la fiecare grupă, clasa şi ordinul. În cadrul 

schemelor din Tab.1.4 s-au folosit, pentru simplificare, numai cuple de rotaţie. 
Este evident că fiecare grupă poate avea atât cuple de rotaţie cât şi de translaţie. 
Prin combinarea lor se obţin, pentru fiecare soluţie structurală, un număr de 
variante, numite aspecte. În cazul grupei 0/2/2 (L / clasa / ordinul) există 5 
aspecte numerotate convenţional aşa cum se indică în Tab.1.5. În acest tabel 
sunt arătate şi formele degenerate ale grupelor, caracterizate prin unele 
dimensiuni egale cu zero. Aceste forme au importanţă practică pentru că sunt 
favorabile din punct de vedere al solicitărilor elementelor. 

 

 Grupele conducătoare (Duca, Simionescu) cu L = 1 
Condiţia 
 

L = 3n - 2c5 = 1    (1.18) 
 

conduce la următoarele soluţii numerice: 
 

n 1 3 5 ... 
c5 1 4 7 ... 

 

Soluţiile structurale pentru primele două soluţii numerice sunt arătate în 
Tab.1.4 împreună cu clasificarea lor. Grupa 1/1/1 are o singură cuplă care este 
conducătoare şi exterioară. În majoritatea cazurilor această cuplă este de rotaţie, 

      Tabelul 1.5 
Aspect 1 (RRR)
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fiind asociată cu un motor rotativ. Grupa 1/2/2 are o cuplă conducătoare (B) 
formată între două elemente mobile (1 şi 2). În această situaţie se utilizează un 
motor hidraulic liniar format dintr-un cilindru şi un piston. 

 
 
1.3.3. Formarea mecanismelor şi descompunerea  
          în grupe structurale 
 
Am arătat că grupa structurală trebuie interpretată ca un lanţ cinematic 

component al unui mecanism. Operaţia de asamblare a grupelor structurale 
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pentru construirea mecanismelor se realizează pe baza următorului principiu de 
formare: 

Orice mecanism se poate forma prin legarea succesivă de grupe 
structurale, pornind de la elementul fix. 

Înţelegerea principiului de formare comportă câteva precizări 
suplimenatre. Aşa cum se arată în enunţ, în faza iniţială a procesului de formare 
se consideră elementul fix (baza). Apoi se leagă, în mod succesiv, grupe 
structurale prin intermediul cuplelor exterioare. După anexarea unei noi grupe 
se obţine un nou mecanism, din ce în ce mai complex. Legarea unei grupe 
trebuie să se facă prin toate cuplele exterioare, la mecanismul format în etapa 
precedentă. Deci, după legarea în mecanism, grupa nu trebuie să rămână cu 
cuple libere. Gradul de mobilitate al mecanismului obţinut este egal cu suma 
gradelor de libertate ale grupelor componente. Trebuie remarcat că modul de 
formare al unui mecanism este unic. Deci, nu este posibil de a obţine acelaşi 
mecanism folosind grupe structurale diferite sau succesiuni diferite de legare a 
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acestora. Pentru exemplificare, în Fig.1.29 se prezintă formarea unui mecanism 
din industria textilă, iar în Fig.1.30 este arătată formarea unui mecanism de 
încărcător frontal. 

Operaţia inversă formării este descompunerea în grupe structurale. 
Prin această operaţie se pun în evidenţă grupele componente reconstituind 
procesul de formare. Mecanismului i se atribuie o clasă, egală cu clasa maximă 
întâlnită la grupele componente.  

Vom studia, în continuare, structura mecanismelor plane, cu gradul de 
mobilitate M = 1, din punct de vedere al grupelor componente. Lanţurile 
cinematice închise din care se pot forma mecanisme trebuie să verifice ecuaţia 

 

M = 3(n-1) – 2c5 = 1.  
 

Soluţiile acestei ecuaţii, care interezează practic, sunt n =4, c5 =4 şi  n =6, c5 =7. 
Prima soluţie numerică are un singur corespondent structural, iar din soluţia a 
doua rezultă două lanţuri cinematice numite: Watt şi Stephenson (Tab.1.6). 

Lanţurile cinematice închise sunt formate din unul sau mai multe contururi 
care sunt lanţuri cinematice simple închise. Astfel, lanţul cinematic patrulater 
(Tab.1.6) are, evident, un singur contur iar lanţurile Watt şi Stephenson au câte 
trei contururi. Contururile lanţului Watt sunt: ABCGA, DEFGD şi ABCDEFA, 
iar cele ale lanţului Stephenson sunt: AFGEA, BCDGFB şi ABCDEA. Dintre 
cele trei contururi, oricare două se consideră independente deoarece cel de-al 
treilea contur conţine numai elemente şi cuple întâlnite la celelalte două 
contururi. Numărul de contururi independente N, se poate calcula cu formula: 
 

N = c5 – n + 1, 
 

care este verificată pentru lanţurile cinematice din Tab.1.6. 
 Dacă precizăm elementul de referinţă şi cupla conducătoare, din fiecare 
lanţ cinematic se pot obţine mai multe mecanisme, iar dacă se combină cuplele 
de rotaţie cu cele de translaţie numărul de mecanisme obţinut este foarte mare. 

       Tabelul 1.6 

A

1

B C2

3

D

n = 6, c  = 75

4

n = 4, c  = 45

B

2

C D

E

F

G

A

3

4

5

6

1

A

B

C

D

E

F G

1

2 3

4

5

6

Patrulater Watt Stephenson  
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În Fig.1.31 se prezintă mecanismele cu patru elemente care au cea mai 
largă utilizare în construcţia de maşini şi se precizează grupele structurale 
componente. 

A

1

B

C
2

3

D

4 4

2

A

1

B

D

3

C

4 4

I
R (1/1/1)

II
RRR (0/2/2)

 
a) mecanismul patrulater articulat 

 
 
 

B

A
1

C

2

4 4

3

1

B

A

44

3C
2

4

I
R (1/1/1) II

RRT (0/2/2)

4

 
b) mecanismul manivelă – piston (bielă – manivelă) 

 
 
 
 

A

C

1
2

B

3

4

4

A

C

3

1

2
B

4

4

I
R (1/1/1)

II
RTR (0/2/2)

 
c) mecanismul cu culisă de rotaţie  

(varianta cu elementul 2 – patină şi elementul 3 – culisă) 
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1
B
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3C

2

4
4

1
A 3C

2
B

4
4

I
R (1/1/1)

II
RTR (0/2/2)

 
d) mecanismul cu culisă de rotaţie  

(varianta cu elementul 2 – culisă şi elementul 3 – patină) 
 
 
 
 

1
B

4

A

4

C3

2

1
A

4

3 C

B
2

4

I
R (1/1/1) II

RTT (0/2/2)

 
e) mecanismul cu culisă de translaţie 

 
 
 
 

1

4
A

B

C2

4
D

3
1

A D

B
3

C2

4 4

RTRR (1/2/2)

 
f) mecanismul cu cilindru oscilant 

 
Fig. 1.31 
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În Tab.1.7 se prezintă mecanismele articulate care derivă din lanţul 
Watt (în număr de patru), iar în Tab.1.8 – mecanismele articulate care provin 
din lanţul Stephenson (în număr de cinci), indicându-se compoziţia lor grupală. 

                                                                         Tabelul 1.7 

DC
1) Baza: 1, Cupla conducătoare: A

5
EG

F

1 1

61

D

5
4

III
0/2/2I

1/1/1

F

1 6

G

35

G E
B

3
B

AF
1

A

2 6 I
1/1/1

2

C4 D

3
5

II
0/2/2

C

3

2
G E

AF

6

A

2

B B

2) Baza: 1, Cupla conducătoare: G

II
0/2/2

C 4 D
4 III

0/2/2

1

D

5

6

G E

III
0/2/24

1 F

2
I

 1/1/1

C D

5
4

III
0/2/2

C
D4C

3) Baza: 2, Cupla conducătoare: A

B
5

2
G E

3
B

3

2 A
1 FA

4) Baza: 2, Cupla conducătoare: B

4 D

5 3

I
 1/1/1

C

3

2 6

II
0/2/2

6
1

A F

6
21 F

2
A

2

B EG G EB II
0/2/2

1
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                                                                     Tabelul 1.8 

C
1) Baza: 1, Cupla conducătoare: A

C

D6F G

5 II
0/2/2

11

4
C

E

DF G6

5I
1/1/1

II
0/2/2

4
C II

0/3/3

E1

III
0/2/2

BG D
25

B F

2

6

A

3
C

2) Baza: 2, Cupla conducătoare: A

A 1 E

I
1/1/1

G D

A
5

1
2

FB

2

6

4
I

1/1/13

3) Baza: 2, Cupla conducătoare: B

C

EA 2

43 B

3 4 43
III

0/2/2

2
1 E

A
5

C

6F G

II
0/3/3

43

5
A

E1

4
C

6F G

I
1/1/1

D

D

2E1
5

A

2

G
4 3

FB
3

6

C

4) Baza: 3, Cupla conducătoare: B

25

E1
I

1/1/1
2

A

3

G D

4 3
B F

3
C

6

5) Baza: 3, Cupla conducătoare: C

BD

52

E1
5

1 E

II
0/4/2

2

A A

B D

6B F G GFB 6 D3
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Cunoaşterea structurii mecanismelor, din punct de vedere al grupelor 
componente, este importantă pentru analiza cinematică şi cinetostatică. Grupele 
structurale sunt sisteme determinate cinematic şi static. Ca urmare, ele pot fi 
studiate independent de restul mecanismului, iar pentru fiecare grupă se poate 
stabili un procedeu da analiză specific. În aceste condiţii analiza unui mecanism 
se desfăşoară în două etape:  

1) Descompunerea în grupe structurale;  
2) Aplicarea pentru fiecare grupă a procedeului specific, prestabilit.  
Acest mod de abordare a problemei prezintă avantaje deosebite 

deoarece numărul de grupe uzuale, deci de procedee de calcul necesare, este 
redus, iar numărul de mecanisme care se pot forma cu ajutorul lor este foarte 
mare. De asemenea, metoda se pretează foarte bine la aplicarea calculului 
automatizat. 
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Capitolul 2 
 

MECANISME CU CUPLE INFERIOARE 
(CU BARE) 

 
 
 
 
 
 

2.1. ANALIZA CINEMATICĂ 
 

2.1.1. Consideraţii generale 
 
Analiza cinematică urmăreşte determinarea stării cinematice a 

mecanismului şi implică rezolvarea a trei probleme: a poziţiilor, a vitezelor şi a 
acceleraţiilor. Datele de intrare sunt constituite din parametrii constructivi ai 
mecanismului şi din parametrii care determină poziţia şi mişcarea din cuplele 
conducătoare. De regulă, viteza unghiulară a elementului conducător, în cazul 
cuplei conducătoare de rotaţie, se consideră constantă, iar valoarea ei este o 
caracteristică tehnică a motorului. Datele de ieşire sunt parametrii care 
determină complet poziţia, distribuţia de viteze şi distribuţia de acceleraţii 
pentru fiecare element. Cele trei probleme se rezolvă, obligatoriu, în ordinea 
menţionată pentru că îşi livrează date în această succesiune. Pentru a descrie 
funcţionarea mecanismului în intervalul unui ciclu cinematic se pot trasa 
traiectoriile unor puncte şi diverse diagrame care arată variaţia unor parametri 
de poziţie şi cinematici în funcţie de parametrul poziţiei relative dintre 
elementele cuplei conducătoare – variabila independentă a mecanismului. 

Abordarea analizei cinematice se poate face în două moduri: global sau 
pe grupe structurale. Prima modalitate este recomandabilă în cazul 
mecanismelor simple, monocontur. Cea de-a doua prezintă avantaje importante 
în cazul mecanismelor complexe. Grupa structurală este un lanţ cinematic 
determinat, astfel încât poate fi analizată separat, cu finalizarea numerică a 
calculelor. Pentru fiecare grupă se poate elabora un procedeu specific de analiză 
caracterizat printr-un algoritm şi un program de calcul. Având la dispoziţie 
programele specifice grupelor uzuale, analiza cinematică a unui mecanism se 
reduce la asamblarea acestora în funcţie de strucura mecanismului. În felul 
acesta, folosind un număr redus de procedee prestabilite, se poate face analiza 
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unui număr mare de mecanisme. Astfel, numărul de mecanisme plane cu M = 1 
şi n ≤ 6, care conţin grupe structurale 1/1/1 de tip R şi 0/2/2 de aspectele RRR, 
RRT şi RTR, este de 94. Prin urmare, cu patru procedee, dintre care unul banal 
(R), se pot analiza 94 de mecanisme care acoperă, în bună parte, aria 
mecanismelor plane uzuale. Trebuie precizat că analiza unei grupe presupune 
cunoaşterea stării cinematice a elementelor la care aceasta se ataşează. Rezultă 
că ordinea în care se face analiza cinematică a grupelor componente trebuie să 
coincidă cu ordinea de formare a mecanismului. 

În funcţie de modul de rezolvare a modelului matematic, metodele de 
analiză cinematică sunt analitice, grafice sau grafo-analitice. Metodele analitice, 
cu soluţie directă sau obţinută prin procedee numerice, sunt cele mai utilizate 
datorită avantajelor pe care le prezintă: precizie şi rapiditate, în condiţiile 
aplicării calculului automat. Metodele grafice şi grafo-analitice îşi găsesc, 
totuşi, utilitatea. Ele se constituie, uneori, ca modele iniţiale care se dezvoltă 
prin transpunere analitică. Totodată aceste metode pot furniza soluţii iniţiale în 
cadrul procedeelor numerice sau se folosesc pentru a verifica dacă soluţiile 
numerice sunt corecte. În afară de aceasta, metodele grafice pot fi aplicate direct 
pe calculator în contextul utilizării programelor utilitare cu caracter grafic (de 
exemplu AutoCAD). 

Problema poziţiilor este, în general, neliniară astfel că admite mai multe 
soluţii pentru aceleaşi date de intrare. Fiecare soluţie este în corespondenţă cu o 
poziţie a grupei structurale (sau a mecanismului), care, la rândul ei, este 
determinată prin operaţia de montare. Identificarea soluţiei (poziţiei) care 
trebuie luată în considerare într-o problemă de analiză cinematică, se face, de 
obicei, pe baza schemei cinematice a mecanismului. Dirijarea calculului spre 
soluţia dorită depinde de procedeul de rezolvare. În cazul rezolvărilor analitice 
directe, soluţiile se diferenţiază fie prin semnele care intervin în faţa unor 
radicali, fie prin cele două valori, cuprinse in intervalul [0,  2 ]π , al unor funcţii 
trigonometrice inverse. În cazul utilizării unor metode numerice, soluţia spre 
care converge procedeul depinde de soluţia iniţială aproximativă, care trebuie să 
fie cât mai apropiată de cea urmărită. Pentru a verifica dacă soluţia obţinută este 
cea corectă, este util să se facă o reprezentare a schemei cinematice cu datele 
numerice furnizate de calculator. 

Există numeroase metode de analiză cinematică, fundamentate pe 
diverse domenii din matematică. În cele ce urmează vom prezenta cele mai 
importante metode, arătând categoriile de mecanisme pentru care se recomandă 
fiecare. Vom trata, separat, mecanismele spaţiale cu cea mai largă întrebuinţare 
practică. 
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2.1.2. Metoda intersecţiei locurilor geometrice 
 
 Această metodă serveşte numai pentru determinarea poziţiilor şi are atât 
caracter grafic, cât şi analitic. În Tab.2.1 se prezintă procedeele de analiză a 
poziţiilor pentru grupele structurale uzuale luând în considerare cele două 
modele. De fapt, procedeul analitic este o transpunere a procedeului grafic 
folosind, ca instrument matematic, elemente de geometrie analitică. În Tab.2.1 
se indică, de asemenea, parametrii de intrare clasificaţi astfel: 1) parametrii 
constructivi; 2) parametrii de poziţie transmişi prin cuplele exterioare de la 
elementele la care se ataşează grupa; 3) parametrul poziţiei relative din cupla 
conducătoare. În acelaşi tabel se formulează condiţiile pentru care problema are 
soluţii reale, exprimate sub forma unor inegalităţi. Când aceste condiţii sunt 
îndeplinite la limită se obţin poziţiile critice sau moarte ale grupei. În general 
poziţiile critice trebuie evitate deoarece pot conduce la blocarea mecanismului 
din care face parte grupa structurală. Interpretări mai detaliate în legătură cu 
comportarea mecanismelor în poziţiile critice se prezintă în subcapitolul 2.4.2. 
Pentru grupele 0/2/2 s-au luat în considerare numai formele reduse (degenerate) 
deoarece  acestea sunt utilizate exclusiv în construcţia mecanismelor, iar 
procedeele de analiză sunt mai simple decât în cazul formelor generale.  

Metodele analitice, indicate în Tab.2.1, pentru grupele RRR, RRT şi 
RTRR sunt constituite din sisteme de ecuaţii algebrice neliniare care reclamă, în 
general, rezolvări prin metode numerice. Pentru aceleaşi grupe se pot elabora şi 
modele cu rezolvare analitică directă, care prezintă avantajul unei dirijări 
precise a procesului de calcul spre soluţia (poziţia) dorită. Aceste procedee sunt 
prezentate în continuarea Tab.2.1. Pentru fiecare grupă se consideră un sistem 
de coordonate absolut, solidar cu baza mecanismului şi câte un sistem solidar cu 
fiecare element. Se adoptă, de asemenea, un sistem ajutător (notat cu indicele 0 
(zero)) definit în raport cu poziţia cuplelor exterioare. În final se urmăreşte 
determinarea poziţiei fiecărui element, concretizată prin coordonatele originii şi 
unghiul de poziţie ale sistemului legat de acesta, în raport cu sistemul absolut. 
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Tabelul 2.1 

Schema grupei şi 
rezolvarea grafică 

1. Parametrii de intrare 
2. Modelul grafic 
3. Modelul analitic 
4. Condiţiile de existenţă ale soluţiilor 

reale 
5. Configuraţiile critice 

RRR ( 0 / 2 / 2 asp. 1) 
 
 

B

A

x
O 2(C )

1
y

B'
3(C )

2
0l

3
C

4

 
2 2

0 C A C Al (y y ) (x x )= − + −  

1. 1) l2 = AB, l3 = BC 
2) A (xA, yA), C (xC, yC) 

2. Se intersectează cercul (C2) cu 
centrul în A, de rază l2, cu cercul 
(C3) cu centrul în C, de rază l3. 
Rezultă punctul B (B’). 

3. ( ) ( )
( ) ( ) )(C    lyyxx

)(C    lyyxx

3
2
3

2
CB

2
CB

2
2
2

2
AB

2
AB

=−+−

=−+−
 

⇒ B (xB, yB)
4.

32032 lllll  +≤≤−  
5.

320 ll l −=  sau 320 lll +=  
A, B, C – coliniare 
 

RRT ( 0 / 2 / 2 asp. 2) 

P
B' 3ϕ

2(C )x
O

4
y

(D )
2

3

1 A

3B

l 0

 
 

A P A P 3
0 2

3

(y y ) (x x ) tg
 l

1 tg

− − − ⋅ ϕ
=

+ ϕ
 

1. 1) l2 = AB 
2) A (xA, yA), D3 (P(xP, yP), ϕ3) 

2. Se intersectează cercul (C2) cu 
centrul în A, de rază l2 cu dreapta 
(D3) – axa cuplei de translaţie. 
Rezultă punctul B (B’).  

3. ( ) ( )2 2 2
B A B A 2 2

B P
3 3

B P

x x y y l   (C )
y y tg                       (D )
x x

− + − =

−
= ϕ

−
⇒ B (xB, yB) 

4.
02 l l ≥  

5.
02 l l =  

AB perpendiculară pe dreapta (D3) 
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Tabelul 2.1 (continuare) 
RTR ( 0 / 2 / 2 asp. 3) 

3

42A

x
O

1
y

2(D )
2

ϕ

l 0
B

2 2
0 B A B Al (y y ) (x x )= − + −  

1. 1) - 
2) A (xA, yA), B (xB, yB) 

2. Se unesc punctele A şi B. Rezultă 
axa de translaţie a cuplei de 
translaţie (D2). 

3.
2

AB

AB
2     

xx
yy tg ϕ⇒

−
−

=ϕ  

4. 0l0 ≥  
5. B A ,0l0 ≡=  

 

TRT ( 0 / 2 / 2 asp. 4) 

1P 3ϕ
ϕy

4x
O

R
2

2 A

(D )3 (D )

3

2

 

1. 1) - 
2) (D2) (P(xP, yP), ϕ2),  
       (D3) (R(xR, yR), ϕ3) 
 

2. Se intersectează dreptele (D2) şi 
(D3) – axele cuplelor de translaţie. 
Rezultă punctul A.  

3.

)(D     tg
xx
yy

)(D     tg
xx
yy

33
RA

RA

22
PA

PA

ϕ=
−
−

ϕ=
−
−

 

⇒   A (xA, yA) 
4. 2 3ϕ ≠ ϕ  
5. )D()(D 32 ≡  

 
RTT ( 0 / 2 / 2 asp. 5) 

x

A

O

y
3ϕ

(D
 )

3
(D )

ϕ2

1

P

2
1

4

23ϕ

 

1. 1) ϕ23 
2) A (xA, yA), (D3)(P(xP, yP), ϕ3) 
 

2. Se trasează axa de translaţie(D1) 
prin A şi înclinată cu unghiul ϕ23 
faţă de axa de translaţie (D3). 

3. 2332 ϕ+ϕ=ϕ  

4. 23 0ϕ ≠  
5. 2 3(D ) (D )≡  
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Tabelul 2.1 (continuare) 
R ( 1 / 1 / 1) 

x
O

Ay
12

2

ϕ
1

 

1. 1) – 
2) A (xA, yA) 
3) ϕ12 

 Observaţie: Parametrii de intrare de-
termină direct poziţia elementului 1. 
Nu există condiţii pentru soluţie 
reală şi nici poziţii critice. 

RTRR ( 1 / 2 / 2) 
 

C
32

x
O

1y

B

A

l

5

C' 4(C )
(C )3

B'

l D0

2 3 4

 
2 2

0 D A D Al (y y ) (x x )= − + −  

1. 1)  l4 = CD 
2) A (xA, yA), D (xD, yD) 
3) l32 = AC 

2. Se intersectează cercul (C3) cu 
centrul în A, de rază l32 cu cercul 
(C4) cu centrul în D, de rază l4. 
Rezultă punctul C (C’). 

3. ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2
C A C A 32 3

2 2 2
C D C D 4 4

x x y y l  (C )

x x y y l     (C )

− + − =

− + − =

⇒ C (xC, yC) 
4.

32 4 0 32 4l l l l l− ≤ ≤ +  
5.

0 32 4 0 32 4l  l l  sau l l l= − = +  
A, C, D - coliniare 

0 / 3 / 3 cu cuple de rotaţie 
(C ) F

A
x

O

1
y

3(C )C2

5D
4

7

B
3

6

6E

 

1. 1) l2 = AB, l4 = CD, l6 = EF, 
      l31 = BC, l32 = BE, l33 = CE 
2)  A (xA, yA), D (xD, yD), F (xF, yF)  

2. Se intersectează cercul (C6) cu 
centrul în F, de rază l6, cu curba 
(C3) descrisă de punctul E, 
aparţinând elementului 3, în 
mişcarea mecanismului patrulater 
ABCD, cu articulaţiile A şi D fixe. 
Rezultă punctul E. 
 

3. ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 22 2
A B A B 2 B C B C 31

2 2 2 22 2
C D C D 4 B E B E 32

2 2 2 22 2
E F E F 6 C E C E 33

B B C C E E

x x y y l           x x y y l

x x y y l           x x y y l

x x y y l            x x y y l
B (x , y ), C (x , y ), E (x , y )

− + − = − + − =

− + − = − + − =

− + − = − + − =

⇒

 

4. - 
5. AB, CD, EF concurente sauAB, CD, EF paralele. 
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Tabelul 2.1 (continuare) 
0 / 4 / 2 cu cuple de rotaţie 
 

(C )4

B

2A

x
O

1
y

5

F

45(C  )

3 6
C

D
4

E

 

1. 1) l21 = AB, l22 = AF, l23 = BF, 
      l3 = BC, l5 = EF, 
      l41 = CD, l42 = DE, l43 = CE, 
2)  A (xA, yA), D (xD, yD) 

2. Se intersectează cercul (C4) cu 
centrul în D, de rază l42 cu curba 
(C45) descrisă de punctul E, 
aparţinând elementelor 4 şi 5, în 
mişcarea mecanismului patrulater 
ABCD, cu articulaţiile A şi D fixe, 
amplificat cu grupa CEF. Rezultă 
punctul E. 

3. 
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 22 2
A B A B 21 E F E F 5

2 2 2 22 2
A F A F 22 C D C D 41

2 2 2 22 2
B F B F 23 D E D E 42

2 2 2 22 2
B C B C 3 C E C E 43

B B C C

x x y y l         x x y y l

x x y y l         x x y y l

x x y y l          x x y y l

x x y y l           x x y y l
B (x , y ), C (x , y )

− + − = − + − =

− + − = − + − =

− + − = − + − =

− + − = − + − =

⇒ E E F F, E (x , y ), F (x , y ),

 

4. - 
5. AD, BC, EF concurente sau AD, BC, EF paralele 

 
 Grupa structurală RRR (Fig.2.1) 

 
Parametrii de intrare: 
1) l2 = AB, l3 = BC 
2) A (xA, yA), C (xC, yC) 

33x

A

1

O
x B'

2y
y

y0 l(C )

ϕ
ϕ2

0

2 3 0

(C )2

B
2x

ϕ

y3

4

C
3

x0

Fig. 2.1 
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Se calculează parametrii ϕ0 şi l0 = AC 

( ) ( )
(*)

2 2C A
0 0 C A C A

C A

y ytg ,           l x x y y
x x

−
ϕ = = − + −

−
 

Se scriu ecuaţiile cercurilor (C2) şi (C3) în raport cu sistemul Ax0y0 
 

 
( ) 2

3
2
0

2
00

2
2

2
0

2
0

lylx

lyx

=+−

=+
      

 

Soluţiile acestui sistem de ecuaţii reprezintă coordonatele punctului 
B(B’) în sistemul Ax0y0 

 

0

2
0

2
3

2
2

B0 l2
lllx

⋅
+−

=  

2
B0

2
2B0 xly −±=  (2.1) 

 

Printr-o transformare de coordonate, din sistemul Ax0y0 în sistemul 
Oxy, se obţin coordonatele absolute ale punctului B (B’) 

 

0B00B0AB

0B00B0AB

cosysinxyy
sinycosxxx

ϕ+ϕ+=
ϕ−ϕ+=

 
 

Se calculează unghiurile ϕ2 şi ϕ3: 
 

CB

CB
3

AB

AB
2 xx

yy
tg ;

xx
yytg

−
−

=ϕ
−
−

=ϕ  
 

Parametrii de ieşire: 
A (xA, yA), ϕ2; C (xC, yC), ϕ3 
 
Obsevaţii 
1) Problema are două soluţii care se diferenţiază prin semnele din 

formula (2.1). Semnul (+) conduce la poziţia ABC, iar semnul (-) la AB'C . 
2) Pentru a obţine soluţii reale, deci aplicabile practic, parametrii de 

intrare trebuie să respecte următoarele condiţii, care rezultă atât din procedeul 
grafic, cât şi din analiza expresiei (2.1), 

 

 32032 lllll +≤≤− . (2.2) 
 

 3) Când condiţiile (2.2) sunt îndeplinite la limită, cu semnul egal, 
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=−

032

032

lll
lll 

 (2.3) 

 

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

(*) Determinarea unghiurilor de poziţie prin intermediul funcţiei arctg, care intervine
de multe ori în acest capitol, se face ţinând seama de indicaţiile date în ANEXA 1.4. 
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se obţin două configuraţii critice în care punctele A, B şi C sunt coliniare. Prin 
configuraţie se înţelge poziţia unui element în raport cu celălalt. 
 

 Grupa structurală RRT (Fig.2.2) 
 

Parametrii de intrare: 
1) l2 = AB, l3 = 0 
2) A (xA, yA), (D3)(P(xP, yP), ϕ3) 
 
Se determină poziţia punctului Q situat la intersecţia dreptei (D3) cu 

perpendiculara dusă pe aceasta prin A 
 

2
A P P A

Q 2

2
A P A P

Q 2

m(y y ) m x xx
1 m

m(x x ) m y yy
1 m

− + +
=

+
− + +

=
+

 

 

în care 3m tg= ϕ . 
 Se calculează AQl 0 = şi ϕ0 
 

 
AQ

AQ
0

2
AQ

2
AQ0 xx

yy
 tg;)yy()xx(l 

−
−

=ϕ−+−=  
 

 

Q0l

3

1

A
2

B

C
B'

O
4 x

y

3l

4 (C )
P

2

 

x0

y0

0ϕ A
1

2y
ϕ2 3

(D
 ) 3

2 B

y3

x3

x3ϕ
2

 
a)           b) 

Fig. 2.2 
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Se scriu ecuaţiile cercului (C2) şi a dreptei (D3) în raport cu sistemul 
Ax0y0 

 

00

2
2

2
0

2
0

l x
lyx

=

=+
 

 

Soluţiile acestui sistem de ecuaţii reprezintă coordonatele punctului 
B( B' ) în raport cu sistemul Ax0y0 

 

0B0 l x =   
2
0

2
2B0 ll y −±=  (2.4) 

 

Printr-o transformare de coordonate din sistemul Ax0y0 în sistemul Oxy, 
se obţine poziţia punctului B( B' ) 

 

0OB0B0AB

0OB0B0AB

cosysinxyy
sinycosxxx

ϕ+ϕ+=
ϕ−ϕ+=

 
 

Unghiul ϕ2 se determină din relaţia: 
 

AB

AB
2 xx

yytg
−
−

=ϕ  
 

Parametrii de ieşire: 
A (xA, yA), ϕ2; B (xB, yB), ϕ3 
 
Observaţii 

 1) Problema are două soluţii care conduc la poziţiile AB – semnul (+) în 
formula (2.4) şi AB'  – semnul (-). 
 2) Condiţia pentru obţinerea unei soluţii reale rezultă din expresia (2.4) 
şi este 

 

02 l l ≥ . (2.5) 
 

 3) Configuraţia critică, corespunzătoare egalităţii din (2.5) 
 

02 l l = , (2.6) 
 

se înregistrează când dreapta AB este perpendiculară pe axa de translaţie (D3). 
 

 Grupa structurală RTR (Fig.2.3) 
 
Parametrii de intrare: 
1) l2 = 0, l3 = 0 
2) A (xA, yA), C (xC, yC) 
 
Se determină unghiul ϕ2 =  ϕ3 şi distanţa l0 = AC 
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 ( ) ( )2
AC

2
AC0

AC

AC
32 yyxxl  ,

xx
yy tg tg −+−=

−
−

=ϕ=ϕ  
 

Parametrii de ieşire: 
A (xA, yA), ϕ2; C (xC, yC), ϕ3 
 

 Observaţii 
 1) Problema are o singură soluţie, întotdeauna reală, indiferent de 
poziţia punctelor A şi C. Distanţa l0 poate lua orice valoare, evident, pozitivă 

 

0l0 ≥ . (2.7) 
 

2) Configuraţia critică se obţine când 
 

l0 = 0,          (2.8) 
 

deci atunci când punctele A şi C coincid. 
 

 Grupa structurală RTRR (Fig.2.4) 
 
Parametrii de intrare: 
1) l4 = DC 
2) A (xA, yA), D (xD, yD) 
3) l32=AC 

 
 Procedeul este asemănător cu cel de la grupa structurală RRR, aşa încât 
vom indica relaţiile de calcul fără explicaţii suplimentare. 
 

1

A

C 3y A 2

4
x

O

1

l 2 32

B
l 3 y2

ϕϕ
2 

=

0l

4

2x  ,

3

B,C
3x

y3

 
a)            b) 

Fig. 2.3 
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 ( ) ( )2
AD

2
AD0

AD

AD
0 yyxxl  ,

xx
yy tg −+−=

−
−

=ϕ  

 
( )

2 2 2
0 0 32

2 2 2
0 0 0 4

x y l

x l y l

⎧ + =⎪
⎨

− + =⎪⎩
 

 

2 2 2
32 4 0

0C
0

2 2
0C 32 0C

l l lx
2 l

y l x

⎧ − +
=⎪ ⋅⎨

⎪ = ± −⎩

             

 

 
⎩
⎨
⎧

ϕ+ϕ+=
ϕ−ϕ+=

0C00C0AC

0C00C0AC

cosysinxyy
sinycosxxx

 

 
DC

DC
4

AC

AC
32 xx

yy tg ,
xx
yy tg tg

−
−

=ϕ
−
−

=ϕ=ϕ  
 

 Parametrii de ieşire: 
A (xA, yA), ϕ2; C (xC, yC), ϕ3; D (xD, yD), ϕ4 
 

 Observaţii 
 1) Problema are două soluţii determinate de semnele din formula (2.9). 
Semnul (+) corespunde cu poziţia ABCD, iar (-) cu poziţia AB'C'D . 

3

0

C

2y ϕ

1

O

y

B'
x

A
2

0

x

ϕ

0

0y

2

x
B

2 l
(C )4

32

3

y3
3x

ϕ

y 5

C'

4

(C )3 D

4

x  ,4

ϕ4l

 
Fig. 2.4 

(2.9) 



 51

 2) Condiţiile pentru soluţiile reale, rezultate din analiza expresiei (2.9), 
sunt 
 

 32 4 0 32 4 l l l l l− ≤ ≤ + .           (2.10) 
 

 3) Configuraţiile critice sunt caracterizate de egalităţile 
 

32 4 0

32 4 0

 l l l

l l l ,

− =

+ =
             (2.11) 

 

şi se obţin când punctele A, C şi D sunt coliniare. 
 
 
 2.1.3. Metoda ecuaţiilor vectoriale 
 
 2.1.3.1. Prezentare generală 
 
 Această metodă este folosită pentru determinarea vitezelor şi a 
acceleraţiilor, în special, în cazul mecanismelor plane. Ea se asociază, de obicei, 
cu metoda intersecţiilor locurilor geometrice, pentru a efectua complet analiza 
cinematică. Metoda presupune folosirea unor ecuaţii vectoriale care exprimă 
relaţia dintre vitezele sau acceleraţiile unei perechi de puncte aparţinând 
mecanismului. Aceste ecuaţii, grupate în sisteme, se rezolvă grafic sau analitic. 
Ecuaţiile utilizate sunt de două tipuri, funcţie de relaţia dintre cele două puncte. 
 

 Ecuaţiile de tipul I 
 Ecuaţiile de acest tip intervin când cele 
două puncte aparţin aceluiaşi element, cum sunt 
punctele A şi B care aparţin elementului 1 
(Fig.2.5). Ecuaţia de viteze este 
 

 BAAB vvv +=                        (2.12) 
 

în care 
 

BA 1 AB

BA 1 BA 0

1

 v  l
AB

v AB;  v
se roteste AB cu 90 in  
  sensul 

⎧ = ω ⋅
⎪

⊥⎪= ω × ⎨
⎪
⎪ ω⎩

 

 Expresia analitică a vectorului BAv  este 

y

x
O

B

A

1ω1

ε1

aBA
n

BA
ta

BAv

Fig. 2.5 
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BA 1 1 1 B A 1 B A

B A B A

i j k
v AB 0 0 i ( (y y )) j (x x )

x x y y 0
= ω × = ω = −ω − + ⋅ ω −

− −
 

iar proiecţiile ecuaţiei (2.12) pe axele sistemului de coordonate sunt 
 

 Bx Ax 1 B A

By Ay 1 B A

v v (y y )
v v (x x ).

= − ω −
= + ω −

        
 

 Ecuaţia de acceleraţii are forma 
 

 t
BA

n
BAAB aaaa ++=           (2.13) 

 

în care 
 

 

n 2
BA 1 AB

n 2 n
BA 1 BA

a l

a AB;  a // AB
B A

⎧ = ω
⎪⎪= −ω ⎨
⎪ →⎪⎩

 

 

t
BA 1 AB

t t
BA 1 BA

0
1

 a  l

a AB;  a AB

se roteste AB cu 90  in sensul 

⎧ = ε ⋅
⎪⎪= ε × ⊥⎨
⎪ ε⎪⎩

 

 

 Expresiile analitice ale vectorilor n
BAa  şi t

BAa  sunt 
 

n 2 2 2
BA 1 1 B A 1 B Aa AB i ( (x x )) j( (y y ))= −ω ⋅ = −ω − + −ω −  

t
BA 1 1 1 B A 1 B A

B A B A

i j k
a AB 0 0 i ( (y y )) j (x x )

x x y y 0
= ε × = ε = −ε − + ε −

− −
 

 

iar proiecţiile ecuaţiei (2.13) pe axele de coordonate sunt 
 

 
)xx()yy(aa
)yy()xx(aa

AB1AB
2
1AyBy

AB1AB
2
1AxBx

−ε+−ω−=

−ε−−ω−=
 

              
 

 Ecuaţiile de tipul II 
 Aceste ecuaţii se utilizează când cele 
două puncte coincid ca poziţie, dar aparţin unor 
elemente diferite, legate prin cuplă de translaţie, 
cum sunt A∈1 şi B∈2 (Fig.2.6). 
 Ecuaţia de viteze este 
 

x
O

y

t

1
2

A ,B1 2
ω1

v21a21
c

ϕ1

t

Fig. 2.6 
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21AB vvv += ,                 (2.14) 
 

în care 21v // tt  este viteza relativă în mişcarea de translaţie a elementului 2 în 
raport cu elementul 1. Proiecţiile ecuaţiei (2.14) pe axele de coordonate sunt 
 

 Bx Ax 21 1

By Ay 21 1

v v v cos
v v v sin .

= + ⋅ ϕ
= + ⋅ ϕ

              
 

 Ecuaţia de acceleraţii are forma 
 

 r
21

c
21AB aaaa ++= ,           (2.15) 

 

în care acceleraţia relativă r
21a // tt, iar acceleraţia Coriolis ( c

21a ) are 
caracteristicile 
 

 

c
21 1 21

c c
21 1 21 21

0
21 1

 a 2   v

a 2 v ; a  tt
se roteste v  cu 90  in sensul 

⎧ = ω ⋅
⎪⎪= ω × ⊥⎨
⎪ ω⎪⎩

 

 c
21 1 21 1 1 21y 1 21x

21x 21y

i j k
a 2 v 2 0 0 i ( 2 v ) j (2 v ).

v v 0
= ω × = ⋅ ω = ⋅ − ω + ⋅ ω  

 

 Proiecţiile ecuaţiei (2.15) pe axele de coordonate sunt 
 

 
r

Bx Ax 1 21y 21 1

r
By Ay 1 21x 21 1

a a 2 v a cos

a a 2 v a sin .

= − ω + ϕ

= + ω + ϕ
            

 

 Trebuie menţionat că existenţa cuplei de translaţie între elementele 1 şi 
2 împiedică rotaţia relativă dintre aceste elemente, astfel că, 
 

 21 ω=ω  şi 21 ω=ω  
 21 ε=ε   şi 1 2 .ε = ε  
 
 
 2.1.3.2. Analiza cinematică a grupelor structurale 
 
 Aplicarea metodei, în vederea determinării vitezelor şi a acceleraţiilor 
în cazul  grupelor structurale uzuale, este arătată în Tab.2.2, în care se indică 
ecuaţiile vectoriale utilizate. Pentru a demonstra modul de rezolvare a ecuaţiilor 
vectoriale, pe cale grafică şi pe cale analitică, se prezintă, în detaliu, procedeele 
de analiză ale grupelor structurale 0/2/2, RRT şi 0/3/3 cu cuple de rotaţie. 
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Tabelul 2.2 
Schema grupei 

structurale 
Parametrii 
de intrare 

Sistemele de ecuaţii 
vectoriale 

Parametrii 
de ieşire 

1 2 3 4 
RRR (0/2/2, aspect 1) 
 

CA v ,v  (I) BAAB vvv +=  
(I) BCCB vvv +=  

Elem. 2: 
BA v ,v  

Elem. 3:  
CB v ,v  

CA a ,a  (I) t
BA

n
BAAB aaaa ++=  

(I) t
BC

n
BCCB aaaa ++=  

Elem. 2:  
BA a ,a  

Elem. 3:  
CB a ,a   

RRT (0/2/2, aspect 2) 
 
 
 
 
 
 
 
 

M∈4 

4MA  ,v ,v ω
 

(I) BAAB vvv +=  
(II) 34MB vvv +=  

Elem.2: 
BA v ,v  

Elem.3: 
43B  ,v ω=ω  

4MA  ,a ,a ε
 

(I) t
BA

n
BAAB aaaa ++=  

(II) r
34

c
34MB aaaa ++=  

Elem. 2:  
BA a ,a  

Elem.3: 
43B  ,a ε=ε  

RTR (0/2/2, aspect 3) 
 
 
 
 
 
 
 
 
        M∈3, N∈2 

CA v ,v  (II) 32AM vvv +=  
(I)  MCCM vvv +=  

 
(II) 23CN vvv +=  
(I) NAAN vvv +=  

Elem. 2: 
NA v ,v  

Elem. 3:  
MC v ,v  

CA a ,a  (II) r
32

c
32AM aaaa ++=  

(I) t
MC

n
MCCM aaaa ++=  

 
(II) c r

N C 23 23a a a a= + +  
(I) t

NA
n
NAAN aaaa ++=  

Elem. 2: 
NA a ,a  

Elem. 3: 
MC a ,a  

 
 

A

B
2

1
C

3

4

3

A

1 4

C

B,M

2
4

B

1 4

A,M
C,N

2 33

2
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Tabelul 2.2 (continuare) 
1 2 3 4 

TRT (0/2/2, aspect 4) 
 
 
 
 
 
 
 
         

M∈1, N∈4 

41

NM

 ,
 ,v ,v

ωω
 (II) 21MB vvv +=  

(II) 34NB vvv +=  
Elem.2: 

12B  ,v ω=ω  
Elem.3:

43B  ,v ω=ω  

41

NM

 , 
,a ,a

εε
 (II) r

21
c
21MB aaaa ++=  

(II) r
34

c
34NB aaaa ++=  

Elem.2: 
12B  ,a ε=ε  

Elem.3: 
43B  ,a ε=ε  

RTT (0/2/2, aspect 5) 
 
 
 
 
 
 
 

M∈3, N∈4 

4A  ,v ω  (II) 32AM vvv +=  
(II) 34NM vvv +=  

Elem.2: 

432

A  ,v
ω=ω=ω

Elem.3: 
43M  ,v ω=ω  

4A  ,a ε  (II) r
32

c
32AM aaaa ++=  

(II) r
34

c
34NM aaaa ++=  

Elem.2: 

432

A  ,a
ε=ε=ε

 

Elem.3: 
43M  ,a ε=ε  

R (1/1/1) 
 

1A  ,v ω

1A  ,a ε  
Parametrii de intrare 

determină direct 
distribuţia de viteze şi 

de acceleraţii ale 
elementului 1. 

Elem. 1:  
1A  ,v ω  

Elem. 1: 
1A  ,a ε  

RTRR (1/2/2) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

M∈3, N∈2 

32DA v ,v ,v
 

(II) 32AM vvv +=  
 
(I) CMMC vvv +=  
(I) CDDC vvv +=  
 
(II) 23CN vvv +=  

Elem.2: 
NA v ,v  

Elem.3: 
CM v ,v  

Elem.4: 
CD v ,v  

r
32DA a ,a ,a

 
(II) r

32
c
32AM aaaa ++=  

 

(I) t
CM

n
CMMC aaaa ++=  

(I) t
CD

n
CDDC aaaa ++=  

 

(II) r
23

c
23CN aaaa ++=  

Elem. 2: 
NA a ,a  

Elem. 3: 
CM a ,a  

Elem. 4: 
CD a ,a  

1B,M ,N

4

A C
1

2 3
4

2 3

M ,N

1 4

3

B

4
A

1

A 2

C,N

1
5

A,M
D

2
4

3

B
3

2
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 Grupa structurală RRT (Fig.2.7) 
 

 Se defineşte un punct M care coincide cu B, dar aparţine elementului 4. 
 
 Parametrii de intrare: 
 

 
(
(

A Ax Ay M Mx My 4

A Ax Ay M Mx My 4

v v , v ),  v (v , v ),  

a a ,a ),  a (a ,a ),  

ω

ε
  

 
 Pentru analiza vitezelor se scriu următoarele ecuaţii 
 

 
B A BA

B M 34

(I) v v v

(II)v v v

= +⎧⎪
⎨ = +⎪⎩

           (2.16) 

 

ε a ω

d
x

O 1 4t

A

y 2
2

ω D2 C
ϕ3

43ω =ω

b

e

2

B,M

E
3 t

4 pv

m

 
a) b) 
 

c34

d'

b'

m'

β

p
a

DBn

nBA

a'
βn DA

β

ε2

 
c) 

Fig. 2.7 
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 Se aplică, pentru început, varianta grafică de rezolvare. În sistemul 
(2.16) vectorul Bv  este necunoscut, vectorii Av  şi Mv  se cunosc, iar pentru 
vectorii AB vBA⊥  şi 34v // tt se cunosc direcţiile. Aceasta este structura 
generală, în ce priveşte vectorii cunoscuţi şi necunoscuţi, pentru sistemele de 
ecuaţii vectoriale utilizate în cadrul metodei. Ca urmare şi modul de rezolvare 
este unic. Se adoptă un punct pv – numit polul vitezelor (Fig.2.7.b) în care se 
aplică )ap( v vA , iar prin punctul a se trasează suportul vectorului AB vBA⊥ . 
Această dreaptă este locul geometric al punctului b – extremitatea vectorului 

)bp(v vB . În mod analog, se aplică în pv vectorul )mp( v vM , iar prin punctul m 
se trasează suportul vectorului 34v // tt  care constituie, de asemenea, locul 
geometric al punctului b. Evident, poziţia lui b se găseşte la intersecţia celor 
două drepte, iar bpv  reprezintă Bv . Din aceeaşi construcţie rezultă şi vitezele 
relative )ab( vBA şi )mb( v34 . Cunoscând Bv , distribuţia de viteze, pentru cele 
două elemente, este determinată. Astfel, în cazul elementului 2 se cunosc Av şi 

Bv , iar în cazul elementului 3, Bv  şi 43 ω=ω . Dacă dorim să calculăm viteza 
unui punct oarecare 2D ∈ , se scriu ecuaţiile 
 

 
DBBD

DAAD

vvv (I)

 vvv )I(

+=

+=
 

 

în care Av şi Bv  se cunosc, iar AD vDA⊥  şi BD vDB⊥ . Rezolvarea se face la fel 
ca în cazul sistemului (2.16) rezultând )d(p v vD , )ad(vDA  şi )bd(vDB . Pentru a 
determina viteza unghiulară 2ω se aplică formula  
 

 
AB

BA
2 l

v 
 =ω , 

 

iar sensul se stabileşte după regula dată la ecuaţiile de tipul I - sensul vitezei 
unghiulare 2ω este acelaşi cu sensul în care se roteşte AB  pentru a se 
suprapune peste )ba(vBA . 
 Construcţia grafică, numită poligonul vitezelor (Fig.2.7.b) presupune 
aplicarea vitezelor absolute în polul vitezelor vp . Această proprietate implică 
existenţa unei teoreme numită teorema similitudinii cinematice pentru viteze. 
 Se consideră trei puncte care aparţin unui element. Triunghiul 
format de extremităţile vitezelor absolute este asemenea şi rotit cu 900 în 
sensul vitezei unghiulare, în raport cu triunghiul format din cele trei 
puncte. 
 Pentru demonstrarea teoremei să considerăm punctele A, B şi D. 
Triunghiul abd este, într-adevăr, asemenea şi rotit cu 900 în sensul vitezei 
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unghiulare faţă de triunghiul ABD, pentru că laturile sale ab, ad, şi bd 
reprezintă vitezele relative DABA v ,v  şi DBv . 
 Teorema permite determinarea vitezei unui punct când se cunosc 
vitezele altor două puncte ale aceluiaşi element. Ea este foarte utilă în cazul în 
care punctele sunt coliniare. Se consideră, în acest sens, punctul E coliniar cu A 
şi B. Putem scrie sistemul 
 

 
E A EA

E B EB

(I) v v v  

(I) v v v ,

= +

= +
 

 

care nu se poate rezolva grafic pentru că suportul vitezei AB vEA⊥ se suprapune 
peste suportul vitezei AB vEB⊥ , rezultând o nedeterminare. Aplicând teorema 
similitudinii ( ABE~abe ΔΔ ) rezultă că punctul e trebuie să fie coliniar cu a şi 
b, iar poziţia lui se obţine din proporţionalitatea laturilor 
 

 
AB
abAEae

AB
ab

AE
ae

=⇒= . 
 

 Pentru rezolvarea analitică, sistemul (2.16) se proiectează pe axele 
sistemului de coordonate fix, după modelul indicat la cele două tipuri de ecuaţii 
 

 
)xx(vv
)yy(vv

AB2AyBy

AB2AxBx

−ω+=
−ω−=

 

 Bx Mx 34 3

By My 34 3

v v v cos
v v v sin .

= + ⋅ ϕ

= + ⋅ ϕ
 

 

 În felul acesta se obţine un sistem liniar în necunoscutele 
342ByBx  v, ,v ,v ω , care se poate scrie sub forma 

 

 

AxB A Bx

AyB A By

Mx3 2

My3 34

v1 0 (y y ) 0 v
v0 1 (x x ) 0 v

      
v1 0 0 cos
v0 1 0 sin v

−
− −

⋅ =
− ϕ ω
− ϕ

            (2.17) 

 

şi care se poate rezolva fie prin metoda directă (regula lui Cramer), fie printr-un 
procedeu numeric. 
 
 Observaţie 
 Sistemul (2.17) este compatibil, determinat dacă determinantul său 
 

 3AB3AB sin)yy(cos)xx(D ϕ−+ϕ−=      
 

este D ≠ 0. Dacă D = 0, rezultă relaţia 
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3AB

AB

tg
1

xx
yy

ϕ
−=

−
−  

 

care arată că dreapta AB este perpendiculară pe axa de translaţie tt. Aceasta este 
tocmai configuraţia critică a grupei structurale. În concluzie, când grupa se 
găseşte în configuraţia critică, problema vitezelor admite o singularitate 
(incompatibilitate sau nedeterminare). Această concluzie este valabilă pentru 
toate grupele structurale. 
 
 Pentru analiza acceleraţiilor se scriu următoarele ecuaţii vectoriale 
 

 
r
34

c
34MB

t
BA

n
BAAB

aaaa )II(

aaaa  )I(

++=

++=
            (2.18) 

 

 Vectorii Aa  şi Ma  se cunosc iniţial, vectorii n
BAa  şi c

34a  se pot determina 
 

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

→

⋅ω=

AB
AB //

la 

a
AB

2
2

n
BA

n
BA ; 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

ω

⊥

⋅ω=

3
0

34

343
c
34

c
34

 sensulin  90cu  v roteste se
 tt

v  2a 

a  

 

iar pentru vectorii AB a t
BA⊥  şi  tt//a r

34  se cunosc direcţiile. 
Rezolvarea grafică este similară cu cea utilizată la viteze. Se adoptă un punct 
numit polul acceleraţiilor - pa (Fig.2.7.c) în care se aplică A aa  (p a ') . În 

extremitatea acestui vector se aplică n
BA BAa  (a'n ) , iar prin extremitatea sa se 

trasează suportul vectorului AB a t
BA⊥ . Acesta este locul geometric al punctului 

b'  – extremitatea vectorului B aa (p b ') . Se procedează analog cu vectorii din 
ecuaţia a doua: se reprezintă succesiv M aa  (p m') , c

34 34a  (m'c )  şi suportul 
vectorului  tt//a r

34  care este locul geometric al punctului b' . Desigur, b'  se 

găseşte la intersecţia celor două drepte suport, iar ap b '  reprezintă Ba . În 
poligonul acceleraţiilor apar, de asemenea, t

BA BAa  (n b ')  şi r
34 34a  (c b ') . În aceste 

condiţii distribuţia de acceleraţii este determinată: pentru elementul 2 se cunosc 
Aa  şi Ba , iar pentru elementul 3: Ba  şi 43 ε=ε . 

 Pentru a determina acceleraţia unui punct oarecare 2D ∈ , se scriu 
ecuaţiile 
 

 
t
DB

n
DBBD

t
DA

n
DAAD

aaaa )I(

aaaa )I(

++=

++=
 

 

în care Aa  şi Ba  se cunosc, n
DAa  şi n

DBa  se pot determina 
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

→

⋅ω=

AD
AD //

la 

 a
AD

2
2

n
DA

n
DA ; 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

→

⋅ω=

BD
BD //

la 

 a
BD

2
2

n
DB

n
DB  

 

iar AD a t
DA⊥ şi BD a t

DB⊥ . 
 Aplicând procedeul de rezolvare descris în cazul sistemului (2.18) se 
determină D aa  (p d ') . Modulul acceleraţiei unghiulare 2ε  se calculează cu 
formula 
 

 
AB

t
BA

2 l
a 

 =ε , 
 

iar sensul se determină după regula dată la ecuaţiile de tipul I, ca fiind acelaşi cu 
sensul în care se roteşte AB  pentru a se suprapune peste t

BAa . 
 Faptul că acceleraţiile absolute se aplică într-un punct (pa) determină 
existenţa teoremei similitudinii cinematice pentru acceleraţii. 
 Se consideră trei puncte care aparţin unui element. Triunghiul 
format de extremităţile acceleraţiilor absolute este asemenea cu triunghiul 
format de cele trei puncte şi este rotit faţă de acesta cu unghiul )( β−π  în 
sensul acceleraţiei unghiulare. Unghiul β  are valoarea dată de relaţia 
 

 2

  
tg

ω

ε
=β  

 

 Pentru a demonstra teorema se consideră punctele A, B şi D. Din 
poligonul acceleraţiilor se observă că laturile triunghiului a'b'd'  sunt rotite 
faţă de cele ale triunghiului ABD cu acelaşi unghi )( β−π  în sensul lui 2ε . 
 

 2
2

2

n
DB

t
DB

n
DA

t
DA

n
BA

t
BA  

a 

a 

a 

a 

a 

a 
tg

ω

ε
====β . 

 

Ca urmare, cele două triunghiuri a'b'd'  şi ABD sunt asemenea. Teorema 
similitudinii pentru acceleraţii se utilizează pentru determinarea directă (fără a 
scrie ecuaţii vectoriale) a acceleraţiei unui punct când se cunosc acceleraţiile 
altor două puncte aparţinând aceluiaşi element. Ca şi la viteze, aplicarea 
teoremei este deosebit de utilă când punctele sunt coliniare şi când folosirea 
ecuaţiilor vectoriale conduce la o nedeterminare. 
 Rezolvarea analitică a sistemului (2.18) se face prin proiectarea sa pe 
axele de coordonate după modelul arătat la cele două tipuri de ecuaţii 
 

 
)xx()yy(aa
)yy()xx(aa

AB2AB
2
2AyBy

AB2AB
2
2AxBx

−ε+−ω−=

−ε−−ω−=
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r

Bx Mx 3 34 3 34 3

r
By My 3 34 3 34 3

a a 2 v sin a cos

a a 2 v cos a sin .

= − ω ϕ + ϕ

= + ω ϕ + ϕ
 

 

 Acest sistem liniar, în necunoscutele r
342ByBx a , ,a ,a ε , se poate scrie sub 

forma 
 

 

2
B A Bx Ax 2 B A

2
B A By Ay 2 B A

3 2 Mx 3 34 3
r

3 34 My 3 34 3

1 0 (y y ) 0 a a (x x )
0 1 (x x ) 0 a a (y y )

      
1 0 0 cos a 2 v sin
0 1 0 sin a a 2 v cos

− − ω −
− − − ω −

⋅ =
− ϕ ε − ω ϕ
− ϕ + ω ϕ

   (2.19) 

 

 Deoarece sistemul (2.19) are acelaşi determinant cu sistemul (2.17), 
observaţia legată de condiţia de compatibilitate şi determinare menţionată la 
viteze rămâne valabilă şi în acest caz. 
 

 Grupa structurală 0/3/3 cu cuple de rotaţie (Fig.2.8) 
 

 Parametrii de intrare: 
 

 
(
(

A Ax Ay C Cx Cy E Ex Ey

A Ax Ay C Cx Cy E Ex Ey

v v , v ),  v (v , v ),   v (v , v )

a a ,a ),  a (a ,a ),   a (a ,a )
 

 

  
 Analiza grupei 0/3/3 reclamă utilizarea metodei punctelor singulare. 
Punctele singulare aparţin elementului central 3 (Fig.2.8.a) şi se găsesc la 
intersecţia dreptelor AB, CD şi EF. În procesul de analiză este necesar numai 
unul dintre aceste puncte. Să considerăm, în acest sens, punctul S situat la 
intersecţia dreptelor AB şi CD. 
 Pentru analiza vitezelor se scriu ecuaţiile de tipul I 
 

 (I) SBBS vvv +=  
 (I) BAAB vvv +=  

 

 (I) SDDS vvv +=  
 (I) DCCD vvv +=  
 

din care, prin înlocuiri, se obţine sistemul 
 

 
⎩
⎨
⎧

++=
++=

DCSDCS

BASBAS

vvvv
vvvv

          (2.20) 
 

Se fac notaţiile 
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SCDCSD

SABASB

vvv
vvv

=+
=+

                  
 

care permit scrierea sistemului (2.20) sub forma 
 

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

+=

SCCS

SAAS

vvv

vvv
          (2.21) 

 

 Rezolvarea grafică a sistemului (2.21), în scopul determinării vitezei 
Sv , se face după modelul arătat la sistemul (2.16) pentru că Av  şi Cv  sunt 

cunoscute, iar AB vSA⊥ ( AB vSB⊥ , AB vBA ⊥ ) şi CD vSC⊥ ( CD vSD⊥ , 
CD vDC⊥ ). După determinarea vitezei Sv  se determină Fv  folosind sistemul 
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c) 

 
Fig. 2.8 
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

+=

FEEF

FSSF

vvv

vvv
                 

 

Apoi, se pot calcula, cu ajutorul unor sisteme similare Dv  (în funcţie de Fv  şi 

Cv ) şi Bv  (în funcţie de Fv  şi Av ). 
 Pentru rezolvarea analitică se consideră ecuaţia 
 

 SBBS vvv +=  
 

şi proiecţiile ei pe axele de coordonate 
 

 Sx Bx 3 S B

Sy By 3 S B

v v (y y )
v v (x x )

= − ω −

= + ω −
 

 

Între aceste ecuaţii se poate elimina 3ω  rezultând 
 

 Sx Bx S B

Sy By S B

v v y y
v v x x

− −
= −

− −
 

 

În mod similar, din ecuaţia 
 

 BAAB vvv +=  
 

rezultă 
 

 
AB

AB

AyBy

AxBx

xx
yy

vv
vv

−
−

−=
−
− . 

 

Deoarece punctele A, B şi S sunt coliniare există proporţia 
 

 S B B A

S B B A

y y y y
x x x x

− −
=

− −
 

 

care conduce la relaţiile 
 

 
AySy

AxSx

AyBy

AxBx

BySy

BxSx

vv
vv

vv
vv

vv
vv

−
−

=
−
−

=
−
−

 
 

şi, în final, la ecuaţia 
 

 
AB

AB

AySy

AxSx

xx
yy

vv
vv

−
−

−=
−
−

.  (2.22) 
 

Considerând punctele C, D şi S se deduce, în acelaşi fel, ecuaţia 
 

 
CD

CD

CySy

CxSx

xx
yy

vv
vv

−
−

−=
−
−

        (2.23) 
 

Ecuaţiile (2.22) şi (2.23) formează un sistem liniar 
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)yy(v)xx(v
)yy(v)xx(v

 
v
v
 

yyxx
yyxx

 
CBCyCBCx

ABAyABAx

Sy

Sx

CDCD

ABAB

−+−
−+−

=⋅
−−
−−

             
             

din care se calculează Sxv  şi Syv . Traseul de calcul care se parcurge, în 
continuare, este similar cu cel arătat la procedeul grafic. 
 
 Problema acceleraţiilor reclamă folosirea ecuaţiilor de tipul I: 
 

 
t
BA

n
BAAB

t
SB

n
SBBS

aaaa (I)
 aaaa )I(

++=

++=
 (2.24)    

 
t
DC

n
DCCD

t
SD

n
SDDS

aaaa (I)
 aaaa )I(

++=

++=
           (2.25) 

  

Prin înlocuiri se obţine sistemul 
 

 
 aaaaaa

 aaaaaa
t
SD

t
DC

n
SD

n
DCCB

t
SB

t
BA

n
SB

n
BAAS

++++=

++++=
 (2.26) 

 

Se fac notaţiile 
 

 
t
SA

t
SB

t
BA

n
SA

n
SB

n
BA

aaa 

aaa

=+

=+
   

 
t
SC

t
SD

t
DC

n
SC

n
SD

n
DC

aaa

aaa

=+

=+
              

 

În felul acesta sistemul (2.26) se poate scrie 
 

 
 aaaa

 aaaa
t
SC

n
SCCS

t
SA

n
SAAS

++=

++=
       (2.27) 

 

Acest sistem se rezolvă grafic după modelul sistemului (2.18) deoarece Aa  şi 

Ca  se cunosc iniţial, n
SAa  şi n

SCa  se pot calcula pe baza componentelor lor 
 

 

⎪
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2
2

n
BA

n
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

→

⋅ω=
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BS //
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 a
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2
3

n
SB

n
SB  

 

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

→

⋅ω=

CD
CD //
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 a
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2
4

n
DC

n
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

→

⋅ω=
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DS //
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 a
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2
3

n
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n
SD  
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iar AB a t
SA⊥ ( AB a t

BA⊥ , AB a t
SB⊥ ) şi CD a t

SC⊥ ( CD a t
DC⊥ , CD a t

SD⊥ ). În 
continuare se determină Fa (în funcţie Sa  şi Ea ), Da  (în funcţie de Fa  şi Ca ) şi 

Ba  (în funcţie de Fa  şi Aa ). 
 În cadrul procedeului analitic ecuaţiile (2.24) şi (2.25) se prelucrează 
asemănător cu ecuaţiile de viteze, rezultând, în final, sistemul liniar 
 

 

)yy))(yy()yy(a(
)xx))(xx()xx(a(

)yy))(yy()yy(a(
)xx))(xx()xx(a(

 
a
a
 

yyxx
yyxx

 

CDCD
2
4DS

2
3Cy

CDCD
2
4DS

2
3Cx

ABAB
2
2BS

2
3Ay

ABAB
2
2BS

2
3Ax

Sy

Sx

CDCD

ABAB

−−ω−−ω−+

+−−ω−−ω−

−−ω−−ω−+

+−−ω−−ω−

=⋅
−−
−−

,      

 

din care se calculează )a ,(a a SySxS . 
 
 
 2.1.4. Metoda contururilor vectoriale 
 
 2.1.4.1. Prezentare generală 
 
 Metoda are caracter analitic şi poate fi utilizată pentru analiza 
cinematică a mecanismelor plane şi spaţiale formate din lanţuri cinematice 
închise. Aplicarea metodei presupune adoptarea unui set de contururi 
independente asociate mecanismului. Pentru fiecare contur se formează un 
circuit închis de vectori ataşaţi elementelor şi se scrie o ecuaţie de închidere 

care exprimă faptul că suma 
vectorilor este egală cu zero. Un 
vector oarecare din contur kl  
(Fig.2.9.a) se poate exprima 
astfel: 
 

 k k k kl u ( ) l= ϕ ⋅  
 

în care kl este o lungime, iar 

k ku ( )ϕ  este un versor determinat 
de unghiul kϕ , măsurat în sens 

direct (trigonometric) în raport cu semiaxa pozitivă Ox a unui sistem de 
coordonate fix (solidar cu baza). Prin urmare, fiecare vector al conturului 
conţine doi parametri scalari, kl  şi kϕ  care pot fi constanţi sau variabili. 
Ecuaţiile de închidere se proiectează pe axele de coordonate, rezultând un 
sistem de ecuaţii scalare care are ca necunoscute parametrii de poziţie ai 
mecanismului. În cazul mecanismelor de clasa a 2-a ecuaţiile de închidere se 

x
O

y

kl

ϕk
uk

k

O
x

k
u ϕ ky

-u k

ek

900

090
l

a)                                  b) 
Fig.2.9 
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pot rezolva separat, într-o ordine stabilită raţional şi admit, în general, soluţii 
analitice (directe). Mecanismele de clase mai mari reclamă gruparea ecuaţiilor 
de închidere, iar rezolvarea se poate face numai prin metode numerice. Pentru 
exemplificare, să considerăm mecanismul din Fig.2.10.a (care provine dintr-un 
lanţ cinematic Stephenson) cu circuitele vectoriale indicate în Fig.2.10.b. 
Ecuaţiile de închidere sunt 
 

 11 1 2 2 3 3 6 6

1 1 2 2 4 4 5 5 6 6

u l u l u l u l 0

u l u ' l ' u l u l u ' l ' 0

+ + + =

+ + + + =
 

Dacă se adoptă cupla A - conducătoare, mecanismul este de clasa a 2-a 
(descompunerea în grupe structurale este arătată în Tab.1.8). În această ipoteză 
prima ecuaţie de închidere are două necunoscute: ϕ2 şi ϕ3 deoarece l1, l2, l3, l6, şi 
ϕ6 sunt constante constructive, iar ϕ1 este parametrul cuplei conducătoare, 
considerat cunoscut. Prin urmare această ecuaţie de închidere se poate rezolva 
separat fiind echivalentă cu două ecuaţii scalare. În ecuaţia a doua intervin 
necunoscutele 2'ϕ , ϕ4 şi ϕ5 deoarece l1, l 2' , l4, l5, l 6'  şi 6'ϕ  sunt constante 
constructive, iar ϕ1 se cunoaşte. Dar, după rezolvarea primei ecuaţii, putem 
calcula 2 2' CBEϕ = ϕ +) , astfel că rămân numai două necunoscute şi 
problema este determinată. În cazul în care cupla conducătoare este G, 
mecanismul este de clasa a 3-a (Tab.1.8), iar cele patru necunoscute ϕ1, ϕ2, ϕ3 şi 
ϕ4 se pot determina numai prin rezolvarea sistemului format din ambele ecuaţii. 
 Pentru determinarea vitezelor şi a acceleraţiilor se derivează ecuaţiile de 
închidere în raport cu parametrul cuplei conducătoare ϕ1. Vom analiza modul în 
care se face derivarea unui versor oarecare ku . 
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a)                                                                 b) 

Fig. 2.10 
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k k k

0 0k k k
k k k k

1 1 1

u icos jsin
du d d( isin jcos ) (icos( 90 ) jsin( 90 ))
d d d

= ϕ + ϕ
ϕ ϕ

= − ϕ + ϕ = ϕ + + ϕ +
ϕ ϕ ϕ

   

 

Expresia din paranteză reprezintă un versor rotit cu 900 în sens direct faţă de 
ku , pe care îl notăm ke (Fig.2.9.b), astfel încât putem scrie 

 

 k k
k

1 1

du de
d d

ϕ
=

ϕ ϕ
            (2.28) 

 

În mod analog, derivarea lui ke în raport cu ϕ1 se face după formula 
 

 k k
k

1 1

de du
d d

ϕ
= −

ϕ ϕ
            (2.29) 

 

deoarece prin rotirea lui ke cu 900 în sens direct se obţine - ku (Fig.2.9.b). 
 Funcţiile de forma )( 1k ϕϕ , conţinute implicit în ecuaţiile de închidere 
şi exprimate explicit după rezolvarea acestora se numesc funcţii de transmitere 

de ordinul zero. Derivatele lor în raport cu ϕ1, )(
d
d

1
1

k ϕ
ϕ
ϕ  se numesc funcţii de 

transmitere de ordinul unu, iar derivatele de ordin doi )(
d
d

12
1

k
2

ϕ
ϕ
ϕ  - funcţii de 

transmitere de ordinul doi. 
 În cele ce urmează se aplică această metodă pentru a efectua analiza 
cinematică a mecanismelor plane uzuale cu 4 elemente, caracterizate printr-un 
singur contur vectorial. La fiecare mecanism se precizează parametrii de intrare 
clasificaţi astfel: 1) parametrii constructivi; 2) parametrii mişcării relative din 
cupla conducătoare. 
 
 
 2.1.4.2. Mecanismul patrulater articulat plan (Fig.2.11) 
 
 Parametrii de intrare: 
 1) l1, l2, l3, l4  
 2) 1ϕ , 1ω , 1ε  
 
 Ecuaţia de închidere a conturului vectorial (Fig.2.11.b) este 
 

 1 1 2 2 3 3 4 4u l u l u l u l 0+ + + =             (2.30) 
 

 Problema poziţiilor constă în determinarea unghiurilor ϕ2 şi ϕ3 care 
intervin în ecuaţia de închidere, ca singure necunoscute, prin intermediul 
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versorilor 2 2u ( )ϕ  şi 3 3u ( )ϕ . Se observă că vectorii 1 1u l  şi 4 4u l sunt complet 
cunoscuţi, iar suma lor se notează u lΣ Σ , 
 

 1 1 4 4u l u l u lΣ Σ = +  
 

Proiectând această relaţie pe axele de coordonate şi având în vedere că π=ϕ4 , 
se obţine 
 

 
11

411

sinlsinl
lcoslcosl

ϕ=ϕ
−ϕ=ϕ

ΣΣ

ΣΣ  
 

De aici rezultă 
 

 

141
2
4

2
1

411

11

cosll2ll l

lcosl
sinlarctg

ϕ−+=

−ϕ
ϕ

=ϕ

Σ

Σ
 

 

Ecuaţia de închidere se poate scrie, acum, sub forma 
 

 2 2 3 3u l u l u l 0Σ Σ+ + =  
 

Se separă termenul 3 3u l  şi se ridică ecuaţia la pătrat 
 

 
2 2

3 3 2 2
2 2 2
3 2 2 2

( u l ) (u l u l )

l l l 2l l cos
Σ Σ

Σ Σ Σ

− = +

= + + ϕ
 

 

De aici rezultă unghiul Σϕ2  format între versorii 2u  şi uΣ  
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                                a)            b) 
Fig. 2.11 

 

 ϕ2Σ ∈ ϕ3Σ ∈ 
ABCD [π, 2π] [0, π] 
ABC’D [0, π] [π, 2π] 
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 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
=ϕ

Σ

Σ
Σ ll2

lll arccos
2

22
2

2
3

2  
 

 Cele două soluţii posibile pentru ]2 ,0[2 π∈ϕ Σ  sunt în corespondenţă cu 
cele două poziţii ale mecanismului ABCD şi ABC'D, aşa cum se indică în 
tabelul din Fig.2.11. Cunoscând Σϕ2 , se calculează 
 

 ΣΣ ϕ+ϕ=ϕ 22 . 
 

 Procedând în mod analog, prin separarea termenului 2 2u l , se obţine 
 

 
2 2 2
2 3

3
3

l l larccos
2l l

Σ
Σ

Σ

⎛ ⎞− −
ϕ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

şi 
 

 ΣΣ ϕ+ϕ=ϕ 33 . 
 

Soluţiile pentru ]2 ,0[3 π∈ϕ Σ  sunt, de asemenea, în corespondenţă cu poziţiile 
mecanismului, aşa cum se arată în tabelul din Fig.2.11. 
 În cadrul problemei vitezelor ne propunem să determinăm vitezele 
unghiulare 2ω  şi 3ω  care se pot exprima astfel 
 

 

1
1

3
3

1
1

21

1

22
2

d
d

d
d

dt
d

d
d

dt
d

ω
ϕ
ϕ

=ω

ω
ϕ
ϕ

=
ϕ

⋅
ϕ
ϕ

=
ϕ

=ω

 

Deoarece 1ω  se cunoaşte, pentru a determina 2ω  şi 3ω  trebuie să determinăm 

funcţiile de transmitere de ordinul unu 
1

2

d
d

ϕ
ϕ  şi 

1

3

d
d

ϕ
ϕ . În acest scop se derivează 

ecuaţia de închidere (2.30) în raport cu parametrul 1ϕ  
 

 32
1 1 2 2 3 3 3 2

1 1

dde l e l e l 0  / u / u
d d

ϕϕ
+ + = ⋅ ⋅

ϕ ϕ
        (2.31) 

 

 Ecuaţia (2.31) se înmulţeşte scalar cu 3u , obţinând 
 

 0)90cos(
d
dl)90cos(l 3

0
2

1

2
23

0
11 =ϕ−+ϕ

ϕ
ϕ

+ϕ−+ϕ  
 

din care rezultă 
 

 
)sin(l
)sin(l

d
d

322

311

1

2

ϕ−ϕ
ϕ−ϕ

−=
ϕ
ϕ  

 

 Prin înmulţirea scalară a ecuaţiei (2.31) cu 2u  se obţine 
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)sin(l
)sin(l

d
d

233

211

1

3

ϕ−ϕ
ϕ−ϕ

−=
ϕ
ϕ  

 

 Problema acceleraţiilor are ca obiectiv determinarea acceleraţiilor 
unghiulare 2ε  şi 3ε  care se exprimă astfel 

1
1

32
12

1

3
2

3

1
1

22
12

1

2
2

2
1

2

1

2
2

1
2
1

2
2

1

1

22
2

d
d

d
d

d
d

d
d

dt
d

d
d

dt
d

d
d

dt
d

d
d

dt
d

dt
d

ε⋅
ϕ
ϕ

+ω⋅
ϕ
ϕ

=ε

ε⋅
ϕ
ϕ

+ω⋅
ϕ
ϕ

=
ϕ

⋅
ϕ
ϕ

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ

ϕ
ϕ

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ϕ
⋅

ϕ
ϕ

=
ω

=ε
 

 În aceste expresii intervin funcţiile de transmitere de ordinul doi 2
1

2
2

d
d

ϕ
ϕ  

şi 2
1

3
2

d
d

ϕ
ϕ  care trebuie determinate. Ceilalţi parametri sunt cunoscuţi iniţial 

( 11  , εω ) sau au fost determinaţi ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

1

3

1

2

d
d ,

d
d . În mod obişnuit 01 =ε  deoarece 

rotaţia elementului conducător se consideră uniformă. Pentru determinarea 
funcţiilor de transmitere de ordinul doi se derivează ecuaţia (2.31) în raport cu 

1ϕ , 
 

2 2 22
3 32 2

1 1 2 2 2 2 3 3 3 3 3 22 2
1 1 1 1

d dd du l u l e l u l e l 0 / u / u
d d d d

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ϕ ϕϕ ϕ
− − + − + = ⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ϕ ϕ ϕ ϕ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  (2.32) 
 

şi se înmulţeşte scalar cu 3u , obţinând 
2

2
1 1 3 2 2 3

1

22
0 32

2 2 3 32
1 1

dl cos( ) l cos( )
d

ddl cos( 90 ) l 0
d d

⎛ ⎞ϕ
− ϕ − ϕ − ϕ − ϕ +⎜ ⎟ϕ⎝ ⎠

⎛ ⎞ϕϕ
+ ϕ + − ϕ − =⎜ ⎟ϕ ϕ⎝ ⎠

 

 

 
)sin(l

d
dl)cos(

d
dl)cos(l

d
d

322

2

1

3
332

2

1

2
2311

2
1

2
2

ϕ−ϕ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ
ϕ

+ϕ−ϕ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ
ϕ

+ϕ−ϕ
−=

ϕ
ϕ  

 

 Prin înmulţire cu 2u  se obţine 
 

 
)sin(l

d
dl)cos(

d
dl)cos(l

d
d

233

2

1

2
223

2

1

3
3211

2
1

3
2

ϕ−ϕ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ
ϕ

+ϕ−ϕ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ
ϕ

+ϕ−ϕ
−=

ϕ
ϕ
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 Având la dispoziţie parametrii calculaţi putem determina poziţia, viteza 
şi acceleraţia pentru orice punct al mecanismului. Să considerăm, în acest sens, 
un punct P aparţinând bielei 2 (Fig.2.12). Poziţia punctului P, în raport cu 
elementul 2, este dată prin parametrii P CBPα =)  şi Pl BP= . Vectorul de 

poziţie al punctului P se 
poate scrie 
 P 1 1 P Pr u l u l= + ,           (2.33) 
 

în care P Pu ( )ϕ  este versorul 
direcţiei BP . Unghiul Pϕ  
are expresia evidentă 
 

 P2P α+ϕ=ϕ  
 

Proiectând Pr  (2.33), pe 
axele de coordonate, se 
obţine poziţia punctului P 
 

 

)sin(lsinly
)cos(lcoslx

P2P11P

P2P11P

α+ϕ+ϕ=
α+ϕ+ϕ=

 
 

Derivând  Pr  în raport cu timpul se obţine viteza punctului P 
 

 P P
P 1

1

dr drv .
dt d

= = ⋅ ω
ϕ

 
 

Funcţia de transmitere P

1

dr
dϕ

 se calculează prin derivarea expresiei (2.33) în 

raport cu 1ϕ  
 

 P 2
1 1 P P

1 1

dr de l e l .
d d

ϕ
= +

ϕ ϕ
           (2.34) 

 

Acceleraţia punctului P are expresia 
 

 
2

2P P P
P 1 12

1 1

dv d r dra .
dt d d

= = ⋅ ω + ⋅ ε
ϕ ϕ

 
 

Funcţia de transmitere de ordinul doi 
2

P
2
1

d r
dϕ

 se obţine derivând expresia (2.34) în 

raport cu 1ϕ  
 

 
22 2

 P 2 2
1 1 P P P P2 2

1 1 1

d r d du l u l e l .
d d d

⎛ ⎞ϕ ϕ
= − − +⎜ ⎟ϕ ϕ ϕ⎝ ⎠

           (2.35) 

A D

B

C

ϕ1

u1

u2ϕ2

x

y

P

uP

PϕPα

Prl P

Fig. 2.12 
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34

l 44

A 1
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u
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4
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ϕ4 u

1ϕ
1

C

l3 y

2l2

ϕ2 B

u

3

C
x

ϕ

B

 
b) 

Fig. 2.13 

 2.1.4.3. Mecanismul manivelă - piston (bielă - manivelă)  
                        (Fig.2.13) 
 
 Parametrii de intrare: 
 1) l1, l2, l4  
 2) 1ϕ , 1ω , 1ε  

 Ecuaţia de închidere 
 

 1 1 2 2 3 3 4 4u l u l u l u l 0+ + + =             (2.30) 
 

conţine parametrii de poziţie necunoscuţi 2ϕ  şi l3. Pentru determinarea lor, se 
proiectează ecuaţia de închidere pe axele de coordonate având în vedere că 

π=ϕ3  şi 
24
π

=ϕ  (dacă punctul A se găseşte sub axa de translaţie 
24
π

−=ϕ ) 
 

 
0lsinlsinl
0lcoslcosl

42211

32211

=+ϕ+ϕ
=−ϕ+ϕ

           (2.36) 
 

Din ecuaţia a doua rezultă 2ϕ  
 

 1 1 4
2

2

l sin larcsin .
l

⎛ ⎞ϕ +
ϕ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

Cunoscând 2ϕ , se determină 3l  din prima ecuaţie 
 

 22113 coslcosll ϕ+ϕ= . 
 

a) 

 ϕ2 ∈ 
ABC [3π/2, 2π]∪ [0, π/2] 
ABC’ [π/2, 3π/2] 
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Cele două soluţii posibile pentru ]2 ,0[2 π∈ϕ  sunt în corespondenţă cu poziţiile 
ABC şi ABC' ale mecanismului conform cu tabelul din Fig.2.13. 
 În problema vitezelor se urmăreşte determinarea vitezei unghiulare 2ω  
şi a vitezei punctului C ( Cv ) care au expresiile 
 

 

1
1

33
C

1
1

2
2

d
dl

dt
dlv

d
d

ω⋅
ϕ

==

ω⋅
ϕ
ϕ

=ω

 

 

Funcţiile de transmitere 
1

2

d
d

ϕ
ϕ  şi 

1

3

d
dl
ϕ

 se determină prin derivarea ecuaţiei de 

închidere (2.30) în raport cu 1ϕ  
 

 32
1 1 2 2 3 3 2

1 1

dlde l e l u 0 / e / u
d d
ϕ

+ + = ⋅ ⋅
ϕ ϕ

         (2.37) 
 

Ecuaţia se înmulţeşte scalar, succesiv cu 3e  şi 2u , rezultând 
 

 

2

211

1

3

22

11

1

2

cos
)sin(l

d
dl

cosl
cosl

d
d

ϕ
ϕ−ϕ

−=
ϕ

ϕ
ϕ

−=
ϕ
ϕ

 

 

 În problema acceleraţiilor se determină 2ε  şi Ca  
 

 

1
1

32
12

1

3
2

C

1
1

22
12

1

2
2

2

d
dl

d
lda

d
d

d
d

ε⋅
ϕ

+ω⋅
ϕ

=

ε⋅
ϕ
ϕ

+ω⋅
ϕ
ϕ

=ε

 

 

Se derivează ecuaţia (2.37) în raport cu 1ϕ  
 

 
2 22

32 2
1 1 2 2 2 2 3 3 22 2

1 1 1

d ld du l u l e l u 0 / e / u
d d d

⎛ ⎞ϕ ϕ
− − + + = ⋅ ⋅⎜ ⎟ϕ ϕ ϕ⎝ ⎠

        (2.38) 
 

şi se înmulţeşte scalar, succesiv cu 3e  şi 2u , obţinând funcţiile de transmitere 
de ordinul doi 
 

 

2

2
1 1 2 22

12
2
1 2 2

dl sin l sin
dd

d l cos

⎛ ⎞ϕ
ϕ + ϕ⎜ ⎟ϕϕ ⎝ ⎠=

ϕ ϕ
;   

2

2
1 1 2 22

13
2
1 2

dl cos( ) l
dd l

d cos

⎛ ⎞ϕ
ϕ − ϕ + ⎜ ⎟ϕ⎝ ⎠= −

ϕ ϕ
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 Formule aproximative  
 

În cazul acestui mecanism se folosesc, uneori, formule aproximative, 
dar comode, pentru calculul deplasării pistonului. Eliminând unghiul 2ϕ  între 
ecuaţiile (2.36) se ajunge la următoarea expresie pentru Cx  

 

2

4 1 1
C 3 1 1 2

2

l l sinx l l cos l  1
l

⎛ ⎞+ ϕ
= = ϕ + − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

Notând 
2

1

l
l

=λ  şi 
1

4

l
lk = , formula devine 

 

 2
1

2
211C )sink(1 lcoslx ϕ+λ−+ϕ=  

 

Radicalul din această expresie se dezvoltă în serie de puteri 
 

 

2 2 2 2 4 4
1 1 1

6 6
1

1 11 (k sin ) 1 (k sin ) (k sin )
2 8
1                                    (k sin ) ...

16

− λ + ϕ = − λ + ϕ − λ + ϕ −

− λ + ϕ −
 

 

Seria este convergentă dacă 1)sink( 2
1

2 <ϕ+λ ; condiţie satisfăcută pentru 
valorile practice ale lui λ şi k. O aproximare suficient de bună se obţine dacă se 
păstrează numai primii doi termeni ai seriei. În acest caz, expresia lui Cx  devine 
 

 )sin
2
1sinkk

2
11(coslx 1

2
1

2
11C ϕλ−ϕλ−λ−

λ
+ϕ= . 

 

Prin derivări succesive, în raport cu timpul, se obţin viteza şi acceleraţia 
punctului C 
 

 
2
11111C

11111C

)2cossink(cosla

)2sin
2

cosk(sinlv

ω⋅ϕλ+ϕλ−ϕ−=

ω⋅ϕ
λ

+ϕλ+ϕ−=
 

 
 
 2.1.4.4. Mecanismul cu culisă de rotaţie (Fig. 2.14) 
 
 Parametrii de intrare: 
 1) l1, l4  
 2) 1ϕ , 1ω , 1ε  
 
 Ecuaţia de închidere a conturului vectorial este 
 



 75

 1 1 3 3 4 4u l u l u l 0+ + =                     (2.39) 
 

şi are parametrii de poziţie necunoscuţi 3ϕ  şi 3l  grupaţi într-un singur termen, 
care se separă astfel 
 

 3 3 1 1 4 4u l u l u l= − − . 
 

De aici rezultă, prin proiectare pe axele de coordonate, 
 

 
1 1 4

3
1 1

2 2
3 1 4 1 4 1

(l sin l )arctg
l cos

l l l 2l l sin .

⎛ ⎞− ϕ +
ϕ = ⎜ ⎟− ϕ⎝ ⎠

= + + ϕ

 

 

 În problema vitezelor interesează 3ω  care are expresia 
 

 1
1

3
3 d

d
ω⋅

ϕ
ϕ

=ω . 
 

Pentru a determina 
1

3

d
d

ϕ
ϕ  se derivează ecuaţia de închidere (2.39) în raport cu 

parametrul 1ϕ  
 

 3 3
1 1 3 3 3 3 3

1 1

d dle l e l u 0 / e / u
d d
ϕ

+ + = ⋅ ⋅
ϕ ϕ

            (2.40) 
 

Înmulţind scalar, succesiv cu 3e  şi 3u  se obţin funcţiile de transmitere de 
ordinul unu, 

4

C C
4ϕ

x

u
ϕ

B

3

l4

4

3l

1A
1l

u4

2 A

y

u3

B

1

1

3ϕ

 
                                  a)                                          b) 

Fig. 2.14 
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3 1 1 3

1 3

3
1 1 3

1

d l cos( )
d l
dl l sin( ).
d

ϕ ϕ − ϕ
= −

ϕ

= ϕ − ϕ
ϕ

 

 

 Acceleraţia unghiulară 3ε  are expresia 
 

 
2

23 3
3 1 12

1 1

d d .
d d

ϕ ϕ
ε = ⋅ ω + ⋅ ε

ϕ ϕ
 

 

 Se derivează ecuaţia (2.40) în raport cu 1ϕ  
 

2 2 2
3 3 3 3 3

1 1 3 3 3 3 3 3 32 2
1 1 1 1 1

d d dl d d lu l u l 2e e l u 0 / e
d d d d d

⎛ ⎞ϕ ϕ ϕ
− − + ⋅ + + = ⋅⎜ ⎟ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ⎝ ⎠

     (2.41) 
 

şi se înmulţeşte scalar cu 3e . Rezultă 
 

 

3 3
1 1 32

3 1 1
2
1 3

d dll sin( ) 2
d d d
d l

ϕ
ϕ − ϕ − ⋅

ϕ ϕ ϕ
=

ϕ
. 

 
 
 2.1.4.5. Mecanismul cu culisă de translaţie (Fig. 2.15) 
 
 Parametrii de intrare: 
 1) l1 
 2) 1ϕ , 1ω , 1ε  
 
 Ecuaţia de închidere 
 

 1 1 2 2 3 3u l u l u l 0+ + =                    (2.42) 
 

conţine necunoscutele 2l   şi 3l . Dintre acestea, interesează, în primul rând, 3l  
care este parametrul de poziţie al elementului 3. Proiectând ecuaţia de 

închidere pe axa Ox şi ţinând seama că 
2

3
2

π
=ϕ  şi π=ϕ3  se obţine 

 

 3 1 1l l cos .= ϕ  
 

Derivând, succesiv, în raport cu timpul se determină viteza şi acceleraţia culisei 
de translaţie 3 
 

 3
3 1 1 1

dlv l sin
dt

= = −ω ϕ  
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 23
3 1 1 1 1 1 1

dva l cos l sin .
dt

= = −ω ϕ − ε ϕ  

 
 
 2.1.4.6. Mecanismul cu cilindru oscilant (Fig. 2.16) 
  
 Parametrii de intrare: 
 1) l3, l4  
 2) 21l , 21v , r

21a  
 
 Ecuaţia de închidere 
 

 11 21 3 3 4 4u l u l u l 0+ + =                    (2.43) 
 

conţine parametrii de poziţie necunoscuţi 1ϕ  şi 3ϕ . Unghiul 1ϕ  se determină 
separând termenul 3 3u l  şi ridicând la pătrat ambele părţi ale ecuaţiei 
 

 

2 2
3 3 1 21 4 4

2 2 2 2 2
3 21 4 21 4 1 4 21 4 21 4 1

2 2 2
21 4 3

1
21 4

( u l ) (u l u l )

l l l 2l l cos( ) l l 2l l cos

l l larccos
2l l

− = +

= + + ϕ − ϕ = + − ϕ

⎛ ⎞+ −
ϕ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

 

 În mod asemănător se determină 3ϕ , prin separarea termenului 1 21u l  
 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
=ϕ

43

2
21

2
4

2
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3 ll2
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B
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C 1A ϕ
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2u

ϕ

2
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C
x

 
         a)       b) 

Fig. 2.15 
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Soluţiile pentru ]2 ,0[1 π∈ϕ  şi ]2 ,0[3 π∈ϕ  sunt în corespondenţă cu cele două 
poziţii ABCD şi AB'C'D ale mecanismului aşa cum se arată în tabelul din 
Fig.2.16. 
 În problema vitezelor se determină 1ω  şi 3ω  care au expresiile 
 

 

1 1 21 1
1 21

21 21

3
3 21

21

d d dl d v
dt dl dt dl
d v
dl

ϕ ϕ ϕ
ω = = ⋅ = ⋅

ϕ
ω = ⋅

 

 

 Pentru a determina funcţiile de transmitere de ordinul unu 
21

1

dl
dϕ  şi 

21

3

dl
dϕ , 

se derivează ecuaţia de închidere (2.43) în raport cu parametrul cuplei 
conducătoare 21l  
 

 31
1 21 1 3 3 3 1

21 21

dde l u e l 0 / u / u
dl dl

ϕϕ
+ + = ⋅ ⋅            (2.44) 

 

Înmulţind scalar, succesiv, cu 3u  şi 1u  se obţine 
 

 1

21 21 1 3

d 1
dl l tg( )

ϕ
=

ϕ − ϕ
 

C'
Dl4A

3

4 4

3
l

l

1 B

21
2 C

B'

A

u

ϕ1

1

B
y

u x4
4

ϕ

D
4

ϕ C3

u3

  
                 a)                           b) 

Fig. 2.16 

 ϕ1 ∈ ϕ3 ∈ 
ABCD [0, π] [π, 2π] 

AB'C'D  [π, 2π] [0, π] 
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yn-1
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zn-1 Pzn
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nx
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Fig. 2.17 

 3

21 3 3 1

d 1 .
dl l sin( )
ϕ

=
ϕ − ϕ

 
 

 Problema acceleraţiilor urmăreşte determinarea parametrilor 1ε  şi 3ε  
care se exprimă astfel 
 

 

2
2 r1 1

1 21 212
21 21

2
2 r3 3

3 21 212
21 21

d dv a
dl dl

d dv a .
dl dl

ϕ ϕ
ε = ⋅ + ⋅

ϕ ϕ
ε = ⋅ + ⋅

 

 

 Pentru calculul funcţiilor de transmitere de ordinul doi se derivează 
ecuaţia (2.44) în raport cu 21l  
 

2 2 22
3 31 1 1

1 21 1 1 21 3 3 3 3 3 12 2
21 21 21 21 21

d dd d du l 2e e l u l e l 0 / u / u
dl dl dl dl dl

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ϕ ϕϕ ϕ ϕ
− + + − + = ⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (2.45) 

 

şi se înmulţeşte scalar, succesiv, cu 3u  şi 1u  
 

 

2 2

31 1
21 1 3 1 3 32

21 21 211
2
21 21 1 3

2 2

31
21 3 3 12

21 213
2
21 3 3 1

dd dl cos( ) 2 sin( ) l
dl dl dld

dl l sin( )

ddl l cos( )
dl dld .

dl l sin( )

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ϕϕ ϕ
ϕ − ϕ + ϕ − ϕ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

ϕ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= −
ϕ − ϕ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ϕϕ
+ ϕ − ϕ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

ϕ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= −
ϕ − ϕ

 

 
 

2.1.5. Metoda transformărilor de coordonate 
(matriceală) 

 
2.1.5.1. Prezentare generală 
 

Metoda, caracterizată printr-un model 
matematic cu exprimare matriceală, are un grad 
mare de generalitate şi poate fi aplicată atât 
pentru mecanismele plane, cât şi pentru cele 
spaţiale; pentru mecanismele simple şi pentru 
cele complexe. În acelaşi timp, utilizarea 
metodei este însoţită de un formalism relativ 
complicat şi implică dificultăţi de rezolvare a 
ecuaţiilor matriceale, care reclamă metode 
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numerice specifice. În aceste condiţii, metoda transformărilor de coordonate se 
recomandă, cu precădere, acolo unde metodele mai simple nu dau satisfacţie. 
Un domeniu specific pentru această metodă este cel al mecanismelor spaţiale 
formate din lanţuri cinematice deschise utilizate în structura manipulatoarelor şi 
roboţilor. 
 Transformarea coordonatelor unui punct P dintr-un sistem n în alt 
sistem n-1 (Fig.2.17) este descrisă de relaţiile 
 

 
)z ,zcos(z)y ,zcos(y) x,zcos(xzz
)z ,ycos(z)y ,ycos(y) x,ycos(xyy
)z ,xcos(z)y ,xcos(y) x,xcos(xxx

n1nnn1nnn1nnO1n

n1nnn1nnn1nnO1n

n1nnn1nnn1nnO1n

−−−−

−−−−

−−−−

+++=
+++=
+++=

 

 

în care 1nx − , 1ny − , 1nz −  sunt coordonatele punctului P în raport cu sistemul n-1, 

nx , ny , nz  - coordonatele aceluiaşi punct în sistemul n, iar Ox , Oy , Oz  - 
coordonatele originii On în raport cu sistemul n-1. Dacă la aceste ecuaţii se 
adaugă relaţia formală 1tt n1n ==− , transformarea de coordonate se poate scrie 
sub formă matriceală în felul următor 
 

 Pn-1 = An,n-1
. Pn            (2.46) 

 

în care matricele Pn-1, Pn şi An,n-1  sunt 
 

Pn-1=

1n

1n

1n

z
y
x

1

 

−

−

− ; Pn =

n

n

n

z
y
x
1

 ; An,n-1 =  

)z,zcos()y,zcos()x,zcos(z
)z,ycos()y,ycos()x,ycos(y
)z,xcos()y,xcos()x,xcos(x

0001

 

n1nn1nn1nO

n1nn1nn1nO

n1nn1nn1nO

−−−

−−−

−−−  

 

Matricea de transformare An,n-1 conţine 6 parametri independenţi, având în 
vedere că între cosinusurile directoare există 6 relaţii de legătură. 
 Să considerăm un lanţ cinematic simplu deschis şi să ataşăm 
elementelor sale un şir de sisteme de coordonate: 1, 2, ..., n. În acest caz se 
poate scrie un şir de relaţii de transformare de forma (2.46) 
 

 P1   = A21     
. P2  

 P2   = A32     
. P3  

 - - - - - - - - - - 
 Pn-1 = An,n-1

. Pn . 
 

Prin înlocuiri succesive se ajunge la ecuaţia 
 

 P1 = A21
. A32

. ..... An,n-1
. Pn .          (2.47) 

 

Deoarece transformarea din sistemul n în sistemul 1 este definită prin relaţia 
 

 P1   = An1 
. Pn , 

 

rezultă 
 

 An1 = A21
. A32

. ..... An,n-1. 
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În cazul unui lanţ cinematic închis, când elementul 1 este identic cu elementul 
n, se scrie 
 

 P1 = A21
. A32

. ..... A1,n-1
. P1 . 

 

Transformarea unui sistem în el însuşi se face prin intermediul matricei unitate 
 

 P1   = E 
. P1  

 

unde E (matricea unitate) are forma 
 

 E =  

1000
0100
0010
0001

  

 

În aceste condiţii rezultă relaţia 
 

 A21
. A32

. ..... A1,n-1= E           (2.48) 
 

care reprezintă ecuaţia matriceală de închidere a conturului. 
 În cazul mecanismelor formate din lanţuri cinematice închise, ecuaţiile 
matriceale scrise separat, pentru fiecare contur, reprezintă modelul matematic 
pentru rezolvarea problemei poziţiilor. Matricele de transformare care intervin 
în ecuaţii conţin atât parametri constructivi cunoscuţi, cât şi parametri care 
indică poziţiile relative dintre elemente şi care sunt necunoscutele problemei. 
Amplasarea convenabilă a sistemelor de coordonate este foarte importantă 
pentru simplificarea rezolvărilor. În cazul mecanismelor care au cuple 
caracterizate prin axe geometrice (de rotaţie, de translaţie, cilindrice) se 
recomandă formalismul Denavit - Hartenberg [8, 18] care are reguli precise de 
poziţionare a sistemelor, iar matricele de transformare conţin numai 4 parametri 
independenţi. Ecuaţiile de închidere sunt neliniare în raport cu necunoscutele 
unghiulare, iar rezolvarea lor se face numai prin metode numerice. Pentru 
determinarea vitezelor şi a acceleraţiilor se derivează ecuaţiile de închidere în 
raport cu parametrul cuplei conducătoare rezultând ecuaţii matriceale în care 
necunoscutele sunt funcţii de transmitere. 
 
 
 2.1.5.2. Analiza cinematică a unui mecanism de robot 
 
 Mecanismele roboţilor industriali sunt formate, de regulă, din lanţuri 
cinematice spaţiale deschise care conţin numai cuple de rotaţie şi de translaţie 
( k 5= ). Aşa cum am arătat (par. 1.2.2.3) mecanismele de acest fel au M = c5, 
deci toate cuplele sunt conducătoare. Roboţii deplasează un punct (element) 
caracteristic după un program prestabilit într-un spaţiu de lucru determinat. 
Analiza cinematică a mecanismelor pentru roboţi este de două tipuri: 
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 1) Analiza cinematică directă, care constă în determinarea mişcării 
(poziţiei) punctului (elementului) caracteristic în funcţie de poziţiile (mişcările) 
relative, cunoscute, din cuplele conducătoare; 
 2) Analiza cinematică inversă, atunci când se impune poziţia 
(mişcarea) punctului (elementului) caracteristic şi se determină legile de 
mişcare pentru fiecare motor. 
 Să considerăm, pentru exemplificare, mecanismul unui robot (Fig.2.18) 
având trei elemente mobile şi trei cuple - două de rotaţie (A, B) şi una de 
translaţie (C). Gradul de mobilitate este, evident, M = 3. Punctul caracteristic 
aparţine elementului final 4. Pentru a efectua analiza cinematică, se asociază 

fiecărui element câte un sistem de axe de 
coordonate ca în Fig.2.18. Matricele de 
transformare pentru perechile de ele-
mente alăturate au următoarele expresii, 
rezultate prin particularizarea matricei 
An,n-1 

A21 =  

100z
0cossin0
0sincos0
0001

 

21

2121

2121

ϕϕ
ϕ−ϕ

; 

A32 =  

cossin0z
sincos00

0010
0001

 

323232

3232

ϕϕ
ϕ−ϕ

; 

A43 =  

1010
010y
0010
0001

 
3P

. 

 

  
Pentru a efectua analiza cinematică directă se foloseşte ecuaţia (2.47) cu n = 4 
 

 P1 = A21
. A32

. A43
. P4  

 

în care P1 şi P4 sunt matricele de poziţie ale punctului P în raport cu sistemele 1 
şi 4 
 

 P1=

1P

1P

1P

z
y
x
1

 ; P4 =

4P

4P

4P

z
y
x
1

 . 

4x
y

z

B

x1

x
z21

1

ϕ21

2z
32z

2

1 y1

A
x1 2

2y
x3 y2

ϕ32

3 C

y
3z

z4

4
43

3 4

y
P

 
Fig. 2.18 
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 Matricea P4 şi matricele de transformare sunt cunoscute, astfel încât 
determinarea matricei P1 se face cu uşurinţă, printr-o simplă înmulţire de 
matrice. În matricele de transformare intervin parametrii z21, z32 - constante 
constructive şi 21ϕ , 32ϕ , 43y  - variabilele cuplelor A, B şi C. 
 Analiza cinematică inversă utilizează aceeaşi relaţie matriceală (2.47). 
În acest caz se cunosc matricele P1 şi P4 , iar necunoscutele sunt variabilele 
cuplelor 21ϕ , 32ϕ , 43y . Rezolvarea reclamă utilizarea unei metode numerice. 
Analiza cinematică inversă este necesară pentru elaborarea programului de 
comandă a robotului prin care se stabilesc legile de mişcare pentru fiecare cuplă 
cinematică.  
 
 
 2.1.6. Metoda funcţiilor de transmitere 
 
 Noţiunea de funcţie de transmitere se întâlneşte şi în prezentările 
anterioare dar, din motivele unei expuneri sistematice, vom relua definirea 
acestor funcţii. Să considerăm un mecanism cu M 1= . Prin rezolvarea 
problemei poziţiilor se stabileşte o corespondenţă între diverşi parametri de 
poziţie ai elementelor şi variabila independentă a cuplei conducătoare, 1ϕ . 
Astfel, vectorul de poziţie al unui punct oarecare P, P P Pr (x , y )  sau unghiul de 
poziţie al unui element oarecare k, kϕ  se pot scrie 
 

 

P P 1

P P 1

P P 1

k k 1

r r ( )
x x ( )
y y ( )

( ).

= ϕ
= ϕ
= ϕ

ϕ = ϕ ϕ

            (2.49) 

 

Funcţiile P 1 P 1 P 1 k 1r ( ),  x ( ),  y ( ),  ( )ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ  se numesc funcţii de transmitere de 
ordinul zero. Aceste funcţii se pot defini şi sub formă implicită 
 

 1 kF( ,  ) 0.ϕ ϕ =             (2.50) 
 

 Vitezele P Px Py kv (v ,v ),  ω şi acceleraţiile P Px Py ka (a ,a ),  ε  rezultă prin 
derivarea parametrilor de poziţie în raport cu timpul, prin intermediul 
parametrului 1ϕ  
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P P
P 1

1

P
Px 1

1

P
Py 1

1

k
k 1

1

dr drv
dt d
dxv
d
dyv
d
d
d

= = ⋅ ω
ϕ

= ⋅ ω
ϕ

= ⋅ ω
ϕ
ϕ

ω = ⋅ ω
ϕ

           (2.51) 

 

2
2P P

P 1 12
1 1

2
2P P

Px 1 12
1 1

2
2P P

Py 1 12
1 1

d r dra
d d

d x dxa
d d

d y dya
d d

= ⋅ω + ⋅ε
ϕ ϕ

= ⋅ω + ⋅ε
ϕ ϕ

= ⋅ω + ⋅ε
ϕ ϕ

            (2.52) 

 
2

2k k
k 1 12

1 1

d d
d d

ϕ ϕ
ε = ⋅ω + ⋅ε

ϕ ϕ
 

 

 Derivatele de ordinul unu ale funcţiilor de transmitere de ordin zero, în 

raport cu 1ϕ : P P P k

1 1 1 1

dr dx dy d,  ,  ,  
d d d d

ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

 se numesc funcţii de transmitere de 

ordinul unu, iar derivatele de ordinul doi: 
2 2 2 2

P P P k
2 2 2 2
1 1 1 1

d r d x d y d,  ,  ,  
d d d d

ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

 se 

numesc funcţii de transmitere de ordinul doi. Din formulele (2.51) şi (2.52) 
se observă că vitezele şi acceleraţiile sunt egale cu funcţiile de transmitere dacă 

11 =ω  şi 01 =ε . Dacă funcţiile de transmitere de ordinul zero sunt implicite 
(2.50), funcţiile de transmitere de ordinul unu şi doi se calculează astfel 
 

 

k

1

1

k

F

F

d
d

ϕ∂
∂
ϕ∂

∂

−=
ϕ
ϕ            (2.53) 

 

2 22 2 2

2 22
1 k 1 k 1 k k 1k

32
1

k

F F F F F F F2
d
d F

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− ⋅ ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕϕ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= −

ϕ ⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂ϕ⎝ ⎠

      (2.54) 
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 Trebuie menţionat că în structura funcţiilor de transmitere (indiferent de 
ordin) intervin parametrii constructivi ai mecanismului şi o singură variabilă - 
parametrul cuplei conducătoare 1ϕ . 
 Din cele arătate rezultă că pentru calculul vitezelor şi al acceleraţiilor 
(2.51, 2.52) este necesar să se determine funcţiile de transmitere de ordinul unu 
şi doi prin derivarea funcţiilor de transmitere de ordinul zero. Această operaţie 
se poate efectua pe cale analitică  numai atunci când funcţiile de transmitere de 
ordinul zero se cunosc sub formă analitică şi sunt relativ simple. Însă, în 
majoritatea cazurilor, chiar la mecanismele cele mai simple (mecanismul 
patrulater articulat plan (par. 2.1.4.2), mecanismul manivelă - piston (par. 
2.1.4.3), funcţiile de transmitere de ordinul zero reprezintă rezultatul unui 
procedeu de calcul format din mai mulţi paşi, având uneori caracter iterativ. În 
această situaţie funcţiile de transmitere de ordinul zero, fie se exprimă prin 
relaţii extrem de complicate, fie nu se pot exprima sub formă analitică. 
Utilizarea calculului automat permite, însă, determinarea acestor funcţii prin 
valori discrete cu o densitate remarcabilă a punctelor. În aceste condiţii, 
determinarea funcţiilor de transmitere de ordinul unu şi doi se poate efectua prin 
derivare numerică, folosind programe utilitare specializate (MATHCAD, 
MATLAB, etc.). Funcţiile obţinute se exprimă, de asemenea, prin valori 
discrete, calculabile pentru orice valoare a variabilei 1ϕ . Metoda este un 
instrument util de calcul al vitezelor şi al acceleraţiilor şi se poate asocia cu 
orice metodă de determinare a poziţiilor. Funcţiile de transmitere de ordinul 
zero se pot determina chiar prin măsurători pe desen, pe mecanismul real sau pe 
un model al acestuia. 
 Menţionăm că înaintea perioadei moderne de dezvoltare a tehnicii de 
calcul s-a practicat derivarea grafică, având dezavantajul unui nivel de precizie 
foarte scăzut, în special la a doua derivare. În varianta menţionată metoda 
operează cu graficele celor trei funcţii şi este cunoscută sub denumirea metoda 
diagramelor cinematice. 
 
 
 2.1.7. Procedee indirecte de analiză cinematică 
 
 Din metodele prezentate anterior (par. 2.1.2, 2.1.3, 2.1.4) rezultă că 
operaţia de analiză cinematică este cu atât mai complexă cu cât mecanismul este 
de clasă mai mare (clasa mecanismului este egală cu clasa maximă a grupelor 
componente). Astfel, mecanismele de clasa a 2-a se pretează la rezolvări 
analitice directe, pe când mecanismele care conţin grupe 0/3/3 sau 0/4/2 reclamă 
procedee mai complicate cu rezolvare numerică iterativă. Pe de altă parte, 
structura mecanismelor care provin din acelaşi lanţ cinematic închis, depinde, 
din punct de vedere al grupelor componente, de alegerea bazei şi a cuplei 
conducătoare. Prin urmare, odată cu schimbarea bazei şi a cuplei conducătoare, 
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Fig. 2.19 

se poate ajunge la o simplificare a analizei cinematice, dacă, prin aceasta, se 
reduce clasa mecanismului. În general se urmăreşte obţinerea unor mecanisme 
de clasa a 2-a. Pentru a exploata această idee este necesar să se stabilească 
legătura dintre starea cinematică a mecanismului obţinut prin aceste 
transformări şi cea a mecanismului iniţial. 
 
 2.1.7.1. Procedeul schimbării cuplei conducătoare 
 
 Pentru concretizarea problemei se consideră mecanismul din Fig.2.19.a, 
care provine dintr-un lanţ cinematic Stephenson, având M 1= . Cupla 
conducătoare este A (elementul conducător 1), iar parametrul independent este 
unghiul 161 ϕ=ϕ . Să presupunem că ne interesează starea cinematică a 
elementului condus 5. Prin rezolvarea problemei poziţiilor trebuie să se 
determine funcţia de transmitere de ordinul zero 
 

 )( 155 ϕϕ=ϕ  

 

Aşa cum rezultă din Fig.2.19.b, mecanismul conţine o grupă 0/3/3 care 
complică mult rezolvarea poziţiilor. Dacă schimbăm cupla conducătoare A cu E 
(Fig.2.20), mecanismul devine de clasa a 2-a. În această ipoteză parametrul 
independent este unghiul 464 ϕ=ϕ . Aplicând, pentru mecanismul transformat, o 
metodă cunoscută (de exemplu metoda intersecţiilor locurilor geometrice (par. 
2.1.2) se determină funcţiile de transmitere 
 

 )( 411 ϕϕ=ϕ  
 5 5 4( ).ϕ = ϕ ϕ           (2.55) 
 

Din funcţia )( 411 ϕϕ=ϕ  se poate determina funcţia inversă )( 144 ϕϕ=ϕ prin 
rezolvarea ecuaţiei 
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Fig. 2.20 
 

 0)( 411 =ϕϕ−ϕ  
 

cu necunoscuta 4ϕ . Trebuie să avem în vedere că funcţia )( 41 ϕϕ  nu este 
cunoscută analitic (ca o formulă), ci este rezultatul unui proces, prin care, pentru 
orice valoare a lui 4ϕ  se obţine o valoare pentru 1ϕ . De aceea, rezolvarea 
ecuaţiei se face numeric, dar fără dificultăţi, utilizând programe utilitare de 
matematică (MATHCAD, MATLAB, etc.). Având la dispoziţie funcţia )( 14 ϕϕ  
se obţine, cu uşurinţă, funcţia )( 15 ϕϕ  înlocuind pe )( 14 ϕϕ  în relaţia (2.55) 
 

 ))(( 1455 ϕϕϕ=ϕ            (2.56) 
 

 Pentru analiza vitezelor şi a acceleraţiilor, care implică determinarea 
funcţiilor de transmitere de ordinul unu şi doi, se poate proceda în două moduri: 
 1) Se aplică metoda funcţiilor de transmitere derivând numeric funcţia 

)( 15 ϕϕ . În felul acesta se obţin 
1

5

d
d

ϕ
ϕ  şi 2

1

5
2

d
d

ϕ
ϕ  care permit calculul vitezei 5ω  

(2.51) şi acceleraţiei unghiulare 5ε  (2.52). 
 2) Se determină funcţiile de transmitere specifice mecanismului 

transformat 2
4

5
2

4

5
2
4

1
2

4

1

d
d ,

d
d ,

d
d ,

d
d

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ  aplicând o metodă cunoscută, iar apoi 

funcţiile de transmitere ale mecanismului iniţial se calculează astfel   
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Fig. 2.21 

 În final, derivatele 
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ϕ
ϕ  şi 2

1

4
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d
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ϕ
ϕ  care apar în aceste relaţii, se 

determină având în vedere că funcţia )( 14 ϕϕ  este inversa funcţiei )( 41 ϕϕ , 
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 2.1.7.2. Procedeul schimbării bazei 
 
 Să considerăm mecanismul din Fig.2.21.a care provine dintr-un lanţ 
cinematic Stephenson (M = 1) şi conţine o grupă structurală 0/4/2 (Fig.2.21.b). 
Dacă încercăm să simplificăm analiza cinematică prin schimbarea cuplei 

a) b)
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Fig. 2.22 

conducătoare A cu G (Fig.2.21.c), mecanismul obţinut astfel conţine o grupă 
0/3/3 care implică dificultăţi similare cu 0/4/2. Pentru a obţine un mecanism de 
clasa a 2-a, trebuie să schimbăm atât baza cât şi cupla conducătoare, aşa cum se 
observă în Fig.2.22. În mecanismul iniţial (Fig.2.21.a) deplasările elementelor 
se raportează la sistemul Ax6y6 solitar cu baza 6, iar parametrul independent 
este unghiul 161 ϕ=ϕ . În mecanismul transformat (Fig.2.22.a) sistemul de 
referinţă este Cx3y3 solidar cu baza 3, iar parametrul independent este unghiul 

23ϕ  din cupla C. 

 
Din analiza poziţiilor, aplicată mecanismului transformat, rezultă funcţia de 
transmitere de ordinul zero )()()( 2312363231316 ϕϕ=ϕϕ−ϕϕ=ϕ . Folosind un 
procedeu numeric, bazat pe rezolvarea ecuaţiei 
 

 0)( 2311 =ϕϕ−ϕ  
 

în necunoscuta 23ϕ , rezultă funcţia inversă 
 

 )( 12323 ϕϕ=ϕ            (2.59) 
 

Ne propunem sa determinăm, în continuare, poziţia sistemului Cx3y3 în raport 
cu sisetmul Ax6y6. Din analiza mecanismului transformat se determină 

)( 236363 ϕϕ=ϕ , )(xx 23AA ϕ= , )(yy 23AA ϕ= . Prin înlocuirea variabilei 23ϕ  cu 

1ϕ  conform relaţiei (2.59) se obţine 
 

 
36 63 23 1 36 1

3A 3A 23 1 3A 1

3A 3A 23 1 3A 1

( ( )) ( )
x x ( ( )) x ( )
y y ( ( )) y ( )

ϕ = −ϕ ϕ ϕ = ϕ ϕ
= ϕ ϕ = ϕ
= ϕ ϕ = ϕ

            (2.60) 
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Se aplică transformarea de coordonate, pentru punctul C, din sistemul Ax6y6 în 
sistemul Cx3y3 
 

 3C 3A 6C 63 6C 63

3C 3A 6C 63 6C 63

x x x cos y sin
y y x sin y cos

= + ϕ − ϕ

= + ϕ + ϕ
 

 

Având în vedere că 0x C3 = , 0y C3 =  şi 6336 ϕ−=ϕ , din acest sistem se 
determină C6x  şi C6y  
 

 
36A336A31C6

36A336A31C6

cosysinx)(y
sinycosx)(x

ϕ−ϕ−=ϕ
ϕ+ϕ−=ϕ

           (2.61) 
 

Cu aceste date se determină, acum, poziţia unui punct oarecare P, aparţinând 
unui element al mecanismului, operând o transformare de coordonate din 
sistemul Cx3y3 în sistemul Ax6y6 
 

 
36P336P3C6P61P

36P336P3C6P61P

cosysinxyy)(y
sinycosxxx)(x

ϕ+ϕ+==ϕ
ϕ−ϕ+==ϕ

          (2.62) 
 

Coordonatele Px  şi Py  depind, întradevăr, de 1ϕ  pentru că C6x , C6y  şi 36ϕ  
sunt funcţii de 1ϕ  (2.60, 2.61), iar P3x  şi P3y  rezultă din analiza mecanismului 
transformat în funcţie de 23ϕ  care, la rândul său, depinde de 1ϕ (2.59), 
 

 
)(y))((yy
)(x))((xx

1P3123P3P3

1P3123P3P3

ϕ=ϕϕ=
ϕ=ϕϕ=

            (2.63) 
 

 Dacă interesează poziţia unghiulară a unui element oarecare k, se scrie 
 

 )())(()( 1361233k6k1k ϕϕ+ϕϕϕ=ϕ=ϕϕ            (2.64) 
 

 După rezolvarea problemei poziţiilor, dezvoltarea calculelor, pentru 
determinarea vitezelor şi a acceleraţiilor, se poate efectua, ca şi la procedeul 
precedent, pe două căi. Una dintre căi constă în aplicarea metodei funcţiilor de 
transmitere plecând de la funcţiile de transmitere de ordinul zero date de 
relaţiile (2.62, 2.64). Cea de-a doua cale presupune derivarea analitică a 
funcţiilor )(y ),(x 1P1P ϕϕ  şi )( 1k ϕϕ  pentru a obţine vitezele )(v ),(v 1Py1Px ϕϕ  şi 

)( 1k ϕω  şi acceleraţiile )(a ),(a 1Py1Px ϕϕ  şi )( 1k ϕε . În expresiile rezultate 
intervin funcţiile de transmitere ale mecanismului transformat 
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Acestea se calculează cu formulele de derivare ale funcţiilor inverse 
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⎜ ⎟ϕ ϕ⎝ ⎠

         (2.65) 

 

 
 2.1.8. Mecanismul cardanic 
 
 Mecanismul cardanic (Fig.2.23) este un patrulater articulat sferic (par. 
1.2.2.2) având următoarele unghiuri între axele de rotaţie AOB BOC= =) )  

COD
2
π

= =) , AOD = π −β) , în care β  este unghiul ascuţit dintre axele de 

rotaţie ale elementelor 1 şi 3. 
Mecanismul, purtând şi denumi-
rea de cuplaj cardanic, serveşte 
la transmiterea mişcării de rota-
ţie între două elemente cu axe 
concurente (1 şi 3).  
 Pentru a efectua analiza 
poziţiilor se consideră un sistem 
de coordonate fix cu planul Oxy 
amplasat în planul axelor de 
rotaţie A şi D (Fig.2.23). În 
Fig.2.24.a este reprezentată pro-

iecţia mecanismului pe planul Oxy, în care apar urmele planelor PB şi PC 
perpendiculare pe axele de rotaţie. În Fig.2.24.b este reprezentată proiecţia pe 

a) 
b) 
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planul PB în care se roteşte braţul OB, iar în Fig.2.24.c proiecţia pe planul PC în 
care se roteşte braţul OC. Considerând că poziţia iniţială a mecanismului este 
cea redată în Fig.2.23 (cu OB după axa Oy şi OC după axa Oz), să presupunem 
că elementul 1 se roteşte cu unghiul 1ϕ , braţul OB ajungând în poziţia OB1 
(Fig.2.24.b). În acelaşi timp, elementul 3 se roteşte cu unghiul 3ϕ , braţul OC 
ajungând în poziţia OC1 (Fig.2.24.c). Considerăm versorii 1u  şi 3u  asociaţi 
direcţiilor OB1 şi OC1, precum şi versorul 30u  asociat dreptei de intersecţie 
dintre planul Oxy şi PC. 
 Se exprimă versorii 1u  şi 3u  în funcţie de versorii axelor de coordonate 
şi de 30u . 
 

 1 1 1

3 30 3 3

u jcos ksin

u u sin k cos

= ϕ + ϕ

= − ϕ + ϕ
 

 

Versorul 30u  are expresia 
 

 30u isin jcos= β + β , 
 

astfel că versorul 3u  devine 
 

 3 3 3 3u isin sin jcos sin k cos= − β ϕ − β ϕ + ϕ . 
 

 Se scrie condiţia de perpendicularitate dintre braţele crucii cardanice 
OB1( 1u ) şi OC1 ( 3u ) 
 

 1 3 1 3 1 3u u cos sin cos sin cos 0⋅ = − ϕ ϕ β + ϕ ϕ = , 
 

de unde rezultă funcţia de transmitere de ordinul zero sub formă implicită 
 

 βϕ=ϕ costgtg 31             (2.66) 
 

sau explicită 
 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
β

ϕ
=ϕ

cos
tgarctg 1

3             (2.67) 
 

 Pentru a determina viteza unghiulară 
 

 1
1

3
3 d

d
ω⋅

ϕ
ϕ

=ω   
 

şi acceleraţia unghiulară 
 

 1
1

32
12

1

3
2

3 d
d

d
d

ε⋅
ϕ
ϕ

+ω⋅
ϕ
ϕ

=ε  
 

se calculează funcţiile de transmitere de ordinul unu şi doi prin derivarea 
funcţiei )( 13 ϕϕ  (2.67). 
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ϕ
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d
d             (2.68) 
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2
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2
1
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2

)coscos(sin
)1(coscos)2sin(

d
d

β⋅ϕ+ϕ
−β⋅β⋅ϕ

=
ϕ
ϕ             (2.69) 

 

 Pentru a caracteriza transmiterea mişcării de la elementul 1 la elementul 
3 se foloseşte şi noţiunea de raport de transmitere 13i , definit ca raportul dintre 
viteza unghiulară a elementului conducător 1 şi viteza unghiulară a elementului 
condus 3. 
 

 
β

β⋅ϕ+ϕ
=

ϕ
ϕ

=
ω
ω

=
cos

coscossin

d
d

1i
2

1
2

1
2

1

33

1
13             (2.70) 

 

 Funcţia )(i 113 ϕ  este periodică şi are valorile extreme βcos  şi 
βcos

1 , 

aşa cum rezultă din graficul reprezentat în Fig.2.25. Faptul că raportul de 
transmitere este variabil în raport cu 1ϕ  constituie un neajuns al acestui 
mecanism în legătură cu utilizarea sa cu rol de cuplaj. Dacă se leagă în serie 

două mecanisme cardanice 
se obţine, în anumite 
condiţii, un mecanism 
homocinetic - cu raport de 
transmitere constant, egal 
cu unitatea. În Fig.2.26 
sunt reprezentate două 
mecanisme bicardanice 
care se bucură de această 
proprietate. Condiţiile de 
homocinetism, respectate 
de mecanismele din 
Fig.2.26 sunt: 

1) Unghiurile dintre axele de rotaţie fixe (similare cu β ) trebuie să fie 
egale la ambele mecanisme componente; 

2) Elementul intermediar 3 trebuie să aibă articulaţiile C şi D paralele. 
 Scriind funcţiile de transmitere (2.66) pentru fiecare mecanism 
component, se obţine 
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Fig. 2.26 

de unde rezultă 5151  , ω=ωϕ=ϕ  şi 1i15 = . Se remarcă faptul că elementul 3 nu 
are nevoie de o articulaţie cu elementul fix, deoarece axa de rotaţie O2O4 are 
direcţia fixă pentru că punctele O2 şi O4 sunt imobile. 

 
  
 2.1.9. Mecanismul patrulater articulat spaţial 
 
 Acest mecanism este de familia f = 0 şi se poate construi în mai multe 
variante în funcţie de tipul cuplelor bielei: cu două cuple sferice (Fig.2.27.a), cu 
o cuplă sferică şi o cuplă sferică cu deget (Fig.2.27.b) şi cu o cuplă sferică şi o 
articulaţie Hooke formată din două cuple de rotaţie cu axe perpendiculare (Fig. 
2.27.c). Aşa cum am arătat (par. 1.2.3.1) prima variantă are un grad de 
mobilitate local concretizat prin rotaţia nedeterminată a bielei în jurul axei care 
uneşte cuplele sferice. Toate variantele realizează, însă, aceeaşi mişcare pentru 
elementul 3 care este, de regulă, elementul de execuţie al mecanismului. 
Unghiul dintre axele de rotaţie A şi D poate avea orice valoare, însă în 

a) 
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aplicaţiile practice ale mecanismului 

este 
2
π  (mecanism ortogonal). În 

cele ce urmează se prezintă analiza 
cinematică a mecanismului ortogonal 
RSSR (Fig. 2.27.a). 
 
 Parametrii de intrare: 
1) A A D DA(x ,z ),  D(x ,y ),   
     1 2 3l AB,  l BC,  l CD= = =  
2) 1 1 1,  ,  ϕ ω ε  
 

 Problema poziţiilor 
 
 Se aplică metoda intersecţiei 
locurilor geometrice utilizând repre-
zentarea mecanismului prin proiec-

ţiile pe două plane H (Oxy) şi V (Oyz) - Fig.2.28. Elementele 1 şi 3 se rotesc în 
aceste plane, iar biela 2 este reprezentată prin proiecţiile sale BhC şi BCv. Pentru 
a pune în evidenţă lungimea reală a bielei se rabate triunghiul BBhC peste 
planul V. În acest scop se intersectează cercul cu centrul în Bh, de rază BhC cu 
linia de pământ (Oy) obţinând punctul CO. Segmentul BCO reprezintă lungimea 
reală a bielei. 
 Rezolvarea grafică a problemei poziţiilor este redată în Fig.2.29.a. 
Cunoscând poziţia punctului A şi unghiul 1ϕ  se reprezintă elementul 

B

C 3
D

4

2

A

1
4

c) 
Fig. 2.27 
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conducător AB. Se intersectează, apoi, cercul cu centrul în B, de rază l2, cu linia 
de pământ obţinând punctul CO. Se poziţionează, în planul orizontal, punctul D. 
În continuare, se intersectează cercul (C2) cu centrul în Bh, de rază BhCO cu 
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cercul (C3) cu centrul în D, de rază l3. Se obţin punctele de intersecţie C şi C' 
care reprezintă cele două soluţii ale problemei şi care conduc la poziţiile ABCD 
şi ABC'D. Adoptând una dintre soluţii (de exemplu ABCD) se reprezintă 
elementul 3 (DC) şi biela BC prin proiecţiile sale. 

Rezolvarea analitică presupune adoptarea unui sistem de axe de 
coordo-nate suplimentar Bhx0y0 poziţionat ca în Fig.2.29.a. Se determină 
coordonatele punctului B 
 

 
11AB

11AB

sinlzz
coslyy

ϕ⋅+=
ϕ⋅+=

 
 

 Se calculează proiecţia orizontală a bielei l2h=BhC, distanţa l0=BhD şi 
unghiul 0ϕ  format de axa Bhx0 cu axa Ox 
 

 

D

BD
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2
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2
Dh0

2
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2
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x
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)yy(xDBl
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−
=ϕ
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 Se scriu ecuaţiile cercurilor (C2) şi (C3) - definite la procedeul grafic, în 
raport cu sistemul Bhx0y0 
 

 
2
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2
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2
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 Soluţiile acestui sistem reprezintă coordonatele punctului C (C') în 
raport cu sistemul Bhx0y0 
 

 
0

2
0

2
3

2
h2

C0 l2
lllx +−

=  

 2
0

2
h2C0 xl y −±=             (2.71) 

 

 În final, se calculează poziţia punctului C în raport cu sistemul absolut, 
aplicând transformarea de coordonate din sistemul Bhx0y0 în sistemul Oxy, 
 

 
0C00C0BC

0C00C0C

cosysinxyy
sinycosxx

ϕ+ϕ+=

ϕ−ϕ=
 

 

şi unghiul 3ϕ  
 

 C D
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Observaţii 
 1) Problema are două soluţii care se diferenţiază prin semnele care 
intervin în relaţia (2.71). Semnul (+) este în corespondenţă cu poziţia ABC'D, 
iar (-) cu poziţia ABCD. 
 2) Condiţiile de existenţă a unei soluţii reale sunt 
 

 h230h23 lllll +≤≤−             (2.72) 
 

 3) Poziţiile critice corespund egalităţilor din relaţiile (2.72) 
 

 
0h23

0h23

lll
lll 

=+

=−
            (2.73) 

şi se înregistrează când punctele Bh, C, D sunt coliniare. Cu alte cuvinte, în 
poziţiile critice proiecţia bielei pe planul elementului condus este coliniară cu 
acest element. 
 

 Problema vitezelor şi a acceleraţiilor 
 

 Determinarea vitezelor şi a acceleraţiilor se rezolvă prin metoda 
ecuaţiilor vectoriale adaptată pentru mecanismele spaţiale. Ca şi la mecanismele 
plane există un procedeu grafic şi unul analitic. 
 Ecuaţiile vectoriale de viteze sunt 
 

 C CB

C D CD

v v v
v v v

= +

= +
B             (2.74) 

 

 Pentru rezolvarea grafică se precizează caracteristicile cunoscute ale 
vectorilor din acest sistem 
 

 Cv H∈  şi reprezintă necunoscuta problemei 

 
B 1 1

B

0
1

 v  l
v  AB in planul V

se roteste AB cu 90 in sensul 

⎧ = ω ⋅
⎪

⊥⎨
⎪ ω⎩

 

 CB D CDv  BC,  v 0,  v   DC⊥ = ⊥  în planul H. 
 Cu aceste date se construieşte un poligon de viteze spaţial reprezentat 
prin proiecţiile sale (Fig.2.29.b). 
 În polul vitezelor pv, situat pe linia de pământ, se aplică vectorul 

B vv (p b)  AB⊥ , conţinut în planul vertical, având proiecţia orizontală hvbp . 
Prin punctul b se duce un plan perpendicular pe bielă, care conţine viteza CBv . 
Urma verticală Uv se trasează prin b(bv) perpendiculară pe proiecţia verticală a 
bielei (BCv). Această urmă intersectează linia de pământ în punctul P. Prin acest 
punct se trasează urma orizontală a planului Uh - perpendiculară pe proiecţia 
orizontală a bielei (BhC). Prin pv se trasează suportul vitezei Cv  având direcţia 
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perpendiculară pe DC. Această dreaptă intersectează urma Uh în c(ch). Vectorul 
cpv  reprezintă Cv  şi se află în planul orizontal, proiecţia verticală fiind vvcp . 

Viteza relativă CBv  este amplasată în spaţiu şi are proiecţiile cbh  şi vbc . 
Cunoscând Cv  se determină 3ω  ca mărime 
 

 ,
l

v 
 

3

C
3 =ω  

 

iar sensul este acelaşi cu sensul în care se roteşte DC  pentru a se suprapune 
peste C vv (p c) . 
 Pentru rezolvarea analitică se reia sistemul (2.74) din care rezultă 
 

 D CD B CBv v v v+ = +             (2.75) 
 

 Vitezele care intervin în această ecuaţie se exprimă în funcţie de 
proiecţiile lor pe axele sistemului Oxyz. 
 

 
D

CD 3 3 3 C D 3 C D

C D C D

v 0

i j k
v DC  0 0  i (y y ) j (x x )

x x y y 0

=

= ω × = ω = − ω − + ω −
− −

 

 

B BA 1 1

B A B A

1 B A 1 B A

i j k
v v AB  0 0  

0 y y z z

                                  j (z z ) k (y y )

= = ω × = ω =
− −

= − ω − + ω −

 

 

 Pentru a deduce expresia analitică a vitezei CBv , viteza unghiulară 2ω  
se consideră formată din două componente 2t BCω ⊥  şi 2n // BCω . În această 
ipoteză se scrie: 
 

 CB 2 2t 2n 2t 2nv BC ( ) BC BC BC= ω × = ω + ω × = ω × + ω × . 
 

Deoarece 2n // BCω , 2n BC 0ω × = , CBv  se exprimă astfel 
 

 

CB 2t 2tx 2ty 2tz 2ty B 2tz C B

C C B B

2tx B 2tz C 2tx C B 2ty C

i j k
v BC   i( ( z ) (y y ))

x y y z

                          - j( ( z ) x ) k( (y y ) x )

= ω × = ω ω ω = ω − − ω − −
− −

ω − − ω ⋅ + ω − − ω ⋅
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 Aceste expresii se introduc în ecuaţia (2.75) care se proiectează pe axele 
sistemului de coordonate rezultând trei ecuaţii scalare. La acestea se adaugă 
condiţia de perpendicularitate dintre 2tω  şi BC , 
 

 2t 2tx C 2ty C B 2tz BBC x (y y ) z 0ω ⋅ = ω ⋅ + ω − − ω ⋅ =  
 

 În felul acesta se obţine un sistem liniar format din 4 ecuaţii cu 
necunoscutele , , , , tz2ty2tx23 ωωωω  
 

 
C D B C B 3

C D B C 2tx 1 B A

C B C 2ty 1 B A

C C B B 2tz

y y 0 z (y y ) 0
(x x ) z 0 x (z z )

  
0 y y x 0 (y y )
0 x y y z 0

− − − − ω
− − ω ω −

⋅ =
− − ω −ω −

− − ω

 

 

 Se obseră că 2tω  se poate determina, pe când 2nω  este nedeterminat, 
reflectând mobilitatea locală a elementului 2 care are caracter arbitrar. 
 Parametrul care interesează, în primul rând, este 3ω , dar şi celelalte 
necunoscute trebuie calculate pentru că intervin în problema acceleraţiilor. 
 În cadrul problemei acceleraţiilor, pe care o vom trata numai analitic, 
se deduce sub o formă convenabilă, ecuaţia vectorială care exprimă relaţia 
dintre Ca  şi Ba . Pentru aceasta, se derivează în raport cu timpul prima ecuaţie 
(2.74) scrisă sub forma 
 

 C B 2tv v BC= + ω ×  
 

şi se obţine 
 

 C B 2t 2t 2ta a ( BC) BC= + ω × ω × + ω ×�             (2.76) 
 

Dublul produs vectorial se dezvoltă astfel 
 

 2 2
2t 2t 2t 2t 2t 2t( BC) ( BC) BC BCω × ω × = ω ω ⋅ − ω ⋅ = −ω ⋅  

 

 Pentru simplificare, se face notaţia 2t 2eω =�  şi se descompune acest 
vector în două componente 2te   BC⊥  şi 2ne  //  BC . În aceste condiţii se poate 
scrie 
 

 2t 2t 2t 2n 2tBC e BC (e e ) BC e BCω × = × = + × = ×� . 
 

 Introducând aceste rezultate în ecuaţia (2.76) şi adăugând ecuaţia care 
exprimă relaţia dintre Ca  şi Da  se obţine sistemul 
 

 
2

C B 2t 2t

n t
C D CD CD

a a BC e BC

a a a a

⎧ = − ω ⋅ + ×⎪
⎨

= + +⎪⎩
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din care rezultă ecuaţia unică 
 

 n t 2
D CD CD B 2t 2ta a a a BC e BC+ + = − ω ⋅ + ×             (2.77) 

 

Termenii care intervin în această ecuaţie au expresiile 
 

D

n 2 2 2
CD 3 3 C D 3 C D

t
CD 3 3 3 C D 3 C D

C D C D

a 0

a DC i (x x ) j (y y )

i j k
a DC  0 0  i (y y ) j (x x )

x x y y 0

=

= −ω ⋅ = − ω − − ω −

= ε × = ε = − ε − + ε −
− −

 

 

 n 2 2 2
B BA 1 1 B A 1 B Aa a AB j (y y ) k (z z )= = −ω ⋅ = − ω − − ω −  

 

 2 2 2 2
2t 2t C 2t C B 2t BBC i x j (y y ) k zω ⋅ = ω + ω − − ω  

 

 2
tz2

2
ty2

2
tx2t2 ω+ω+ω=ω  

 

 
2t 2tx 2ty 2tz 2ty B 2tz C B

C C B B

2tx B 2tz C 2tx C B 2ty C

i j k
e BC  e e e  i(e ( z ) e (y y ))

x y y z

                          - j(e ( z ) e x ) k(e (y y ) e x )

× = = − − − −
− −

− − ⋅ + − − ⋅

 

 

Aceste expresii se introduc în ecuaţia (2.77) care se proiectează pe axele de 
coordonate. Se adaugă condiţia de perpendicularitate dintre 2te  şi BC , 
 

 2t 2tx C 2ty C B 2tz Be BC e x e (y y ) e z 0⋅ = ⋅ + − − ⋅ =  
 

şi se obţine un sistem liniar format din 4 ecuaţii cu necunoscutele 
 ,e  ,e  ,e , 2tz2ty2tx3ε care se scrie sub forma 

 

2 2
3C D C BB 3 C D 2t C

2txC D CB

2 2
2tyC B C 1 B A 2t B

C C B B 2tz

y y (y y )z0 (x x ) x

e(x x ) xz 0 A
  

ey y x0 0 (z z ) z

0 x y y z e 0

ε− − −− −ω − + ω

− −
⋅ =

− − ω − − ω

− −

 

 

în care 2 2 2
3 C D 1 B A 2t C BA (y y ) (y y ) (y y )= −ω − + ω − + ω − . 
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Fig. 2.30

 Prin rezolvarea sistemului se determină acceleraţia unghiulară a 
elementului condus 3ε . 
 
 
 2.1.10. Mecanismul manivelă - piston spaţial 

 
Mecanismul manivelă - piston spaţial (Fig.2.30) se aseamănă cu 

patrulaterul articulat spaţial deosebindu-se de acesta prin faptul că elementul 
condus 3 este legat de bază printr-o cuplă de translaţie. Operaţia de analiză 
cinematică este similară cu cea de la mecanismul patrulater, astfel încât nu sunt 
necesare explicaţii detaliate. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Parametrii de intrare: 
 1) A A 3 P P 3 1 2A(y ,z ),  (D )(P(x ,y ),  ),  l AB,  l BCϕ = =  

 2) 1 1 1,  ,  ϕ ω ε  
 

 Problema poziţiilor 
 

Rezolvarea grafică este arătată în Fig.2.31.a. Se reprezintă segmentul 
AB (cunoscând A, 1ϕ  şi l1) şi dreapta (D3) (cunoscând P şi 3ϕ ). Se trasează, 
apoi, un cerc cu centrul în B, de rază l2 care intersectează linia de pământ în C0. 
Punctul C(C') se găseşte la intersecţia cercurilor (C2) cu centrul în Bh, de rază 
BhC0 cu dreapta (D3). 
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Pentru rezolvarea analitică se adoptă un sistem de coordonate 
suplimentar Bhx0y0 cu axa Bx0 perpendiculară pe (D3) în punctul D. Poziţiile 
punctelor B şi D se calculează astfel 

 

 11AB coslyy ϕ+=  
 11AB sinlzz ϕ+=  

 
2

B P P
D 2

m(y y ) m xx
1 m
− +

=
+

 

 
2

P B P
D 2

mx m y yy
1 m

− + +
=

+
 

în care 3m tg= ϕ . 
 

 În continuare se calculează CBl hh2 = , DBl h0 =  şi 0ϕ  cu formulele 
utilizate la mecanismul patrulater spaţial, 
 

 2
B

2
20hhh2 zl CBCBl −===  

 2
DB

2
Dh0 )yy(xDBl −+==  

 
D

BD
0 x

yytg −
=ϕ . 

 

(C  ) x

(C  )C
ϕ3

2

3
(D  )

Dh

x0

C'

P

A

C0

z

B
vC

0

P
y

h

v

2l
B

ϕ1 b(b )v

P cv

c(c )h

b h

u h

y

u v

 
a) 

Fig. 2.31 

b) 
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 Se scriu ecuaţiile cercului (C2) şi a dreptei (D3) în raport cu sistemul 
Bhx0y0 
 

 
00

2
h2

2
0

2
0

lx
lyx

=
=+

  
 

 Soluţiile acestui sistem de ecuaţii reprezintă coordonatele punctului 
C(C') în raport cu reperul Bhx0y0 
 

 0C0 lx =  

 2
0

2
h2C0 ll y −±=             (2.78) 

 

 Poziţia punctului C în raport cu sistemul absolut rezultă printr-o 
transformare de coordonate: 
 

 
0C00C0BC

0C00C0C

cosysinxyy
sinycosxx

ϕ+ϕ+=
ϕ−ϕ=

 

 
 

 Observaţii 
 1) Problema are două soluţii care se diferenţiază prin semnele din 
formula (2.78). Semnul (+) este în corespondenţă cu poziţia ABC', iar semnul  
(-) cu ABC. 
 2) Condiţia de existenţă a unei soluţii reale, dedusă din (2.78) este 
 

 0h2 ll ≥ .            (2.79) 
 

 3) Poziţia critică a mecanismului, determinată de relaţia 
 

 0h2 ll =             (2.80) 
 

se înregistrează când proiecţia orizontală a bielei este perpendiculară pe axa de 
translaţie (D3). 
 

 Problema vitezelor şi a acceleraţiilor 
 
În ecuaţia de viteze 
 

C B CBv v v= +             (2.81) 
 

vectorii Bv  şi CBv  au aceleaşi caracteristici ca şi la mecanismul patrulater, iar 

C 3v  // (D ) , astfel încât în poligonul de viteze, care se construieşte în acelaşi 
mod, cpv  se trasează paralel cu (D3). 
 Pentru tratarea analitică expresiile vitezelor Bv  şi CBv  sunt cele 
arătate la mecanismul patrulater, iar Cv  este 
 

 C C 3 C 3v i v cos j v sin= ϕ + ϕ . 
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 Proiecţiile ecuaţiei (2.81) pe axele de coordonate, împreună cu condiţia 
de perpendicularitate dintre 2tω  şi BC , formează următorul sistem liniar cu 
necunoscutele 2tz2ty2txC  , , ,v ωωω , 
 

  

0
)yy(

)zz(
0

 

v

 

zyyx0
0xyy0

x0zsin
)yy(z0cos

AB1

AB1

tz2

ty2

tx2

C

BBCC

CBC

CB3

BCB3

−ω−
−ω

=

ω
ω
ω

⋅

−−
−−

ϕ−
−−−ϕ−

 

 

 Parametrul care interesează, în primul rând, este desigur Cv . 
 În ecuaţia de acceleraţii 
 

 2
C B 2t 2ta a BC e BC= − ω ⋅ + ×             (2.82) 

 

termenii din membrul drept au aceleaşi expresii ca la mecanismul patrulater, iar 
Ca  este 

  

 C C 3 C 3a i a cos j a sin= ϕ + ϕ . 
 

 Se ajunge la sistemul liniar 
 

 
2

3 B C B C 2t C

3 B C 2tx
2 2

C B C 2ty 1 B A 2t B

C C B B 2tz

cos 0 z (y y ) a x
sin z 0 x e B

  
0 y y x 0 e (z z ) z
0 x y y z e 0

− ϕ − − − ω ⋅
− ϕ

⋅ =
− − ω − − ω ⋅

− −

 

 

în care 2 2
1 B A 2t C BB (y y ) (y y )= ω − + ω − . Prin rezolvare se determină Ca . 
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2.2. ANALIZA CINETOSTATICĂ 
 

2.2.1. Forţele în mecanisme 
 
 2.2.1.1. Obiectul analizei cinetostatice 
 

Analiza cinetostatică este operaţia prin care se determină forţele de 
legătură din cuplele cinematice utilizând metoda cinetostatică. Această metodă 
este o aplicaţie a principiului lui d'Alembert care se enunţă astfel: 

În orice moment al mişcării forţelor aplicate, forţele de inerţie şi 
forţele de legătură se află în echilibru. 

Forţele aplicate şi cele de inerţie se consideră cunoscute, iar forţele de 
legătură reprezintă necunoscutele problemei. Ele se determină pe baza unui 
model matematic constituit din ecuaţii de echilibru similare cu cele din statică. 

Forţele de inerţie se calculează într-o fază premergătoare, pe baza 
distribuţiei de acceleraţii şi în funcţie de caracteristicile masice ale elementelor 
(masele, poziţiile centrelor de masă, momentele de inerţie). Rezultă că, înainte 
de a aborda analiza cinetostatică, trebuie efectuată analiza cinematică pentru a 
determina parametrii de poziţie, care intervin în ecuaţiile de echilibru şi 
acceleraţiile, care intervin în calculul forţelor de inerţie. Dacă forţele de inerţie 
sunt mici în raport cu forţele aplicate ele pot fi neglijate, iar operaţia de 
determinare a forţelor de legătură se numeşte, în acest caz, analiză statică. 

Forţele de legătură se grupează în două categorii: reacţiuni normale 
(ideale) şi forţe de frecare. Forţele de frecare sunt mici în raport cu reacţiunile 
normale (sub 10%) şi, dacă nu există pretenţii de precizie deosebite, pot fi 
neglijate. Prin urmare, analiza cinetostatică se poate efectua în prezenţa 
forţelor de frecare sau în absenţa lor. 

Trebuie menţionat că rezultatele analizei cinetostatice sunt 
aproximative deoarece mişcarea nu este concepută ca o consecinţă a acţiunii 
forţelor aplicate, ci este determinată prin operaţia de analiză cinematică. La 
rândul său, analiza cinematică are ca punct de plecare mişcarea din cuplele 
conducătoare. Cu cât parametrii acestei mişcări sunt mai apropiaţi de cei reali, 
analiza cinetostatică reflectă mai precis comportarea dinamică a mecanismului. 
În calculele tehnice, nivelul de precizie oferit de analiza cinetostatică este, 
totuşi, acceptabil. Menţionăm că datele de ieşire ale analizei cinetostatice - 
forţele de legătură din cuplele cinematice, servesc în procesul de proiectare 
organologică intervenind în calculul de rezistenţă al elementelor. 
 

2.2.1.2. Forţele aplicate 
 
Forţele aplicate acţionează asupra fiecărui element ca forţe exterioare şi 

pot fi motoare sau rezistente. Forţele motoare dezvoltă un lucru mecanic 
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elementar pozitiv, iar unghiul dintre o forţă motoare F  şi viteza punctului de 
aplicaţie v  este ascuţit (Fig.2.32.a). În cazul forţelor rezistente, care dezvoltă 
un lucru mecanic elementar negativ, acelaşi unghi este obtuz (Fig.2.32.b). 
Cuplurile de forţe pot fi, de asemenea, motoare sau rezistente după cum 
momentul lor este de acelaşi sens, sau de sens opus în raport cu viteza 
unghiulară a elementului asupra căruia acţionează. 

Cele mai importante forţe 
aplicate sunt forţele de acţionare şi 
forţele tehnologice. Forţele de acţionare 
lucrează în cuplele conducătoare, sunt 
generate de motoarele asociate acestor 
cuple  şi au, evident, caracter motor. 
Forţele tehnologice acţionează asupra 
elementelor conduse, de execuţie, sunt 

generate ca rezultat al operaţiei tehnologice efectuate de mecanisme şi au 
caracter rezistent. Ele se mai numesc forţe de rezistenţă utilă. În analiza 
cinetostatică forţele tehnologice se consideră cunscute, fiind determinate din 
studiul procesului tehnologic, iar forţele de acţionare intervin ca necunoscute 
fiind denumite forţe (momente) de echilibrare. Denumirea se explică  prin 
faptul că prezenţa acestor forţe, ca necunscute, realizează echilibrul cinetostatic. 
În absenţa lor problema devine incompatibilă deoarece numărul de ecuaţii este 
mai mare decât cel al necunscutelor (vezi Tab.1.2). Forţele (momentele) de 
echilibrare trebuie dezvoltate de motoarele de acţionare, astfel încât valorile lor 
sunt importante pentru adoptarea acestor motoare. În unele cazuri, cum este cel 
al mecanismului manivelă-piston din construcţia motoarelor termice, forţa 
motoare, generată de presiunea gazelor, este cunoscută, iar momentul de 
rezistenţă utilă, devine moment de echilibrare şi constituie necunoscuta 
problemei. 

O altă categorie de forţe aplicate este reprezentată de forţele de 
greutate care acţionează întotdeauna asupra mecanismelor care funcţionează în 
câmpul gravitaţional. Forţa de greutate a unui element poate fi motoare, dacă 
centrul de masă coboară sau rezistentă - dacă se ridică. În orice caz, lucrul 
mecanic dezvoltat de forţele de greutate într-un ciclu cinematic este nul. 

În categoria forţelor aplicate se includ şi forţele elastice generate de 
arcuri. De obicei arcurile au rolul de a menţine contactul dintre elementele 
cuplelor deschise. Ele se pot monta între un element mobil şi bază sau între 
două elemente mobile. Forţele elastice se determină în funcţie de poziţia relativă 
dintre cele două elemente, iar lucrul mecanic dezvoltat într-un ciclu cinematic 
este, de asemenea, nul. Uneori arcurile au rol de elemente de acţionare 
(motoare). În acest caz forţele generate de ele se asimilează cu forţele de 
echilibrare. 

Forţele de interacţiune cu mediul (aerodinamice, hidrodinamice) sunt, 
de asemenea, forţe aplicate şi au caracter rezistent. Ele sunt luate în considerare 

FF

v v
 

           a)                           b) 
Fig. 2.32 
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numai atunci când sunt destul de importante pentru a influenţa rezultatele 
analizei cinetostatice. 

 
 

2.2.1.3. Forţele de inerţie 
 

 Reducerea forţelor de inerţie 
 

Se consideră un element cinematic în mişcare generală plan paralelă şi 
un sistem de axe de coordonate solidar cu elementul, având originea în centrul 
de masă G şi axa Gz perpendiculară pe planul mişcării. Torsorul rezultant al 
forţelor de inerţie, redus în punctul G are următoarele componente 

 

i G

2 2
i xz yz yz xz z

F m a

M i ( J J ) j ( J J ) k ( J )

= − ⋅

= ⋅ ε ⋅ − ω ⋅ + ⋅ ε ⋅ + ω ⋅ + ⋅ −ε ⋅
      (2.83) 

 

în care iF  este forţa de inerţie rezultantă, Mi - momentul rezultant al forţelor de 
inerţie, m - masa elementului, Jz - momentul de inerţie al elementului în raport 
cu axa Gz, Jxz, Jyz - momentele de inerţie centrifugale, Ga  - acceleraţia centrului 
de masă, ω şi ε - viteza şi acceleraţia unghiulară ale elementului. Dacă axa Gz 
este axă principală de inerţie, Jxz= 0 şi Jyz= 0, iar formulele (2.83) devin 
 

 i G

i z

F m a
M J

= − ⋅

= −ε ⋅
                    (2.84) 

 

 Din (2.84) rezultă că forţa de inerţie iF  are 
aceeaşi direcţie cu acceleraţia centrului de masă Ga  şi 
sens opus, iar momentul forţelor de inerţie iM  este 
orientat perpendicular pe planul mişcării şi are sens 
opus acceleraţiei unghiulare ε (Fig. 2.33). 
 Se remarcă faptul că torsorul (2.83) este 
spaţial, pe când torsorul (2.84) reprezintă un sistem de 
forţe amplasate în planul mişcării Gxy. Această 
particularitate are consecinţe favorabile în ce priveşte 
comportarea dinamică a mecanismului aşa cum se 

arată în par. 5.2.2.1. De aceea, se recomandă proiectarea elementelor astfel încât 
Jxz= 0 şi Jyz= 0, iar în cele ce urmează, vom lua în considerare numai acest caz. 
 Forţa de inerţie 0Fi =  dacă Ga 0= , ceea ce se întâmplă în cazul 
mişcării de translaţie uniforme sau în cazul mişcării de rotaţie în jurul unei axe 
fixe ce trece prin centrul de masă. Momentul forţelor de inerţei Mi = 0 dacă 

Mi

iF

a

ε
G

G

 
Fig. 2.33 
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0ε = , ceea ce se întâmplă în cazul mişcării de translaţie sau în cazul mişcării de 
rotaţie uniforme. 
 

 Metoda concentrării maselor 
 

În ecuaţiile de echilibru cinetostatic intervin două categorii de forţe care 
depind de caracteristicile masice ale elementelor - forţele de greutate şi forţele 
de inerţie. Efectul acestor forţe se poate evidenţia prin concentrarea masei 
elementului într-un număr finit de puncte. Fiecare masă concentrată mk, 
generează o forţă de greutate gkF  şi o forţă de inerţie ikF  

 

gk k

ik k k

F m g

F m a

= ⋅

= − ⋅
                      (2.85) 

 

în care g  este acceleraţia gravitaţională, iar ka  - acceleraţia punctului de 
concentrare. Sistemul forţelor de greutate şi de inerţie ale maselor concentrate 
trebuie să fie echivalent cu sistemul format din forţa de greutate şi torsorul 
forţelor de inerţie redus în centrul de masă. Pentru aceasta, dacă ne limităm la 
cazul mişcării plan paralele, trebuie îndeplinite următoarele condiţii 
 

 
1 2 n

1  1 2  2 n  n  G

2 2 2
1  1 1  2 1  n 0

m m ... m m
m r m r ... m r mr

m r m r ... m r J

⎧ + + + =
⎪

+ + + =⎨
⎪ + + + =⎩

        (2.86) 

 

 În formulele (2.87), k k kr (x , y ) (k = 1, n) reprezintă vectorii de poziţie ai 
maselor concentrate km , în raport cu originea unui sistem de axe solidar cu 
elementul,  G G Gr (x ,y ) - vectorul de poziţie al centrului de masă şi J0 - momentul 
de inerţie al elementului în raport cu axa Oz, perpendiculară pe planul mişcării. 
Ecuaţia a doua este echivalentă cu două ecuaţii scalare 
 

 1 1 2 2 n n G

1 1 2 2 n n G

m x m x ... m x mx
m y m y ... m y my

+ + + =⎧
⎨ + + + =⎩

                 (2.87) 
 

iar ecuaţia a treia se poate scrie 
 

 2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 n n n 0m (x y ) m (x y ) ... m (x y ) J+ + + + + + =                (2.88) 

 

 Primele două condiţii (2.86) asigură echivalenţa forţelor de greutate şi 
de inerţe (nu şi a momentelor forţelor de inerţie). Dacă sunt respectate numai 
aceste condiţii, concentrarea se numeşte statică. Dacă sunt respectate toate cele 
trei condiţii echivalenţa este totală, iar concentrarea se numeşte dinamică. 
Concentrarea statică se foloseşte numai dacă Mi = 0 (mişcare de translaţie sau 
de rotaţie uniformă, când ε = 0) sau este neglijabil (J0 ≅ 0). 
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 Parametrii care definesc concentrarea sunt valorile maselor şi 
coordonatele punctelor de concentrare. Deci, pentru pentru fiecare punct trebuie 
cunoscuţi trei parametri (mk, xk, yk). În cazul concentrării dinamice există 4 
ecuaţii scalare şi 3n necunoscute, astfel că 3n - 4 parametri pot fi aleşi arbitrar. 
În cazul concentrării statice numărul de ecuaţii este 3, iar cel de necunoscute 3n, 
aşa încât 3n - 3 parametri pot fi adoptaţi arbitrar. În continuare se vor analiza 
câteva cazuri particulare de concentrare. 
 

 Concentrarea statică în două puncte 
 

Considerând O ≡ G, relaţiile (2.86) şi (2.87) devin 
 

0ymym
0xmxm

mmm

2211

2211

21

=+
=+

=+
 

 

Din ultimele două ecuaţii rezultă 
 

2

2

1

1

y
x

y
x

=  
 

ceea ce arată că punctele de concentrare sunt 
coliniare cu centrul de masă. În aceste condiţii 
cele trei puncte pot fi considerate pe axa Ox 
(Fig.2.34), iar 0yy 21 == . Sistemul se reduce 
la primele două ecuaţii care conţin 4 parametri. 
Dacă x1 şi x2 se adoptă, rezultă m1 şi m2, 
 

 
21

1
2

12

2
1 xx

xmm ,
xx

xmm
−

=
−

= . 
 

 Pentru a obţine soluţii pozitive (masa negativă nu are sens fizic) este 
necesar ca x1 şi x2 să aibă semne diferite. 
 

 Concentrarea dinamică în două puncte 
 

În ipoteza O ≡ G, condiţiile de concentrare (2.86), (2.87) şi (2.88) se 
scriu astfel 

 

G
2
2

2
22

2
1

2
11

2211

2211

21

J)yx(m)yx(m
0ymym
0xmxm

mmm

=+++

=+
=+

=+

 

 

m1 m2

x

y

O≡G

Fig. 2.34 
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Ca şi în cazul precedent, punctele de concentrare şi centrul de masă sunt 
coliniare şi se pot adopta pe axa Ox ( 0yy 21 == ), iar sistemul de ecuaţii devine 

 

G
2
22

2
11

2211

21

Jxmxm
0xmxm

mmm

=+

=+
=+

 

 

Dintre cei 4 parametri (x1, x2, m1, m2) se impune unul (de exemplu x1), iar 
ceilalţi trei rezultă 
 

 
2 2

G G1
1 2 22 2

11 G 1 G

J m Jm x
m ,  m ,  x

mxmx J mx J
= = = −

+ +
 

 

 

 Concentrarea dinamică în trei puncte coliniare, dintre  
      care unul este centrul de masă 

 
Se consideră O ≡ G şi punctele de concentrare pe axa Ox (Fig.2.35). 

Sistemul de ecuaţii este 
 

G
2
22

2
11

2211

321

Jxmxm
0xmxm
mmmm

=+

=+
=++

 

 

 Având 3 ecuaţii şi 5 necunoscute (x1, x2, 
m1, m2, m3) trebuie adoptaţi doi parametri, de 
exemplu x1 şi x2. Rezultă cele trei mase 

 

 
21

G
3

122

G
2

211

G
1 xx

Jmm ;
)xx(x

Jm ;
)xx(x

Jm +=
−

=
−

=  
 

 Pentru a obţine soluţii pozitive trebuie îndeplinite condiţiile 
 

 0xx 21 <  şi 
21

G

xx 
Jm >  

 
 

2.2.1.4. Forţele de legătură 
 
Forţele de legătură exprimă interacţiunea dinamică dintre elementele 

cuplelor cinematice, acţionează prin intermediul suprafeţelor în contact şi se 
împart în două categorii: reacţiuni normale şi forţe de frecare. 

 
 
 

m2

y

O≡G
x

m31m

Fig. 2.35 
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 Reacţiunile normale 
 

Aşa cum am arătat (par. 1.1.1), reacţiunile normale înlocuiesc legăturile 
cinematice (restricţiile la deplasare). Tipul (forţă de reacţiune sau moment de 
reacţiune) şi direcţia lor în raport cu geometria cuplei sunt indicate în Tab.1.1. 
În cazul mecanismelor plane (de care ne ocupăm în primul rând) se face ipoteza 
că încărcările (forţele aplicate) şi forţele de inerţie acţionează într-un singur 
plan, paralel cu planul mişcării. 

În aceste condiţii, componentele torsorului de reacţiune care nu 
acţionează în acest plan devin nule din condiţiile de echilibru. Componentele 
diferite de zero pot fi asociate cu restricţiile raportate la mişcarea plan paralelă. 
Astfel, în cazul cuplei de rotaţie (Fig.2.36.a), torsorul de reacţiune se reduce, în 
centrul cuplei, la o reacţiune unică 12R  (primul indice arată elementul din 
partea căruia se exercită reacţiunea, iar al doilea - elementul asupra căruia se 
exercită), având componentele necunoscute R12x şi R12y. În cazul cuplei de 
translaţie (Fig.2.36.b) torsorul de reacţiune se reduce într-un punct de pe axa de 
translaţie la o reacţiune perpendiculară pe această axă 12R  Ax⊥  şi la un 
moment de reacţiune Mr12. Parametri scalari necunoscuţi sunt R12y (R12x = 0) şi 
Mr12. De obicei punctul de reducere se adoptă în centrul zonei de contact a 
cuplei (Fig.2.36.b), dar se poate adopta şi într-un punct determinat astfel încât 

torsorul să fie format dintr-o reacţiune unică (Fig.2.36.c). În acest caz distanţa a, 
care determină poziţia punctului de reducere faţă de centrul zonei de contact, 
este o necunoscută a problemei de analiză cinetostatică şi este legată de 
parametrii 12R şi 12rM prin relaţia 

 

aR M 12r12r ⋅= .                    (2.89) 
 

 

 Forţele de frecare 
 

Fenomenul frecării este deosebit de complex, fiind determinat de un 
număr foarte mare de factori mecanici, fizici şi chimici. În contextul acestei 
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               a)                             b)                                      c) 
                                         
                                         Fig. 2.36 
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expuneri ne interesează numai una dintre manifestările frecării - forţa de frecare 
de alunecare. Între mărimea forţei de frecare f 12F  şi cea a reacţiunii normale 

12R  există relaţia 
 

1212f R F ⋅μ=  
 

unde μ este coeficientul de frecare. Forţa de frecare f12F  are direcţia şi sensul 
vitezei relative de alunecare 12v  (se opune vitezei 21v ) - Fig.2.37. 

Dacă se compune reacţiunea normală 12R  
cu forţa de frecare f12F  se obţine reacţiunea 
rezultantă r

12R . Unghiul ϕ dintre 12R  şi r
12R  se 

numeşte unghi de frecare, iar tangenta sa este egală 
cu coeficientul de frecare 

 

μ==ϕ
12

12f

R 
F 

tg . 
 

Valoarea coeficientului de frecare, esenţială pentru calculul forţelor de 
frecare, depinde de regimul de frecare din cupla cinematică. În Tribologie 
(ştiinţa frecării) se consideră că există trei regimuri de frecare: uscată, limită şi 
fluidă. Frecarea uscată se produce în absenţa lubrifiantului şi, practic, nu se 
admite în cuplele cinematice datorită uzării foarte rapide a suprafeţelor. 
Regimul limită apare când între suprafeţe există un start de fluid foarte subţire 
(molecular) de lubrifiant. Frecarea fluidă presupune existenţa unei pelicule de 
lubrifiant care separă complet suprafeţele, iar alunecarea se produce între 
straturile de fluid. Se admite şi o stare de frecare intermediară, numită mixtă în 
care pelicula de lubrifiant se reface şi se întrerupe periodic. Valorile 
coeficientului de frecare sunt date, în mod orientativ, în Tab.2.3. 

 Tabelul 2.3 
Regimul de frecare Valoarea aproximativă a coeficientului de frecare 

Frecare uscată μ > 0,3 
Frecare limită 0,1 - 0,3 
Frecare mixtă 0,005 - 0,1 
Frecare fluidă 0,001 - 0,005 
 
Din Tab.2.3 rezultă că, în cazul frecării fluide, coeficientul de frecare 

este foarte mic, iar forţele de frecare au valori neglijabile în raport cu reacţiunile 
normale. De aceea, în analiza cinetostatică, se iau în considerare, în primul rând, 
forţele de frecare din cuplele cu frecare limită sau mixtă. 

În cazul cuplei de rotaţie forţa de frecare f12F  acţionează în punctul de 
contact fus - lagăr care apare datorită jocului din cuplă. Direcţia forţei de frecare 
este orientată după tangenta comună la cele două cercuri, iar sensul este acelaşi 

ϕ R12R12

v F12 f12

r

Fig. 2.37 
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dacă 12
~ω este pozitiv

dacă 12
~ω este negativ

cu al vitezei relative 12v  (Fig.2.38.a). Din motive care ţin de simplificarea 
analizei cinetostatice, reducerea forţelor de frecare se face în centrul fusului 
(Fig.2.38.b). În această ipoteză, pe lângă forţa de frecare intervine şi un moment 
de frecare Mf12 având sensul vitezei unghiulare relative ω12. Forţa şi momentul 
de frecare se calculează, în modul, cu relaţiile 

 

12AA12f

12A12f

R rM 

R F 

⋅⋅μ=

⋅μ=
 

 

în care Aμ este coeficientul de frecare din cupla A, iar rA este raza fusului. 
Reacţiunea normală 12R  şi forţa de frecare f12F se compun obţinându-se 
reacţiunea rezultantă r

12R . În felul acesta, torsorul rezultant al forţelor de 
legătură din cuplă se reduce, în centrul cuplei, la forţa r r r

12 12x 12yR (R ,  R )  şi la 

momentul Mf12 care se exprimă în funcţie de r
12R , 

 

 r
f12 12 A A 12 AM s r  R cos= ⋅μ ⋅ ⋅ ϕ  

 

 Termenul s12 indică semnul (sensul) momentului şi se determină astfel 
 

 
⎩
⎨
⎧+

=
1,-

 ,1
s12  

 

 Deoarece AA tgϕ=μ , iar 2r
y12

2r
x12

r
12 )R()R(R += formula devine 

 

 A
2r

y12
2r

x12A1212f sin)R()R(rsM ϕ+⋅= ,                 (2.90) 
 

iar dacă Aϕ  este mic ( < 100 ), A A Asin tgϕ ≅ ϕ = μ , se poate folosi şi formula: 
 

f12

1
M

ω12
Ff12

12v

A2
12R 2

1

12ω

Ff12

A R12

ϕA rR12

     
                              a)                                                         b) 

Fig. 2.38 
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 2r
y12

2r
x12AA1212f )R()R(rsM +⋅μ⋅=                  (2.91) 

 

 În cazul lagărelor cu rulmenţi se aplică aceleaşi relaţii, cu observaţia că 
rA este o rază de reducere convenţională - în mod obişnuit raza cercului care 
trece prin centrele corpurilor de rulare. 
 Pentru a studia modul în care acţionează forţele de frecare în cupla de 
translaţie, torsorul reacţiunilor normale ( 12 r12R ,  M ) se înlocuieşte prin două 
forţe, perpendiculare pe axa de translaţie şi amplasate la extremităţile zonei de 
contact. Aceste forţe, determinate din ecuaţii de momente, de echivalenţă, scrise 
în raport cu punctele A' şi A" (Fig.2.39.a), au valorile: 
 

 

12 r12
12

12 r12
12

 R  M
R '

2 b
 R  M

R"
2 b

= +

= −

 

 

în care b este lungimea zonei de contact a cuplei. 
 Pentru a calcula forţa de frecare vom lua în considerare două cazuri 
 

12 R R"R' r12
12 12

b

1 A'

M

A"

2

 
      a) 

12R' R F R" R' RF'12 f12 12 12 f12 12

v
b

12

b
v12

r12M r12

1 A' A'

x
M

A" 1

2 y 2

x F"
A"

f12

R"12

y

 
                                      b)                                               c) 

Fig. 2.39 
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dacă 12v este pozitiv (are sensul axei x) 
dacă 12v este negativ (are sens opus axei x) 

 Cazul (1) 12 r12 R  M
2 b

>  sau 
b
M 2

R r12
12

⋅
>  

 

Dacă Mr12 se înlocuieşte cu expresia (2.89) se obţine condiţia 
 

 
2
ba <  

 

care arată că acest caz se inregistrează când punctul de reducere al reacţiunii 
unice se află în interiorul zonei de contact. 
 Deoarece 12R '  şi 12R " au acelaşi sens, poziţia relativă dintre cele două 
elemente, având în vedere jocul din cuplă, este cea din Fig.2.39.b, iar forţa de 
frecare are mărimea 
 

 121A12f R F ⋅μ=                    (2.92) 
 

în care 1Aμ este coeficientul de frecare din cuplă, corespunzător acestui caz. 
Componentele forţei de frecare, în raport cu un reper solidar cu un element al 
cuplei, având axa abscisei paralelă cu axa de translaţie sunt 
 

 
0F

R sFF

y12f

121A12x12f12f

=

⋅μ⋅==
                           (2.93) 

 

în care s12 indică semnul (sensul) forţei de frecare şi se determină astfel 
 

 
⎩
⎨
⎧+

=
1,-

 ,1
s12  

 

 Cazul (2) 12 r12 R  M
2 b

< , 
b
M 2

R r12
12

⋅
< , ba

2
>  

 

 Desigur, acest caz se înregistrează când punctul de reducere al 
rezultantei unice se află în afara zonei de contact. 
 Deoarece 12R '  şi 12R " au sensuri opuse, poziţia relativă dintre elemente 
este cea din Fig.2.39.c, cu două puncte de contact la extremităţile patinei. În 
consecinţă apar două forţe de frecare 
 

 12 r12
f12 A2 12 A2

 R  M
 F'  R '

2 b
⎛ ⎞

= μ = μ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 r12 12
f12 A2 12 A2

 M  R
 F"  R"

b 2
⎛ ⎞

= μ = μ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 
 

iar forţa de frecare rezultantă este 
 

 r12
f12 f12 f12 A2

2  M
 F  F'  F"

b
⋅

= + = μ                  (2.94) 
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b
M 2

sFF 12r
2A12x12f12f

⋅
μ⋅==                   (2.95) 

 0F y12f = . 
 

În aceste relaţii 2Aμ este coeficientul de frecare din cuplă corespunzător acestui 
caz, iar s12 are aceeaşi semnificaţie ca în cazul (1). 
 Comparând relaţia (2.94) cu (2.92) şi având în vedere condiţiile de 
definiţie ale celor două cazuri rezultă că forţa de frecare în cazul (2) este mai 
mare decât în cazul (1), în ipoteza că R12 are aceeaşi valoare. Trebuie remarcat 
că în sprijinul acestei afirmaţii intervine şi faptul că A2 A1μ > μ . Aceasta se 
explică prin aceea că în cazul (2) reacţiunile 12R '  şi 12R "  sunt concentrate, 
presiunile de contact sunt mari, iar regimul de ungere - defavorabil. Se observă, 
de asemenea, că forţa de frecare în cazul (2) depinde şi de parametrul b (2.94). 
Cu cât această lungime este mai mică, forţa de frecare este mai mare. 
 Aceste observaţii conduc la concluzia că este recomandabil să fie evitat 
cazul (2). Această cerinţă se poate realiza printr-o proiectare raţională a 
mecanismului prin care să se obţină momente de reacţiune cât mai mici în 
cuplele de translaţie (vezi par. 2.2.3.1). Reamintim că, pentru a evita cazul (2), 
punctul de aplicaţie al rezultantei unice trebuie să se afle în interiorul zonei de 
contact a cuplei. 
 
 

2.2.2. Analiza cinetostatică fără frecare 
 

 Consideraţii generale 
 

Aşa cum am arătat, modelul matematic al analizei cinetostatice se 
constituie din ecuaţiile de echilibru ale elementelor. În cazul mecanismelor 
plane ecuaţiile de forţe sunt vectoriale, iar ecuaţiile de momente pot fi 
exprimate scalar. Prin proiectarea ecuaţiilor de forţe pe axele sistemului de 
coordonate solidar cu baza, toate ecuaţiile devin scalare şi au caracter liniar. 
Prin urmare, analiza cinetostatică fără frecare este o problemă liniară cu 
avantajele care decurg de aici în ce priveşte rezolvarea numerică. Problema 
poate fi tratată pe ansamblul mecanismului sau pe grupe structurale. Cea de-a 
doua modalitate prezintă avantajele semnalate şi la analiza cinematică: cu 
ajutorul unui număr redus de procedee se poate analiza un număr mare de 
mecanisme. Pe lângă aceasta, abordarea pe grupe structurale reduce mult 
numărul de ecuaţii care trebuie rezolvate simultan, simplificând procedeul de 
rezolvare. Astfel, în cazul grupelor 0/2/2 numărul de ecuaţii care trebuie 
rezolvate simultan este de maximum patru. Trebuie precizat că în cinetostatică 
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ordinea în care se face analiza grupelor componente este inversă în raport cu 
ordinea de formare a mecanismului. 

Rezolvarea ecuaţiilor de echilibru se poate face grafo - analitic sau 
analitic. Procedeul grafo - analitic presupune rezolvarea analitică a ecuaţiilor 
scalare, de momente şi rezolvarea grafică (prin construcţia unor poligoane) a 
ecuaţiilor vectoriale, de forţe. 

 
 
2.2.2.1. Analiza cinetostatică a grupelor structurale 
 
Procedeele de analiză cinetostatică pentru grupele structurale uzuale 

sunt prezentate în Tab.2.4. În acest tabel sunt indicate sistemele de ecuaţii de 
echilibru scrise sub formele specifice celor două moduri de rezolvare.  

Sunt reprezentate, de asemenea, poligoanele de forţe care reprezintă 
rezolvarea grafică a ecuaţiilor de forţe. În cadrul acestor procedee, forţele 
cunoscute (aplicate şi de inerţie) care acţionează asupra unui element k, se 
reduc, într-un punct de poziţie cunoscută Ok, la un torsor ( k kF ,M ). În aplicaţiile 
concrete multe dintre aceste componente sunt nule sau neglijabile. Pentru a 
înlesni înţelegerea procedeelor prezentate sintetic în Tab.2.4, se tratează, 
detaliat, în continuare, două grupe structurale. Se va efectua, de asemenea, 
analiza cinetostatică a mecanismului patrulater articulat plan utilizând, 
comparativ, abordarea globală şi cea pe grupe structurale.  
 

 Grupa structurală RRT (Fig. 2.40) 
 

Vom trata, la început, procedeul grafo - analitic. 
Reacţiunea 12R se consideră formată din două componente 

t
12R   AB⊥ şi n

12R //  AB . 
Se scrie ecuaţia de momente, pentru elementul 2, în raport cu punctul B, 
 

t
B 12 B 2 2BM (2) 0;   M (R ) M (F ) M 0= + + =∑  

 

Momentul B 2M (F )  care intervine în această ecuaţie se calculează astfel: 
 

 B 2 2 2M (F )   F h= ± ⋅  
 

unde h2 este braţul momentului (Fig.2.40.a) care poate fi determinat grafic, prin 
măsurare pe desen. Semnul se determină în funcţie de sensul momentului, 
observat pe desen, şi convenţia de semn adoptată. 
 Din ecuaţia de momente se calculează 
 

 t
B 12 B 2 2M (R ) (M (F ) M )= − +  

 

şi apoi 
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t

B 12t
12

2

 M (R )
 R

l
= . 

 

Sensul reacţiunii t
12R  se stabileşte în funcţie de semnul momentului t

B 12M (R ) . 

 Se scrie, apoi, ecuaţia vectorială de forţe pentru sistemul format din 
elementele 2 şi 3, 
 

 n t
12 12 2 3 43F (2,  3) 0 ;     R R F F R 0= + + + + =∑ . 

 

 Ecuaţia se rezolvă grafic, prin construcţia unui poligon de forţe. Se 
reprezintă, la început, forţele cunoscute t

12R , 2F  şi 3F  înşiruite una după alta 
(Fig.2.40.b). Apoi, prin punctul iniţial se trasează suportul reacţiunii 

n
12R  //  AB , iar prin punctul final suportul reacţiunii 43R   tt⊥ . Cele două 

drepte se intersectează închizând poligonul. În felul acesta rezultă n
12R  şi 43R , 

iar sensul lor se stabileşte astfel ca înteg poligonul să fie parcurs în acelaşi sens. 
Prin compunere grafică se determină n t

12 12 12R R R= + . 
 Se scrie ecuaţia de forţe pentru un element al grupei, de exemplu 
elementul 2, 
 

 12 2 32F (2) 0 ;     R F R 0= + + =∑ . 
 

Reacţiunea 32R  se determină grafic, prin construcţia unui triunghi de vectori 
(Fig.2.40.b) conform cu ecuaţia de echilibru. 
 În final, se determină momentul de reacţiune din cupla de translaţie cu 
ajutorul unei ecuaţii de momente scrisă pentru elementul 3. De regulă, această 
ecuaţie se scrie în raport cu punctul B. Aceasta înseamnă că reducerea torsorului 
de reacţiune se face în B sau în B' - piciorul perpendicularei dusă prin B pe axa 
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                                          a)                                                               b) 

Fig. 2.40 
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tt. (Toate punctele de reducere situate pe suportul forţei rezultante au acelaşi 
moment rezultant). 
 

 ∑ = ; 0)3(MB  B
B 3 3 r43M (F ) M M 0+ + =  

   B
r43 B 3 3M (M (F ) M )= − +  

 

Dacă torsorul de reacţiune se reduce la o reacţiune unică, atunci poziţia 
punctului de reducere P trebuie determinată. Se scrie relaţia de calcul a 
momentului la schimbarea polului din B' în P, 
 

 P B
r43 r43 P 43M M M (R ) 0= + =  

 B
P 43 r43M (R ) M= −  

 

De aici rezultă hB'P, 
 

 P 43
B'P

43

 M (R )
h

 R
= , 

 

iar sensul de măsurare se determină astfel încât momentul P 43M (R )  să aibă 
sensul obţinut din calcul. 
 Dacă punctul de reducere este centrul zonei de contact C, atunci 

C
43r43r MM =  se poate determina fie prin schimbarea polului, din B' în C sau din 

P în C, fie scriind o ecuaţie de momente pentru elementul 3 în raport cu C, 
 

 ∑ = ; 0)3(MC  C 3 3 C 23 r43M (F ) M M (R ) M 0+ + + =  
   r43 C 3 3 C 23M (M (F ) M M (R ))= − + + . 
 

 Procedeul analitic foloseşte aceleaşi ecuaţii de 
echilibru ca şi procedeul grafic, cu observaţia că ecuaţiile 
de momente se scriu, mai întâi, sub formă vectorială şi 
apoi se transpun scalar. Astfel, momentul unei forţe F  
aplicată în A, în raport cu polul B (Fig.2.41) se scrie 
 

 BM (F) BA F F AB= × = × , 
 

iar apoi se dezvoltă, obţinând expresia scalară 
 

 

B x y x B A y B A

B A B A

i j k
M F AB  F F 0  k(F (y y ) F (x x ))

x x y y 0
= × = = − − −

− −
 

 )xx(F)yy(FMM AByABxBzB −−−==  
 

 În cazul grupei RRT se scriu următoarele ecuaţii de echilibru: 
 

 ∑ = 0)2(M ; 12 2 2 2R AB F O B M 0× + × + =  

x
O

y
F

A

B

BM  (     )F2

 
Fig. 2.41 
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 ∑ = 0)3 ,2( F ; 12 43 2 3R R F F 0+ + + =  
 

 Ecuaţia de momente se transpune scalar, iar ecuaţiile de forţe se 
proiectează pe axele de coordonate. Pentru a scrie proiecţiile reacţiunii 

43R   tt⊥ , se utilizează unghiul 3ϕ  format de axa de translaţie Cx3 cu axa Ox. 
În felul acesta se obţine următorul sistem liniar 
 

)FF(
)FF(

))xx(F
)yy(FM(

R
R 

R

 
cos10

 sin01

0)xx(
 

yy 

y3y2

x3x2

ABy2

ABx22

y12

x12

43

3

3

ABAB

+−
+−

−−
−−+−

=⋅
ϕ
ϕ−

−−−

          (2.96) 

 

din care se calculează R43, R12x şi R12y. 
 Reacţiunea R32 rezultă din ecuaţia de forţe pentru elementul 2, 
 

 ∑ =  0)2( F ; 12 2 32R F R 0+ + =  
   0RFR x32x2x12 =++  
   0RFR y32y2y12 =++  

   )FR(R x2x12x32 +−=  
   )FR(R y2y12y32 +−=  
 

 Momentul B
43rM  rezultă din ecuaţia de momente pentru elementul 3 în 

raport cu B, 
 

 BM (3) 0=∑ ; B
3 3 3 r43F O B M M 0× + + =  

   )M)xx(F)yy(F(M 3OBy3OBx3
B
43r 33

+−−−−=  
 

 Dacă reducerea se face în C, se scrie ecuaţia de momente în raport cu 
acest punct 
 

 CM (3) 0=∑ ; 3 3 3 23 r43F O C M R BC M 0× + + × + =  
 

))xx(R)yy(RM)xx(F)yy(F(M BCy23BCx233OCy3OCx343r 33
−−−++−−−−=  

 
 Observaţie 
 Determinantul sistemului (2.96) are aceeaşi expresie ca şi determinantul 
sistemelor care intervin la analiza vitezelor şi a acceleraţiilor (2.17), 
 

 3AB3AB sin)yy(cos)xx(D ϕ−+ϕ−=  
 

Aceasta înseamnă că analiza cinetostatică fără frecare, ca şi analiza cinematică, 
este o problemă compatibilă şi determinată dacă se evită poziţia critică 
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( tt  AB ⊥ ) în care D = 0. Această observaţie este valabilă pentru toate grupele 
structurale. 
 

 Grupa structurală 0/3/3 cu cuple de rotaţie 
 

În cadrul procedeului grafo - analitic se folosesc punctele singulare 
întâlnite şi la analiza cinematică. Să considerăm punctul S situat la intersecţia 
dreptelor AB şi CD (Fig.2.42). Reacţiunile din cuplele exterioare se consideră 
formate din două componente, astfel: n t

12 12 12R  (R  // AB,  R   AB)⊥ , 
n t

64 64 64R  (R  // CD,  R   CD)⊥ , n t
75 75 75R  (R  // EF,  R   EF)⊥ . Se scriu 

următoarele ecuaţii de momente 
 

0)2(MB =∑ ; t t
B 12 B 2 2 12M (R ) M (F ) M 0  R+ + = ⇒  

0)4(MD =∑ ; t t
D 64 D 4 4 64M (R ) M (F ) M 0  R+ + = ⇒  

0)5(MF =∑ ; t t
F 75 F 5 5 75M (R ) M (F ) M 0  R+ + = ⇒  

 

din care rezultă, după modelul de rezolvare de la grupa RRT, componentele 
tangenţiale. 

 Se scrie ecuaţia de momente pentru toată grupa în raport cu punctul S 
 

 ∑ = 0)5 ,4 ,3 ,2(MS ; t
S 12 S 2 2M (R ) M (F ) M+ + +   

    

t
S 64 S 4 4

t n
S 75 S 75 S 5 5

n
S 3 3 75

M (R ) M (F ) M

M (R ) M (R ) M (F ) M

M (F ) M 0 R

+ + + +

+ + + + +

+ + = ⇒
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Fig. 2.42 
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Din această ecuaţie se obţine singura forţă necunoscută n
75R . În continuare, se 

scrie o serie de ecuaţii de forţe, care se rezolvă grafic şi din care rezultă celelalte 
reacţiuni: 
 

 ∑ = 0)5( F ;     75 5 35 35R F R 0    R+ + = ⇒  

∑ = 0)5 ,4 ,3 ,2( F ; n t n t
12 12 2 64 64R R F R R+ + + + +  

   4 75 5 3F R F F 0+ + + + = ⇒ n n
12 64R ,  R  

 ∑ = 0)2( F ;     12 2 32 32R F R 0    R+ + = ⇒  

 ∑ = 0)4( F ;     64 4 34 34R F R 0    R+ + = ⇒  
 

 Procedeul analitic debutează cu scrierea următoarelor ecuaţii de 
echilibru 
 

 BM (2) 0=∑ ; 12 2 2 2R AB F O B M 0× + × + =  

 DM (4) 0=∑ ; 64 4 4 4R CD F O D M 0× + × + =  

 FM (5) 0=∑ ; 75 5 5 5R EF F O F M 0× + × + =  

 BM (2,  3,  4,  5) 0=∑ ; 12 2 2 2R AB F O B M× + × + +    

64 4 4 4

75 5 5 5

3 3 3

R CD F O D M

R EB F O B M

F O B M 0

+ × + × + +

+ × + × + +

+ × + =

 

 ∑ = 0)5 ,4 ,3 ,2( F ; 12 64 75 2 3 4 5R R R F F F F 0+ + + + + + =  
 

 Sistemul vectorial se transformă, după modelul cunoscut, în unul scalar  
format din 6 ecuaţii cu necunoscutele R12x, R12y, R64x, R64y, R75x, R75y.  

Din ecuaţiile de forţe scrise, separat, pentru elementele 2, 4 şi 5 rezultă 
celelalte reacţiuni 
 

∑ = 0)2( F ;     12 2 32 32 32x 32yR F R 0    R  (R ,  R )+ + = ⇒  

 ∑ = 0)4( F ;     64 4 34 34 34x 34yR F R 0    R  (R ,  R )+ + = ⇒  

 ∑ = 0)5( F ;     75 5 35 35 35x 35yR F R 0    R  (R ,  R )+ + = ⇒  
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 124
 



 125
 



 126
 



 127
 



 128
 



 129
 



 130
 



 131

2.2.2.2. Mecanismul patrulater articulat plan 
 
Se aplică, pentru început, modul global de abordare a analizei 

cinetostatice, prin procedeul analitic. Se scrie, pentru fiecare element mobil 
(Fig.2.43), câte o ecuaţie de forţe şi una de momente 

∑ = 0)1( F ; 41 1 21R F R 0+ + =  

∑ = 0)2( F ; 12 2 32R F R 0+ + =  

∑ = 0)3( F ; 43 3 23R F R 0+ + =  

AM (1) 0=∑ ; 21 1 1 1 eR BA F O A M M 0× + × + + =  

BM (2) 0=∑ ; 32 2 2 2R CB F O B M 0× + × + =  

DM (3) 0=∑ ; 23 3 3 3R CD F O D M 0× + × + =  
 

Sistemul vectorial se transformă într-un sistem scalar format din 9 
ecuaţii care conţin toate necunoscutele problemei - reacţiunile din cele patru 
cuple şi momentul de echilibrare. Sistemul scalar are forma 

 

12x

12y

23x

23y

34x

34y

B A B A 14x

C B C B 14y

D C D C e

1 0 0 0 0 0 1 0 0 R
0 1 0 0 0 0 0 1 0 R
1 0 -1 0 0 0 0 0 0 R
0 1 0 -1 0 0 0 0 0 R

 0 0 1 0 -1 0 0 0 0   R
0 0 0 1 0 -1 0 0 0 R

y y (x x ) 0 0 0 0 0 0 1 R
0 0 y y (x x ) 0 0 0 0 0 R
0 0 y y (x x ) 0 0 0 0 0 M

F

                                         

⋅ =

− − −
− − −
− − −

=

1 1

2 2

3 3

1x

1y

2x

2y

3x

3y

1x A O 1y A O 1

2x B O 2y B O 2

3x D O 3y D O 3

F
F
F

F
F

F (y y ) F (x x ) M

F (y y ) F (x x ) M

F (y y ) F (x x ) M

−
−

− − + − −

− − + − −

− − + − −
 

 

(2.97) 
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Fig. 2.43 

 Se efectuează, în continuare, analiza cinetostatică pentru acelaşi 
mecanism, utilizând procedeele grupelor structurale componente. 
Mecanismul conţine o grupă 1/1/1, R (formată din elementul 1 şi cupla A) şi o 
grupă 0/2/2, RRR (elementele 2, 3 şi cuplele B, C, D) care participă, în această 
ordine, la formarea sa. Aşa cum am arătat, grupele se tratează în ordine inversă 
în raport cu ordinea de formare. Se aplică, prin urmare, procedeul indicat în 
Tab.2.4 pentru grupa RRR. Se scriu următoarele ecuaţii de echilibru 
 

∑ = 0)3 ,2( F ; 12 2 3 43R F F R 0+ + + =  

CM (2) 0=∑ ; 12 2 2 2R BC F O C M 0× + × + =  

CM (3) 0=∑ ; 43 3 3 3R DC F O C M 0× + × + =  
 

Prin transformare scalară se ajunge la un sistem format din 4 ecuaţii, 
 

2 2

3 3

12x

12y

C B C B 43x

C D C D 43x

2x 3x

2y 3y

2x C O 2y C O 2

3x C O 3y C O 3

1 0 1 0 R
0 1 0 1 R

   
y y (x x ) 0 0 R

0 0 y y (x x ) R

F F
F F

                                            F (y y ) F (y y ) M

F (y y ) F (y y ) M

⋅ =
− − −

− − −

− −
− −

= − − + − −

− − + − −

       

 

cea de a treia reacţiune ( 32R ) rezultă imediat din ecuaţia 
 

 ∑ = 0)2( F ; 12 2 32R F R 0+ + =  
   x32x32x2x12 R    0RFR ⇒=++  
   y32y32y2y12 R    0RFR ⇒=++  
 

(2.98) 
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 Se trece, apoi, la grupa R, având în vedere că reacţiunea determinată 
21 12R R= −  este cunoscută 

 

 ∑ = 0)1( F ; 41 1 21R F R 0+ + =  
   x41x21x1x41 R    0RFR ⇒=++  
   y41y21y1y41 R    0RFR ⇒=++  

 AM (1) 0=∑ ; 21 1 1 1 eR BA F O A M M 0× + × + + =  

   
)M)xx(F-  )yy(F          

)xx(R)yy(R(M

1OA1yOAx1

BAy21BAx21e

11
+−−+

+−−−−=
 

 

 Comparând cele două procedee şi, în special, sistemele de ecuaţii (2.97) 
şi (2.98), se observă avantajul tratării pe grupe sub aspectul simplificării 
procesului de rezolvare numerică. 
 
 

2.2.3. Analiza cinetostatică în prezenţa frecării 
 
2.2.3.1. Consideraţii generale 
 

Modelul matematic al analizei cinetostatice cu frecare este constituit din 
ecuaţii de echilibru în care, pe lângă celelalte forţe, figurează şi forţele de 
frecare. Aşa cum s-a arătat (par. 2.2.1.4), în cazul cuplelor de rotaţie reacţiunea 
normală şi forţa de frecare se consideră cumulate, astfel încât, torsorul forţelor 
de legătură, redus în centrul cuplei, este ( r

12 f12R ,   M ). Momentul de frecare Mf12 
se calculează cu relaţia (2.90) care este neliniară în raport cu reacţiunile r

x12R  şi 
r

y12R . În consecinţă, analiza cinetostatică cu frecare este o problemă neliniară. 
În cazul cuplelor de translaţie reacţiunea normală şi forţa de frecare se 

consideră separat, iar sistemul forţelor de legătură este ( 12 f12 r12R ,  F ,  M ). Forţa 

de frecare f12F  se determină cu formula (2.92) dacă 
b
M 2

R 12r
12

⋅
>  (cazul 

(1)) sau cu formula (2.94)) dacă 
b
M 2

R 12r
12

⋅
<  (cazul (2)) (b - lungimea 

zonei de contact). Pentru a stabili cazul în care se află cupla, se efectuează 
analiza cinetostatică fără frecare şi se determină valorile aproximative pentru  

12R şi 12rM . După cum am arătat, cazul al doilea trebuie evitat, deoarece 
forţele de frecare sunt mai mari decât în primul caz. Vom arăta cum se poate 
realiza acest lucru printr-o proiectare raţională a schemei cinematice şi de 
încărcare a mecanismului. 
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Se consideră grupa structurală RRT (Fig.2.44.a). Referindu-ne la cupla 
de translaţie C, cazul (1) se înregistrează atunci când punctul de aplicaţie al 
reacţiunii unice 43R  se află în zona de contact a cuplei. Este uşor de demonstrat 
că această cerinţă se obţine când sunt îndeplinite condiţiile: 

• Articulaţia interioară (B) trebuie să fie amplasată pe axa de translaţie 
şi în interiorul zonei de contact, formând un element (3) cu dimensiuni reduse 
(Fig.2.44.b). Aşa cum s-a precizat în par. 1.3.2 această formă a grupei 
structurale se numeşte redusă sau degenerată. 

• Încărcarea elementului redus (3) trebuie să se facă printr-o forţă unică, 
al cărui suport să trecă prin articulaţia interioară (B). Deoarece elementul redus 
are, în general, dimensiuni şi masă mici, forţele de greutate şi de inerţie sunt 
neglijabile, astfel că respectarea acestei condiţii depinde numai de sistemul 
forţelor aplicate. 

Se scrie ecuaţia de momente pentru elementul 3 în raport cu C (centrul 
zonei de contact) în ipoteza că torsorul de reacţiune, din cupla de translaţie, se 
reduce la reacţiunea unică 43R , 

 

CM (3) 0=∑ ; C 23 C 3 C 43 3M (R ) M (F ) M (R ) M 0+ + + =  
Dacă sunt îndeplinite condiţiile anterioare (Fig.2.44.b), C 23M (R ) 0= , 

C 3M (F ) 0= , 0M3 = , ceea ce conduce la concluzia că şi C 43M (R ) 0= . Aceasta 
înseamnă că punctul de aplicaţie al reacţiunii 43R  se află în C, deci în interiorul 
zonei de contact. Cel mai reprezentativ mecanism, care conţine grupa 
structurală RRT, este mecanismul manivelă - piston. În Fig.2.45 sunt 
reprezentate mai multe scheme cinematice şi de încărcare ale acestui mecanism 
indicându-se care sunt corecte şi care sunt greşite din punctul de vedere al 
respectării condiţiilor formulate anterior. 

 

ϕ
1 4 x

O

MMA 22 F

2 B 3 F3

1
3 C y

F2

2M
P

A 2
BPh

b
R3 43

3
B

4
F3

                           a)                                                         b) 
 

Fig. 2.44 
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Fig. 2.45 
 
 

a), b) scheme cinematice şi încărcări corecte; 
c)  schemă cinematică greşită – articulaţia C nu se află pe axa de translaţie; 
d)  schemă cinematică greşită – articulaţia C nu se află în zona de contact a 
cuplei de translaţie; 
e)  încărcare greşită – forţa 3F  nu trece prin C. 
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Se consideră, acum, grupa structurală RTR (Fig.2.46). Pentru a încadra 
cupla B în cazul (1) trebuie îndeplinite aceleaşi condiţii, menţionate la grupa 
RRT, cu observaţia că elementul redus poate fi oricare dinte cele două elemente 
ale grupei. Cel mai reprezentativ mecanism care conţine grupa RTR este 
mecanismul cu culisă de rotaţie. În Fig.2.47 sunt analizate mai multe variante 
ale acestui mecanism şi sunt indicate cele corecte şi cele greşite. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
În concluzia celor arătate considerăm că în toate mecanismele 

proiectate corect situaţia forţelor de legătură din cuplele de translaţie se 
încadrează în cazul (1) şi, ca urmare, în ecuaţiile de echilibru vom folosi numai 
formula (2.93). 

Când coeficienţii de frecare din cuplele de rotaţie sunt foarte mici (de 
ordinul 10-3), ceea ce se înregistrează la articulaţiile cu rulmenţi, forţele de 
frecare din aceste cuple se pot neglija, luând în considerare numai frecarea din 
cuplele de translaţie. Procedând în felul acesta, operaţia de analiză cinetostatică 
este mult simplificată şi are caracter liniar. 
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Fig. 2.46 
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                                 e)                                              f) 

Fig. 2.47 
 
a), b) scheme cinematice şi încărcări corecte; 
c), d) scheme cinematice greşite – nici una dintre articulaţii nu se află în zona de  
           contact a cuplei de translaţie; 
e), f)  încărcări greşite –este încărcat necorespunzător elementul redus. 
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2.2.3.2. Modelul matematic 
 

 Grupa RRT 
 

Pentru a exemplifica modul de lucru şi pentru a oferi o privire 
comparativă asupra celor două tipuri de analiză cinetostatică (cu şi fără frecare), 
vom trata, din nou, grupa structurală 0/2/2, RRT. Ţinând seama de 
recomandările din paragraful precedent, se ia în considerare forma redusă a 
grupei (Fig.2.44.b). 

Se scriu următoarele ecuaţii de echilibru 
 

BM (2) 0=∑  ; r
12 f12 f 32 2 2 2R AB M M F O B M 0× + + + × + =  

∑ = 0)2( F ; r r
12 32 2R R F 0+ + =  

∑ = 0)3( F ; r
23 43 f 43 3R R F F 0+ + + =  

 

Prin transformarea ecuaţiilor vectoriale în ecuaţii scalare, după modelul 
de la anliza cinetostatică fără frecare, se ajunge la următorul sistem 

 

0FsinR scosRR

0FcosR ssinRR

0FRR
0FRR

0M)xx(F)yy(Fsin)R()R(rs   

sin)R()R(rs)xx(R)yy(R

y3343C43343
r

y32

x3343C43343
r

x32

y2
r

y32
r

y12

x2
r

x32
r

x12

2OBy2OBx2B
2r

y32
2r

x32B32

A
2r

y12
2r

x12A12AB
r

y12AB
r

x12

22

=+ϕμ+ϕ+−

=+ϕμ+ϕ−−

=++

=++

=+−−−+ϕ++

+ϕ++−−−

         

 

 Sistemul (2.99) este neliniar, datorită ecuaţiilor de momente, şi se 
rezolvă printr-un procedeu numeric, rezultând necunoscutele r r r

12x 12y 32xR ,  R ,R ,  
r
32y 43 R ,  R .        

 Momentul Mr43 rezultă din ecuaţia de momente pentru elementul 3 în 
raport cu punctul B. Forţele 23 3R ,  F  şi f 43F  trec prin B (Fig.2.44.b), deci 
momentele lor sunt nule, astfel încât, ecuaţia de momente are forma 
 

 
r43 f 23

r
r43 f 23 23 B 32 B

M M 0

M M s r  R sin

+ =

= − = − ϕ
 

 

 Poziţia punctului P, de reducere a reacţiunii unice R43, este determinată 
de distanţa hBP, 
 

 
43

23f

43

43r
BP R 

M 
R 
M 

h == . 
 

(2.99) 
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Fig. 2.48 

Deoarece momentul Mf23 este foarte mic, distanţa hBP rezultă, de asemenea, 
foarte mică astfel încât punctul P se găseşte, foarte probabil, în zona de contact. 
Deci, cupla de translaţie se încadrează în cazul (1), iar formula utilizată pentru 
forţa de frecare (2.92) este cea corectă. Desigur, are importanţă şi lungimea 
patinei (b), deoarece cu cât aceasta este mai mare, probabilitatea ca punctul P să 
fie în zona de contact este mai mare. Având în vedere că forţa de frecare din 
cupla de translaţie este invers proporţională cu lungimea b, este recomandabil şi 
din acest punct de vedere, ca aceasta să aibă o valoare cât mai mare. 
 

 Metoda aproximaţiilor succesive 
 

Am arătat că pentru rezolvarea sistemelor de ecuaţii care intervin în 
analiza cinetostatică, în prezenţa frecării, se utilizează metode numerice 
iterative. O metodă tradiţională, utilizată chiar înainte de dezvoltarea modernă a 
tehnicii de calcul, este metoda aproximaţiilor succesive. Această metodă 
presupune parcurgerea mai multor trepte de aproximare conform schemei logice 
din Fig.2.48. În prima treaptă de aproximare (I = 1, blocul 1) forţele de frecare 

se consideră egale cu zero 
(blocul 2) şi se efectuează 
analiza cinetostatică fără 
frecare (blocul 3) rezultând 
reacţiunile normale. După 
fiecare treaptă, se testează 
abaterile relative (blocul 4) 
şi se trece la treapta urmă-
toare (blocul 5) sau se opreş-
te procesul (blocul 7). De-
sigur, după prima treaptă se 
trece la treapta a 2-a. Se 
calculează forţele de frecare 
în funcţie de reacţiunile nor-
male de la treapta precedentă 
(blocul 6) şi se aplică, din 
nou, analiza cinetostatică 
(blocul 3) considerând for-
ţele de frecare cu valori cu-
noscute. Abaterile relative se 
calculează cu formula: 
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mn

mnmn

R
)1I(R)I(R −−

=ε  , 
 

în care Rmn este o reacţiune oarecare, iar I treapta de aproximare. Este important 
de observat că în analiza cinetostatică, aferentă fiecărei trepte de aproximaţie, 
necunoscutele sunt numai reacţiunile normale, forţele de frecare fiind 
considerate cunoscute. În felul acesta modelul matematic este liniar şi nu se 
deosebeşte, formal, de cel folosit la cinetostatica fără frecare. Procedeul 
converge cu atât mai rapid, cu cât raportul dintre mărimea forţelor de frecare şi 
cea a reacţiunilor este mai mic. Uzual acest raport este mai mic decât 1/10, ceea 
ce determină aplicarea a 2 - 3 trepte de aproximaţie în condiţiile unei abateri 
relative admisibile de 0,05. 

 
 
2.2.3.3. Fenomenul de autoblocare 

 

 Explicarea producerii fenomenului de autoblocare 
 

Fenomenul de autoblocare se manifestă prin oprirea sau imposibilitatea 
pornirii mecanismului, în anumite poziţii, oricât de mare ar fi momentul aplicat 
elementului conducător. Această situatie se explică prin faptul că transmiterea 
forţelor în mecanism se face defectuos, astfel încât, pentru a învinge forţele de 
frecare, momentul de echilibrare tebuie tinde, teoretic, la infinit. 

Pentru a studia modul în care se produce acest fenomen, să revenim la 
analiza cinetostatică a grupei RRT (par. 2.2.3.2). Pentru simplificare, se 
neglijează frecarea în cuplele de rotaţie şi se consideră numai forţa de frecare 
din cupla de translaţie. În această ipoteză, sistemul de ecuaţii iniţial este 

 

BM (2) 0=∑  ; 12 2 2 2R AB F O B M 0× + × + =  

∑ = 0)3 ,2( F ; r
12 43 f 43 2 3R R F F F 0+ + + + =  

2 212x B A 12y B A 2x B O 2y B O 2

12x 43 3 43 C 43 3 3x

12y 43 3 43 C 43 3 3y

R (y y ) R (x x ) (F (y y ) F (x x ) M )

R R sin s  R cos F

R R cos s  R sin F

− − − = − − − − +⎧
⎪

− ϕ + μ ϕ = −⎨
⎪ + ϕ + μ ϕ = −⎩

  

 Deoarece necunoscuta R43 intervine şi sub forma 43R , ultimele două 
ecuaţii se scriu în mod diferit, în funcţie de semnul ipotetic al reacţiunii R43. 
 Dacă R43 > 0, sistemul (2.100) devine 
 

2 212x B A 12y B A 2x B O 2y B O 2

12x 43 3 43 C 43 3 3x

12y 43 3 43 C 43 3 3y

R (y y ) R (x x ) (F (y y ) F (x x ) M )

R R sin s R cos F
R R cos s R sin F

− − − = − − − − +⎧
⎪

− ϕ + μ ϕ = −⎨
⎪ + ϕ + μ ϕ = −⎩

    

 

 (2.100) 

(2.101) 
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Dacă R43 < 0, sistemul (2.100) devine 
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=ϕμ−ϕ+
−=ϕμ−ϕ−

+−−−−=−−−

y3343C43343y12

x3343C43343x12

2OBy2OBx2ABy12ABx12

FsinRscosRR
FcosRssinRR

M)xx(F)yy(F()xx(R)yy(R
22

          

 

 Sistemele (2.101) şi (2.102) liniare, în necunoscutele R12x, R12y, R43 se 
rezolvă şi se reţine soluţia care corespunde cu ipoteza iniţială referitoare la R43. 
Să presupunem, pentru început, că sistemul (2.101) livrează soluţia corectă. 
Determinantul acestui sistem, D1, este 
 

)sins)(cosxx()coss)(sinyy(D 3C433AB3C433AB1 ϕμ+ϕ−+ϕμ−ϕ−=  
 

Dacă 0D1 ≠ , sistemul este compatibil determinat, iar dacă 0D1 = , 
mecanismul se autoblochează deoarece reacţiunile R12x, R12y şi R43 care 
constituie necunoscutele problemei, ca şi forţele de frecare, tind la infinit. 
Punând condiţia 0D1 =  şi având în vedere că CC tgϕ=μ  rezultă 

 

)s(tg
1

xx
yy

C433AB

AB

ϕ−ϕ
−=

−
−                 (2.103) 

 

Pentru cele două cazuri posibile, 1s43 +=  şi 1s43 −= , formula (2.103) devine 
 

)(tg
1

xx
yy

C3AB

AB

ϕ−ϕ
−=

−
−                 (2.104) 

)(tg
1

xx
yy

C3AB

AB

ϕ+ϕ
−=

−
−                 (2.105) 

 

       Formulele (2.104) 
şi (2.105) arată că 
grupa structurală se 
blochează în două 
configuraţii (configu-
raţia este poziţia 
relativă a unui element 
al grupei faţă de 
celălalt) - când dreapta 
AB este perpendi-
culară pe o dreaptă 
înclinată faţă de Bx3 
cu unghiul Cϕ  în cele 
două sensuri. Cele 
două configuraţii de 

(2.102) 

tϕϕ0A

B - cupla de rota]ie
C - cupla de transla]ie
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C
ϕ
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Fig. 2.49 
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blocare A1B şi A2B (Fig.2.49) sunt simetrice faţă de configuraţia critică A0B, 
când AB este perpendiculară pe Bx3. La aceeaşi concluzie se ajunge dacă se ia 
în considerare ipoteza că sistemul (2.102) livrează soluţia corectă. 

Pentru a caracteriza o configuraţie oarecare se foloseşte un parametru 
care, pentru această grupă, este unghiul α format între elementul AB şi axa de 
translaţie tt (Bx3). Unghiul de configuraţie la care se produce blocarea se 

numeşte unghi de blocare, notat blα . În cazul nostru Cbl 2
ϕ−

π
=α . Intervalul, 

definit ca o vecinătate a configuraţiei critice, care este limitat de configuraţiile 
de blocare, este domeniul de blocare, în care funcţionarea nu este posibilă. În 
interiorul domeniului de blocare, sistemul (2.100) nu are soluţii. Pentru a evita 
domeniul de blocare, unghiul de configuraţie trebuie să îndeplinească condiţia 

blα<α . Pentru a înţelege mai bine iterpretarea fizică a modelului matematic, să 
studiem funcţionarea unui mecanism manivelă - piston (Fig.2.50) care conţine 
această grupă structurală. Am neglijat forţele de inerţie şi de greutate şi am 
considerat o singură forţă aplicată F3, cu caracter rezistent (se opune vitezei 
punctului C). În aceste condiţii am determinat, folosind procedeul descris 

anterior, reacţiunile 
12 12x 12y 43R (R ,  R ),  R  şi 

momentul de echilibrare 
Me pentru un şir de poziţii 
succesive ale elementului 
conducător. Reacţiunea 

43R  s-a determinat în cele 
două ipoteze precizate 
anterior. Astfel, 
considerând 0R 43 >  s-a 
obţinut valoarea R43p, iar 
pentru 0R 43 < , R43n. 
Variaţia lor, în funcţie de 
unghiul 1ϕ , este redată în 
diagrama din Fig.2.51. Se 
observă că, atât R43p, cât şi 
R43n sunt negative în 
intervalul ciclului 
cinematic ]2 ,0[1 π∈ϕ . 
Aceasta înseamnă că 
ipoteza corectă este 

0R 43 < , iar R43 = R43n. În 
această ipoteză s-au 

3
4

21

A

B

C

4

F33F αϕ1 x

y

 
Fig. 2.50 
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0

43pR
R
ϕ1

43n

360°

Me

α

αbl.
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determinat, apoi, celelalte reacţiuni şi momentul de echilibrare. În aceeaşi 
diagramă sunt trasate curba de variaţie a unghiului de configuraţie )( 1ϕα  şi a 
momentului de echilibrare )(M 1e ϕ . Se observă că este îndeplinită condiţia 

blα<α , astfel încât mecanismul nu înregistrează fenomenul de autoblocare. În 
diagrama din Fig.2.52 sunt trasate aceleaşi curbe în situaţia în care condiţia 

blα<α  nu este îndeplinită pe întreg intervalul ciclului cinematic. Din această 
diagramă se observă că în punctele blα=α , reacţiunea 43 43nR R=  tinde la 
infinit şi îşi schimbă semnul.  

De aceea, în zonele cu blα<α , 0R p43 <  şi 0R n43 >  şi, deci, nici una dinte 
ipotezele iniţiale nu se confirmă. Aceasta înseamnă că sistemul de ecuaţii nu are 
soluţii, în aceste intervale, iar funcţionarea mecanismului nu este posibilă. 
Curba )(M 1e ϕ  este trasată separat, în Fig.2.53. Ca şi reacţiunea R43, momentul 
de echilibrare tinde la infinit în punctele blα=α . În intervalele blα<α , această 
curbă nu este trasată deoarece mecanismul nu funcţionează în aceste zone. 

0

0

R43n

ϕ1
360°

R

α

43p

αbl.

Fig. 2.52 
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0
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Condiţia blα<α , deşi permite evitarea autoblocării nu asigură o 
funcţionare corespunzătoare deoarece în apropierea cinfiguraţiilor  de blocare, 
reacţiunile şi forţele de frecare au valori foarte mari. Pentru a evita acest neajuns 
unghiul de configuraţie α trebuie să îndeplinească următoarea condiţie: 

 

)( blaa α<αα≤α                  (2.106) 
 

în care aα  este valoarea admisibilă a unghiului de configuraţie. 
 

 Analiza comportării grupelor structurale 
 

Observaţiile legate de producerea fenomenului de autoblocare la grupa 
RRT sunt valabile, în general, pentru toate grupele structurale şi se pot sintetiza 
astfel. 

Autoblocarea unei grupe structurale se produce într-o vecinătate 
simetrică a configuraţiilor critice, delimitată de două configuraţii de 
blocare. Valoarea parametrului de configuraţie, corespunzătoare 
configuraţiilor de blocare, se determină în funcţie de parametri geometrici 
şi de frecare ai grupei. Evitarea autoblocării şi asigurarea unei funcţionări 
favorabile din punct de vedere al transmiterii forţelor se realizează prin 
respectarea unor condiţii limitative pentru parametrul de configuraţie. 

În Tab.2.5 se prezintă o analiză a grupelor structurale uzuale din punct 
de vedere al evitării autoblocării şi al calităţii transmiterii forţelor. În acest tabel 
se defineşte parametrul de configuraţie şi se precizează valoarea sa pentru 
configuraţia critică (rubrica 1.1). În cazul grupelor RRR, RRT şi RTRR acesta 

este un unghi (α), adoptat în aşa fel, încât să aibă valoarea 
2
π  atunci când 

configuraţia este critică. În cazul grupei RTR parametrul de configuraţie este o 
lungime ( 0l ), deoarece cupla interioară este de translaţie, iar poziţia relativă 
dintre elemente se determină numai în felul acesta. Se indică, de asemenea, 
expresiile de calcul pentru parametrul de configuraţie de blocare (rubrica 1.2) 
fără a demonstra aceste relaţii. În fine, se formulează condiţia de evitare a 
autoblocării şi cea de asigurare a calităţii transmiterii forţelor (rubrica 1.3). Cea 
de-a doua condiţie este suficientă deoarece respectarea sa determină şi 
respectarea primei condiţii. Menţionăm că în cazul grupei conducătoare R 
(1/1/1) nu se poate produce fenomenul de autoblocare. 

Cunoaşterea comportării grupelor uzuale permite aprecierea comportării 
mecanismelor. Astfel, pentru evitarea autoblocării şi pentru a asigura calitatea 
transmiterii forţelor, în cazul unui mecanism, toate grupele componente trebuie 
să respecte condiţiile menţionate. În Tab.2.5 se prezintă şi analiza mecanismelor 
reprezentative pentru fiecare grupă structurală.  
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Tabelul 2.5 

1 

Schema grupei 
structurale cu domeniul 
de blocare 

1.1 Definiţia parametrului de configuraţie 

1.2 
Expresia unghiului de blocare 
Notaţii: fA A Ar r= μ ⋅  

1.3 Condiţia de evitare a autoblocării şi de 
transmitere a forţelor 

2 

Mecanismul 
reprezentativ 
 
 

2.1 Calculul parametrului de configuraţie 
curent la mecanismul reprezentativ 

2.2 Valoarea extremă a parametrului de 
configuraţie 

2.3 Valoarea recomandată pentru parametrul 
de configuraţie admisibil

1 

RRR (0 / 2 / 2 aspect 1) 
aα

CA
α α

41
a

32
αa

aα B

2 AB

3 BC

l l
l l

=
=

 

1.1 

α - unghiul ascuţit format între un 
element (BC) şi perpendiculara pe celălalt 
elemet (AB). 

cr 2
π

α =  

1.2 

fA fB
bl

2

fB fC

3

r rarccos
l

r r      arccos
l 2

⎛ ⎞+
α = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞+ π

+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1.3 blα < α  

a a bl( )α ≤ α α < α  

2 

Mecanismul patrulater 
articulat plan 

B

1l ϕ lA 1 4 D

C
2l
αB l3

3ϕ lA 1 D4

l1 l

2l α C

 
                   b) 

2.1 

α - unghiul de presiune 

BCD
2
π

α = −)  

2 2 2
2 3 BD

2 3

l l lBCD arccos
2l l

⎛ ⎞+ −
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
)  

2 2
BD 1 4 1 4 1l l l 2l l cos= + − ϕ  

2.2 

max 1 2max( ,  )α = α α  
2 2 2
2 3 1 4

1
2 3

l l (l l )arccos
2 2l l

+ − +π
α = −  

2 2 2
2 3 1 4

2
2 3

l l (l l )arccos
2 2l l

+ − −π
α = −  

2.3 0 0
a 45 60α = −  

a) 
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Tabelul 2.5 (continuare) 

1 

RRT (0 / 2 /2 aspect 2) 

Ct1
α4 a

a

4αa B2
α 3 α

A aα t

 
2 ABl l=  

B – cupla de rotaţie (2-3) 
C – cupla de translaţie 

1.1 α - unghiul ascuţit format între 
elementul care are două cuple de 
rotaţie (AB) şi axa de translaţie (tt). 

cr 2
π

α =  

1.2 
fA fB

bl C
2

r rarccos
l

⎛ ⎞+
α = − ϕ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

1.3 blα < α  

a a bl( )α ≤ α α < α  

2 

Mecanismul manivelă – 
piston 

4l
3

C
A

D4
4 α

l 2
ϕ1

1
l2

B1

 

2.1 
α - unghi de presiune 

1 1 4

2

l sin l
arcsin

l
ϕ +

α =  

2.2 1 4
max

2

l larcsin
l
+

α =  

2.3 
0 0

a 30 45α = −  
 

1 

RTR (0 / 2 / 2 aspect 3) 
3

A

1

0al

0l

2 C 4

B

 
 

B – cupla de translaţie 
C – cupla de rotaţie (3–4) 

1.1 0 ACl l= - distanţa dintre centrele 
articulaţiilor 

1.2 fA fC
0 bl

B

r rl
cos

+
=

ϕ
 

1.3 

0 0 bl

0 0a 0a 0bl

l l
l l  (l l )

>
≥ >

 

2 

Mecanismul cu culisă de 
rotaţie 

C

D

4l

A

l 0

ϕ1

l1 B

 

2.1 2 2
0 1 4 1 4 1l l l 2l l sin= + + ϕ  

2.2 0 min 1 4l l l= −  

2.3 

0a 1l (0,1 0,2) l= − ⋅  
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Tabelul 2.5 (continuare) 

1 

RTRR (1 / 2 / 2) 
 

αα
D2

A

1
5

a

α

B

3
αa

α 4
a

Ca

 
4 CD

32 AC

l l
l l

=
=

 

1.1 

α - unghiul ascuţit format între 
perpendiculara pe AC şi elementul 
CD sau între perpendiculara pe CD şi 
dreapta AC. 

cr 2
π

α =  

1.2 

fA fC
bl

32

fC fD

4

r rarccos
l

r r    arccos
l 2

⎛ ⎞+
α = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞+ π

+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1.3 blα < α  

a a bl( )α ≤ α α < α  

2 

Mecanismul cu cilindru 
oscilant 

A

B
21l

B

A

21l

l4 D
α 3l

C

3l

D4l

α
C

                   b) 

2.1 

α - unghiul de presiune 

ACD
2
π

α = −)  

2 2 2
21 3 4

21 3

l l lACD arccos
2l l

⎛ ⎞+ −
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
)  

 

2.2 

max 1 2max( ,  )α = α α  
2 2 2
21 min 3 4

1
21 min 3

l l larccos
2 2l l

⎛ ⎞+ −π
α = − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

2 2 2
21 max 3 4

2
21 max 3

l l larccos
2 2l l

⎛ ⎞+ −π
α = − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

2.3 

0 0
a 45 60α = −  

 
Astfel, se indică modul de calcul al parametrului de configuraţie curent (rubrica 
2.1) şi a valorii extreme pentru acest parametru (rubrica 2.2), importantă pentru 
verificarea celor două condiţii. În cazul mecanismelor patrulater, manivală - 
piston şi cu cilindru oscilant, unghiul de configuraţie are denumirea consacrată 
de unghi de presiune, care se va folosi în continuare. Se dau, de asemenea, 
recomandări privind valoarea unghiului de presiune admisibil şi, în cazul 
mecanismului cu culisă de rotaţie, a distanţei de configuraţie admisibilă. Aceste 

a) 
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valori sunt mult depărtate de valorile de blocare, aşa încât calculul acestora din 
urmă nu are importanţă prea mare. 

Criteriul descris, prin care se apreciază comportarea mecanismului pe 
baza grupelor structurale componente, este foarte util în cazul mecanismelor 
complexe, formate din mai multe grupe structurale la care studiul global este 
greoi şi pretenţios. Pentru exemplificare, în Fig.2.54 sunt reprezentate un 
mecanism din structura unei maşini de cusut (Fig.2.54.a) şi un mecanism de 
încărcător frontal (Fig.2.54.b). Pentru ambele mecanisme sunt puse în evidenţă 
grupele componente şi parametrii de configuraţie ai acestora care trebuie 
verificaţi cu ajutorul condiţiilor 1.3 - Tab.2.5 în vederea asigurării unei 
funcţionări corecte. 

 
2.2.4. Randamentul mecanic 
 
Randamentul mecanic este un parametru care oglindeşte eficienţa 

utilizării energiei mecanice în procesul de funcţionare a mecanismelor. 
Randamentul poate avea caracter instantaneu sau global (pentru o perioadă de 
timp). Randamentul instantaneu, η se defineşte ca fiind raportul dintre puterea 
utilă, Pu şi puterea motoare Pm, considerate în valoare absolută 

 

m

u

P
P

=η                    (2.107) 
 

Puterea utilă este utilizată pentru efectuarea unei operaţii tehnologice la 
nivelul unui element condus, de execuţie. Puterea motoare este primită de la 
motorul de acţionare şi se dezvoltă în cuplele conducătoare. Între puterea utilă şi 
cea motoare există relaţia 

 

fum PPP += ,                  (2.108) 
 

RTRR

d

α
RRT

R

RTR
RTRR 2α

α1

RRR α3

 
                          a)                                             b) 

Fig. 2.54 
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în care Pf este puterea pierdută prin frecare în cuplele cinematice. Având în 
vedere formula (2.108), randamentul se poate exprima şi în felul următor 
 

 
fu

u

PP
P
+

=η                   (2.109) 

 
m

fm

P
PP −

=η                   (2.110) 
 

 Randamentul global se exprimă prin formule analoge, dar în funcţie de 
lucrul mecanic util, uL , motor, mL  şi de frecare fL . 
 

 
m

u
g L

L
=η                   (2.111) 

 
fu

u
g LL

L
+

=η                   (2.112) 

 
m

fm
g L

LL −
=η                   (2.113) 

 fum LLL +=                    (2.114) 
 

 Cunoscând relaţia dintre lucrul mecanic şi putere 
 

 1
1

1

1 d
dL

dt
d

d
dL

dt
dLP ω⋅

ϕ
=

ϕ
⋅

ϕ
== , 

 

se determină lucrul mecanic de fiecare tip 
 

 
12

11

 

u u 1
 1

1L P d
ϕ

ϕ
= ϕ

ω∫                  (2.115) 

 
12

11

 

m m 1
 1

1L P d
ϕ

ϕ
= ϕ

ω∫                  (2.116) 

 
12

11

 

f f 1
 1

1L P d
ϕ

ϕ
= ϕ

ω∫                  (2.117) 
 

 Parametrul 1ϕ  este unghiul de poziţie al elementului conducător 
(variabila independentă a mecanismului), iar 11ϕ  şi 12ϕ  - valorile parametrului 

1ϕ  care delimitează perioada pentru care se calculează lucrul mecanic. 
 În cazul acţionării hidraulice, integrarea se face în funcţie de variabila 
cuplei conducătoare cilindru - piston. 
 Dacă randamentul instantaneu este constant, randamentul global este, 
desigur, egal cu cel instantaneu. 
 Valoarea randamentului se înscrie în domeniul: 
 

 10 <η≤ . 
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 Limita superioară nu poate fi atinsă, aşa cum rezultă din formulele 
(2.109), (2.110), (2.112), (2.113), deoarece 0Pf ≠ , fL 0≠ . Randamentul este 

0=η  atunci când 0Pu = , 0Lu = , adică atunci când mecanismul funcţionează 
fără sarcină utilă, în gol. Menţionăm că, din calcul, randamentul poate rezulta şi 
negativ. În acest caz mecanismul se găseşte într-o zonă de autoblocare. 
Rezultatul acesta se explică, având în vedere formulele (2.110) şi (2.113), prin 
faptul că mf PP >  şi mf LL > . Funcţionarea este cu atât mai eficientă, din punct 
de vedere energetic, cu cât randamentul se apropie mai mult de unitate. 
Majorarea randamentului se poate face numai prin reducerea energiei pierdută 
prin frecare, deci prin reducerea forţelor de frecare. Acestea depind direct 
proporţional de coeficienţii de frecare şi de reacţiunile normale. Reducerea 
coeficienţilor de frecare se realizează prin proiectarea corespunzătoare a 
cuplelor în relaţie cu lubrifierea şi utilizarea frecării de rostogolire (rulmenţi, 
ghidaje cu role, şuruburi cu bile). Diminuarea reacţiunilor normale este legată 
de proiectarea raţională a mecanismului pentru a funcţiona cât mai departe de 
poziţiile critice, cu respectarea condiţiilor 1.3 - Tab.2.5. 
 Calculul randamentului instantaneu este posibil dacă se cunosc două 
dintre puterile Pu, Pm şi Pf, utilizând una din formulele (2.107), (2.109), (2.110). 
 Dacă elementul de execuţie se notează cu n, puterea utilă se determină, 
după cum mişcarea este de rotaţie sau de translaţie, cu una dintre formulele: 
 

 nnu MP ω⋅−=                   (2.118) 
 nnu vFP ⋅−=                   (2.119) 
 

în care Mn şi Fn reprezintă momentul sau forţa utilă (tehnologică), iar nω , vn - 
viteza unghiulară sau de translaţie a elementului n (Fig. 2.55.a). Deoarece 
forţele utile au caracter rezistent, sensul lor este contrar vitezei, iar semnul (-) 
din formulele (2.118), (2.119) intervine pentru a obţine puterea în valoare 
absolută, în condiţiile în care Mn, nω , Fn şi vn sunt scalari cu semn. 
 Notând cu 1 elementul conducător de rotaţie (Fig.2.56.a), puterea 
motoare este: 
 

11m MP ω⋅=                   (2.120) 
 

ωn

nM
n

n

n

F

v
12F

Mω1

1
1

1 2

21v

 
       a)                        b)                                          a)                           b) 
               Fig. 2.55                                                            Fig. 2.56 
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 În cazul acţionării hidraulice, prin cupla conducătoare cilindru (1) - 
piston (2) (Fig.2.56.b), puterea motoare se calculează cu formula: 
 

 12212112m vFvFP ⋅=⋅=                  (2.121) 
 

 În formulele (2.120) şi (2.121) M1 este momentul motor, având acelaşi 
sens cu viteza unghiulară 1ω , iar )F(F 2112  este forţa motoare având sensul 
vitezei relative )v(v 1221 . 
 Puterea pierdută prin frecare în cupla de rotaţie (Fig. 2.57.a) este 
 

 1212f2112ffA MMP ω⋅=ω⋅−=                   (2.122) 
 

iar în cupla de translaţie (Fig. 2.57.b) este 
 

 1212f2112ffA vFvFP ⋅=⋅−=                   (2.122) 
 

 Desigur, puterea pierdută 
prin frecare în întregul mecanism se 
obţine prin însumarea puterilor de 
frecare ale tuturor cuplelor. 
 Forţele de rezistenţă utilă 
(Mn, Fn) sunt, în general, cunoscute 
(par. 2.2.1.1). Forţele motoare de 
acţionare (M1, F1) se determină 
asimilându-se cu forţele de echi-

librare. Pentru calculul lor se efectuează analiza cinetostatică cu frecare, din 
care rezultă, evident, şi forţele de frecare din toate cuplele mecanismului. 
 Dintre cele trei posibilităţi de calcul al randamentului (2.107), (2.109), 
(2.110), cea mai comodă este cea care utilizează relaţia (2.107) pentru că nu 
reclamă calculul puterilor de frecare în fiecare cuplă cinematică. Înlocuind în 
(2.107) expresiile (2.118) şi (2.120) se obţine 
 

 
1

n

1

n

11

nn

d
d

M
M

M
M

ϕ
ϕ

⋅−=
ω
ω

−=η                 (2.124) 
 

 Dacă elementul condus are mişcare de translaţie (2.119), formula este 
 

 
1

n

1

n

11

nn

d
dx

M
F

M
vF

ϕ
⋅−=

ω
−=η                 (2.125) 

 

 În formulele (2.124) şi (2.125) 
1

n

d
d

ϕ
ϕ  şi 

1

n

d
dx

ϕ
 sunt funcţii de transmitere 

caracteristice elementului condus n, care se determină din analiza cinematică a 
mecanismului.  

Este important de observat că, în cazul neglijării forţelor de frecare 
( 1=η ), formulele (2.124) şi (2.125) permit determinarea momentului motor (de 

1 2

ωAf21M
A12

2

1

21

f12F

v
 

              a)                                 b) 
Fig. 2.57 
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echilibrare) în funcţie de forţele (momentele) utile numai din considerente 
cinematice. 

 

1

n
n1 d

dMM
ϕ
ϕ

−=                   (2.126) 

1

n
n1 d

dxFM
ϕ

−=                   (2.127) 
 

Desigur, pentru calculul randamentului se pot folosi şi formule în care 
vitezele şi forţele (momentele) se introduc în valoare absolută 

 

11

nn

 M 
 M 
ω⋅
ω⋅

=η ; 
11

nn

 M 
v F 
ω⋅

⋅
=η . 

 

Randamentul global se determină introducând expresiile puterilor 
(2.118) - (2.121), în formulele (2.115), (2.116) şi, apoi, în (2.111). Pentru cazul 
în care elementul condus are mişcare de rotaţie, rezultă 

 

12

11

12

11

 
n

n 1
 1

g  

1 1
 

dM d
d

M d

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
η = −

ϕ

∫
∫

                 (2.128) 

sau 
12

11

12

11

 
n

n 1
 1

g  
n

n 1
 1

dM d
d
d1 M d
d

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
η =

ϕ
ϕ

η ϕ

∫
∫

                (2.129) 

 

iar pentru cazul în care elementul condus are mişcare de translaţie se obţine 
 

12

11

12

11

 
n

n 1
 1

g  

1 1
 

dxF d
d

M d

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ
ϕ

η = −
ϕ

∫
∫

                 (2.130) 
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Pentru exemplificare, se consideră, din nou, mecanismul manivelă - 
piston din Fig.2.50. S-a calculat randamentul instantaneu (2.125) şi randamentul 
global (2.130) luând în considerare numai frecarea din cupla de translaţie şi din 
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cupla conducătoare A. În Fig.2.58 se prezintă diagrama ]2 ,0[ ),( 11 π∈ϕϕη  şi 
diagrama )( 1ϕα . Deoarece blα<α , mecanismul nu prezintă fenomenul de 
autoblocare iar randamentul este pozitiv pe înteg domeniul ]2 ,0[1 π∈ϕ . Se 
observă că randamentul are cele mai mici valori în zonele în care unghiul de 
presiune este maxim, iar în punctele 01 =ϕ  şi π=ϕ1 , în care viteza patinei 3 
este zero, randamentul tinde, de asemenea, la zero. Valoarea randamentului 
global, calculată prin integrare numerică, în intervalul ]2 ,0[1 π∈ϕ  este marcată, 
de asemenea, pe diagrama din Fig.2.58. În Fig.2.59 sunt reprezentate aceleaşi 
diagrame dar cu alte date numerice. În acest caz intervin zone de autoblocare 
( blα<α ) în care 0<η . 

 
 
2.2.5. Mecanismul cu şurub 
 
Mecanismul elementar cu şurub (Fig.2.60.a) este format din două 

elemente mobile, legate printr-o cuplă elicoidală - şurub şi piuliţă, unul având 
mişcare de rotaţie, iar celălalt de translaţie. Mecanismul se poate construi în 
două variante: când şurubul are mişcare de rotaţie şi piuliţa de translaţie 
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d

p p

α

d

α

 
filet pe dreapta                filet pe stânga 
         a)                                     b) 

Fig. 2.61 

(Fig.2.60.a) sau invers (Fig.2.60.b). De obicei elementul conducător este cel cu 
mişcare de rotaţie. Filetul unui şurub poate avea două orientări - pe dreapta şi pe 
stânga. Filetul pe dreapta (cel mai uzual) se recunoaşte astfel: dacă aşezăm 
şurubul vertical, linia spirei urcă de la stânga spre dreapta (Fig.2.61.a). Desigur, 
în cazul filetului pe stânga, înclinarea spirei este inversă (Fig.2.61. c). 

Analiza cinematică a acestui 
mecanism nu a fost tratată în 
capitolul 2.1, deoarece este foarte 
simplă şi este pezentată acum, 
împreună cu analiza cinetostatică, 
randamentul şi problema autoblo-
cării. 

Mişcarea relativă şurub (1) - 
piuliţă (2) este descrisă cu ajutorul 
unei funcţii de transmitere de ordinul 
zero, 

 

α±=
π

±=
ϕ

tg
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d

2
ps

12

12                  (2.132) 
 

în care s12 şi 12ϕ  sunt deplasările relative de translaţie şi unghiulară, p - pasul 
filetului, d - diametrul mediu al şurubului, iar α - unghiul de înclinare a spirei 
filetului pe cilindrul de diametrul mediu (Fig.2.61). Semnul (+) corespunde 
filetului pe dreapta, iar (-) celui pe stânga. Prin derivare în raport cu 12ϕ  se 
obţine funcţia de transmitere de ordinul unu: 
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12              (2.133) 
 

Semnele parametrilor s12, 12ϕ , v12, 12ω  se stabilesc prin raportare la o axă 
orientată, suprapusă peste axa şurubului (Fig.2.62). Funcţiile de transmitere 
(2.132) şi (2.133) se folosesc pentru analiza cinematică a oricărui mecanism cu 
şurub. Astfel, în cazul mecanismului din Fig. 2.60.a, se scrie: 
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  B – cupla elicoidală 1 - 2              B – cupla elicoidală 1 – 2 
  C – cupla de translaţie 2 - 3          A – cupla de rotaţie 2 – 3 
                      a)                                               b) 

Fig. 2.60 
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1221

1221 sss
ϕ+ϕ=ϕ

+=
 

 

Deoarece s1 = 0 şi 02 =ϕ , 
rezultă 212 ss −=  şi 112 ϕ=ϕ . 
Introducând aceste valori în 
formula (2.132) se obţine 
funcţia de transmitere de 
ordinul zero, pentru acest 
mecanism, 
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2
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12 ∓∓                  (2.134) 
 

şi, prin derivare în raport cu 1ϕ , funcţia de transmitere de ordinul unu, 
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cu semnul  (-)  pentru filetul pe dreapta şi (+) pentru filetul pe stânga. 
 Pentru a efectua analiza cinetostatică, mecanismul cu şurub, care este 
spaţial, se transformă, prin desfăşurarea cilindrului de diametru mediu, într-un 
mecanism plan. Se consideră mecanismul din Fig.2.60 echipat cu un şurub cu 
filet dreptunghiular, orientat pe dreapta (Fig.2.63.a). Ne propunem să 
determinăm momentul motor M1 necesar pentru ridicarea piuliţei, încărcată cu 
forţa F2, care poate fi greutatea unei sarcini la o maşină de ridicat. Prin operaţia 
menţionată, cuplele elicoidală B şi de rotaţie A, se transormă în cuple de 
translaţie, obţinând un mecanism de familia f = 4 (Fig.2.36.b) ca şi mecanismul 
cu şurub iniţial. Între viteze există ecuaţia 
 

 2 1 21v v v= + , 
în care 
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v // axa cuplei A
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 2v // axa cuplei C, 21v // axa cuplei B. 
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2

       filet pe dreapta                  filet pe stânga 
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Fig. 2.62 
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 Triunghiul vitezelor, corespunzător ecuaţiei, este reprezentat în 
Fig.2.63.c. 
 Se scrie ecuaţia de echilibru a forţelor pentru elementul 2, considerând 
numai forţa de frecare din cupla B, 
 

 ∑ = 0)2( F ; r
12 32 2R R F 0+ + =  

 

 În această ecuaţie 2F  este forţa utilă, cunoscută, ⊥ R32  axa cuplei C, iar 
r
12 12 f12R R F= +  are orientarea indicată pe desen (Fig.2.63.b), având în vedere 

sensul forţei de frecare, acelaşi cu al vitezei 12v  (triunghiul vitezelor - 
Fig.2.63.c). Rezolvarea grafică a ecuaţiei de forţe este redată prin poligonul din 
Fig.2.63.d. 
 Se scrie apoi, ecuaţia de forţe pentru elementul 1, 
 

 ∑ = 0)1( F ; r
21 31 1R R F 0+ + = , 
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în care 21 12R R= − , 31R  ⊥  axa cuplei A, iar 1F // axa cuplei A. Rezolvarea 
grafică este arătată, de asemenea, în Fig.2.63.d. Din poligonul forţelor se 
deduce, imediat, 
 

 )(tgFF 21 ϕ+α= , 
 

în care ϕ este unghiul de frecare din cupla B. Semnele forţelor F1 şi F2 se 
stabilesc prin raportare la axele sistemului Oxy. 
 În cazul în care piuliţa coboară, fiind încărcată de aceeaşi forţă 2F  
(Fig.2.64), se observă că sensurile vitezelor se inversează (Fig.2.64.b). Acest 
fapt modifică sensul forţei de frecare f12F  şi direcţia reacţiunii rezultante r

12R  ca 
în Fig.2.64.a. Poligonul de forţe, construit după aceleaşi ecuaţii de echilibru, se 
prezintă ca în Fig.2.64.c.  

Din acest poligon rezultă 
 

 )(tgFF 21 ϕ−α=  
 

 Revenind la mecanismul iniţial, cu şurub, se calculează 
2
dFM 11 = , 

pentru cele două cazuri, 
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 Randamentul mecanismului, în cazul ridicării piuliţei, când şurubul este 
elementul conducător şi piuliţa - element condus, se determină cu formula 
(2.125) care, cu notaţiile de aici, devine 
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Înlocuind M1 (2.136) şi 
1

2v
ω

 (2.135) cu expresiile lor se obţine 
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=η                   (2.138) 

 

 Autoblocarea mecanismului se produce când 0≤η , deci 
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În mod obişnuit 
unghiul α este mult mai 
mic decât valoarea de 
blocare. Din studiul 
expresiei (2.138) 
rezultă că valoarea 
maximă (optimă) a 
randamentului se obţine 

când 
22
ϕ

−
π

=α . În 

Fig. 2.65 se prezintă 
diagrama )(αη  pentru 
câteva valori ale 
coeficientului de frecare 

din cupla elicoidală. 
 În cazul coborârii piuliţei, aceasta este element conducător, iar şurubul 
element condus, astfel că randamentul este 
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 Introducând expresiile lui M1 (2.137) şi a raportului 
2
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v
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α

ϕ−α
=η

tg
)(tg                   (2.139) 

 

 Dacă ϕ>α , 0>η , iar M1 orientat în sus opus lui 1ω , are semnificaţia 
unui moment de frânare care împiedică accelerarea necontrolată a mişcării. 
 Dacă ϕ<α , 0<η , are loc autoblocarea. Pentru a realiza deplasarea 
piuliţei trebuie să acţioneze şi momentul M1 care, în acest caz, are caracter 
motor - este orientat în acelaşi sens cu 1ω . 
 Şuruburile cu ϕ<α  se numesc cu autofrânare deoarece împiedică 
deşurubarea sub acţiunea forţelor elastice de strângere este împiedicată. 
 

* 
 

Dacă filetul este triunghiular sau trapezoidal 
(Fig.2.66), reacţiunea normală la flancul elicoidal 12R '  
generează o componentă axială 12R  care intervine în 
ecuaţiile aferente analizei statice. Pe de altă parte, forţa 
de frecare se calculează astfel, 

 

f12 12 12F  R'  R
cos( / 2)

μ
= μ =

β
 

 

în care β este unghiul dinte flancurile filetului. 
 Se fac notaţiile 
 

 ' tg '
cos( / 2)

μ
μ = ϕ =

β
, 

 

în care 'μ  se numeşte coeficient de frecare convenţional, iar 'ϕ  - unghi de 
frecare convenţional. Aceşti paraemtri se folosesc în locul parametrilor μ şi ϕ în 
toate formulele precedente, atunci când filetul este trapezoidal. Deoarece μ>μ '  
randamentul acestor mecanisme este inferior celor cu filet dreptunghiular, dar se 
utilizează la şuruburile de fixare, când pericolul de autodeşurubare se reduce. 
 
 

2.3. ANALIZA PRECIZIEI 
 

2.3.1. Introducere. Abateri elementare 
 

Analiza preciziei presupune definirea noţiunilor de mecanism ideal şi 
mecanism real. În cazul mecanismului ideal, parametrii constructivi au valori 
strict egale cu cele proiectate, numite valori nominale. În cazul mecanismului 

/2β

β

12R '
12R

 
Fig. 2.66 
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real valorile acestor parametri sunt afectate de abateri (erori) în raport cu 
valorile nominale, numite abateri elementare. Aceste abateri reprezintă o 
consecinţă a proceselor de fabricare, reglare şi montare. 

Precizia de funcţionare a mecanismului ideal este absolută, pe când 
parametrii mişcării mecanismului real (deplasări, viteze, acceleraţii) sunt 
afectaţi de abateri funcţionale. Obiectivul analizei preciziei este de a face 
legătura între abaterile elementare şi abaterile funcţionale ale mecanismului. 
Abaterea de deplasare (poziţie) pentru un paraemtru de poziţie oarecare, ϕ este 

 

)q()qq( k0kk ϕ−Δ+ϕ=ϕΔ , )p1k( …=                                      (2.140) 
 

în care ϕ este deplasarea (poziţia) în mecanismul real, iar 0ϕ  în cel ideal; kq - 
valorile nominale ale parametrilor constructivi; kqΔ  - abaterile elementare; p - 
numărul parametrilor constructivi. Abaterile de viteză şi de acceleraţie se obţin 
prin derivarea, în raport cu timpul, a abaterilor de deplasare. 
 Trebuie menţionat că analiza preciziei este justificată numai în situaţiile 
în care abaterile funcţionale influenţează decisiv calitatea operaţiilor deservite. 
Pot fi menţionate, în acest sens, mecanismele echipamentelor de mecatronică şi 
mecanică fină, mecanismele din industria militară, mecanismele de dozare din 
industria farmaceutică şi alimentară, etc. Precizăm, de asemenea, că abaterile de 
deplasare sunt cele mai importante pentru aprecierea calităţii funcţionării unui 
element de execuţie. De aceea, în cele ce urmează, ne vom referi numai la 
această categorie de abateri. 
 Abaterile elementare reprezintă erori de poziţie ale suprafeţelor active 
care aparţin aceluiaşi element dar fac parte din cuple diferite. Astfel, un element 
k, având două cuple de rotaţie are două suprafeţe active de formă cilindrică, 
interioare sau exterioare (Fig.2.67.a). Distanţa dintre axele geometrice ale 
acestor suprafeţe kl  este afectată de abaterea klΔ . În acest caz mai pot 
interveni şi alte abateri cum ar fi eroarea unghiulară de la paralelismul axelor 
sau eroarea de la paralelismul suprafeţelor plane frontale. Acestea se neglijează 
dacă sunt mici şi nu influenţează consistent abaterile funcţionale. Dacă 
elementul are o cuplă de rotaţie şi una de translaţie (Fig.2.67.b), parametrul care 
pune în evidenţă poziţia relativă dintre suprafeţele active este lungimea kl  
dintre axele suprafeţei cilindrice care intervine în cupla de rotaţie şi a suprafeţei 
prismatice care ţine de cupla de translaţie. Cele două axe trebuie să fie, teoretic, 
perpendiculare, dar eroarea de la perpendicularitate, de obicei, se neglijează. 
 Pentru analiza preciziei se utilizează metoda deterministă şi metoda 
probabilistică sau stocastică. 
 Metoda deterministă se aplică unui mecanism singular, cu abateri 
elementare cunoscute, iar rezultatul operaţiei îl constituie valorile abaterilor 
funcţionale. 
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 În cadrul metodei probabilistice datele de intrare, pentru fiecare abatere 
elementară, sunt câmpul de toleraţă şi legea de distribuţie stabilită în funcţie de 
procesul tehnologic de fabricare. Rezultatul aplicării acestei metode se 
concretizează printr-o lege de distribuţie specifică fiecărei abateri funcţionale. 
Desigur, metoda stocastică este superioară celei deterministe fiind asociată unui 
proces normal de proiectare şi fabricaţie a mecanismului. Pe de altă parte, 
metoda deterministă trebuie cunoscută deoarece intervine ca o etapă în 
desfăşurarea metodei probabilistice. 
 
 

2.3.2. Metoda deterministă 
 
 Calculul abaterilor de deplasare se poate efectua cu ajutorul relaţiei 
(2.140), dar printr-o dezvoltare în serie Taylor a funcţiei )qq( kk Δ+ϕ , din care 
se reţin primii doi termeni, se ajunge la o relaţie mai comodă 
 

 ∑ Δ⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

ϕ∂
=ϕΔ

k
k

k
q

q
.                                     (2.141) 

  

 Deoarece expresia este liniară în raport cu abaterile elementare, 
aplicarea ei în procesul de analiză a preciziei, poartă denumirea de metodă 

liniară. Derivatele parţiale 
kq∂

ϕ∂  se numesc funcţii de transmitere ale abaterilor. 

 Pentru exemplificare, vom aplica metoda liniară în scopul determinării 
abaterilor de deplasare a pistonului (patinei) unui mecanism manivelă - piston 
(Fig.2.68). Presupunem cunoscute abaterile elementare ale lungimilor 1l , 2l , 4l  
notate cu 1lΔ , 2lΔ , 4lΔ . Abaterea de deplasare a punctului C, 3lΔ , se exprimă 
în conformitate cu formula (2.141) 
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                               a)                                                            b) 

Fig. 2.67 
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Pentru determi-
narea funcţiior de tran-
smitere ale abaterilor se 
apelează la relaţiile întâl-
nite la analiza cinematică a 
aces-tui mecanism (par.  
2.1.4.3.). 
 Proiecţiile ecuaţiei 
de închidere (2.36) pe 
axele sistemului de co-

ordonate sunt 
 

 0lcoslcosl 32211 =−ϕ+ϕ   (2.143) 
 0lsinlsinl 42211 =+ϕ+ϕ                                                            (2.144) 
 

 Având în vedere că unghiul 2ϕ  este un parametru variabil care depinde 
de 1l , 2l  şi 4l , din ecuaţia (2.143) se deduce 
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 Derivatele parţiale 
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ϕ∂  se obţin prin derivarea 

succesivă a ecuaţiei (2.144) în raport cu 1l , 2l  şi 4l , 
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 Făcând substituţiile necesare se ajunge la expresiile finale ale funcţiilor 
de transmitere a abaterilor, 
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 În Fig.2.69 se 
prezintă, pentru un caz 
concret, diagrama aba-
terii 3lΔ  în funcţie de 
unghiul 1ϕ , calculată cu 
formula (2.142). Sunt 
trasate, de asemenea, 
diagramele abaterilor 

parţiale 1
1

3
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l
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∂
∂

=Δ  care  

arată influenţa fiecărei 
abateri elementare asupra abaterii totale 3lΔ . 
 

 Influenţa jocurilor 
 
 Cuplele cinematice au suprafeţele active, teoretic congruente, de formă 
şi dimensiuni identice, astfel încât, contactul se realizează după o zonă din 
aceste suprafeţe. De exemplu, în cazul cuplei de rotaţie (Fig.2.70.a), raza fusului 
este egală cu raza lagărului, iar centrele lor coincid. În mecanismul real 
dimensiunile care definesc cele două suprafeţe sunt afectate de abateri, iar între 
ele se creează un spaţiu care permite deplasări relative în raport cu poziţia ideală 
– numite jocuri. Acestă situaţie este ilustrată în Fig.2.70.b pentru cupla de 
rotaţie. Jocul 12j  este o mărime vectorială, caracterizată prin modul, direcţie şi 
sens. Dacă modulul 12 2 1j = Δ − Δ  ( 2 1,  Δ Δ  - abaterile celor două raze) este 
constant, direcţia şi sensul jocului sunt variabile în timpul funcţionării. O 
situaţie similară se poate constata în cazul cuplei de translaţie (Fig.2.71) unde 
poate să intervină o deplasare de translaţie (Fig.2.71.b) sau una de rotaţie 
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(Fig.2.71.c) care dă naştere unui joc unghiular ( 12γ ). Existenţa jocurilor 
influenţează, desigur, precizia de funcţionare. Ele pot fi interpretate ca nişte 
abateri elementare şi introduse în procesul de analiză liniară a preciziei. 
Dificultatea problemei constă în determinarea orientării jocului din fiecare 
cuplă. Există, în acest sens, două teorii care se sprijină pe anumite ipoteze legate 
de funcţionarea mecanismului. Dacă regimul de lucru permite o apreciere bună 
a distribuţiei de forţe şi aceasta are un caracter pronunţat periodic, atunci 
orientarea jocurilor este aceeaşi cu orientarea reacţiunilor din cuplele 
cinematice. Se înţelege că, în acest caz, analiza preciziei trebuie asociată cu 
analiza cinetostatică. Dacă regimul de funcţionare este aleator, orientarea 
jocurilor are acelaşi caracter şi se impune o tratare probabilistică a problemei. 
 
 

2.3.3. Metoda probabilistică 
 

Aşa cum am arătat, fiecare abatere elementară este introdusă, în calcul, 
sub forma unei mulţimi de valori, caracterizate printr-o lege de distribuţie şi 
care se încadrează într-un câmp de toleranţă determinat. Caracterul legii de 
distribuţie depinde de tipul abaterilor elementare, în conformitate cu 
următoarele recomandări: 
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Toleranţele la lungimile 1l  şi 2l : 0,07 şi 0,09. 

• Pentru abaterile elementare dimensionale, legea de distribuţie normală 
(Gauss): 

 

2
x2

e
2
1)x(f

−
⋅

π
= , 

 

în care x este variabila funcţiei reprezentată în cazul nostru de abaterile 
elementare f(x) - probabilitatea apariţiei abaterii elementare x. 

• Pentru jocuri, legea exponenţială 
 

⎪⎩

⎪
⎨
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≤
>⋅λ=

λ−

0pentru x ,          0
0pentru x ,e)x(f

x
 

 

în care λ  este un parametru al legii exponenţiale, determinat pe bază 
experimentală. 
 În faza următoare se execută o combinare aleatorie a valorilor care 
reprezintă fiecare abatere elementară, obţinând o mulţime de seturi de numere. 
Fiecare set caracterizează precizia unui mecanism, care se analizează printr-o 
metodă deterministă, calculând abaterile funcţionale care interesează. Mulţimea 
de valori obţinute pentru fiecare abatere funcţională se prelucrează statistic prin 
trasarea unor curbe de distribuţie şi prin determinarea unor parametri ca 
valoarea medie, abaterea medie pătratică, etc. Acest procedeu de calcul 

simulează un proces de 
fabricaţie în serie a unui 
mecanism care aparţine 
unei maşini. Dacă rezul-
tatele nu satisfac, din 
punct de vedere a preci-
ziei de funcţionare, se 
poate interveni asupra 
abaterilor iniţiale, modi-
ficând câmpurile de tole-
ranţă. 
 În Fig.2.72 se 
reprezintă curba de dis-
tribuţie a abaterii de de-
plasare a pistonului pen-
tru un mecanism mani-
velă – piston, conside-
rând repartiţia Gauss 
pentru abaterile la lun-
gimile 1l  şi 2l .  
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2.4. SINTEZA DIMENSIONALĂ 
 
2.4.1. Consideraţii generale 

 
 Sinteza dimensională constă în determinarea parametrilor constructivi ai 
mecanismului pornind de la condiţiile funcţionale pe care acesta trebuie să le 
realizeze. Problematica sintezei dimensionale este largă şi variată fiind 
determinată de rolul funcţional pe care trebuie să-l îndeplinească diverse 
mecanisme în maşinile din care fac parte. Condiţiile funcţionale pot fi de natură 
cinematică (poziţii, viteze, acceleraţii) sau dinamică (transmiterea forţelor). 
Modelul matematic se constitue din sisteme de ecuaţii şi/sau inecuaţii, în 
general, neliniare, rezolvabile prin metode numerice. Problemele de sinteză 
sunt, de regulă, nedeterminate. Pentru a restrânge domeniul soluţiilor se 
folosesc diverse procedee. Astfel, o parte dintre necunoscute se adoptă arbitrar 
sau din considerente independente de problema de sinteză, ajungând la o 
problemă determinată. De multe ori, în procesul de proiectare al unui mecanism, 
se asociază mai multe probleme de sinteză, reducând astfel domeniul soluţiilor. 
Un procedeu care conduce la o soluţie unică este acela de a formula problema 
de sinteză ca una de optimizare. Adoptarea funcţiei obiectiv depinde de criteriul 
de optimizare ales. Acest criteriu poate fi legat, de exemplu, de precizia 
soluţiilor sau de calitatea transmiterii forţelor. Uneori criteriul de optimizare 
este de natură economică, dar atunci problema de sinteză dimensională se 
asociază cu proiectarea organologică a mecanismului. 
 Un aspect interesant care intervine în sinteza dimensională este cel al 
mecanismelor asemenea. Dacă dimensiunile constructive a două mecanisme cu 
aceeaşi structură sunt proporţionale, cele două mecanisme formează figuri 
asemenea. În această situaţie sunt mecanismele patrulatere ABCD şi AB'C'D' 
din Fig.2.73, având lungimile elementelor proporţionale, 
 

 31 2 4

1 2 3 4

ll l l
l ' l ' l ' l '

= = =  (2.146) 
 

 Funcţiile de transmitere adimensionale (ale unghiurilor, vitezelor 
unghiulare şi acceleraţiilor unghiulare) sunt identice pentru cele două 
mecanisme, iar funcţiile de transmitere ale deplasărilor, vitezelor şi 
acceleraţiilor liniare sunt proporţionale. Astfel, poziţiile unghiulare ale 
elementelor 2 şi 3 sunt aceleaşi pentru o valoare dată a unghiului 1ϕ . 
Traiectoriile descrise de puncte asemenea, aparţinând bielei, sunt curbe 
asemenea. Dacă într-o problemă de sinteză condiţiile iniţiale sunt formulate în 
funcţie de parametri unghiulari, ele sunt îndeplinite de o infinitate de 
mecanisme asemenea având rapoartele lungimilor constante 
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 32 4
21 31 41

1 1 1

ll lk ,  k ,  k
l l l

= = =   
 

 În această situaţie necunoscutele problemei sunt 21k , 31k  şi 41k  în loc 
de 1 2 3 4l ,  l ,  l ,  l . Se observă că, astfel, numărul de necunoscute se reduce cu o 
unitate. Practic, se atribuie unuia dintre parametrii 1 2 3 4l ,  l ,  l ,  l  o valoare 
arbitrară, iar ceilalţi se determină prin rezolvarea problemei de sinteză. Implicit, 
rezultă rapoartele 21 31 41k ,  k ,  k  care sunt caracteristici pentru întreaga clasă de 
mecanisme asemenea. 
 

 

 
 
 Din multitudinea de probleme de sinteză dimensională se pot grupa 
câteva, de importanţă practică deosebită, care intervin aproape întotdeauna în 
procesul de proiectare al unui mecanism cu cuple inferioare şi care formează 
sinteza elementară. Celelalte probleme de sinteză intervin relativ rar în 
practica de proiectare şi sunt mai dificile, din punct de vedere al rezolvărilor 
numerice, în raport cu problemele de sinteză elementară. Pornind de la aceste 
considerente, în cele ce urmează, sinteza elementară este prezentată detaliat, iar 
alte probleme de sinteză sunt tratate cu titlu introductiv. 
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2.4.2. Sinteza elementară 
 
2.4.2.1. Problematica sintezei elementare 

 
 Sinteza elementară cuprinde patru probleme care vor fi definite şi 
caracterizate în continuare. 

 Problema rotabilităţii. În cadrul acestei probleme se stabilesc 
condiţiile care trebuie satisfăcute de parametri constructivi astfel încât, anumite 
elemente să poată avea mişcare de rotaţie completă (manivele) sau de oscilaţie 
(balansiere). Această problemă intervine, în special, la elementele 
conducătoare, care, pentru a putea fi acţionate cu motoare rotative, trebuie să 
aibă rol de manivele. Condiţiile de rotabilitate, pentru un anumit element, se 
deduc din condiţiile de a obţine soluţii reale în problema poziţiilor pentru toate 
grupele mecanismului şi pentru o rotaţie completă a elementului respectiv, 
considerat element conducătoar. Problema rotabilităţii este legată de poziţiile 
critice ale mecanismului care intervin când condiţiile de rotabilitate, care sunt 
nişte inegalităţi, sunt îndeplinite la limită. 

 Sinteza pentru asigurarea calităţii transmiterii forţelor. Aşa 
cum am arătat (par. 2.2.3.3.) calitatea transmiterii forţelor este determinată de 
limitarea parametrilor de configuraţie astfel încât să se evite apropierea de 
configuraţiile critice la grupele structurale componente ale mecanismului. La 
majoritatea mecanismelor plane cu patru elemente parametrul în cauză este 
unghiul de presiune α (Tab.2.5) care trebuie să satisfacă condiţia aα≤α . Face 
excepţie mecanismul cu culisă oscilantă, la care intervine un parametru cu 
dimensiune de lungime, 0l  (Tab.2.5) limitat inferior, 0 0al l≥ . Este important de 
precizat următoarea observaţie: condiţiile care asigură transmiterea favorabilă a 
forţelor sunt mai restrictive decât condiţiile de rotabilitate a elementului 
conducător. Din această cauză, prin rezolvarea problemei de sinteză în discuţie 
se rezolvă, implicit, şi problema rotabilităţii. 

 Sinteza în funcţie de poziţiile extreme ale elementului 
condus. Problema intervine la mecanismele care au un element condus cu 
mişcare de oscilaţie (translaţie sau rotaţie) între două poziţii extreme. 
Parametrul de intrare esenţial este cursa - distanţa (h) sau unghiul (ψ) dintre cele 
două poziţii extreme. Modelul matematic este constituit, de regulă, din două 
ecuaţii neliniare. 

 Sinteza după coeficientul de productivitate. Problema apare, 
ca şi cea precedentă, la mecanismele cu elemente conduse în mişcare de 
oscilaţie, caracterizate printr-o cursă activă şi una pasivă. Raportul vitezelor 
medii în cele două curse maω  şi mpω  sau mav  şi mpv   se numeşte coeficient 
de productivitate pk , 
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ma ma
p

mp mp

vk 1
v

ω
= = ≤

ω
*) (2.147) 

 

Vitezele medii sunt diferite deoarece unghiurile parcurse de elementul 
conducător, în timpul celor două curse, aϕ  şi pϕ  (Fig.2.74) pot fi diferite. 

Astfel, viteza medie a cursei active se exprimă cu 
relaţia 

 

1
ma

aa a

1

t
ψ ⋅ ωψ ψ

ω = = =
ϕ ϕ
ω

, 

 

în care ψ   este cursa unghiulară, at  - timpul 
cursei active, iar 1ω  - viteza unghiulară constantă 
a elementului conducător. În mod similar, 

 

 1
mp

p

ψ ⋅ ω
ω =

ϕ
. 

 

 Introducând aceste expresii în formula coeficientului de productivitate 
se obţine 
 

 p
p

a
k

ϕ π − θ
= =

ϕ π + θ
,  (2.148) 

 

în care θ  (Fig.2.74) este unghiul ascuţit format între direcţiile manivelei 
conducătoare, când balansierul condus trece prin poziţiile extreme. Din relaţia 
(2.148) se calculează θ  în funcţie de pk , 
 

 p

p

1 k
1 k

−
θ = π ⋅

+
. (2.149) 

 

 Prin operaţia de sinteză se urmăreşte obţinerea unui mecanism care să 
aibă valoarea prestabilită cu ajutorul formulei (2.149), pentru unghiul θ . 
Modelul matematic este format, în general, din două ecuaţii neliniare, care se 
scriu în funcţie de tipul mecanismului în discuţie. 
 În cele ce urmează se prezintă aplicarea sintezei elementare pentru 
mecanismele plane uzuale cu 4 elemente: mecanismul patrulater articulat, 
mecanismul manivelă - piston, mecanismul cu culisă oscilantă şi mecanismul cu 
cilindru oscilant. 
 
 
------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

*) În unele cărţi coeficientul pk  este definit mp
p

ma

k
ω

=
ω
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Fig. 2.74 



 170

2.4.2.2. Mecanismul patrulater articulat plan 
 

 Problema rotabilităţii. 
 

Ne propunem să stabilim condiţiile de rotabilitate completă (manivelă) 
pentru elementul 1 aparţinând mecanismului patrulater din Fig.2.75. Dacă 
presupunem că acest element este conducător, condiţiile (2.2) corespunzătoare 
grupei structurale RRR (2, 3 - BCD) sunt 

 

2 3 0 2 3 l l l l l− ≤ ≤ +  (2.150) 
 

Condiţiile (2.150) trebuie 
respectate pentru orice valoare a 
lungimii variabile 0l , la o rotaţie a 
elementului 1. Această cerinţă este 
satisfăcută, dacă relaţiile (2.150) sunt 
verificate pentru valorile extreme: 

0 min 1 4l  l l= −  şi 0 max 1 4l l l= + , 
 

1 4 2 3

1 4 2 3

l l  l l
l l l l .

− ≥ −

+ ≤ +
        (2.151) 

 

Relaţiile (2.151) reprezintă condiţiile de rotabilitate completă 
(manivela) pentru elementul 1. În mod similar se deduc condiţiile de rotabilitate 
completă pentru elementul 3, 

 

3 4 2 1

3 4 2 1

 l l  l l
l l l l .

− ≥ −

+ ≤ +
 (2.152) 

 

Dacă sunt verificate ambele seturi de condiţii, (2.151) şi (2.152), 
mecanismul este de tip dublă - manivelă. Dacă este respectat numai un set de 
condiţii, (2.151) sau (2.152), mecanismul este de tip manivelă - balansier, iar 
dacă nu se respectă nici (2.151), nici (2.152), mecanismul este de tip dublu - 
balansier. 

Dacă, dintre cele patru lungimi, se adoptă două (de exemplu 1l  şi 4l ) se 
poate determina un domeniu, în sistemul de coordonate 2l 3l , în care condiţiile 
(2.151) sunt respectate (Fig.2.76). 

Condiţiile de rotabilitate completă se pot exprima şi în altă formulare, 
mai sugestivă şi mai practică, obţinută prin analiza celor două moduri în care se 
pot scrie expresiile 41 ll −  şi 32 ll − . Din această analiză, prezentată în 
Tab.2.6 rezultă următoarea formulare a condiţiilor de rotabilitate pentru 
elementul 1 

1) Elementul cel mai scurt trebuie să fie elementul 1 sau baza 4  
1 minl l=  sau 4 minl l= . 

l DA

4

4

4

2

B

l1
1

l0
3l

C
2l 3

Fig. 2.75 
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2) Condiţia lui Grashof: suma formată din lungimea minimă şi 
lungimea maximă trebuie să 
fie mai mică sau egală decât 
suma formată din lungimile 
celorlate două elemente. 
Această condiţie se mai poate 
formula şi astfel, 

 

min max
pl l
2

+ ≤ , 

în care p este perimetrul pa-
trulaterului, 1 2 3p l l l= + + +  

4l+ . 
 Desigur, pentru rota-
bilitatea elementului 3, condi-
ţia 1) se modifică astfel: 

3 minl l=  sau 4 minl l= , iar 
condiţia 2) (Grashof) rămâne 
nes-chimbată. 
 Din condiţia 1) rezultă 
că, atunci când se respectă 

condiţia lui Grashof, tipul mecanismului patrulater este determinat de poziţia 
elementului cel mai scurt.  
 Astfel, dacă elementul cel mai scurt este alăturat bazei ( 1 minl l= ) 
mecanismul este de tip manivelă - balansier (Fig.2.77.a), deoarece condiţia 1) 
este respectată numai de elementul 1. Dacă elementul cel mai scurt este baza 
( 4 minl l= ), mecanismul este de tip dublă - manivelă (Fig.2.77.b), deoarece 
condiţia 1) este respectată de ambele elemente, 1 şi 3. În fine, dacă elementul 
cel mai scurt este opus bazei ( 2 minl l= ), mecanismul este de tip dublu - 
balansier (Fig.2.77.c) pentru că nu este respectată condiţia 1), nici de elementul 
1, nici de elementul 3. 
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 Problema rotabilităţii este legată de problema poziţiilor critice. Acestea 
intervin atunci când grupa structurală RRR (2, 3 - BCD) înregistrează 
configuraţii critice, adică atunci când se verifică cel puţin una dintre egalităţile 
 

 
,lll

ll l

320

320

+=

−=
 

 

iar punctele B, C, D sunt coliniare. Poziţiile critice se pot grupa în două 
categorii în funcţie de comportarea funcţională a mecanismului. 
 1) Poziţii critice care pot fi traversate fără ca elementul conducător să-şi 
schimbe sensul de rotaţie. Aceste poziţii se înregistrează când condiţiile (2.151), 
scrise pentru elementul conducător, sunt respectate, iar cel puţin una dintre ele 
este verificată la limită, cu semnul egal. În acest caz condiţia lui Grasohf se 
verifică, de asemenea, cu semnul egal, iar punctele din diagrama 

3 2l (l ) (Fig.2.76) se găsesc la limita domeniului admisibil. La trecerea printr-o 
astfel de poziţie critică se produce o nedeterminare - grupa BCD poate ocupa 
oricare dintre cele două poziţii posibile. Pentru exemplificare, se consideră 
mecanismul din Fig.2.78 având următoarele relaţii între lungimile elementelor 
 

 
3241

3241

llll
ll ll 

+=+

−>−
 

 

Ca urmare se înregistrează 
poziţia critică DCAB 00 . 
Să presupunem că elemen-
tul conducător 1 se roteşte 
în sens trigonometric, 
astfel încât, mecanismul se 
deplasează din poziţia 

DCAB 11 , trecând prin po-
ziţia critică DCAB 00 , 
până când elementul 1 
ajunge în poziţia 2AB . 
Imediat ce depăşeşte pozi-

ţia critică, grupa RRR poate ocupa fie poziţia DCB 22 , fie 2 2B C' D . În felul 
acesta, odată cu trecerea prin poziţia critică, sensul de rotaţie al elementului 3 se 
poate păstra (soluţia B C D′2 2 ) sau se poate schimba (soluţia DCB 22 ). În 
aplicaţiile practice interesează, de obicei, păstrarea sensului de rotaţie pentru 
elementul condus. Pentru a determina o astfel de funcţionare, se pot folosi mai 
multe procedee. Astfel, dacă elementul 3 are un moment de inerţie 
corespunzător, el îşi păstrează sensul de rotaţie datorită efectului inerţial. Un alt 
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procedeu constă în utilizarea unor limitatori de dirijare a mişcării (Fig.2.79). În 
cazul mecanismului paralelogram, care are 1 3l l=  şi 2 4l l= , rezultând 
 

 1 4 2 3

1 4 2 3

 l l  l l
l l l l ,

− = −

+ = +
 

se foloseşte cuplarea a două mecanisme (Fig.2.80) astfel încât, acestea să treacă 
prin poziţii critice în momente diferite. 

 2) Poziţii critice care conduc la 
blocarea mecanismului dacă elementul 
conducător tinde să-şi păstreze sensul de 
rotaţie când ajunge în aceste poziţii. Ele se 
înregistrează când condiţiile (2.151), scrise 
pentru elementul conducător, nu sunt 
respectate (una sau ambele). În acest caz 
elementul conducător este balansier, iar 
poziţiile critice limitează mişcarea sa de 
rotaţie, aşa cum se observă la mecanismul 
din Fig.2.81. 
 

 Sinteza după unghiul de presiune 
 

Unghiul de presiune al unui mecanism patrulater (Fig.2.82) cu 
elementul 1 conducător se defineşte (par. 2.2.3.3. - Tab.2.5) ca fiind unghiul 
ascuţit format între elementul 2 (biela BC) şi perpendiculara pe elementul 3 
(CD) şi se exprimă prin formula 

 

 BCD
2
π

α = − . (2.153) 
 

Unghiul BCD se calculează din triunghiul BCD, 
 

2 2 2
2 3 0

2 3

l l lBCD arccos
2l l
+ −

= ,  (2.154) 
 

iar 0l  se determină din triunghiul ABC, 
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 141
2
4

2
10 cosll2lll ϕ−+= . (2.155) 

 

 Condiţia care asigură calitatea transmiterii forţelor, aα≤α , se exprimă, 
ţinând seama de (2.153), sub forma 
 

 aBCD
2 2
π π

− α ≤ ≤ + α . (2.156) 
 

 Condiţiile (2.156) sunt respectate pentru toate poziţiile mecanismului 
atunci când unghiul 1ϕ  variază într-un interval dat, dacă sunt verificate pentru 
valorile extreme minBCD  şi maxBCD ,  
 

 min aBCD
2
π

≥ − α  

 max aBCD
2
π

≤ + α . 
 

 În ipoteza cea mai uzuală, când mecanismul este de tip manivelă - 
balansier, pentru studiul problemei, interesează patru poziţii caracteristice ale 
mecanismului (reprezentate în Fig.2.83), care conduc la patru valori ale 
unghiului de presiune BCD , 
 

 ( )
( )

2 2 2
2 1 3 4

1 1
2 1 3

l l l l
B C D arccos

2 l l l
− + −

=
− ⋅

 

 ( )
( )

2 2 2
1 2 3 4

2 2
1 2 3

l l l l
B C D arccos

2 l l l
+ + −

=
+ ⋅

 

 
( )22 2

2 3 4 1
3 3

2 3

l l l l
B C D arccos

2 l l
+ − −

=
⋅ ⋅

 

l1ϕ1ϕ l D

4

A

4

4

4

A 4

4

D

2

1

B

l1 l0

2 α
2l

B3

13l l1

C 2
l

α 3

0l l3

C

 
                           a)                                                            b) 

Fig. 2.82 



 176

 ( )22 2
2 3 1 4

4 4
2 3

l l l l
B C D arccos

2 l l
+ − +

=
⋅ ⋅

. 
 

 Dacă intervalul în care trebuie respectată condiţia aα≤α , este o rotaţie 
completă a elementului conducător, valorile extreme ale unghiului BCD  sunt 

min 3 3BCD B C D=  şi max 4 4BCD B C D= , iar condiţiile de sinteză sunt 
 

 
3 3 a

4 4 a

B C D
2

B C D
2

π⎧ ≥ − α⎪⎪
⎨ π⎪ ≤ + α
⎪⎩

 (2.157) 

 

 Dacă interesează respectarea condiţiei aα≤α  numai pentru cursa 
activă, sau dacă, pentru cele două curse se impun valori diferite pentru aα  
( aaα  şi apα ), trebuie să facem distincţie între două tipuri de patrulatere 
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(Fig.2.83). În cazul mecanismului din Fig.2.83.a punctele fixe A şi D sunt de 
aceeaşi parte a dreptei 1 2C C , iar cursa activă a balansierului ( ][ a1 ϕ∈ϕ ) se 
execută în acelaşi sens cu rotaţia manivelei. La acest mecanism poziţia 

4 4AB C D  este în cursa activă, iar 3 3AB C D  în cursa pasivă. Ca urmare, valorile 
exterme ale unghiului BCD , pentru cursa activă sunt 2 2B C D  şi 4 4B C D , 
iar pentru cursa pasivă 3 3B C D  şi 1 1B C D . Condiţiile de sinteză, scrise 
separat pentru cele două curse, se formulează astfel: 
 

 
2 2 aa

4 4 aa

B C D
2

B C D
2

π⎧ ≥ − α⎪⎪
⎨ π⎪ ≤ + α
⎪⎩

          
3 3 ap

1 1 ap

B C D
2

B C D
2

π⎧ ≥ − α⎪⎪
⎨ π⎪ ≤ + α
⎪⎩

 

 

 În cazul mecanismului din Fig.2.83.b dreapta 21CC  trece printre 
punctele fixe A şi D, iar cursa activă ( ][ a1 ϕ∈ϕ ) se execută în sens opus în 
raport cu rotaţia manivelei. La acest mecanism poziţia DCAB 33  este în cursa 
activă, iar DCAB 44  în cursa pasivă. Condiţiile de sinteză, pentru cele două 
curse sunt: 
 

 
3 3 aa

1 1 aa

B C D
2

B C D
2

π⎧ ≥ − α⎪⎪
⎨ π⎪ ≤ + α
⎪⎩

           
2 2 ap

4 4 ap

B C D
2

B C D
2

π⎧ ≥ − α⎪⎪
⎨ π⎪ ≤ + α
⎪⎩

 

 

 Condiţiile (2.157) se pot scrie, ţinând seama de expresiile unghiurilor 
3 3B C D  şi 4 4B C D , în felul următor: 

 

 
a32

2
3

2
241

a32
2
3

2
241

sinll2llll

sinll2llll 

α++≤+

α−+≥−
 (2.158) 

 

 Ca şi la problema rotabilităţii, se poate determina un domeniu, în planul 
de coordonate 2 3(l l ) , în care relaţiile (2.158) sunt îndeplinite (Fig.2.84), 
admiţând că 1l  şi 4l  se cunosc. Punctele situate pe conturul domeniului 
corespund unor mecanisme la care unghiul de presiune maxim este amax α=α . 
Comparând condiţiile (2.158) şi (2.151) se observă că primele (2.158) sunt mai 
restrictive. Deci, dacă sunt respectate condiţiile (2.158) sunt respectate şi 
condiţiile (2.151). Această concluzie reiese şi din Fig.2.84 unde sunt trasate 
domeniile pentru ambele seturi de condiţii. Se observă că domeniul 
corespunzător condiţiilor (2.158) este inclus în cel corespunzător condiţiilor 
(2.151). Aceasta înseamnă că sinteza după unghiul de presiune rezolvă, implicit, 
şi problema rotabilităţii elementului conducător. 
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 Sinteza în funcţie de poziţiile extreme ale balansierului 
 

Poziţiile extreme ale balansierului 3, aparţinând unui mecanism de tip 
manivelă - balansier (Fig.2.75), se înregistrează când unghiul ADC  şi 
segmentul AC trec prin valori extreme. În Fig.2.85 sunt reprezentate poziţiile 
mecanismului, DCAB 11  şi DCAB 22  corespunzătoare poziţiilor extreme ale 
balansierului, în care 12min1 llACAC −==  şi 12max2 llACAC +== . 
Evident, în aceste poziţii manivela 1 şi biela 2 sunt coliniare - suprapuse 
( 11CAB ) sau în prelungire ( 22CAB ). 
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Aplicând teorma lui Pitagora generalizată în triunghiurile DAC1  şi 
DAC2 , se obţin condiţiile de sinteză 

 

( )
( ) ( )

22 2 2
1 2 1 3 4 3 4 1

22 2 2
2 2 1 3 4 3 4 1

AC l l l l 2l l cos

AC l l l l 2l l cos .

= − = + − ψ

= + = + − ψ + ψ
 (2.159) 

 

În aceste relaţii ψ  este cursa unghiulară a balansierului, care reprezintă 
parametrul de intrare al problemei. În sistemul de ecuaţii (2.159) intervin 5 
parametri ( 1l , 2l , 3l , 4l  şi 1ψ ), dintre care trei se adoptă, iar ceilalţi doi se 
calculează. Un caz întâlnit frecvent este acela în care necunoscutele sunt 1l  şi 

2l , parametrii 3l , 4l  şi 1ψ  fiind cunoscuţi. Din (2.159) rezultă imediat: 
 

2
ACACl 12

1
−

=  

1 2
2

AC ACl ,
2
+

=  
 

în care 1AC  şi 2AC  au expresiile 
 

 
( )

2 2
1 3 4 3 4 1

2 2
2 3 4 3 4 1

AC l l 2l l cos

AC l l 2l l cos .

= + − ψ

= + − ψ + ψ
 

 

 Sinteza în funcţie de coeficientul de productivitate 
 
După cum am arătat (par. 2.4.2.1.) coeficientul de productivitate pk  

este în corespondenţă cu unghiul ascuţit format între 1AB  şi 2AB  (Fig.2.85) 
notat θ , 

 

p

p

1 k
1 k

−
θ = π

+
. 

 

Se observă că, la mecanismul patrulater, 1 2C ACθ = . Aplicând 
teorema lui Pitagora generalizată în triunghiurile DAC1  şi DAC2  se obţin 
condiţiile de sinteză, 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

22 2
3 2 1 4 2 1 4 1

22 2
3 1 2 4 1 2 4 1

l l l l 2 l l l cos

l l l l 2 l l l cos .

= − + − − ⋅ θ + θ

= + + − + ⋅ θ
 (2.160) 

 

Având în vedere că θ  este cunoscut, avem două ecuaţii în care intervin 
5 parametri ( 1l , 2l , 3l , 4l  şi 1θ ), astfel încât, trei dintre aceştia trebuie 
adoptaţi, iar ceilalţi doi se calculează. Această problemă nu intervine, însă, 
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niciodată separat ci împreună cu celelalte probleme de sinteză elementară aşa 
cum se prezintă în continuare. 

 

 Sinteza elementară combinată 
 
Sinteza combinată reuneşte cele trei probleme de sinteză prezentate 

anterior: în funcţie de unghiul de presiune, în funcţie de poziţiile extreme ale 
balansierului şi în funcţie de coeficientul de productivitate. Aşa cum am arătat, 
problema rotabilităţii elementului conducător este rezolvată implicit prin sinteza 
după unghiul de presiune. 

Condiţiile sintezei combinate sunt formate din 4 ecuaţii, (2.159) şi 
(2.160), şi două inecuaţii (2.158) în care figurează 6 parametri necunoscuţi: 1l , 

2l , 3l , 4l , 1ψ  şi 1θ . 
Rezolvarea problemei se poate face strict numeric sau prin procedee 

interactive, utilizând facilităţile grafice ale programelor utilitare. Pentru 
aplicarea procedeului numeric inecuaţiile (2.158) se ridică la pătrat şi, apoi, 
toate relaţiile (2.158), (2.159) şi (2.160) se împart la pătratul uneia dintre 
lungimile 1l , 2l , 3l , 4l , de exemplu 3l . În felul acesta numărul de necunoscute 

se reduce la 5: 
3

1*
1 l

ll = , 
3

2*
2 l

ll = , 
3

4*
4 l

ll = , 1ψ  şi 1θ . Se apelează, apoi, la o 

strategie de căutare atribuind unui parametru un şir de valori, într-un domeniu 

determinat. Este preferabil să se aleagă parametrul ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ψ

−π=ψ
2

 ,01 . Pentru 

fiecare valoare a lui 1ψ  se rezolvă numeric sistemul (2.159), (2.160), 
determinând toţi parametri necunoscuţi şi se testează condiţiile (2.158). 
Procesul se opreşte când aceste condiţii csunt verificate. Problema poate fi 
interpretată şi ca una de optimizare. Restricţiile sunt egalităţile (2.159), (2.160) 
iar funcţia obiectiv este valoarea maximă a unghiului de presiune 

)l ,l ,l( *
4

*
2

*
1maxα , care trebuie minimizată. Funcţia maxα  are expresia 

 

max 3 3 4 4max  B C D ,   B C D
2 2

⎛ ⎞π π
α = − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (2.161) 
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În continuare se 
prezintă un procedeu funda-
mentat pe transpunerea ana-
litică a unei construcţii gra-
fice (Fig.2.86). Se reprezintă 
poziţiile extreme ale ele-
mentului 3, 1DC  şi 2DC , cu 
unghiul 1 2C DC = ψ , a-
doptând pentru 3l  o valoare 
arbitrară. Se construiesc, 
apoi, triunghiurile isoscele 

21CEC  şi 210 CCE , de o 
parte şi de cealaltă a dreptei 

21CC , cu unghiurile din E şi 
din 0E  egale cu θ2 . Se tra-
sează cercurile cu centrele în 
E şi 0E , trecând prin 1C  şi 

2C , notate (C) şi ( 0C ). 
Dacă centrul de rotaţie al 
manivelei se adoptă pe 
cercul (C), într-un punct 

arbitrar A, unghiul 1 2C AC  rezultă egal cu θ . Prin adoptarea punctului A, se 
determină, implicit, ADl4 =  şi 1 1C ADψ = . Cunoscând, prin determinare 
grafică, segmentele 1AC  şi 2AC , se calculează 1l  şi 2l  în modul arătat la 
sinteza după poziţiile extreme ale balansierului. Mecanismul patrulater este, 
astfel, complet determinat şi se poate calcula unghiul de presiune maxim, maxα  
(2.161). Dacă se verifică relaţia amax α≤α , mecanismul satisface toate 
condiţiile de sinteză, iar dacă nu se verifică, se testează altă poziţie pentru 
punctul A. Trebuie remarcat că punctul A se poate adopta numai pe arcul 

1 fC A , adică în afara domeniului unghiular format de dreptele 1DC  şi 2DC , 
între care se măsoară unghiul ψ . Dacă nu se respectă acestă regulă se 
inregistrează situaţia descrisă în Fig.2.87 unde se vede că balansierul 
mecanismului obţinut prin sinteză nu oscilează cu unghiul prescris 

1 2C DCψ =  ci cu unghiul 1 2' C DC'ψ = . Se observă că mecanismele 
patrulatere obţinute cu punctul A pe cercul (C) au ambele puncte fixe situate în 
aceeaşi parte a dreptei 21CC . În mod similar, centrul de rotaţie al manivelei se 

poate adopta într-un punct 0A , pe arcul 
01 fC A aparţinând cercului ( 0C ). 

Sinteza mecanismului se efectuează în acelaşi fel ca în cazul punctului A. 
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Mecanismul obţinut se 
caracterizează prin aceea că 
punctele fixe 0A  şi D sunt 
separate de dreapta 21CC . 
Se poate demonstra că me-
canismele cu )C(A ∈  sunt 
superioare, din punct de 
vedere al valorii unghiului 
de presiune în raport cu 
mecanismele cu )C(A 00 ∈ . 
Din această cauză, varianta 
analitică se va dezvolta 
numai pentru mecanismele 

cu centrul de rotaţie al manivelei situat pe cercul (C). Considerând o valoare 
arbitrară pentru 3l  şi un punct 1 fA (C A )∈ , determinat de unghiul 

A 1C EAϕ = , se calculează lungimile 1l , 2l , 4l  precum şi unghiul de presiune 
)l ,l ,l ,l( 4321maxα . Pentru aceasta se adoptă un sistem de coordonate Exy  

(Fig.2.86) şi se calculează, succesiv, următorii parametri: 
 

•  
θ

ψ

==
sin

2
sinl

AEr
3

 

• 
2

sinlx ;
2

sinlx 3C3C 21
ψ

=
ψ

−=  

• 
θ

ψ
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tg

2
sin

lyy 3CC 21  

• 0 x;
tg

2
sin

l
2

cosly D33D =
θ

ψ

+
ψ

−=  

 

• ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ+θ+

π
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ+θ+

π
= AAAA 2
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2

cosrx  
 

 

• 2
DA

2
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1 1

2 2
1 A C A CAC (x x ) (y y ) ;  = − + −

2 2

2 2
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2
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1B
BA

2

C2

2

ψD
ψ'

1

C'

C

 
Fig. 2.87 
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• max 3 3 4 4max  B C D ,   B C D
2 2

⎛ ⎞π π
α = − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

Aplicând repetat procedeul indicat se determină, prin valori discrete, 
funcţiile )(l A1 ϕ , )(l A2 ϕ , )(l A4 ϕ , )( Amax ϕα  care se prezintă ca în Fig.2.88, 
în care sunt trasate şi dreptele .ctl3 =  şi .cta =α . 

Din analiza diagramei rezultă că, pentru a avea amax α≤α , 
] ,[ 21 AAA ϕϕ∈ϕ . Soluţia optimă, după criteriul unghiului de presiune minim, 

se obţine pentru 3AA ϕ=ϕ , care conduce la min)( Amax →ϕα . Desigur, 

1 2A A,  ϕ ϕ  şi 3Aϕ  se pot calcula prin metode numerice. Adoptând Aϕ  se 

calculează 1l , 2l  şi 4l  care, împreună cu 3l , determină complet mecanismul. 
Trebuie precizat că toate mecanismele asemenea cu cel determinat au aceleaşi 
valori pentru ψ , pk  şi maxα , deci satisfac condiţiile de sinteză. Prin urmare 
putem adopta orice mecanism având lungimile proporţionale cu cele 
determinate, aşa încât lungimea arbitrară luată iniţial pentru 3l  nu influenţează 
soluţia constructivă finală. 
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Procedeul descris nu se poate aplica în cazul particular pk 1= , 0=θ , 
pentru că intervin singularităţi (împărţiri prin zero) în procesul de calcul. 
Deoarece 0=θ , centrul de rotaţie al manivelei se găseşte pe dreapta 21CC  
(Fig.2.89). Din reprezentarea mecanismului în poziţiile DCAB 11  şi DCAB 22  
(Fig.2.89) rezultă lungimile 1l , 2l  şi 4l  în funcţie de 3l  şi 1ψ , 

 

• 
2

sinl
2
CC

2
ACACl 3

2112
1

ψ
==

−
=  

• ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ψ+

ψψ
==

+
= 13

21
2 2

tg
2

coslAM
2

ACACl  

• 
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ψ+

ψ

ψ

=

1

3
4

2
cos

2
cosl

l  

 

În Fig.2.90 sunt reprezentate diagramele )(l 11 ψ , )(l 12 ψ , )(l 14 ψ , 
)( 1max ψα  precum şi dreptele .cta =α  şi .ctl3 = , din care se poate adopta 

convenabil 1ψ , care,  la rândul său, determină complet mecanismul. 
Parametrii de intrare caracteristici unei probleme de sinteză elementară 

complexă, ψ , pk  şi aα , nu sunt întotdeauna compatibili. Din diagrama 
reprezentată în Fig.2.88 rezultă că pentru ψ  şi pk ( )θ  date, se obţine o mulţime 

de mecanisme având minmaxmax )(α≥α . Pentru ca problema să aibă soluţii 
trebuie respectată condiţia minmaxa )(α≥α . Pentru a permite formularea 
corectă a problemei de sinteză, în Fig.2.91 se indică valorile pentru minmax )(α  
în funcţie de ψ  şi pk . 
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2.4.2.3. Mecanismul manivelă - piston 
 

 Problema rotabilităţii 
 

Condiţia de rotabilitate pentru elementul conducător 1 (Fig.2.92) se 
stabileşte aplicând condiţia (2.5) în cazul grupei RRT (2, 3 - BC) 

 

02 ll ≥ . 
 

La o rotaţie completă a elementului 1, 41max0 lll +=  ceea ce conduce la 
condiţia 
 

 241 lll ≤+ . (2.162) 
 

 Dacă mecanismul are 
241 lll =+ , se înregistrează o 

poziţie critică ( tt BC⊥ ). 
 Mecanismul manivelă - 
piston utilizat în construcţia 
motoarelor cu ardere internă, 
când pistonul este element 
conducător, are două poziţii 
moarte (critice) când manivela şi 
biela sunt coliniare (grupa RRR - 
1, 2 - ABC). Trecerea prin aceste 

poziţii fără schimbarea sensului de rotaţie al manivelei este determinată de 
efectul inerţial şi de faptul că motorul are mai multe mecanisme paralele 
(cilindri) care trec prin poziţile moarte în momente diferite. 
 

 Sinteza după unghiul de presiune 
 

Unghiul de presiune al mecanismului manivelă - piston se defineşte 
(par. 2.2.3.3. - Tab.2.5) ca fiind unghiul format între biela BC şi axa de 
translaţie tt (Fig.2.92) şi are expresia 

 

2

411

2

0
l

lsinl
l
lsin +ϕ

==α , 
 

iar valoarea maximă, maxα , este 
 

 
2

41
max l

llsin +
=α . (2.163) 

 

 Condiţia aα≤α , care se asigură când amax α≤α , se scrie 
 

 a241 sinlll α≤+ . (2.164) 
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Fig. 2.92 
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 Condiţia (2.164) este mai restrictivă decât condiţia (2.162) ceea ce 
înseamnă că sinteza în funcţie de unghiul de presiune asigură şi rotabilitatea 
elementului conducător, aşa cum se întâmplă şi la mecanismul patrulater. 
 

 Sinteza în funcţie de poziţiile extreme ale patinei 
 

Poziţiile extreme ale patinei se înregistrează când distanţa AC trece prin 
valori extreme 12min1 llACAC −==  şi 21max2 llACAC +== . Desigur, în 
aceste poziţii manivela şi biela sunt coliniare (Fig.2.93). Aplicând teorema lui 
Pitagora în triunghiurile dreptunghice DAC1  şi DAC2  se obţin condiţiile de 
sinteză 

 

2 2 2 2
1 2 1 4 1
2 2 2 2
2 1 2 4 1

AC (l l ) l h

AC (l l ) l (h h ) .

= − = +

= + = + +
 (2.165) 

 

 În aceste ecuaţii h este cursa patinei şi constituie parametrul de intrare al 
problemei, iar 1l , 2l , 4l  şi 1h  sunt necunoscute. Desigur, pentru rezolvare, doi 
dintre cei 4 parametri se adoptă, iar ceilalţi doi se calculează. De obicei 4l  şi 1h  
se adoptă, iar 1l  şi 2l  se calculează cu uşurinţă din (2.165). 
 

 Sinteza în funcţie de coeficientul de productivitate 
 

Ca şi la mecanismul patrulater, unghiul p 1 2(k ) C ACθ = . Condiţiile de 
sinteză rezultă din triunghiurile dreptunghice DAC1  şi DAC2 , 

 

4 2 1 1

4 1 2 1

l (l l )cos
l (l l )cos( ).

= − θ
= + θ + θ

 (2.166) 
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În sistemul (2.166) θ  este parametrul de intrare, rezultând patru 
parametri necunoscuţi ( 1l , 2l , 4l  şi 1θ  ), astfel că, pentru rezolvare, doi 
parametri se adoptă. Această problemă intervine, practic, întotdeauna în 
combinaţie cu celelalte probleme de sinteză elementară. 

 

 Sinteza elementară combinată 
 

Ca şi la mecanismul patrulater, sinteza combinată reuneşte cele trei 
probleme precedente. Modelul matematic este constituit din ecuaţiile (2.165) şi 
(2.166) şi din inecuaţia (2.164), în care intervin parametrii de intrare h, p(k )θ  şi 

aα , iar parametrii care trebuie determinaţi sunt 1l , 2l , 4l , 1h  şi 1θ . Printr-o 
strategie de căutare se atribuie unui parametru (de exemplu 1h ) un şir de valori 
într-un domeniu adoptat convenabil. Pentru fiecare valoare a lui 1h  se rezolvă 
numeric sistemul (2.165), (2.166) şi se verifică, apoi, condiţia (2.164). Desigur, 
problema poate fi formulată ca una de optimizare în care funcţia obiectiv este 

)l ,l ,l( 421maxα (2.163), iar restricţiile sunt condiţiile (2.165) şi (2.166). Trebuie 
menţionat că la modificarea parametrului de intrare h (păstrând pk ( )θ  constant) 

soluţiile pentru 1l , 2l , 4l  şi 1h  se modifică proporţional cu raportul h
h '

 în care 

h şi h '  reprezintă valoarea iniţială şi cea modificată a cursei. Aceasta înseamnă 
că soluţiile obţinute 
pentru un h arbitrar 
pot fi adoptate cu 
uşurinţă pentru orice 
valoare a cursei. 

În continuare 
se prezintă un proce-
deu de rezolvare gra-
fic şi transpunerea sa 
analitică. Se trasează 
axa de translaţie tt şi 
se pune în evidenţă 
segmentul 1 2C C h=  
(Fig.2.94).  Se 
construieşte, apoi, tri-
unghiul isoscel 

21CEC  cu unghiul 

1 2C EC 2= θ . Cu 
centrul în E, se 
trasează un cerc care 

h
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trece prin 1C  şi 2C . Centrul de rotaţie al manivelei, A, se adoptă pe acest cerc, 
deoarece, în acest caz, 1 2C AC = θ . Lungimea ADl4 =  rezultă implicit, iar 1l  
şi 2l  se calculează în modul arătat la sinteza după poziţiile extreme ale patinei, 
în funcţie de 1AC  şi 2AC  evaluate grafic. Pentru determinările analitice se 
consideră sistemul de coordonate Exy şi se adoptă variabila independentă 

A 1C EAϕ = . Se calculează, succesiv, următorii parametri: 
 

• 
θ

==
sin2
hAEr  

 

• 
θ

−===−=
tg2
hyy ;

2
hx ;

2
hx 2121 CCCC  

 

• ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ−θ−

π
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ−θ−

π
= AAAA 2

3sinry ;
2

3cosrx  
 

• 
1 1

2 2
1 A C A CAC (x x ) (y y ) ;= − + −

2 2

2 2
2 A C A CAC (x x ) (y y )= − + −  

 

• 1CA4
21

2
12

1 yyl ;
2

ACACl ;
2

ACACl −=
+

=
−

=  
 

• 
2

41
max l

llarcsin +
=α . 

 

Astfel, se obţin funcţiile )(l A1 ϕ , )(l A2 ϕ , )(l A4 ϕ , )( Amax ϕα  
exprimate prin valori discrete. În Fig.2.95 sunt reprezentate aceste funcţii 
împreună cu dreptele cth =  şi cta =α . Mecanismul se adoptă în domeniul 

] ,[ 21 AAA ϕϕ∈ϕ , unde amax α≤α , iar pentru optimizarea soluţiei, 

3AA ϕ=ϕ , când minmax →α . Valoarea iniţială pentru h se poate lua arbitrar, 

deoarece, aşa cum am arătat, la schimbarea acestei valori rezultă mecanisme 
asemenea, având laturile proporţionale cu cele determinate şi aceleaşi valori 
pentru θ  şi maxα . De altfel curba )( Amax ϕα , precum şi minimul acestei curbe 

minmax )(α  sunt determinate numai de valoarea parametrului pk . În Fig.2.96 

este reprezentată funcţia max min p( ) (k )α  necesară pentru formularea problemei 

de sinteză care trebuie să respecte condiţia minmaxa )(α≥α . 
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2.4.2.4. Mecanismul cu culisă de rotaţie 
 

 Problema rotabilităţii 
 

Considerând elementul 1 - conducător (Fig.2.97) se scrie condiţia (2.7) 
caracteristică grupei RTR (2, 3 - BC) 

 

0l 0≥ . (2.167) 
 

Deoarece 0l0 <  nu are semnificaţie 
fizică, condiţia (2.167) este satisfăcută pentru 
toate poziţiile elementului 1 şi pentru orice 
valori ale parametrilor constructivi 1l  şi 4l . Ca 
urmare elementul 1 este întotdeauna manivelă. 
Dacă 0l 0=  ( CB ≡ ) se înregistrează o poziţie 
critică la mecanismul cu 41 ll = . 

Se consideră, în mod similar, elementul 
3 - conducător şi se scrie condiţia (2.5) pentru 
grupa structurală RRT (1, 2 - AB) 

 

1 01l  l≥ . 
 

La o rotaţie completă a elementului 3, 
01 4max

l l= , astfel încât, condiţia de rotabilitate 

a elementului 3 este 41 ll ≥ . 
 

Prin urmare, dacă 41 ll ≥  mecanismul este de tip dublă - manivelă (cu 
culisă rotitoare), iar dacă 41 ll <  mecanismul este de tip manivelă - balansier 
(cu culisă oscilantă). În aplicaţiile practice se foloseşte, de regulă, mecanismul 
cu culisă oscilantă cu elementul 1 - conducător, având 

 

14 ll > . (2.168) 
 

 Sinteza în funcţie de calitatea transmiterii forţelor 
 

Condiţia pentru transmiterea forţelor (par. 2.2.3.3. - Tab.2.5) este 
 

a00 ll ≥ , 
 

iar 14min0 lll −= , de unde rezultă 
 

 a014 lll ≥− . (2.169) 
 

 Dacă se împarte relaţia (2.169) la 1l  se obţine 
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 0a4
a

1 1

ll 1
l l

− ≥ = ε , (2.170) 
 

în care aε  este o lungime relativă admisibilă care se poate recomanda indiferent 
de lungimea absolută 1l . 
 

 Sinteza elementară combinată 
 

Poziţiile extreme ale culisei se obţin atunci când unghiul ACB  are 
valori maxime, simetrice fată de dreapta AC. Aceste poziţii se înregistrează 
când manivela AB este perpendiculară pe culisa BC (Fig.2.98). Condiţia de 
sinteză în funcţie de poziţiile extreme ale culisei rezultă din triunghiul 
dreptunghic CAB1  (sau CAB2 ) 

 

4

1
l
l

2
sin =

ψ . (2.171) 
 

Din Fig.2.98 se observă că 
unghiurile ψ  şi θ  sunt egale. Aceasta 
înseamnă că pentru parametrii pk  şi ψ  nu 
se pot impune valori independente atunci 
când se formulează problema de sinteză.  

Din relaţiile (2.170) şi (2.171) se 
obţine 

 

a

1sin sin
2 2 1
θ ψ

= ≤
+ ε

, 
 

care arată că ψ  şi, implicit, pk , au valori 
limitate în funcţie de valoarea admisibilă 

aε . 
 
 

 
 
 2.4.2.5. Mecanismul cu cilindru oscilant 
 
 În cazul acestui mecanism, care este acţionat printr-o cuplă de translaţie, 
problemele rotabilităţii şi a coeficientului de productivitate nu intervin. În 
consecinţă, interesează sinteza după unghiul de presiune şi cea în funcţie de 
poziţiile extreme ale elementului condus, care sunt, aşa cum se va vedea, strâns 
legate. 
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 Unghiul de presiune se defineşte (par. 2.2.3.3. - Tab.2.5) ca unghiul 
ascuţit format între dreapta AC şi perpendiculara pe elementul CD (Fig.2.99) şi 
se calculează cu relaţia 
 

  ACD
2
π

α = − , (2.172) 
 

în care unghiul ACD  rezultă din triunghiul ACD 
 

 
2 2 2
21 3 4

21 3

l l lACD arccos
2l l

⎛ ⎞+ −
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (2.173) 

 

 O problemă esenţială în 
proiectarea acestui mecanism este 
legată de poziţionarea unghiului de 
oscilaţie a elementului 3 astfel încât, 
să înregistrăm unghiuri de presiune 
cât mai mici. Pentru a rezolva această 
problemă se exprimă unghiul de 
presiune în funcţie de unghiul de 
poziţie al elementului 3, 3ϕ . Din 
triunghiul ACD se obţine 

 

 343
2
4

2
321 cosll2lll ϕ−+= , (2.174) 

 

care se poate introduce în formula (2.173). În felul acesta se obţine funcţia 
)(f 3ϕ=α  având graficul reprezentat în Fig.2.100. Punctul 30ϕ , în care 0=α , 

corespunde poziţiei în care CDAC⊥ . Desigur, intervalul util al acestei 
diagrame, având mărimea egală cu cursa unghiulară ψ , este definit de 
unghiurile 31ϕ  şi 32ϕ  care determină poziţiile extreme ale elementului 3. 
Valoarea maximă a unghiului de presiune, în acest interval, este una dintre 
valorile 1α  sau 2α , 
 

 ) ,max( 21max αα=α . 
 

 Valoarea minimă a unghiului maxα  în intervalul ] ,0[31 ψ−π∈ϕ , 

minmax )(α  se obţine când 21 α=α  (Fig.2.101). Într-adevăr, pentru orice altă 
poziţie a intervalului ] ,[ 3231 ϕϕ , 1α  sau 2α  sunt mai mari decât minmax )(α . 
Poziţiile mecanismului pentru care 21 α=α , notate DAC1  şi DAC2  
(Fig.2.102), se caracterizează prin aceea că punctele A, 1C  şi 2C  sunt coliniare. 
Din Fig.2.102 se observă imediat că 
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)( minmax21
ψ

=α=α=α . 
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Din condiţia aα≤α , rezultă a2α≤ψ ceea ce arată că în cazul acestui 
mecanism cursa unghiulară este limitată de valoarea unghiului de presiune 
admisibil. Cu aceste observaţii, fazele procesului de sinteză se desfăşoară în 
modul următor. Lungimea 3l  se adoptă, de regulă, din considerente legate de 
destinaţia mecanismului. Se calculează, apoi, cursa pistonului 
 

 
2

sinlCCh 321p
ψ

== , 
 

în funcţie de care se alege motorul hidraulic, care are o construcţie tipizată. 
Distanţele min211 lAC =  şi max212 lAC =  se înscriu între parametrii tehnici ai 
acestui motor. În fine, se calculează 4l  din triunghiul dreptunghic AMD, 
 

 2
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 2.4.3. Sinteza mecanismelor pentru generarea 
curbelor 

 
 În cadrul acestei probleme se cere să se construiască un mecanism, de 
structură cunoscută, astfel încât, un punct al acestuia să descrie o curbă dată. 
Problema are numeroase aplicaţii tehnice legate, în special, de conducerea unei 
scule sau a unui element de execuţie după o curbă determinată de condiţiile 
tehnologice. Curba impusă poate fi dată printr-o ecuaţie (în plan) sau prin 
puncte. În primul caz, problema admite o soluţie exactă numai în cazuri 
excepţionale, când ecuaţia traiectoriei se poate aduce, prin diverse 
particularizări, la aceeaşi formă cu ecuaţia curbei date. Altfel, curba este 
generată aproximativ cu o abatere care trebuie menţinută sub o valoare 
admisibilă, iar rezolvarea este fundamentată pe noţiuni de teoria aproximării 
funcţiilor. În cazul al doilea se indică un număr finit de puncte, date prin 
coordonatele lor, prin care trebuie să treacă traiectoria unui punct al 
mecanismului. În cele ce urmează se prezintă o aplicaţie pentru un mecanism 
patrulater articulat, unde curba este dată prin puncte, cu observaţia că abordarea 
altor mecanisme se face în mod similar. Un aspect aparte al acestei probleme, 
cu implicaţii practice deosebite, este sinteza pentru generarea de traiectorii 
rectilinii şi circulare. 
 
 2.4.3.1. Aplicaţie la mecanismul patrulater articulat plan 
 
 Curba dată este definită prin punctele )y ,x(P iii ( p ,1i = ), în raport cu 
un sistem de referinţă fix. Ne propunem să construim un mecanism patrulater 
(Fig.2.103), astfel încât un punct al bielei să descrie o traiectorie care să treacă 
prin punctele date. Necunoscutele problemei, în număr de 9 sunt: lungimile 
elementelor: ( 4321 l ,l ,l ,l ), parametrii de poziţie ai bazei ( A A 4x ,  y ,  ϕ ) şi 

parametrii de poziţie ai 
punctului generator în 
raport cu biela 
( PBPP  ,ll β= ). Modelul 
matematic se obţine prin 
scrierea ecuaţiilor de 
analiză a poziţiilor pen-
tru fiecare punct iP  
( p ,1i = ). Pentru aceasta 
se pot utiliza diverse 
metode de analiză cine-
matică. Aplicând meto-
da contururilor vectori-
ale închise se obţin 

1i ϕ

O

A
rA

x

1i

liP

l

β
Pr

y
u

i B
u

iP

Pl

2iϕ

1 l4

P u2i

2

C3iϕ

u4

D

3l
ϕ4

u3i

 
Fig. 2.103



 196

ecuaţiile vectoriale 
 

 1i 1 2i 2 3i 3 4 4

Pi A 1i 1 Pi P

u l u l u l u l 0
r r u l u l

+ + + =⎧
⎨ = + +⎩

 ( p ,1i = ) 
 

care se proiectează pe axele de coordonate, 
 

 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=β+ϕ+ϕ+
=β+ϕ+ϕ+

=ϕ+ϕ+ϕ+ϕ
=ϕ+ϕ+ϕ+ϕ

iPi2Pi11A

iPi2Pi11A

44i33i22i11

44i33i22i11

y)sin(lsinly
x)cos(lcoslx

0sinlsinlsinlsinl
0coslcoslcoslcosl

( p ,1i = ) (2.175) 

 

 Odată cu scrierea sisetmului (2.175) se introduc încă 3p necunoscute - 
unghiurile i1ϕ , i2ϕ , i3ϕ  ( p ,1i = ). Din condiţia ca numărul de ecuaţii (4p) să 
fie egal cu cel al necunoscutelor ( 9p3 + ) se obţine numărul de puncte 9p = , 
rezultând un sistem neliniar cu 36 de ecuaţii. Desigur, rezolvarea se face prin 
metode numerice. Pentru o funcţionare corespunzătoare, mecanismul trebuie să 
îndeplinească şi alte condiţii cum ar fi cea referitoare la unghiul de presiune sau 
cele de existenţă a manivelei. În această situaţie numărul de puncte trebuie 
redus. Astfel, dacă 8p = , numărul de ecuaţii este 32p4 = , numărul de 
necunoscute este 339p3 =+ , iar problema are o infinitate simplă de soluţii. 
Dintre acestea se adoptă una care să verifice condiţiile suplimentare sau, printr-
un proces de optimizare, se caută soluţia pentru care unghiul de presiune este 
minim. Trebuie menţionat că, pentru a asigura convergenţa procedeului de 
calcul numeric, soluţia iniţială trebuie să fie cât mai apropiată de cea căutată. În 
acest scop se pot utiliza atlase care conţin curbe de bielă pentru un număr mare 
de mecanisme. 
 În cazul mecanismelor cu 6 elemente se pot adopta 15 puncte realizând 
o definire mai bună a curbei care trebuie generată. Există, însă, dezavantajul 
unui mecanism mai complicat şi a unei rezolvări numerice dificile fiind vorba 
de un sistem neliniar format din 90p6 =  de ecuaţii. 
 

 Teorema Roberts - Cebâşev 
 

Curbele de bielă ale mecanismului patrulater, care în cazul general, sunt 
de gradul 6, au făcut obiectul unor studii foarte aprofundate şi s-au pus în 
evidenţă o serie de proprietăţi utile pentru procesul de sinteză [8, 23]. Una 
dintre aceste proprietăţi este cunoscută sub denumirea de teorema Roberts - 
Cebâşev şi arată că aceeaşi curbă de bielă poate fi generată de trei 
mecanisme patrulatere distincte. 
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Se consideră patrulaterul 
ABCD (Fig.2.104) şi punctul P 
solidar cu biela BC, care se dezvoltă 
prin legarea succesivă a grupelor 
structurale AEP, DFP şi GIH, toate 
de tip RRR. Dimensiunile se adopţă 
în aşa fel, încât patrulaterele ABPE, 
DCPF şi GIHP să fie paralelograme, 
iar triunghiurile EGP şi FHP să fie 
asemenea cu triunghiul BCP. Se face 
o construcţie suplimentară trasând 
prin A o paralelă la BC şi prin C o 
paralelă la AB. Rezultă parale-
logramul ABCB' . Pe baza asemă-
nării celor trei triunghiuri, se pot 
scrie proporţiile 

 

k
FP
HP

EP
EG

BC
BP

=== , 
 

care conduc la următoarele relaţii 
 

 
AE BP BC k AB' k
EG EP k AB k B'C k
GI HP FP k CD k.

= = ⋅ = ⋅
= ⋅ = ⋅ = ⋅

= = ⋅ = ⋅
 

 

 Din figură se observă că segmentele AE, EG şi GI sunt rotite faţă de 
segmentele AB' , B'C  şi CD cu unghiul α . Aceasta înseamnă că patrulaterele 
AEGI şi AB'CD  sunt asemenea şi primul este rotit faţă de cel de-al doilea cu 
unghiul α . Prin urmare, unghiul DAI  are tot valoarea α . Printr-un 
raţionalment similar se demonstrează că ADI  are valoarea β  şi, ca urmare, 
triunghiul ADI este asemenea cu triunghiul BCP. Deoarece triunghiul BCP are 
dimensiuni invariabile rezultă că triunghiul ADI are aceeaşi proprietate, iar cum 
latura AD este fixă, înseamnă că şi punctul I este fix, deşi elementele 
mecanismului sunt mobile. În aceste condiţii în punctul I se poate amplasa o 
articulaţie fixă fără a modifica funcţionarea mecanismului. Se formează, în felul 
acesta încă două patrulatere AEGI şi DFHI care se mişcă simultan cu 
patrulaterul iniţial ABCD, iar punctul lor comun P descrie, evident, o curbă de 
bielă unică. 
 Teorema arată că soluţia unei probleme de sinteză pentru generarea unei 
curbe nu este unică şi că, pornind de la o soluţie determinată, se pot construi cu 
uşurinţă, alte două mecanisme care descriu aceeaşi traiectorie. 
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b) Mecanism patrulater director Cebâşev 
AB = a; BC = CD = CP = 2,5a; AD = 2a 

 2.4.3.2. Mecanisme generatoare de traiectorii rectilinii şi 
circulare 

 
 Aplicaţiile practice reclamă, uneori, utilizarea de mecanisme care să 
genereze traiectorii rectilinii sau circulare. De-a lungul timpului au fost 
descoperite, prin metode ştiinţifice sau pe cale intuitivă, multe asemenea 
mecanisme [3, 8]. Mecanismele care generează traiectorii rectilinii exacte se 
numesc inversoare deoarece construcţia lor se bazează pe transformarea 
matematică inversă a unui cerc într-o dreaptă. Pentru exemplificare, în 
Fig.2.105 este reprezentat inversorul lui Peaucellier. Aplicaţiile practice ale 
inversoarelor sunt reduse datorită construcţiei complexe, cu multe elemente. 
Mecanismele care generează segmente de traiectorii aproximativ rectilinii se 

numesc directoare. Din multitudinea de 
mecanisme directoare cunoscute [3], în 
Fig.2.106 se prezintă câteva, precizându-se 
dimensiunile relative ale elementelor. 
 Generarea traiectoriilor circulare se 
poate face, de asemenea exact (cu ajutorul 
inversoarelor) sau aproximativ. Ca şi în 
cazul precedent, interesează, în primul 
rând, mecanismele care descriu,  arce de 
cerc, cu aproximaţie. În Fig.2.107 se 
prezintă două dintre aceste mecanisme. 
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            CP = 2,92a;   AD = 2,3a 
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         e) Mecanism director                                         f) Mecanism director 
            manivelă – piston                                               manivelă – piston 
     AB a,  BC=1,37a, BP=2,27a=                       AB a,  BC=1,96a, BP=2,76a=  

 
Fig. 2.106 
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a) Mecanism patrulater Cebâşev pentru generarea unei traiectorii parţial 

circulare 
k kAB a,  BC=CD=CP=AD=3a, x 3a,  y 1,867a,  r=3,79a= = =  

 
Fig. 2.107 
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g) Mecanism director cu culisă oscilantă 

AB a,  AC=1,5a, BP=6a=  
 

Fig. 2.106 
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 2.4.4. Sinteza mecanismelor pentru ghidarea  
                    elementelor 
 
 În cadrul acestei probleme de sinteză se impune ca un element al 
mecanismului să treacă, în timpul mişcării sale, printr-un şir de poziţii date. Cea 
mai simplă formulare a acestei probleme se referă la sinteza unui mecanism 
patrulater astfel încât biela să treacă prin două sau trei poziţii impuse. În primul 
caz se dau poziţiile 11CB , 22CB  şi, implicit, lungimea 2l  (Fig.2.108). 

Articulaţiile fixe A şi D se 
găsesc, evident, pe 
mediatoarele segmentelor 

21BB  şi 21CC , existând, în 
acest sens, o infinitate de 
soluţii. Dacă se dau trei 
poziţii 11CB , 22CB   şi 

33CB  (Fig.2.109), soluţia 
este unică - articulaţiile A şi 
D sunt centrele cercurilor 
circumscrise triunghiurilor 

321 BBB  şi 321 CCC .  
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Fig. 2.108 
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b) Mecanism manivelă piston  pentru generarea unei traiectorii parţial circulare 

kAB a,  BC=3a, BP=2,5a, r=3,5a, x 5a= = −  
 

Fig. 2.107 
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 Tratarea analitică a problemei presupune cunoaşterea poziţiilor 
punctelor 1B , 2B , 3B , 1C , 2C , 3C  prin coordonatele lor, în raport cu un 
sistem fix. Aceste coordonate trebuie să respecte, desigur, condiţiile 
 

 1 1 1 1 2 2 2 2

3 3 3 3

2 2 2 2
2 B C B C B C B C

2 2
B C B C

l (x y ) (y y ) (x y ) (y y )

    (x y ) (y y ) .

= − + − = − + − =

= − + −
 

 

 Se scrie ecuaţia mediatoarei segmentului 21BB , 
 

 1212 BB nxmy +⋅=  (2.176) 
 

în care, 
 

 ,
yy
xx

m
12

12
12

BB

BB
B −

−
−=  

 ,y
yy
xx

xn 12
12

12
1212 B

BB

BB
BB +

−

−
=  

 

iar 12Bx  şi 12By  sunt coordonatele punctului 12B  (Fig.2.109), 
 

 
2

xx
x 21

12
BB

B
+

= , 
2

yy
y 21

12
BB

B
+

= . 
 

 În mod similar se scrie ecuaţia mediatoarei segmentului 32BB , 
 

 2323 BB nxmy +⋅= . (2.177) 
 

 Prin rezolvarea sistemului format din ecuaţiile (2.176) şi (2.177) se 
determină coordonatele punctului A, 
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 ,
mm
nn

x
2312

2312

BB

BB
A −

−
−=  12

2312

2312
12 B

BB

BB
BA n

mm
nn

my +
−

−
−= . 

 

 Procedând în mod asemănător se determină poziţia punctului D în 
funcţie de punctele 1C , 2C  şi 3C . În final, se calculează lungimile 1l , 3l  şi 4l , 
 

 2
AB

2
AB11 )yy()xx(ABl 11 −+−==  

 2
DC

2
DC13 )yy()xx(DCl 11 −+−==  

 2
AD

2
AD4 )yy()xx(ADl −+−== . 

 

 Pentru o formulare mai generală, se ataşează elementului care trebuie 
ghidat un punct P şi o dreaptă orientată Δ . În timpul mişcării, punctul P şi 
dreapta Δ  trebuie să treacă printr-un şir de poziţii succesive )y ,x(P iii , 

)( ii ϕΔ , ( p ,1i = ). Să considerăm, pentru exemplificare, cazul meacnismului 
patrulater (Fig. 2.110). Necunoscutele problemei, în număr de 10, sunt 
lungimile elementelor ( 1l , 2l , 3l , 4l ), parametrii de poziţie ai bazei ( Ax , Ay , 

4ϕ ) şi parametrii de poziţie ai punctului P şi a dreptei Δ  în raport cu biela 
( PP  ,BPl β=  şi Δβ ). Ecuaţiile de sinteză sunt la fel cu cele utilizate la sinteza 
pentru generarea curbelor (2.175), cu observaţia că unghiul i2ϕ  se exprimă în 
funcţie de iϕ , 
 

 Δβ−ϕ=ϕ ii2 , ( p ,1i = ). 
 

 În aceste 
ecuaţii intervin ne-
cunoscutele supli-
mentare i1ϕ  şi i3ϕ  
( p ,1i = ). Egalând 
numărul de ecuaţii 
(4p) cu cel de ne-
cunoscute ( 2p +  

10+ ), rezultă nu-
mărul de poziţii im-
puse, 5p = .  
Numărul de ecuaţii 
şi de necunoscute 
este, în acest caz, 

20p4 = . Aceste re-
zultate nu sunt în 
contradicţie cu ce 

1i ϕ

O

A
rA

x

1i

2liP

l

β

ry
u

iP B
u

iP

Pl

2iϕ
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am constatat la formularea iniţială a problemei când am obţinut o soluţie 
determinată pentru 3p = . Atunci am considerat BP ≡ , şi BC≡Δ , ceea ce 
conduce la 0lBP = , 0P =β , 0=βΔ  iar 2l  a fost adoptat implicit. În felul 
acesta numărul de necunoscute este 6p2 + , rezultând 3p = . 

 În aplicaţiile practice 
intervine, uneori, problema 
ghidării unui element în 
mişcare de translaţie rectilinie 
sau curbilinie. Cea mai simplă 
soluţie, pentru rezolvarea 
acestei probleme, constă în 
utilizarea a două mecanisme 
identice care se cuplează prin 
articulaţii cu un element 
comun. Deoarece punctele de 
articulaţie au traiectorii iden-
tice elementul de cuplare are 
mişcare de translaţie. În 
Fig.2.111 se prezintă două me-
canisme de acest fel. Meca-
nismul de ridicat din 
Fig.2.111.a conţine două 
patrulatere directoare ABCD şi 
A 'B'C'D'  care conduc pun-
ctele E şi E '  după traiectorii 
rectilinii. În felul acesta ele-

mentul EE '  are o mişcare de translaţie rectilinie pe verticală fiind acţionat  de 
un cilindru hidraulic. În Fig.2.111.b este reprezentat un mecanism de transportor 
format, de asemenea, din două patrulatere cuplate. Elementul de cuplare EE '  
are o mişcare de translaţie curbilinie după o traiectorie corespunzătoare cu 
operaţia pe care o execută. 
 
 
 2.4.5. Sinteza mecanismelor generatoare de funcţii 
 
 Se consideră un mecanism care transmite mişcarea de la un element 
conducător 1 la un element condus n. Se cere să se determine parametrii 
constructivi ai mecanismului, astfel ca dependenţa dintre parametrii de poziţie 

1p  şi np  să se realizeze printr-o funcţie dată )p(fp 1n = . Funcţia )p(f 1  poate 
fi dată analitic sau prin valori discrete. Chiar atunci când este cunoscută analitic, 
poate fi discretizată, astfel încât, vom prezenta modul de rezolvare a problemei 

C C'
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având în vedere numai această formă. Perechile de valori corespondente 
)p ,p( nii1  ( p ,1i = ), definesc un şir de poziţii asociate. 

 Pentru exemplificare, se consideră mecanismul patrulater (Fig.2.112) la 
care se impun poziţiile relative ) ,( i3i1 ϕϕ  ( p ,1i = ). Modelul matematic 
reprezintă ecuaţia de închidere a conturului vectorial proiectată pe axele de 
coordonate, 
 

 
⎩
⎨
⎧

=β+ϕ+ϕ+β+ϕ
=−β+ϕ+ϕ+β+ϕ

0)sin(lsinl)sin(l
0l)cos(lcosl)cos(l

3i33i221i11

43i33i221i11 ,( p ,1i = ).(2.178) 
 

 Dacă unghiurile 1β  şi 

3β  sunt date, poziţiile cores-
pondente ale elementelor 1 şi 3 
se numesc absolut asociate, iar 
dacă 1β  şi 3β  sunt necunoscute, 
se numesc relativ asociate. Se 
observă că sistemul (2.178) este 
omogen în raport cu lungimile 
1l , 2l , 3l , 4l  şi admite o soluţie 

banală 0llll 4321 ==== . 
 Pentru determinarea unor soluţii diferite de cea banală, se împart 

ambele ecuaţii cu valoarea 1l . Notând 
1

2*
2 l

ll = , 
1

3*
3 l

ll =  şi 
1

4*
4 l

ll =  se obţine 

sistemul: 
 

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=β+ϕ+ϕ+β+ϕ

=−β+ϕ+ϕ+β+ϕ

0)sin(lsinl)sin(

0l)cos(lcosl)cos(

3i3
*
3i2

*
21i1

*
43i3

*
3i2

*
21i1 ,( p ,1i = ). (2.179) 

 

 În cazul poziţiilor absolut asociate necunoscutele sunt parametrii *
2l , 

*
3l , *

4l  şi unghiurile i2ϕ  ( p ,1i = ). Egalând numărul de ecuaţii (2p) cu numărul 
de necunoscute ( 3p + ), rezultă 3p = . 
 În cazul poziţiilor relativ asociate numărul de necunoscute se majorează 
cu două ( 1β  şi 3β ), rezultând 5p = . Cunoscând, prin rezolvarea sistemului 

(2.179), *
2l , *

3l  şi *
4l , una dintre lungimile 1l , 2l , 3l , 4l  se poate adopta 

arbitrar, iar celelalte trei rezultă. În felul acesta se obţin o infinitate de 
mecanisme asemenea care respectă condiţiile impuse. 
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 2.4.6. Sinteza mecanismelor cu mişcare  
                  intermitentă (cu opriri) 

 
 Mişcarea intermitentă se caracterizează prin staţionări (opriri) periodice. 
Mecanismele care conţin elemente cu mişcare intermitentă se utilizează, de 
regulă, în structura sistemelor automate. Mişcarea intermitentă este de două 
tipuri - cu păstrarea sensului de mişcare între opriri şi cu schimbarea sensului. 
Cele două cazuri reclamă soluţii constructive diferite şi, de aceea, vor fi tratate 
separat. 
 
 
 2.4.6.1. Mecanisme cu mişcare intermitentă în acelaşi  
                       sens 
 

 Mecanisme cu clichet 
 

Diagramele deplasării unghiulare în funcţie de timp )t(ϕ  şi a vitezei 
unghiulare )t(ω , caracteristice pentru o mişcare intermitentă în acelaşi sens, 
sunt reprezentate în Fig.2.113. Parametrii specifici ai acestei mişcări sunt cursa 
ψ  şi raportul tk  dintre timpul de mişcare şi timpul de staţionare, 

s

m
t t

tk = .                         Mecanismele care se utilizează în acest scop 

se grupează în două categorii - cu clichet şi 
cu cruce (disc) de Malta. 

În Fig.2.114 este reprezentat un 
mecanism cu clichet care conţine un 
mecanism patrulater ABCD de tip manivelă 
- balansier. Balansierul 3 este prevăzut cu 
clichetul articulat 5 care acţionează roata de 
clichet 6 numai când se roteşte în sens orar. 
Când balansierul execută cursa în sens 
invers (antiorar) roata 6 staţionează deoarece 
clichetul 5 se deplasează peste dantura roţii. 
În acelaşi timp, roata este blocată de 
clichetul 7 articulat la bază. Parametrii 
prestabiliţi ai mişcării intermitente ψ  şi tk  
se obţin prin sinteza mecanismului 
patrulater. Astfel, cursa roţii de clichet, ψ , 

este chiar cursa balansierului. Dacă raportul tk  este supraunitar ( 1k t > ), roata 
de clichet trebuie montată ca în Fig. 2.114, astfel încât, înclinarea danturii să 
permită antrenarea atunci când balansierul se roteşte în acelaşi sens cu 

ϕ

ψ

ψ

ψ

ω t

tm ts tm ts t
 

Fig. 2.113 
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manivela. În acest caz coeficientul de productivitate pk  al mecanismului 

patrulater este inversul raportului tk : p
t

1k
k

= . Dacă raportul tk  este subunitar 

( 1kt < ), montarea roţii se face invers faţă de cazul precedent iar p tk k= .  
Rezultă că, pentru 

determinarea constructivă 
a mecanismului patrulater, 
trebuie aplicată operaţia de 
sinteză elementară com-
binată. 

Cursa unghiulară a 
balansierului este,de regu-
lă, reglabilă, între anumite 
limite, prin variaţia lun-
gimii manivelei. Pentru o 
funcţionare precisă a me-
canismului, unghiul ψ  
trebuie să cuprindă un nu-
măr întreg de dinţi ai roţii 
de clichet. 

 

 Mecanisme cu cruce de Malta 
 

Mecanismele cu cruce de Malta (cu disc maltez, mecanisme de Geneva) 
se construiesc în diverse variante având caracteristici funcţionale diferite. În 
Fig.2.115 sunt reprezentate două mecanisme cu cruce de Malta cu 4 canale, 
unul numit exterior (Fig.2.115.a), iar celălat interior (Fig.2.115.b). Elementul 
conducător al acestor mecanisme este un braţ 1, prevăzut cu o rolă 2, iar 
elementul condus este discul 3 care are patru canale perpendiculare (crucea de 
Malta). Braţul 1 se roteşte continuu şi antrenează, periodic, discul 3 numai 
atunci când rola 2 se află în interiorul unui canal. Când rola nu este în contact cu 
un canal, discul staţionează şi este blocat, pentru a evita o rotaţie întâmplătoare, 
de sectorul circular a, solidar cu braţul 1, care pătrunde în cavităţile circulare b, 
ale discului 3. În faza de mişcare, mecanismul este echivalent cu un mecanism 
cu culisă oscilantă la care patina 2 (Fig.2.116.a) este înlocuită prin rola 2 
(Fig.2.116.b) cu mobilitate locală. Culisa 3 (Fig.2.116.b) este materializată de 
canalele crucii de Malta (Fig.2.115). În Fig.2.116.b este reprezentat mecanismul 
cu culisă oscilantă în poziţiile în care braţul AB este perpendicular pe culisa BC. 
În construcţia mecanismului exterior (Fig.2.115.a) se utilizează segmentul de 
culisă BE (Fig.2.116.b) care determină rotaţia crucii în sens opus în raport cu 
rotaţia braţului, iar în construcţia mecanismului interior (Fig.2.115.b) se 
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Fig. 2.114 
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foloseşte segmentul BF (Fig.2.116.b) care determină acelaşi sens de rotaţie 
pentru braţ şi cruce. Pentru ambele mecanisme intrarea şi ieşirea rolei din canal 
se face în poziţii similare cu cele din Fig.2.116.b - când braţul 1 este 
perpendicular pe direcţia canalului. Acest lucru este avantajos din punct de 
vedere dinamic deoarece se asigură continuitatea vitezei crucii în poziţiile care 
delimitează cele două faze. 

Cursa mecanismului cu cruce de Malta, care este şi cursa mecanismului 
cu culisă oscilantă, este determinată de numărul de canale z, 
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În cazul nostru 4z = , deci 090
2

=
π

=ψ . Raportul tk  este, în cazul 

mecanismului exterior, egal cu coeficientul de productivitate al mecanismului 
cu culisă oscilantă ( t pk k= ) iar în cazul mecanismului interior este inversul 

acestuia ( t
p

1k
k

= ). Având în vedere că 
 

p
1k
3

π − ψ
= =

π + ψ
, 

 

rezultă t
1k
3

=  la mecanismul exterior şi tk 3=  la cel interior. 

 Lungimile ABl1 =  şi ACl4 =  (Fig.2.115) satisfac relaţia întâlnită la 
sinteza mecanismului cu culisă oscilantă, 
 

 
4

1
l
l

2
sin =

ψ , 
 

iar pentru cazul 4z =  şi 090=ψ , 
 

 
2
2

l
l

4

1 = . 

 
 
 2.4.6.2. Mecanisme cu mişcare intermitentă însoţită de 

schimbarea sensului 
 
 Acest tip de mişcare se produce dacă într-un ciclu de deplasare 
alternativă, de rotaţie sau translaţie, se intercalează una sau mai multe staţionări. 
În aplicaţiile practice interesează, în special, cazul cu o singură staţionare care 
coincide cu o poziţie extremă. Diagramele acestei mişcări sunt redate în 
Fig.2.117. 
 Procedeul de sinteză pentru mecanismele capabile să reproducă o astfel 
de mişcare porneşte de la un mecanism iniţial care generează o traiectorie 
parţial circulară sau parţial rectilinie. Să considerăm, în acest sens, mecanismul 
patrulater ABCD (Fig.2.118.a). Punctul E descrie o traiectorie de formă 
circulară pe segmentul 1 2E E , având centrul în K. Mecanismul se dezvoltă cu 
grupa structurală EFG (RRR), având următoarele lungimi ale elementelor: 

rEF =  - raza arcului de cerc 1 2E E , GF - distanţa dintre articulaţia fixă G şi 

centrul K al arcului de cerc 1 2E E . Determinând poziţia articulaţiei F prin 
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metoda intersecţiilor, rezultă că pentru 1 2E E E∈ , punctul F coincide cu centrul 
K, deci este fix. Ca urmare, elementul FG este, de asemenea, imobil.  

 Mecanismul din Fig.2.118.b se obţine 
pornind de la acelaşi mecanism patrulater, prin 
anexarea unei grupe structurale de tip RRT. 
Lungimea EF se adoptă egală cu raza r, iar axa 
de translaţie fixă tt, astfel încât să treacă prin 
K. Dacă 1 2E E E∈  articulaţia F coincide cu 
centrul K şi este fixă ca şi patina mecanis-
mului. 
 

 În Fig.118.c este reprezentat un mecanism cu opriri având aceeaşi 
structură cu cel din Fig.118.a, dar cu dimensiuni relative diferite. Rezultate 
similare se obţin considerând, iniţial, un mecanism manivelă - piston 
(Fig.118.d) care generează o traiectorie parţial circulară.  
 Sinteza mecanismelor cu opriri se poate realiza şi pe baza unor 
mecanisme directoare. În acest caz, la mecanismul iniţial, se ataşează o grupă 
RTR (Fig.2.118.e) obţinând o mişcare intermitentă pentru un element în mişcare 
de rotaţie. Dacă se ataşează o grupă RTT (Fig.2.118.f) se obţine o mişcare de 
translaţie intermitentă. 
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 2.4.7. Sinteza mecanismelor pentru reproducerea  
                   curbelor asemenea (pantografe) 
 
 Mecanismele pantografe se utilizează pentru gravarea desenelor sau a 
textelor prin copiere, la scară, după un şablon. Obţinerea unei curbe asemenea 
cu o curbă dată se numeşte transformare omotetică. Se consideră curba ( 1C ) 
şi un punct P pe această curbă (Fig.2.119). Se uneşte P cu un punct fix O - 
centrul de omotetie, iar pe raza OA se adoptă un al doilea punct Q. Când 
punctul P se deplasează pe curba ( 1C ), punctul Q descrie o curbă asemenea 
( 2C ), dacă se respectă condiţia 
 

 k
OQ
OP

= , 
 

unde k reprezintă raportul de asemănare. Sinteza mecanismelor pantografe se 
face pe baza unui lanţ cinematic articulat, paralelogram ABCD (Fig.2.120). Se 
trasează o dreaptă care intersectează laturile paralelogramului (sau prelungirile 
lor) în punctele E, F, G, H. Dacă, în unul dintre aceste puncte, se amplasează o 
articulaţie fixă, se obţine un mecanism pantograf, în care celelalte trei puncte, 
considerate invariabile în raport cu elementele pe care se găsesc, descriu curbe 

b

0-2-1

1

A

-1

B

0

2

E

1 2 3 54 6

C

D

7

f) 
 

AB a,  BC=2,3a, 
   BD=5a, b=4a

=
 

 
 
 

Fig. 2.118 
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asemenea între ele. Pentru a demonstra acest lucru, să considerăm pantograful 
care are articulaţia fixă E (Fig.2.121). Din asemănarea triunghiurilor EAF, EDG 
şi EIH rezultă proporţiile 
 

 
HI
EI

DG
ED

AF
EA

== . (2.180) 
 

 Dacă paralelogramul ABCD se deformează, dar punctele E, F, G rămân 
invariabile în raport cu elementele AB, CD şi BC, cele trei triunghiuri se menţin 
asemenea, deoarece proporţiile (2.180), în care intervin numai lungimi 
constante se păstrează, iar laturile AF, DG şi HI sunt permanent paralele. Ca 
urmare, punctele E, F, G, H rămân coliniare. În acelaşi timp, din asemănarea 
triunghiurilor menţionate, rezultă 
 

 1k
ED
EA

EG
EF

==  

 2k
CHED

EA
EH
EF

=
+

=  (2.181) 

 3k
CHED

ED
EH
EG

=
+

= . 
 

 Astfel, sunt îndeplinite condiţiile transformării prin omotetie pentru 
curbele descrise de punctele E, F şi G. Prin reglarea corespunzătoare a 
lungimilor care intervin în relaţiile (2.181) se pot obţine valori convenabile 
pentru scările 1k , 2k  şi 3k . 
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Fig. 1.121 
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Capitolul 3 
 

MECANISME CU CAME 
 
 
 
 
 
 

3.1. CLASIFICARE, TRANSFORMĂRI 
 

3.1.1. Clasificare 
 
Un mecanism cu camă este constituit dintr-un element conducător 

profilat, numit camă, care transmite mişcarea, prin intermediul unei cuple 
superioare, unui element condus, numit tachet. 

În majoritatea cazurilor cama are o mişcare de rotaţie continuă, iar 
tachetul - o mişcare de translaţie (Fig.3.1.a,b,c) sau de rotaţie (Fig.3.1.d,e,f). 

 
                              a)                            b)                               c) 

 
                  d)                                          e)                                         f) 

Fig. 3.1 
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Contactul camă - tachet se poate face prin intermediul unei role articulate 
(Fig.3.1.a, d, Fig.3.2., Fig.3.3.a) sau în mod direct. În cazul contactului direct 
suprafaţa activă a tachetului poate fi plană (tachet plat sau cu talpă plană - 
Fig.3.1.b, e, Fig.3.3.b) sau sferică (tachet bombat - Fig.3.1.c, f).  

Din punct de vedere teoretic interesează şi cazul în care suprafaţa activă 
a tachetului se reduce la un punct (tachet cu vârf). Mecanismele cu came pot fi 
plane (Fig.3.1) sau spaţiale (Fig.3.2). În primul caz cama are forma unui disc 
plan prevăzut cu o suprafaţă activă cilindrică (în accepţiunea generală). 
Intersecţia suprafeţei active cu un plan frontal (perpendicular pe axa de rotaţie) 
constituie profilul camei. La mecanismele spaţiale cama are forma unei 
suprafeţe de revoluţie: cilindru (Fig.3.2.a, c), globoid (Fig.3.2.b), con, 
hiperboloid de rotaţie, sferă, iar profilul este o curbă pe această suprafaţă. 

 
                      a)                                               b)                               c) 

Fig. 3.2 
 

 
                                                                                                        c) 

Fig. 3.3 

a) b) 
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Cupla superioară camă - rolă sau camă - tachet se poate concepe sub formă 
deschisă (unilaterală) (Fig.3.1) sau închisă (bilaterală) (Fig.3.2, Fig.3.3). 
Închiderea cuplei superioare se poate face în două moduri: prin practicarea unui 
canal în corpul camei, în care pătrunde rola (Fig.3.2, Fig.3.3.a) sau prin 
utilizarea unui tachet cu două suprafeţe active (role) antrenat de două came 
cuplate rigid (Fig.3.3.b, c). În cazul cuplei deschise, menţinerea contactului se 
realizează cu ajutorul unei forţe generată de un arc (Fig.3.1.a, d). Uneori acest 
rol este preluat de forţa de greutate sau de forţa tehnologică. 

Mecanismele cu came au o răspândire foarte largă în aproape toate 
domeniile construcţiei de maşini, cum ar fi: maşinile textile, maşinile unelte, 
mecanica fină şi construcţia de aparate, motoarele termice, industria alimentară, 
maşinile şi sistemele automate. Avantajul principal al utilizării lor constă în 
faptul că permit obţinerea, cu mare precizie, a unei mişcări prestabilite pentru 
tachet. 

Dintre tipurile de mecanisme prezentate, cea mai largă utilizare o au 
cele prevăzute cu rolă datorită avantajelor oferite de contactul de rostogolire. 
Tachetul cu talpă şi cel bombat se folosesc în regimuri de funcţionare uşoară şi 
reclamă o lubrifiere foarte bună. 

 
 
3.1.2. Transformări 
 
Studiul mecanismelor cu came apelează, uneori, la transformări fictive 

utilizate ca metode de lucru. Prin aceste transformări se urmăreşte obţinerea 
unor mecanisme echivalente cu cele iniţiale, dar care permit rezolvări mai 
simple ale unor probleme de analiză şi de sinteză. Echivalenţa mecanismului 
transformat cu cel iniţial este concepută după criteriul cinematic - menţinerea 
mişcărilor relative dintre elemente. 

 
 
3.1.2.1. Transformarea prin schimbarea bazei  
             (procedeul inversării mişcărilor) 
 
Această transformare constă în schimbarea bazei mecanismului, acest 

rol fiind preluat de camă. La rândul său, elementul care, iniţial, este bază devine 
mobil, având funcţia de element conducător. Pentru a menţine mişcările relative 
dintre elemente, este necesar ca mişcarea relativă dintre camă şi bază să rămână 
neschimbată. Astfel, după transformare, viteza unghiulară a elementului 3, 
iniţial bază (Fig.3.4) este 

 

3 31 13 1ω = ω = −ω = −ω , 
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B2C

ω =ω1 13
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1 2C
3C ω =ωB3 313

 
Fig. 3.4 

în care 1ω  este viteza unghiulară a camei în mecanismul real. Cum se vede, cele 
două viteze sunt egale şi de sensuri contrare, ceea ce justifică denumirea 
procedeului. Transformarea permite reprezentarea comodă a mecanismului în 
mai multe poziţii succesive folosind un desen unic pentru profilul camei, aşa 
cum rezultă din Fig.3.4. 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
3.1.2.2. Transformarea prin eliminarea rolei 
 
Se consideră un mecanism prevăzut cu tachet cu rolă (Fig.3.5.a). 

Centrul rolei descrie, în raport cu planul camei, o traiectorie numită profil 
teoretic ( tC ) spre deosebire de profilul real interior ( riC ) şi de cel exterior 
( reC ). 
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a)     b) 

Fig. 3.5 
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Este evident că, adoptând un tachet cu vârf şi înlocuind profilele reale 
cu cel teoretic, se obţine un mecanism echivalent cu cel iniţial (Fig. 3.5.b). 
Profilul teoretic se obţine ca înfăşurătoarea unor familii de cercuri cu centrele pe 
profilul real interior sau pe cel exterior şi de rază egală cu raza rolei 4r . Cele 
trei profile sunt curbe echidistante şi au următoarele proprietăţi: 
     1) Normala la un profil este şi normală la celelalte două. 
     2) Distanţa dintre profilul teoretic şi profilele reale, măsurată pe o normală 
comună, este constantă în orice punct şi egală cu raza rolei 4r . 
     3) Punctele aflate pe o normală comună au acelaşi centru de curbură, astfel 
încât, între razele de curbură ale profilelor teoretic ctR , real exterior creR  şi real 
interior criR  există relaţiile 

 

ct cre 4 cri 4R R r R r= − = + . 
 

Dacă se cunoaşte profilul teoretic, profilele reale se obţin prin 
înfăşurarea unor familii de cercuri cu centrele pe profilul teoretic, având razele 
egale cu raza rolei. 

 
 
3.1.2.3. Transformarea mecanismelor spaţiale în 

mecanisme plane 
 
Această transformare se practică în cazul mecanismelor spaţiale care au 

came cilindrice sau conice. Prin desfăşurarea plană a suprafeţei camei, însoţită 
de transformarea mişcării de rotaţie în una de translaţie, mecanismul spaţial se 
transformă în unul plan fără a modifica mişcarea tachetului. În Fig.3.6 se 
exemplifică procedeul în cazul unui mecanism cu camă cilindrică şi tachet de 
rotaţie. Se observă că cilindrul desfăşurat are raza 1r  care corespunde cu 
adâncimea medie a canalului profilat, iar viteza de translaţie a camei plane este 

 

1 1  1v r= ω ⋅ , 
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Fig. 3.6 
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în care  1ω  este viteza unghiulară a camei în mecanismul spaţial. 
 

 
3.1.2.4. Transformarea mecanismelor cu came în 

mecanisme cu cuple inferioare 
 
Această transformare se efectuează prin înlocuirea cuplei superioare 

camă - tachet (rolă) printr-un lanţ cinematic cu cupe inferioare. Aşa cum am 
arătat (par. 1.3.1.) lanţul cinematic înlocuitor este format dintr-un element şi 
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două articulaţii amplasate în centrele de curbură aparţinând profilului camei şi 
curbei active a tachetului.                                                                         

În cazul tachetului cu rolă se obţine acelaşi rezultat dacă se consideră 
mecanismul transformat prin eliminarea rolei, când curba activă se reduce la un 
punct (vârful tachetului) care este şi centrul de curbură. În cazul tachetului plat, 
articulaţia corespunzătoare se transformă într-o cuplă de translaţie cu axa pe 
linia tălpii. O situaţie asemănătoare apare când profilul conţine un segment de 
dreaptă. În Tab.3.1 se prezintă mecanismele înlocuitoare pentru principalele 
tipuri de mecanisme  cu came, luând în considerare şi cazurile în care profilul 
conţine segmente de dreaptă. În cazul mecanismelor cu tachet cu rolă s-au tratat 
mecanismele echivalente cu tachet cu vârf, iar mecanismele spaţiale cu camă 
cilindrică s-au transformat în mecanisme plane. Pentru a urmări cu uşurinţă 
corespondenţa dintre cele două mecanisme, elementele şi cuplele sunt notate la 
fel, centrul de curbură al profilului este notat cu O, iar elementul suplimentar, 
care rezultă prin operaţia de înlocuire, cu 4. Trebuie menţionat că echivalenţa 
dintre cele două mecanisme are caracter instantaneu, deoarece odată cu 
schimbarea poziţiei, se deplasează punctul de contact pe profil, iar raza de 
curbură şi, deci, lungimea elementului suplimentar se modifică de asemenea. 

 
 
3.2. ANALIZA CINEMATICĂ 

 
Operaţia de analiză cinematică urmăreşte determinarea legii de mişcare 

a tachetului cunoscând construcţia mecanismului, inclusiv forma profilului 
camei. Această operaţie are o însemnătate redusă în procesul de proiectare a 
mecanismului deoarece mişcarea tachetului este complet prestabilită în cazul 
operaţiei de sinteză. Intervin, totuşi, unele situaţii în care mecanismul este 
cunoscut fizic şi este necesară analiza funcţionării sale. În aceste cazuri se 
recomandă aplicare metodei funcţiilor de transmitere (par. 2.1.6.). Funcţia de 
transmitere de ordinul zero se stabileşte prin măsurători efectuate pe mecanism 
sau pe desen. Primul procedeu presupune utilizarea unor instrumente, de 
precizie corespunzătoare, pentru măsurarea deplasărilor unghiulare şi/sau liniare 
ale camei şi tachetului. În felul acesta se obţin funcţiile s( )ϕ  sau ( )ψ ϕ , în care 
ϕ  este unghiul de poziţie al camei, s - parametrul liniar de poziţie al tachetului 
de translaţie, ψ  - unghiul de poziţie al tachetului oscilant de rotaţie. Cel de-al 
doilea procedeu constă în reprezentarea mecanismului într-un şir de poziţii 
succesive şi măsurarea, pe desen, a parametrilor de poziţie. Pentru aceasta se 
foloseşte inversarea mişcărilor care permite reprezentarea profilului o singură 
dată. În Fig.3.7 se prezintă acest procedeu pentru un mecanism plan cu tachet de 
translaţie şi rolă. Într-o primă fază se aplică operaţia de transformare prin 
eliminarea rolei. În Fig.3.7 este reprezentat direct mecanismul transformat. 
Pornind de la o poziţie arbitrară 0 0AB C  se reprezintă mecanismul într-o poziţie 
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obţinută prin rotaţia camei cu unghiul ϕ . Pentru aceasta se trasează un cerc 
oarecare (C) care intersectează axa tachetului 0 0B C  în punctul 0E . De la raza 

0AE  se măsoară unghiul ϕ  în sens opus vitezei unghiulare a camei, conform cu 
procedeul inversării mişcărilor. În felul acesta se obţine punctul E 
( 0E AE = ϕ) ) prin care se trasează axa tachetului tangentă la un cerc de rază e 
(excentricitatea) şi se obţine noua poziţie a mecanismului ABC. Parametrul de 
poziţie al tachetului s se măsoară de la punctul C la un punct fix situat pe axa de 
translaţie.  

De obicei se consideră, în acest scop, punctul situat la extremitatea 
inferioară a cursei 1C . Acest punct este situat pe cercul de rază minimă a 
profilului teoretic ( t minC ). Atribuind unghiului ϕ  un şir de valori şi repetând 
acestă construcţie, se determină funcţia de transmitere s( )ϕ , prin valori discrete. 
În mod asemănător se procedează în cazul mecanismului cu tachet de rotaţie 
oscilant şi rolă (Fig.3.8), determinând funcţia de transmitere ( )ψ ϕ . 

Dacă profilul este constituit din arce de cerc şi segmente de dreaptă se 
recomandă aplicarea transformării mecanismului cu camă într-un mecanism cu 
cuple inferioare. Acest mod de a proceda este avantajos deoarece poziţia 
centrelor de curbură, pentru fiecare segment de profil, este cunoscută şi 
invariabilă. Procedeul este ilustrat în Fig.3.9 pentru un mecanism cu tachet de 
translaţie şi rolă. Profilul real ( riC ) este format din două arce de cerc şi două 
segmente de dreaptă. Aplicând transformarea prin eliminarea rolei se obţine un 
profil teoretic ( tC ) format în acelaşi fel. Pentru fiecare segment de profil se 
obţine câte un mecanism cu cuple inferioare diferit, aşa cum se arată în 
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Fig.3.9.b, c, d, care se analizează folosind metode specifice acestor mecanisme 
(par. 2.1.). 
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3.3. LEGILE DE MIŞCARE 
 

3.3.1. Ciclul de funcţionare 
 
Ciclul de funcţionare al unui mecanism cu camă cuprinde o succesiune 

de faze în care tachetul se deplasează într-un sens, în sens opus sau staţionează. 
Cazul cel mai reprezentativ presupune existanţa a patru faze, după cum 
urmează. 

• Faza de ridicare sau cursa ascendentă (R) în care tachetul se 
deplasează din poziţia extremă inferioară (cea mai apropiată de centrul 
camei) în poziţia extremă superioară (cea mai depărtată de centrul camei); 

• Faza de staţionare superioară (S) în care tachetul este imobil în 
poziţia extremă superioară; 

• Faza de coborâre sau cursa descendentă (C) în care tachetul se 
deplasează din poziţia extremă superioară în poziţia extremă inferioară; 

• Faza de staţionare inferioară (S) în care tachetul este imobil în 
poziţia extremă inferioară. 

Ciclul cu patru faze (R, S, C, S) este ilustrat cu ajutorul diagramelor 
s( )ϕ  sau ( )ψ ϕ  - Fig.3.10. Deplasarea tachetului între cele două poziţii extreme 
este cursa (h, hψ ), iar unghiurile de rotaţie ale camei, pentru fiecare fază, se 
numesc unghiuri de fază şi sunt notate, în ordinea fazelor, rϕ , sϕ , cϕ , iϕ . 
Fazele de staţionare pot lipsi, amândouă sau numai una dintre ele, obţinând 
ciclurile funcţionare de tip RC, RSC sau RCS. 

Cinematica mecanismului cu camă este descrisă analitic de funcţiile de 

transmitere s( )ϕ , dss '( )
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1 ctω = ϕ =� . Această ipoteză este valabilă (sau poate fi admisă aproximativ) în 
marea majoritate a aplicaţiilor practice. Ca urmare, între funcţiile de transmitere 

ale mecanismului cu tachet de translaţie s( )ϕ , dss '( )
d

ϕ =
ϕ

, 
2

2

d ss"( )
d

ϕ =
ϕ

, 

3

3

d ss"'( )
d

ϕ =
ϕ

 , pe de o parte, şi parametrii cinematici ai tachetului v(viteza), 

a(acceleraţia), p(pulsul - acceleraţia de ordinul doi), pe de altă parte, există 
relaţiile 

 

1

vs '( )ϕ =
ω

, 2
1

as"( )ϕ =
ω

, 3
1

ps"'( )ϕ =
ω

 (3.1) 
 

În cazul tachetului de rotaţie, parametrul de poziţie natural este unghiul 
2ϕ  măsurat în sens antiorar de la semiaxa pozitivă 3Ax  (Fig.3.11), dar, în mod 

obişnuit, se foloseşte unghiul ψ  măsurat în sens invers. Între cele două unghiuri 
există relaţia 0 2ψ + ψ + ϕ = π , în care 0ψ  este un unghi constant (Fig.3.11). 
Această situaţie conduce la următoarele relaţii între funcţiile de transmitere 

( )ψ ϕ , '( )ψ ϕ , "( )ψ ϕ , "'( )ψ ϕ  şi parametrii mişcării tachetului 2ω , 2ε , 2ε� , 
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3.3.2. Adoptarea legii de mişcare 
 
Pentru adoptarea legii de mişcare a tachetului se utilizează mai multe 

criterii: 
- criteriul funcţional; 
- criteriul dinamic; 
- criteriul tehnologic. 

 Criteriul funcţional 
Legea de mişcare trebuie să îndeplinească anumite condiţii cinematice 

specifice operaţiei tehnologice executate fie direct de tachet, fie prin intermediul 

ψ ϕ
ψA

3
B0

3x
2

y
3 2

 
Fig.3.11 



 225

unui mecanism de transmitere. În majoritatea cazurilor acest criteriu nu reclamă 
o lege de mişcare bine definită, ci numai anumite caracteristici ale acesteia, cum 
sunt unghiurile de fază, cursa sau tipul ciclului de funcţionare. 

 Criteriul dinamic 
Conform acestui criteriu, legea de mişcare trebuie să asigure o 

funcţionare "liniştită" - fără şocuri şi vibraţii şi cu solicitări ale elementelor cât 
mai reduse. Comportarea dinamică este determinată, desigur, de variaţia 
acceleraţiei tachetului. 

Cel mai nefavorabil fenomen dinamic este şocul dur care se 
înregistrează când există discontinuităţi în variaţia vitezei, iar acceleraţia 
tinde, teoretic, la infinit. Acest fenomen este similar cu o ciocnire şi este însoţit 
de o suprasolicitare foarte mare a mecanismului. 

Când acceleraţia are discontinuităţi finite, iar pulsul 
(supraacceleraţia) tinde la infinit, se produc şocuri moi, care constituie o sursă 
de vibraţii. Pentru a asigura continuitatea vitezei şi acceleraţiei acestea trebuie 
să fie egale cu zero la începutul şi la sfârşitul fazelor R sau C dacă acestea se 
învecinează cu faze de staţionare (S). 

Valoarea maximă a acceleraţiei absolute constituie, de asemenea, un 
element de apreciere a dinamicii mecanismului. 

Trebuie remarcat că forţele de inerţie, ca şi suprasolicitările cauzate de 
şocuri şi vibraţii sunt proporţionale cu pătratul vitezei unghiulare a camei 
(viteza de funcţionare). De aceea când se discută oportunitatea alegerii unei legi 
de mişcare trebuie avută în vedere şi viteza de funcţionare. De exemplu, legile 
de mişcare cu discontinuităţi la viteze (şocuri dure) nu se recomandă a fi 
utilizate. Totuşi, la viteze de funcţionare foarte lente (sub 1 rad/s) pot fi 
acceptate fără consecinţe dinamice majore. În mod similar, legile de mişcare cu 
discontinuităţi la acceleraţii (şocuri moi) pot fi utilizate la viteze mici şi medii. 

 Criteriul tehnologic 
Acest criteriu caracterizează legile de mişcare din punct de vedere al 

posibilitaţilor de prelucrare a profilului în condiţii cât mai economice. Relaţia 
precizie de prelucrare - precizie cinematică este diferită pentru diverse legi de 
mişcare, astfel încât, unele sunt mai tehnologice, iar altele mai puţin. 

 
* 

În cele ce urmează se prezintă cele mai uzuale legi de mişcare, se indică 
proprietăţile lor dinamice (acceleraţia maximă, existenţa discontinuităţilor la 
vietze şi la acceleraţii) şi tehnologice precum şi recomandări de utilizare. 

Pentru scrierea comodă şi generală a ecuaţiilor, se utilizează variabilele 
adimensionale 

 

sS
h

= , 
f

ϕ
φ =

ϕ
,                                                                                   (3.3) 
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în care fϕ  unghiul de fază. Între derivatele funcţiei s( )ϕ  şi derivatele funcţiei 
S( )φ  există relaţiile 

 

 fS' s '
h
ϕ

= , 
2
fS" s"

h
ϕ

= , 
3
fS"' s"'

h
ϕ

=                                                      (3.4) 
 

 Domeniul de variaţie al variabilelor S şi φ  pentru o fază este, aşa cum 
rezultă din (3.3), [0, 1]. Revenirea la variabilele s şi ϕ  se face cu uşurinţă 
utilizând relaţiile (3.3) şi (3.4). 
 Ecuaţiile legilor de mişcare sunt scrise pentru faza de ridicare a 
tachetului (forma standard). Pentru faza de coborâre, considerând originea de 
măsură a parametrului φ  la începutul fazei, ecuaţiile se modifică astfel 
 

 

c r

' '
c r

" "
c r

"' "'
c r

S ( ) 1 S ( )

S ( ) S ( )

S ( ) S ( )

S ( ) S ( )

φ = − φ

φ = − φ

φ = − φ

φ = − φ

 (3.5) 

 
 

3.3.3. Legi de mişcare uzuale 
 
3.3.3.1. Legi de mişcare elementare 
 

 Legea de mişcare cu viteză constantă 
 
 

max

S
S' 1
S" S"' 0

 S"

= φ
=
= =

→ ∞

 

 
 

 
 
 

Se înregistrează discontinu-
ităţi la viteze (şocuri dure). Se poate 
folosi numai în condiţiile unui regim 
de funcţionare foarte lent. 

 
 

         Fig. 3.12 
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0 1

S"'

φ

S' S

S"

 Legea de mişcare cu acceleraţie constantă (mişcarea  
      uniform accelerată) 

 
Domeniul φ∈[0,1] se împarte în două subdomenii φ∈[0,q] şi φ∈[q,1] 

în care q ∈(0, 1). Ecuaţiile au forme diferite pentru fiecare subdomeniu. 
 

         

2

[0,q]

1S
q
2S'
q
2S"
q

S"' 0      

φ∈

= φ

= φ

=

=

      

2

[q,1]

1S ( 2 q) 
1 q

2S' ( 1)
1 q

2S"
1 q

S"' 0

φ∈

= − φ − φ +
−

= − φ −
−

= −
−

=

 

 

         
max

2 2 S" max ,  
q 1 q

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 
 

 

          Se înregistrează discontinuităţi la 
acceleraţii (şocuri moi) fapt care recomandă 
utilizarea acestei legi de mişcare numai la 

viteze mici şi medii. Valoarea optimă, din punct de vedere dinamic, este 1q
2

= , 

care conduce la cea mai mică acceleraţie 
max

S" 4= . 

 

 Legea de mişcare cu acceleraţie cosinusoidală 
 

      
2

3

2

max

1 1S cos( )
2 2

S' sin( )
2

S" cos( )
2

S"' sin( )      
2

S" = 4,93
2

= − πφ

π
= πφ

π
= πφ

π
= − πφ

π �
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S"'

0 1
S"

S

S'

φ
 

Fig. 3.15 

Se înregistrează discontinuităţi la acceleraţii (şocuri moi). Se recomandă 
utilizarea la viteze mici şi medii. Această lege de mişcare are calităţi dinamice 
foarte bune (continuitate la acceleraţii) în cazul particular r cϕ = ϕ = π , 

s i 0ϕ = ϕ = . 
 

 Legea de mişcare cu acceleraţie sinusoidală 
 

 
 

       
2

1S sin(2 )
2

S' 1 cos(2 )
S" 2 sin(2 )
S"' 2 cos(2 )          

 S" =2 6,28

= φ − πφ
π

= − πφ
= π πφ

= π πφ

π �

 

 

 
 
 
 
 

Viteza şi acceleraţia sunt continue ceea ce conferă acestei legi de 
mişcare calităţi dinamice foarte bune. Prelucrarea profilului reclamă o precizie 
ridicată. 

 
 
3.3.3.2. Legi de mişcare polinomiale 
 
Funcţia S( )φ  se exprimă prin polinoame de forma 
 

n
0 1 nS( ) C C ... Cφ = + φ + + φ   

 

Datorită numărului nelimitat de constante se pot impune condiţii 
numeroase şi variate pentru funcţiile de transmitere. Astfel, este posibil să se 
obţină continuitate pentru funcţiile de transmitere de orice ordin (k). 
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S"'

φ
 

 
Fig. 3.16 

 Legea de mişcare polinomială 2 -3 (k=1) 
 
 

   

2 3

2

max

S 3 2
S' 6 6
S" 6 12
S"' 12              

 S" =6

= φ − φ

= φ − φ
= − φ
= −

 

 
 
 
 
 
 

 
Este o lege de mişcare cu discontinuităţi la acceleraţii care se poate 

utiliza la viteze mici şi medii. 
 

 Legea de mişcare polinomială 3 -4 - 5 (k=2) 
 

 
 
 

     

3 4 5

2 3 4

2 3

2

max

S 10 15 6
S' 30 60 30
S" 60 180 120
S"' 60 360 360      

10 S" = 5,77
3

= φ − φ + φ

= φ − φ + φ

= φ − φ + φ

= − φ + φ

≅

 

 
 
 

Această lege de mişcare are calităţi dinamice foarte bune (continuitate 
la viteze şi acceleraţii), fiind comparabilă cu legea de mişcare cu acceleraţie 
sinusoidală, dar este mai tehnologică decât aceasta. 
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Fig. 3.17 
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 Legea de mişcare polinomială 4 - 5 - 6 - 7 (k=3) 
 

4 5 6 7

3 4 5 6

2 3 4 5

2 3 4

max

S 35 84 70 20
S' 140 420 420 140
S" 420 1680 2100 840
S"' 840 5040 8400 4200

84 S" = 7,52
5 5

= φ − φ + φ − φ

= φ − φ + φ − φ

= φ − φ + φ − φ

= φ − φ + φ − φ

≅

 

 

 

 Legea de mişcare polinomială 3 - 4 - 5 - 6 (k=2) 
 

 

 Această lege de mişcare se foloseşte 
pentru un ciclu de funcţionare de tip RCS cu 

r cϕ = ϕ . În aceste condiţii are calităţi 
dinamice foarte bune asigurând continuitatea 
la viteze şi la acceleraţii. Ecuaţiile sunt unice 
pentru ambele faze - de ridicare şi de 
coborâre: φ∈[0, 2]. 
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3 4 5 6

2 3 4 5

2 3 4

2 3

max

S 8 12 6
S' 24 48 30 6
S" 48 144 120 30
S"' 48 288 360 120

 S" 6

= φ − φ + φ − φ

= φ − φ + φ − φ

= φ − φ + φ − φ

= − φ + φ − φ

=
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3.3.3.3. Legi de mişcare combinate 
 
Unghiul de fază este împărţit în mai multe sectoare (intervale), iar 

pentru fiecare interval funcţiile de transmitere au expresii diferite. Scopul 
utilizării lor este de a pune de acord criteriul dinamic cu cel determinat de rolul 
funcţional sau pentru a obţine calităţi dinamice foarte bune. 

 

 Legea de mişcare cu viteză trapezoidală 
 

Se prevăd trei sectoare: unul 
central, φ∈[q, 1-q] şi cu v =ct şi două 
laterale, φ∈[0, q] şi φ∈[1-q, 1] cu a =ct. 
Se utilizează pentru a elimina şocurile 
dure când criteriul rolului funcţional 
pretinde o mişcare uniformă. Problema 
esenţială este alegerea parametrului q, 
care determină mărimea sectoarelor 
laterale, de racordare. O valoare prea 
mare pentru q are consecinţe defavorabile 
în ceea ce priveşte rolul funcţional, iar o 
valoare prea mică înrăutăţeşte condiţiile 
dinamice şi tehnologice. De mare 
importanţă, pentru adoptarea unei soluţii, 
este testarea sau utilizarea experienţei în 
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exploatarea unor mecanisme similare. O valoare cu caracter de recomandare 

este 1q
8

= . 
 

    

2

[0,q]

1S
2q(1 q)

1S'
q(1 q)

1S"
q(1 q)

S"' 0      

φ∈

= φ
−

= φ
−

=
−

=

   

[q,1 q]

1 qS    
1 q 2(1 q)

1S'
1 q

S" 0

φ∈ −

= φ −
− −

=
−

=

   

2

[1 q,1]

1S ( 2 1) 1 
2q(1 q)

1S' ( 1)
q(1 q)

1S"
q(1 q)

S"' 0

φ∈ −

= − φ − φ + +
−

= − φ −
−

= −
−

=

  

 

   
max

1 S"
q(1 q)

=
−

. Pentru 1q
8

= , 
max

S" 9,142≅ . Se înregistrează 

discontinuităţi la acceleraţii (şocuri moi). 
 

 Legea de mişcare cu viteză trapezoidală modificată  
      sinusoidal 

 
Această lege de mişcare este concepută similar cu cea precedentă cu 

deosebirea că în sectoarele de racordare acceleraţia este sinusoidală. În felul 
acesta se elimină discontinuităţile de la acceleraţii, ceea ce permite o viteză de 
funcţionare mai mare, dar trebuie acordată o atenţie sporită tehnologiei de 
prelucrare a camei. 
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2

2

[0,q]

1 qS sin( ) 
2(1 q) 2 (1 q) q

1S' 1 cos( )
2(1 q) q

S" sin( )
2q(1 q) q

S"' cos( )     
2q (1 q) q

φ∈

π
= φ − φ

− π −

⎛ ⎞π
= − φ⎜ ⎟− ⎝ ⎠

π π
= φ

−

π π
= φ

−

     

[q,1 q]

1 qS    
1 q 2(1 q)

1S'
1 q

S" 0

φ∈ −

= φ −
− −

=
−

=

 

 

2

2

[1 q,1]

1 q 1S sin( ( q 1)) 1
2(1 q) 2 (1 q) q 2(1 q)

1S' 1 cos( ( q 1))
2(1 q) q

S" sin( ( q 1))
2q(1 q) q

S"' cos( ( q 1))  
2q (1 q) q

φ∈ −

π
= φ + φ + − − +

− π − −

⎛ ⎞π
= − + φ + −⎜ ⎟− ⎝ ⎠

π π
= − φ + −

−

π π
= φ + −

−

 

 

max
 S"

2q(1 q)
π

=
−

. Pentru 1q
8

= , 
max

S" 14,361≅ . 

 
 

 Legea de mişcare cu acceleraţie trapezoidală 
 
Pentru a obţine o funcţie de transmitere de ordinul doi de formă 

trapezoidală (Fig.3.22) sunt necesare cinci sectoare. 
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[0,q]

1S A  
6 q
1S' A  
2 q

S" A  
q

AS"'      
q
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φ
=

φ
=

φ
=
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2
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1

1[q, q]
2
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2
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=
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2
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Pentru sectoarele 4 cu φ∈[ 1 1q,  q
2 2

+ − ] şi 5 cu φ∈[1 q,  1− ], funcţiile 

de transmitere se calculează, prin simetrie, pe baza relaţiilor 
 

S( ) 1 S(1 )
S'( ) S'(1 )
S"( ) S"(1 )
S"'( ) S"'(1 )

φ = − − φ
φ = − φ
φ = − − φ
φ = − φ

 

 

Constantele care intervin în ecuaţii au următoarele valori 
 

2
1 2

4 1 1A ,  B Aq,  B Aq
1 2q 2 6

= = =
−

 

2
2

1 2
1 3q 1 1 1 1 1C A ,  C A 2q q 2q q

2 2 2 2 2 6

⎛ ⎞− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − + − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

max

4 S"
1 2q

=
−

. Pentru 1q
8

= , 
max

S" 5,33≅ . 
 

Această lege de mişcare asigură continuitatea la viteze şi la acceleraţii 
având calităţi dinamice foarte bune în orice regim de viteze. Are, de asemenea, 
caracteristici tehnologice mai bune decât legea de mişcare cu acceleraţie 

sinusoidală cu care poate fi comparată. Pentru valoarearea recomandată 1q
8

= , 

acceleraţia maximă este mai redusă decât la legile de mişcare similare - cu 
acceleraţie sinusoidală şi polinomială 3 - 4 - 5. 

 
 
3.4. ELEMENTE DE GEOMETRIE ŞI CINEMATICĂ 

 
3.4.1. Problematica generală 
 
În cadrul acestui capitol se prezintă procedeele de calcul pentru o serie 

de parametri geometrici şi cinematici. Aceste procedee intervin în operaţia de 
sinteză dimensională care va fi tratată într-un capitol următor. Ca date iniţiale se 
consideră legea de mişcare a tachetului şi parametrii geometrici de bază - 
constante care definesc mecanismul din punct de vedere constructiv. Se 
tratează, din acest punct de vedere, patru tipuri de mecanisme cu came - trei 
plane şi unul spaţial. Pentru fiecare tip se abordează aceleaşi probleme 
prezentate pe scurt în continuare. 
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 Caracterizarea constructivă a mecanismului 
 

             Se adoptă, convenabil, un sistem de axe de coordonate fix (3) - solidar 
cu batiul şi un sistem (1) solidar cu cama (Fig.3.29, 3.30, 3.31, 3.32). 
Unghiul sistemului (1) faţă de sistemul (3) este unghiul de poziţie al camei, ϕ . 
 Se definesc parametrii geometrici de bază ai mecanismului şi se 
calculează dimensiunile da gabarit ale camei (razele extreme ale profilului). 
 

 Sinteza profilului teoretic 
 

Se stabilesc ecuaţiile parametrice, în coordonate carteziene ale 
profilului teoretic. Pentru aceasta se determină coordonatele punctului C 
(centrul rolei) în sistemul fix (3) şi, apoi, se operează o transformare de 
coordonate în sistemul (1) utilizând relaţiile [A.5]. Parametrul care intervine în 
ecuaţiile profilului teoretic este unghiul de poziţie al camei, ϕ . 

 

 Cinematica cuplei superioare 
 

Se scrie ecuaţia de viteze la nivelul cuplei superioare, 
 

C2 C1 C21v v v= +  (3.6) 
 

în care C este centrul rolei sau punctul geometric de contact în cazul tachetului 
plat. Punctele 1C  şi 2C  coincid cu C şi aparţin elementului 1 (cama), respectiv 
2 (tachetul). Din această ecuaţie se calculează viteza relativă de alunecare C21v  
care are direcţia tangentei la profilul teoretic sau la profilul real în cazul 
tachetului plat. 
 

 Unghiul de presiune 
 

Unghiul de presiune este unghiul ascuţit format între viteza punctului de 
contact aparţinând tachetului ( C2v ) şi normala la profil. În cazul mecanismelor 
cu rolă, unghiul de presiune se defineşte pe mecanismul echivalent, aplicând 
transformarea prin eliminarea rolei. Determinarea unghiului de presiune se face 
pornind de la expresia vectorială a vitezei relative de alunecare, C21v . 

 

 Sinteza profilelor reale 
 

Pentru determinarea profilelor reale, interior şi exterior, se stabileşte 
poziţia punctelor de contact rolă - profile reale, în raport cu sistemul fix (3), 
utilizând noţiunea de unghi de presiune. Apoi, se aplică transformarea de 
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coordonate din sistemul (3) în sistemul (1) obţinând ecuaţiile parametrice ale 
profilelor reale. 

Observaţie. În ecuaţiile profilelor intervine parametrul ϕ  care se 
consideră scalar cu semn şi se introduce în calcul cu semnul (+) când viteza 
unghiulară a camei este pozitivă şi cu (-) în caz contrar. Funcţiile 
s( ),  s '( ),  s"( )ϕ ϕ ϕ  care intervin, de asemenea, în ecuaţii se calculează cu 
formulele standard (prezentate în subcap. 3.3.), dar în cazul în care viteza 
unghiulară a camei este negativă, derivatele de ordin impar ( s '( ),  s"'( )ϕ ϕ ) îşi 
schimbă semnul. 

 

 Raza de curbură, subtăierea 
 

Raza de curbură, CR , a profilului unei came disc se calculează cu 
formula [A.12], 

 

2 2 3/ 2

C
(x ' y ' )R SGN(xy ' yx '),
x ' y" y 'x"

+
= ⋅ −

−
 (3.7) 

 

în care x şi y sunt coordonatele punctului pentru care se calculează raza de 
curbură, iar x', x", y', y" sunt derivatele în raport cu parametrul ϕ , calculate în 
acelaşi punct. Funcţia SGN(xy ' yx ')−  este egală cu 1±  după cum expresia din 
paranteză este pozitivă sau negativă. 

Formula (3.7) indică şi caracterul profilului cu condiţia ca originea 
sistemului de coordonate să coincidă cu centrul camei (Fig.3.23). Astfel, dacă 
raza de curbură rezultă pozitivă, profilul este convex, iar dacă rezultă negativă 
este concav. Precizăm că un profil se consideră convex în P dacă are 
concavitatea orientată spre centrul camei (Fig.3.23.a) şi concav în caz contrar 
(Fig.3.23.b). 

În cazul camelor cu mişcare de translaţie paralelă cu axa Ox (Fig.3.24) 
raza de curbură se calculează cu formula [A.13], 

 

2 2 3/ 2

C
(x ' y ' )R SGN(x ').
x ' y" y 'x"

− +
= ⋅

−
 (3.8) 
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care arată şi caracterul profilului. Prin convenţie, se consideră că profilul este 
convex în P dacă are convexitatea orientată spre sensul pozitiv al axei Oy 
(Fig.3.24.a) şi concav în caz contrar (Fig.3.24.b). 

În cazul mecanismelor cu rolă formulele (3.7) şi (3.8) servesc pentru 
calculul razei de curbură a profilului teoretic ( CtR ). Razele de curbură ale 
profilelor reale, interior ( CriR ) şi exterior ( CreR ), se determină cu formulele 

 

Cri Ct 4R R r= −  (3.9) 

Cre Ct 4R R r= +  (3.10) 
 

în care 4r  este raza rolei. 
Fenomenul de subtăiere este legat de generarea profilelor reale ca 

înfăşurătoare ale familiei de cercuri de rază egală cu raza rolei şi având centrele 
pe profilul teoretic. El se produce în zonele în care caracterul (convex sau 
concav) al profilului real este diferit de cel al profilului teoretic - adică razele de 
curbură au semne diferite. Analizând formulele (3.9) şi (3.10) din acest punct de 
vedere se constată următoarele concluzii: 

• Subtăierea profilului real interior se produce când Ct 4R [0,  r ]∈ . deci, 
condiţiile de evitare a subtăierii sunt 

 

Ct 4R r>  sau CtR 0<  (3.11) 
 

• Subtăierea profilului real exterior se produce când Ct 4R [ r ,  0]∈ − , iar 
condiţiile de evitare a subtăierii sunt 

 

Ct 4R r< −  sau CtR 0>  (3.12). 
 

Pentru a exemplifica producerea fenomenului de subtăiere, în Fig. 3.25 
sunt reprezentate profilele teoretic ( tC ), real interior ( riC ) şi real exterior ( reC ) 
ale unei came, iar în Fig.3.26 este reprezentată diagrama CtR ( )ϕ , [0,  2 ]ϕ∈ π . 

Se observă că în zona AB nu sunt îndeplinite condiţiile (3.12) şi, deci, 
se produce subtăierea pe profilul real exterior, iar în zona DC nu sunt îndeplinite 
condiţiile (3.11) şi, prin urmare, are loc fenomenul de subtăiere pe profilul real 
interior. Punctele A, B, C şi D, în care razele de curbură reale sunt egale cu zero 
reprezintă puncte singulare pentru curbele respective. Este evident că subtăierea 
nu este compatibilă cu realizarea practică a profilelor astfel încât, în procesul de 
proiectare, este necesară verificarea condiţiilor (3.11) şi (3.12). 

Denumirea de subtăiere indică faptul că, în ipoteza prelucrării camei, 
segmentele de profil SABS, respectiv TBCT (Fig. 3.25) se elimină rezultând un 
profil cu vârfuri ascuţite în S şi T.  

În cazul mecanismelor care au tachet plat raza de curbură se calculează 
cu formula (3.7). Pentru o funcţionare corectă profilul trebuie să fie integral 
convex, deci trebuie îndeplinită condiţia 

 

CtR 0>  (3.13) 
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Dacă această condiţie nu este respectată, se produce şi la aceste 
mecanisme fenomenul de subtăiere. Pentru exemplificare, în Fig.3.27 este 
reprezentat profilul unei came, iar în Fig.3.28 - diagrama CrR ( )ϕ . 

Acest profil are patru puncte singulare A, B, C, D, în care CtR 0= . În 
aceste puncte se schimbă caracterul profilului (convex → concav sau concav → 
convex), rezultând imaginea din Fig.3.28.b. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 Se observă că în punctele A, B, C, D în care CrR 0= , profilul 

înregistrează un punct singular cu schimbarea caracterului curbei (convex R  
concav). În zonele AB şi CD, când CrR 0< , profilul este concav. În ipoteza 
prelucrării profilului segmentele SABCDS se elimină prin subtăiere. 
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3.4.2. Mecanismul plan cu tachet de translaţie şi 
rolă 

 
 Caracterizarea constructivă 

 
Se adoptă un sistem de axe fix 3 3 3Ax y z  (Fig.3.29) cu originea în centrul 

de rotaţie al camei, axa 3Ay  paralelă cu axa de translaţie a tachetului, în sensul 
de ridicare, şi axa 3Az  perpendiculară pe planul mişcării, orientată spre 
observator. Se adoptă, de asemenea, un sistem 1 1 1Ax y z  solidar cu cama, rotit 
faţă de 3 3 3Ax y z  cu unghiul de poziţie al camei, ϕ . 

Parametrii geometrici de bază ai mecanismului, definiţi cu ajutorul 
schemei din Fig.3.29, sunt: 

• e - excentricitatea (scalar cu semn), distanţa de la centrul de rotaţie al 
camei la axa tachetului; 

 
• 0s - distanţa minimă, măsurată paralel cu axa tachetului, de la centrul 

rolei (C) la centrul camei (A); 
 

• 4r - raza rolei. 
Razele extreme ale profilului teoretic rezultă, de asemeni, din Fig. 3.29 

şi au expresiile 
 

2 2 2 2
t min 0 t max 0r e s ,  r e (s h)= + = + + , (3.14) 

 

în care h este cursa tachetului. 
 

 Sinteza profilului teoretic 
 
Vectorul de poziţie al punctului C (centrul rolei) (Fig.3.29)  Cr AC=  se 

proiectează pe axele sistemului fix (3) 
 

3C

3C 0

x e
y s s

=

= +
 (3.15) 

Printr-o transformare de coordonate, din sistemul (3) în sistemul (1) 
[A.5] se obţin expresiile coordonatelor punctului C în raport cu sistemul (1) care 
reprezintă, în acelaşi timp, ecuaţiile parametrice ale profilului teoretic, 

 

t 1C 0

t 1C 0

x x ecos (s s)sin
y y esin (s s)cos

= = ϕ + + ϕ
= = − ϕ + + ϕ

 (3.16) 
 

Prin derivare în raport cu parametrul ϕ  rezultă: 
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t 1C 0

t 1C 0

x ' x ' (s ' e)sin (s s)cos
y ' y ' (s ' e)cos (s s)sin

= = − ϕ + + ϕ

= = − ϕ − + ϕ
 (3.17) 

 
t 1C 0

t 1C 0

x" x" (2s ' e)cos (s s s")sin
y" y" (2s ' e)sin (s s s")cos

= = − ϕ − + − ϕ

= = − − ϕ − + − ϕ
 (3.18) 

 

Ecuaţiile profilului teoretic, în coordonate polare, se obţin pe baza 
relaţiilor de transformare [A.7], 

 

2 2
t 0

0
t

0

r e (s s)
esin (s s)cosarctg

ecos (s s)sin

= + +

− ϕ + + ϕ
θ =

ϕ + + ϕ

 (3.19) 
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 Cinematica cuplei superioare 
 

Din ecuaţiile de viteze (3.6) se determină viteza realivă CC2211v , 
 

CCC222111 CCC2221 C1v v v= −  
 

Vitezele C2v  şi CC11v  au expresiile analitice 
 

CC22  3

CC11 3  3 0  3 03 3

v j v

v AC k ( i e j (s s)) i (s s) j e

=

= ω× = ω× + + = − ω + + ω
 

 

care conduce la 
 

CC2211   3  0 3v i (s s) j (v e)= ω + + − ω  (3.20) 
 

În aceste relaţii C2v v=  este viteza tachetului, iar 1ω = ω  - viteza 
unghiulară a camei. 

 

 Unghiul de presiune 
 

Particularizând definiţia generală (par. 3.4.1.), la acest mecanism 
unghiul de presiune, α , se formează între axa tachetului ( 3Ay ) şi normala la 
profile trasată prin centrul rolei (C). Evident, acelaşi unghi se formează între 
tangenta la profil şi perpendiculara pe tachet ( 3Ax ). Deoarece viteza relativă 

CC2211v  are direcţia tangentei la profil, se poate scrie 
 

3

3

CC2211 y

CC2211 x

(v )
tg

(v )
α = . 

 

Având în vedere expresia (3.20) a vectorului CC2211v , rezultă 
 

0 0

v e s ' etg
s s s s

− −ωα = =
+ +

 (3.21) 
 

Menţionăm că unghiul de presiune calculat cu formula (3.21) este un 
unghi orientat, măsurat de la axa tachetului la normala profilului teoretic şi se 
exprimă printr-un scalar cu semn. 

 

 Sinteza profilului real 
 

Razele vectoare ale punctelor de contact rolă - profil real: iD  şi eD  
(Fig.3.29) sunt: 
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i DDii

e De

r AC CD

r AC CD

= +

= +
 (3.22) 

 

Proiectând  DDiir  şi Der  pe axele sistemului (3) se obţin coordonatele 
punctelor iD  şi eD , 

 

3Di 3C 4 3C 4

3Di 3C 4 3C 4

x x r cos x r sin
2

y y r sin y r cos
2

π⎛ ⎞= + α − = + α⎜ ⎟
⎝ ⎠

π⎛ ⎞= + α − = − α⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

3De 3C 4 3C 4

3De 3C 4 3C 4

x x r cos x r sin
2

y y r sin y r cos
2

π⎛ ⎞= + α + = − α⎜ ⎟
⎝ ⎠

π⎛ ⎞= + α + = + α⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

Înlocuind 3Cx  şi 3Cy  cu expresiile lor (3.15) se poate scrie 
 

3D 4

3D 0 4

x e r sin
y (s s) r cos

= ± α
= + α∓

 (3.23) 
 

în care semnul de sus corespunde profilului interior, iar cel de jos - profilului 
exterior. 

Aplicând transformarea de coordonate din sistemul (3) în sistemul (1) 
[A.5], se obţin ecuaţiile parametrice ale profilului real, 

 

r 1D 4 0 4

r 1D 4 0 4

x x (e r sin )cos (s s r cos )sin
y y (e r sin )sin (s s r cos )cos

= = ± α ϕ + + α ϕ

= = − ± α ϕ + + α ϕ

∓
∓

 (3.24) 
 

sau 

r 1D 0 4

r 1D 0 4

x x ecos (s s)sin r sin( )
y y esin (s s)cos r cos( )

= = ϕ + + ϕ ± α − ϕ
= = − ϕ + + ϕ α − ϕ∓

 (3.25) 

 

 Raza de curbură 
 

Pentru calculul razei de curbură a profilului teoretic ctR . Se aplică 
formula (3.7), în care se introduc coordonatele şi derivatele lor date de 
formulele (3.16), (3.17) şi (3.18). 

 

( ) ( )
3/ 22 2

0 2
ct 0

0 0

(s ' e) (s s)
R SGN (s s) e(s ' e)

(s ' e)(2s ' e) (s s)(s s s")

− + +
= ⋅ + − −

− − + + + −
 (3.26) 
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3.4.3. Mecanismul plan cu tachet de rotaţie şi rolă 
 
 Caracterizarea constructivă 

 
Se adoptă un sistem de axe fix 3 3 3Ax y z  (Fig.3.30) cu originea în centrul 

de rotaţie al camei, axa 3Ax  orientată după vectorul AB , iar axa 3Ay  orientată 
astfel încât 3Cy  să fie pozitiv.  

Se recomandă reprezentarea mecanismului astfel încât centrul de rotaţie 
al tachetului, B, să fie în dreapta punctului A. În această ipoteză axa 3Az  
rezultă orientată spre observator. Se adoptă, de asemenea, sistemul 1 1 1Ax y z  
solidar cu cama şi rotit cu unghiul ϕ  în raport cu sistemul 3 3 3Ax y z . 
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Parametrii geometrici de bază ai mecanismului sunt: 
• d=AB - distanţa dintre centrul camei (A) şi centrul de rotaţie al 

tachetului (B); 
 
• BC=A  - lungimea tachetului; 

 
• 0ψ - unghiul minim format de tachetul BC cu linia centrelor AB; 

 
• 4r - raza rolei. 

Razele extreme ale profilului teoretic rezultă, de asemeni, din Fig.3.29 
şi au expresiile 

 

2 2 2 2
t min 0 t max 0 hr d 2 dcos ,  r d 2 dcos( )= + − ψ = + − ψ + ψA A A A , (3.14) 

 

în care hψ  este cursa unghiulară a tachetului. 

 

 Sinteza profilului teoretic 
 

Vectorul de poziţie al punctului C, 
 

 Cr AC AB BC= = +  
 

se proiectează pe axele triedrului fix (3), 
 

3C 2

3C 2

x d cos
y sin

= + ϕ
= ϕ

A
A

  
 

Având în vedere că 2 0( )ϕ = π − ψ + ψ , se obţine 
 

3C 0

3C 0

x d cos( )
y sin( )

= − ψ + ψ
= ψ + ψ

A
A

 (3.28) 
 

Se aplică transformarea de coordonate din sistemul (3) în sistemul (1), 
obţinând ecuaţiile parametrice ale profilului teoretic 

 

t 1C 0 0

t 1C 0 0

x x (d cos( ))cos sin( )sin
y y (d cos( ))sin sin( )cos

= = − ψ + ψ ϕ + ψ + ψ ϕ

= = − − ψ + ψ ϕ + ψ + ψ ϕ

A A
A A

  
 

sau 
 

t 1C 0

t 1C 0

x x d cos cos( )
y y dsin sin( )

= = ϕ − ϕ + ψ + ψ

= = − ϕ + ϕ + ψ + ψ

A
A

 (3.29) 
 

Prin derivare, în raport cu parametrul ϕ , se obţine 
 

t 1C 0

t 1C 0

x ' x ' dsin (1 ')sin( )
y ' y ' dcos (1 ')cos( )

= = − ϕ + + ψ ϕ + ψ + ψ
= = − ϕ + + ψ ϕ + ψ + ψ

A
A

 (3.30) 
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2

t 1C 0 0
2

t 1C 0 0

x" x" dcos (1 ') cos( ) "sin( )

y" y" dsin (1 ') sin( ) "cos( )

= = − ϕ + + ψ ϕ + ψ + ψ + ψ ϕ + ψ + ψ

= = ϕ − + ψ ϕ + ψ + ψ + ψ ϕ + ψ + ψ

A A
A A

 (3.31) 

 

 Cinematica cuplei superioare 
 

Se determină expresiile analitice ale vitezelor C1v  şi C2v , 
 

C1 1 33 1  3 3C 3C3

 3 1 0 1 03

v AC k ( i x j y )

      = i sin( ) j (d cos( ))

= ω × = ω × + =

− ω ψ + ψ + ω − ψ + ψA A
 

3CC22 2 2  3 0 03

 3 2 0 2 03

v BC k ( i cos( ) j sin( ))

      = i sin( ) j cos( )

= ω × = ω × − ψ + ψ + ψ + ψ =

− ω ψ + ψ − ω ψ + ψ

A A

A A
 

 

Introducând aceste expresii în ecuaţiile de viteze (3.6) se obţine viteza 
relativă C21v , 

 

C21  3 1 2 0 1 2 0 13v i ( )sin( ) j ( ( )cos( ) d)= ω − ω ψ + ψ + ω − ω ψ + ψ − ωA A  (3.32) 
 

 Unghiul de presiune 
 

Prin particularizarea definiţiei generale (par. 3.4.1.), la acest mecanism, 
unghiul de presiune, α , se formează între perpendiculara pe tachet şi normala la 
profile trasată prin centrul rolei (C) sau între tachetul (BC) şi tangenta în (C) la 
profilul teoretic. Pentru a determina unghiul de presiune se calculează mai întâi, 
unghiul δ  format de tangenta la profilul teoretic în (C) şi linia centrelor 
( 3AB Ax= ). 

 

3

3

C21 y

C21 x

(v )
tg

(v )
δ =  

2
0

1 0

02
0

1

1 cos( ) d
(1 ')cos( ) dtg

(1 ')sin( )
1 sin( )

⎛ ⎞ω
− ψ + ψ −⎜ ⎟ω + ψ ψ + ψ −⎝ ⎠δ = =

+ ψ ψ + ψ⎛ ⎞ω
− ψ + ψ⎜ ⎟ω⎝ ⎠

A
A
A

A
 

 

Unghiul de presiune este suma formată din unghiurile δ  şi 0( )ψ + ψ  
(Fig.3.30), 

 

0α = δ + ψ + ψ , 
 

iar 
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0

0

tg tg( )tg
1 tg tg( )

δ + ψ + ψ
α =

− δ ⋅ ψ + ψ
 

 

Efectuând transformările corespunzătoare, se obţine formula 
 

2
0

1 0

0 0

1 d cos( )
(1 ') d cos( )tg

d sin( ) d sin( )

⎛ ⎞ω
− − ⋅ ψ + ψ⎜ ⎟ω + ψ − ⋅ ψ + ψ⎝ ⎠α = =

⋅ ψ + ψ ⋅ ψ + ψ

A
A  (3.33) 

 

 Sinteza profilului real 
 

Razele vectoare ale punctelor iD  şi eD , având aceleaşi expresii (3.22) 
ca la mecanismul cu tachet de translaţie, conduc la 

 

3Di 3C 4 0 3C 4 0

3Di 3C 4 0 3C 4 0

x x r cos ( ) x r sin( ( ))
2

y y r sin ( ) y r cos( ( ))
2

π⎛ ⎞= + α − − ψ + ψ = + α − ψ + ψ⎜ ⎟
⎝ ⎠

π⎛ ⎞= + α − − ψ + ψ = − α − ψ + ψ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

3De 3C 4 0 3C 4 0

3De 3C 4 0 3C 4 0

x x r cos ( ) x r sin( ( ))
2

y y r sin ( ) y r cos( ( ))
2

π⎛ ⎞= + α + − ψ + ψ = − α − ψ + ψ⎜ ⎟
⎝ ⎠

π⎛ ⎞= + α + − ψ + ψ = + α − ψ + ψ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

Înlocuind expresiile coordonatelor 3Cx  şi 3Cy  (3.28) se obţine 
 

3D 0 4 0

3D 0 4 0

x d cos( ) r sin( ( ))

y sin( ) r cos( ( ))

= − ψ + ψ ± α − ψ + ψ

= ψ + ψ α − ψ + ψ

A
A ∓

  
 

Operând schimbarea de coordonate din sistemul (3) în sistemul (1) se 
ajunge la ecuaţiile parametrice ale celor două profile reale, 
 

r 1D 0 4 0

r 1D 0 4 0

x x d cos cos( ) r sin( ( ))

y y dsin sin( ) r cos( ( ))

= = ϕ − ψ + ψ + ϕ ± α − ψ + ψ + ϕ

= = − ϕ + ψ + ψ + ϕ α − ψ + ψ + ϕ

A
A ∓

 (3.34) 

 

 Raza de curbură 
 

Se aplică formula (3.7) cu expresiile coordonatelor şi ale derivatelor 
acestora date de formulele (3.29), (3.30) şi (3.31). Se ajunge la următoarea 
formulă pentru raza de curbură a profilului teoretic ctR , 
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( )

( )

3/ 22 2 2
0

ct 2 2 3
0 0

2 2
0

d (1 ') 2 d(1 ')cos( )
R

d "sin( ) d (1 ')(2 ')cos( ) d (1 ')

        SGN d (1 ') d (2 ')cos( )

+ + ψ − + ψ ψ + ψ
= ⋅

ψ ψ + ψ + + ψ + ψ ψ + ψ − − + ψ

⋅ − − + ψ + + ψ ψ + ψ

A A
A A A

A A

 (3.35) 

 
 
3.4.4. Mecanismul plan cu tachet de translaţie şi 

talpă 
 
 Caracterizarea constructivă 

 
Se adoptă un sistem de axe fix 3 3 3Ax y z  cu originea în centrul de rotaţie 

al camei, axa 3Ay  orientată paralel cu axa de translaţie, în sensul de ridicare, şi 
axa 3Az  orientată spre observator (Fig.3.31). Se adoptă, de asemenea, sistemul 

1 1 1Ax y z , solidar cu cama, formând cu sistemul 3 3 3Ax y z  unghiul ϕ . 
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Mecanismul are un parametru de bază unic, 
• 0s  - distanţa minimă dintre centrul camei (A) şi talpa tachetului.  

Razele extreme ale profilului sunt 
 

t min 0 t max 0r s ,  r s h= = + , (3.36) 
 

 Cinematica cuplei superioare 
 

Vectorii din ecuaţia de viteze (3.6) au expresiile 
 

CC11 33  3 0  3 03 3v AC k ( i e j (s s)) i (s s) j e= ω× = ω× + + = − ω + + ω  

CC22 3

CC221  3 C21

v j v

v i v

=

=
 

 

în care e reprezintă excentricitatea variabilă - distanţa de la centrul camei la 
punctul de contact (C) măsurată paralel cu talpa tachetului. 

Introducând aceste expresii în ecuaţia (3.6) se obţine 
 

C21 0v (s s)= ω +  (3.41) 
 e s '=  (3.42) 

 

 Sinteza profilului 
 

Se proiectează vectorul  Cr AC=  pe axele sistemului fix (3), 
 

3C

3C 0

x e s '
y s s

= =
= +

 (3.37)  
 

Prin transformarea de coordonate din sistemul (3) în sistemul (1), se 
obţin ecuaţiile parametrice ale profilului 

 

r 1C 0

r 1C 0

x x s 'cos (s s)sin
y y s 'sin (s s)cos

= = ϕ + + ϕ
= = − ϕ + + ϕ

 (3.38) 
 

Se derivează rx  şi ry  în raport cu paarmetrul ϕ  

 

r 1C 0

r 1C 0

x ' x ' (s s s")cos
y ' y ' (s s s")sin

= = + + ϕ
= = − + + ϕ

 (3.39) 

 
r 1C 0

r 1C 0

x" x" (s s s")sin (s ' s"') cos
y" y" (s s s")cos (s ' s"')sin

= = − + + ϕ + + ϕ
= = − + + ϕ − + ϕ

 (3.40) 

 
 



 251

 Raza de curbură 
 

Aplicând formula (3.7) în care se introduc expresiile (3.38), (3.39) şi 
(3.40) se ajunge la următoarea expresie simplă pentru raza de curbură a 
profilului 

 

ct 0R s s s"= + +  (3.43) 
 

Menţionăm că formula (3.43) indică şi semnul pentru raza de curbură cu 
semnificaţia cunoscută (par. 3.4.1.).     

 
 
3.4.5. Mecanismul spaţial cu camă cilindrică şi 

tachet de translaţie 
 
 Caracterizarea constructivă 

 
Mecanismul spaţial se transformă într-un mecanism plan (par. 3.1.2.3.) 

prin desfăşurarea cilindrului de rază medie 1r  (valoarea medie dintre raza 
exterioară a cilindrului şi raza fundului canalului) (Fig.3.32). În mecanismul 
transformat mişcarea camei este una de translaţie, perpendiculară pe direcţia 
mişcării tachetului. 

Se adoptă un sistem de axe fix 3 3 3O x y  cu axa 3 3O y  după direcţia 
tachetului în sensul convenţional de ridicare. 

Se adoptă, de asemenea, un sistem 1 1 1O x y , solidar cu cama, paralel cu 
sistemul 3 3 3O x y  şi deplasat faţă de acesta, pe direcţia 3 3O x , cu 1  1s r= ϕ⋅  ( ϕ  - 
unghiul de poziţie al camei cilindrice). 

Parametrii geometrici de bază ai mecanismului sunt: 
•  1r - raza medie a camei cilindrice; 
• 4r - raza rolei. 

 Dimensiunile de gabarit ale camei sunt raza medie 1r  şi cursa h. 
 

 Sinteza profilului teoretic 
 

Vectorul de poziţie al punctului C,  C 3r O C=  se proiectează pe axele 
sistemului fix, 

 

3C

3C

x 0
y s

=
=

 (3.44) 
 

şi se aplică transformarea de coordonate [A.6] din sistemul (3) în sistemul (1), 
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t 1C 1  1

t 1C

x x s r
y y s

= = − = − ϕ
= =

 (3.45) 

Se derivează tx  şi ty  în raport cu parametrul ϕ , 
 

t 1C  1

t 1C

x ' x ' r
y ' y ' s '

= = −
= =

 (3.46) 
 

t 1C

t 1C

x" x" 0
y" y" s"

= =

= =
 (3.47) 

 

 Cinematica cuplei superioare 
 

Vectorii C1v  şi C2v  au expresiile, 
 

C1  3 1  3  1v i v i r= = ω  

C2 C2 3  3v j v j s '= = ω , 
 

în care 1  1v r= ω⋅  este viteza de translaţie a camei plane. 
Introducând aceste expresii în ecuaţia (3.6), rezultă 
 

αnprofilul real 
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3O

3
A

Di

O1 1 3x x

1

t
s

3 3
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r4

4t

A'

yv
2

vC1

vC2
C21 3

B 1

α n

C h

sD

1s

profilul real 
superior

y

 
Fig. 3.32 
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C21  3 1  3v i r j s '= − ω + ω  (3.48) 
 

 Unghiul de presiune 
 

Unghiul de presiune, α , se formează între axa tachetului ( 3 3O y ) şi 
normala la profile trasată prin centrul rolei (C) sau între perpendiculara pe 
tachet ( 3 3O x ) şi tangenta la profilul teoretic în (C). Deoarece vectorul C21v  este 
paralel cu tangenta, se poate scrie 

 

3

3

C21 y

C21 x

(v )
tg

(v )
α =  

 1

s 'tg
r

α = −  (3.49) 

 

 Sinteza profilului real 
 

Punctele de tangenţă ale rolei cu profilul real inferior, iD , şi cu profilul 
real superior, sD , au următorii vectori de poziţie 

 

i Di 3

s De 3

r O C CD

r O C CD

= +

= +
 

 
 

Proiectând pe axele sistemului fix (3) se obţine 
 

3D 4 4

3D 4 4

x r cos r sin
2

y s r sin s r cos
2

π⎛ ⎞= α = ± α⎜ ⎟
⎝ ⎠

π⎛ ⎞= + α = α⎜ ⎟
⎝ ⎠

∓

∓ ∓
  

 

Prin transformarea de coordonate [A.6] din sistemul (3) în sistemul (1) 
rezultă ecuaţiile parametrice ale profilelor reale 
 

r 1D  1 4

r 1D 4

x x r r sin
y y s r cos

= = −ϕ ± α
= = α∓

 (3.50) 
 

cu semnul de sus pentru profilul real inferior şi cu cel de jos pentru profilul real 
superior. 
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 Raza de curbură 
 

Se aplică formula (3.8) în care se introduc parametrii determinaţi cu 
formulele (3.45), (3.46) şi (3.47). Rezultă raza de curbură a profilului teoretic, 

 

2 2 3/ 2
 1

ct
 1

(r s ' )R
r s"

− +
= . (3.51) 

 
 
3.5. ANALIZA CINETOSTATICĂ 

 
3.5.1. Forţele de legătură din cupla superioară 
 
Consideraţiile generale privind obiectul analizei cinetostatice şi forţele 

care intervin în această operaţie, prezentate la mecanismele cu cuple inferioare 
(par. 2.2.), rămân valabile şi pentru mecanismele cu came. Un aspect deosebit îl 
reprezintă prezenţa cuplei superioare camă - tachet, pentru care se prezintă, în 
continuare, modul în care acţionează forţele de legătură. 

 
3.5.1.1. Cupla superioară simplă 

 
Se consideră cupla superioară formată din cama 1 şi tachetul 2, având 

suprafeţele active constituite din doi cilindri în contact după o generatoare 
(Fig.3.33.a). În ipoteza că sistemul de forţe care încarcă mecanismul este 
amplasat într-un plan paralel cu planul mişcării, torsorul reacţiunilor normale 
din cupla superioară se reduce la o reacţiune unică 12R  având ca suport normala 
comună nn în punctul de contact C. Dacă suprafaţa activă aferentă tachetului se 
reduce la un punct (tachet cu vârf) (Fig.3.33.b), reacţiunea 12R  are ca suport 
normala la profilul camei în punctul de contact C. 

Sistemul forţelor de frecare se compune dintr-o forţă de frecare de 
alunecare f12F  şi un moment de frecare de rostogolire f 12M  care au următoarele 
caracteristici: 

 

f12 12C

f12

f12 CC1122

 F  R

F // tt
F  are acelasi sens cu viteza relativa de alunecare v

⎧ = μ
⎪
⎨
⎪
⎩

 

 
f12 C 12

f12
f12 12 1 2

 M f  R
M

M  are acelasi sens cu viteza unghiulara relativa 
⎧ =⎪
⎨

ω = ω − ω⎪⎩
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Parametrul Cf  este coeficientul de frecare de rostogolire cu dimensiune 
de lungime. 

În cazul tachetului cu vârf mişcarea relativă este de alunecare pură 
astfel încât momentul de frecare de rostogolire nu intervine. 

Reacţiunea normală 12R  şi forţa de frecare de alunecare f12F  se pot 
compune, obţinând reacţiunea rezultantă r

12 12 f12R R F= + . Reacţiunea r
12R  este 

deviată de la normală, în sensul vitezei relative C12v , cu unghiul C Carctg ϕ = μ . 
 
3.5.1.2. Cupla superioară cu rolă 

 
Se consideră lanţul cinematic format din cama 1, rola 4 şi tachetul 2 

(Fig.3.34.a). În cupla superioară camă - rolă acţionează reacţiunea normală 14R  
având ca suport normala comună nn care, evident, trece prin centrul rolei, C. Se 
scrie ecuaţia de echilibru de forţe pentru rolă în ipoteza neglijării frecării şi a 
forţelor de greutate şi de inerţie care sunt mici datorită dimensiunilor reduse ale 
rolei, 

 

14 24F(4);  R R 0+ =∑  
 

Din această ecuaţie se poate deduce 
 

14 24 4422R R R= − = , 
 

ceea ce înseamnă că reacţiunea din cupla superioară se transmite nemodificată 
asupra tachetului în centrul rolei C. 

În felul acesta lanţul cinematic 1 - 4 - 2 se poate înlocui printr-o cuplă 
superioară formată între profilul teoretic al camei 1 şi tachetul 2 prevăzut cu 
vârf (Fig.3.34.b) în care acţionează reacţiunea 12 14 42R R R= = . 

f12F

1
n

t
f12M

Ff12 C

1
n

ω
t

1

C

2ωvt 12

ϕ Rc 12

Rr n12

ϕc
t v 2

R12

Rr
12 n

C12 C12

                 
    a)                                        b) 

Fig. 3.33 
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Dacă se iau în considerare forţele de frecare şi se admite că rola execută 
o mişcare de rostogolire pură pe suprafaţa activă a camei, asupra rolei 
acţionează momentul de frecare de rostogolire f 14M  în cupla superioară D şi 
momentul de frecare f 24M  în cupla de rotaţie C. 

Aceste momente au următoarele mărimi 
 

f14 D 14 M f  R=  (3.52) 
r

f 24 C C 24 C 24 C M r  R r  R sin= μ = ϕ  (3.53) 
 

La nivelul cuplei superioare D acţionează, de asemenea, o forţă 
tangenţială t14F  având ca suport tangenta comună la profilul camei şi la cercul 
rolei. Această forţă intervine în echilibrul momentelor, aşa cum rezultă din 
următoarea ecuaţie 

 

C C t14 f14 f 24M (4) 0;  M (F ) M M 0= + + =∑ , (3.54) 
 

din care rezultă 
 

( )t14 f14 f 24
4

1 F  M  M
r

= +  (3.55) 
 

Condiţia de rostogolire a rolei pe profilul camei este 
 

t14 f14 F  F< , (3.56) 
 

în care f14F  este forţa de frecare de alunecare din cupla superioară, având 
valoarea: 
 

t
F

t(C )
(C  )n

ri

t14

ω
tf14M D

1 1
t(C )

(C  )n
ri

D
ω1 1

2R14

t CMf24
vC21

t

n

rR n

2

C vC21

t14F

ϕ R
0c

12
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                         a)                                                      b) 

Fig. 3.34 
 



 257

f14 D 14 F  R= μ  (3.57) 
 

în care D Dtg μ = ϕ  este coeficientul de frecare de alunecare. 
Forţa tangenţială t14F  se poate transfera în punctul C, dacă asupra 

elementului 4 se aplică momentul suplimentar C t14M (F ) . În aceste condiţii 
momentul rezultant care acţionează asupra elementului 4 este 

 

4 f14 f 24 C t14M M M M (F )= + +  
 

Având în vedere ecuaţia (3.54), rezultă 4M 0= , astfel încât, prin 
transferul forţei t14F  din punctul D în punctul C, se compensează efectul 
momentelor de frecare. Reacţiunea normală 14R  şi forţa tangenţială t14F  se 
compun rezultând r

14 14 t14R R F= + . Din ecuaţia de forţe 
 

r r
14 24F(4) 0; R R 0= + =∑  

 

rezultă r r r
14 24 42R R R= − = , care arată că reacţiunea 14R  din cupla camă - rolă se 

transmite nemodificată asupra tachetului, în punctul C. Ca şi în cazul neglijării 
frecării, lanţul cinematic 1 - 4 - 2 se poate asimila cu o cuplă superioară formată 
din profilul teoretic al camei şi un tachet cu vârful în C (Fig.3.34.b) în care 
acţionează reacţiunea r r r

12 14 24R R R= = . Reacţiunea r
12R  este deviată, în raport cu 

normala nn, în sensul vitezei unghiulare 1ω , cu unghiul 
0Cϕ  care se exprimă 

astfel, 
 

0

t14
C r

12

 F
sin

 R
ϕ =  

 

Forţa tangenţială t14F  se exprimă, la rândul ei, în modul următor 
 

( ) ( )

( )

r
t14 f14 f 24 D 14 C 24 C

4 4

r
D 12 C 12 C

4

1 1 F  M  M f  R r  R sin
r r
1        = f  R r  R sin
r

= + = + ϕ =

+ ϕ
 (3.58) 

 

astfel încât se obţine ecuaţia 
 

0 0C D C C C
4

1sin (f cos r sin )
r

ϕ = ϕ + ϕ  
 

sau 
 

0 04 C D C C Cr sin f cos r sin 0ϕ − ϕ − ϕ =  (3.59) 
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Această ecuaţie se rezolvă, analitic sau numeric, obţinând unghiul 
0Cϕ . 

Deoarece Cϕ  şi 
0Cϕ  au valori mici (sub o5 ), sinusurile se pot aproxima cu 

unghiurile, rezultând următoarea formulă 
 

0

C CD
C

4 4

rf
r r

ϕ
ϕ ≅ +  (3.60) 

 

Având în vedere relaţia (3.58) condiţia de rostogolire (3.56) se poate 
scrie 

 

r
D 12 C 12 C D 12

4

1 (f  R r  R sin ) tg  R
r

+ ϕ < ϕ  
 

sau 
 

0

C
D C D

4 C

sin1 f r tg 
r cos

⎛ ⎞ϕ
+ < ϕ⎜ ⎟⎜ ⎟ϕ⎝ ⎠

 (3.61) 

 

Prin aproximarea funcţiilor sinus şi tangentă cu unghiurile se obţine o 
relaţie mai simplă 

 

CD
C D

4 4

rf
r r

+ ⋅ ϕ < ϕ  (3.62) 
 

Se observă că membrul din stânga este egal cu 
0Cϕ  (3.60) ceea ce 

conduce la condiţia 
 

0C Dϕ < ϕ . (3.63) 
 
 
3.5.2. Mecanismul plan cu tachet de translaţie şi 

rolă 
 
3.5.2.1. Analiza cinetostatică 
 
Se consideră un mecanism cu cuplă superioară unilaterală (Fig.3.35) 

pentru care se efectuează analiza cinetostatică, în prezenţa frecării, pentru faza 
de ridicare, în care tachetul este încărcat cu forţa rezistentă 2F . În procesul de 
calcul se utilizează un sistem de coordonate fix, Axyz, identic cu sistemul 

3 3 3Ax y z  folosit în par. 3.4. 
Reacţiunea din cupla superioară r

12R  este deviată de la normala nn cu 
unghiul 

0Cϕ  (3.60) în sensul vitezei unghiulare ω , iar proiecţiile acesteia pe 
axele de coordonate au expresiile: 
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0 0

0 0

r r r
12x 12 C 12 C

r r r
12y 12 C 12 C

R R cos R sin( )
2

R R sin R cos( )
2

π⎛ ⎞= α ± ϕ + = − α ± ϕ⎜ ⎟
⎝ ⎠

π⎛ ⎞= α ± ϕ + = α ± ϕ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (3.64) 

 

Se scriu ecuaţiile de echilibru pentru elementul 2, 
 

r
B 12 r32M (2) 0;  BC R M 0= × + =∑  

r
2 12 32 f 32F(2) 0;  F R R F 0= + + + =∑ , 

 

în care B  este centrul zonei de contact a cuplei de translaţie. 
Ecuaţia de momente se transpune scalar, iar ecuaţia de forţe se 

proiectează pe axele de coordonate 
 

0 0

0

r
B 0 12 C C r32

r
12 B 0 C r32

j(y (s s)) R ( i sin( ) jcos( ) kM 0

kR (y (s s))sin( ) kM 0

− − + × − α ± ϕ + α ± ϕ + =

− − + α ± ϕ + =
 

 

s +st y 0

e

ω
A

x
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C

12R

c0
Rr

ϕ12

n

t
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v2 C21

B b
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Fig. 3.35 
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0

0

0

r
12 B 0 C r32

r
12 C 32

r
2 12 C f 32

R (y (s s))sin( ) M 0

R sin( ) R 0

 F R cos( ) F 0

⎧− − + α ± ϕ + =
⎪⎪− α ± ϕ + =⎨
⎪

− + α ± ϕ + =⎪⎩

 (3.65) 

 

Forţa de frecare f 32F  are expresii diferite în funcţie de cazul în care se 
încadrează cupla de translaţie B (par. 2.2.1.4.). Această încadrare depinde de 

raportul r32
B

32

 M
k

 R
=  care se poate calcula din ecuaţiile sistemului (3.65), 

rezultând 
 

r32
B B 0

32

 M
k  y (s s)

 R
= = − + . 

 

• Dacă B
bk
2

< , forţa de frecare f 32F  are expresia 
 

f 32 B 32F  R= −μ  (3.66) 
 

iar r
12R  se determină din (3.65), 

 

( )0 0

2r
12

C B C

 F
R

cos( ) 1 tg  
=

α ± ϕ − μ α ± ϕ
 (3.67) 

 

• Dacă B
bk
2

> , forţa de frecare f 32F  şi reacţiunea rezultantă r
12R  sunt 

 

B
f 32 r32

2F  M
b
μ

= −  (3.68) 

0 0

2r
12

B
C B 0 C

 F
R

2cos( ) 1  y (s s) tg  
b

=
μ⎛ ⎞α ± ϕ − − + ⋅ α ± ϕ⎜ ⎟

⎝ ⎠

 (3.69) 

 

Necunoscutele 32R  şi r32M  se calculează, de asemenea, din sistemul 
(3.65): 

 

0

r
32 12 CR R sin( )= α ± ϕ  (3.70) 

0

r
r32 12 B 0 CM R (y (s s))sin( )= − + α ± ϕ  (3.71) 

 

Se scriu ecuaţiile de echilibru pentru elementul 1, 
 

r
A 12 e f12M (1) 0;  AC R M M 0= × + + =∑  

r r
31 21F(1) 0;  R R 0= + =∑  
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Din ecuaţia de forţe rezultă 
 

r r r
31 21 12R R R= − =  (3.72) 

 

Ecuaţia de momente se transpune scalar 
 

0 0

0 0

r
0 12 C C e 31 A A

r r
12 C 0 C e 12 A A

r r
12 C 0 C e 12 A A

(ie j(s s)) R (i sin( ) jcos( )) kM kR r sin 0

kR (ecos( ) (s s)sin( )) kM kR r sin 0

R (ecos( ) (s s)sin( )) M R r sin 0

+ + × α ± ϕ − α ± ϕ + ϕ =

− α ± ϕ + + α ± ϕ + ϕ =

− α ± ϕ + + α ± ϕ + ϕ =

∓

∓

∓

 

 

Din această ecuaţie se determină momentul de echilibrare eM , 
 

0 0

r
e 12 C 0 C A AM R (ecos( ) (s s)sin( ) r sin )= α ± ϕ + + α ± ϕ ± ϕ  (3.73) 

 

Relaţiile de calcul ale reacţiunilor se pot particulariza pentru cazul în 
care se nglijează forţele de frecare făcând 

0C B0,  0ϕ = μ =  şi A 0ϕ = , 
 

2r r
12 31

 F
R R

cos
= =

α
 (3.74) 

32 2R  F tg= α  (3.75) 
 

r32 2 B 0M  F (y (s s)) tg= − + ⋅ α  (3.76) 
 

e 2 0M  F (e (s s) tg )= + + ⋅ α  (3.77) 
 

Uneori, analiza cinetostatică se efectuează luând în considerare numai 
freacarea din cupla de translaţie B. Desigur, în acest caz, relaţiile se 
particularizează numai cu 

0C 0ϕ =  şi A 0ϕ = . 
În toate relaţiile semnul (+) intervine când viteza unghiulară a camei 

este pozitivă, iar semnul (-) când este negativă. 
 
 
3.5.2.2. Randamentul, autoblocarea 
 
Pentru calculul randamentului mecanic instantaneu se utilizează relaţia 
 

2u

m e

F s 'P
P M

−
η = − = − .  (3.78) 

 

Momentul de echilibrare eM  se înlocuieşte cu expresia sa (3.73) 
obţinând 

 

0 0

2
r
12 C 0 C A A

F s '
R (ecos( ) (s s)sin( ) r sin )

η =
α ± ϕ + + α ± ϕ ± ϕ

. (3.79) 
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În această formulă r
12R  se înlocuieşte cu expresia (3.67) sau (3.69) în 

funcţie de cazul în care se încadrează cupla B. Astfel, dacă B
bk
2

<  se obţine 

următoarea formulă pentru η  
 

B C

A
0 C A

C

(1 tg )s '
sine (s s)tg( ) r

cos( )

− μ α ± ϕ
η =

ϕ
+ + α ± ϕ ±

α ± ϕ

 (3.80) 

 

Condiţia de evitare a autoblocării ( 0η > ) aplicată expresiei (3.80) 
conduce la 

 

B C1 tg 0− μ α ± ϕ > , (3.81) 
 

deoarece semnul randamentului este determinat numai de factorul 
B C1 tg− μ α ± ϕ . Soluţia practică a inegalităţii (3.81), în raport cu necunoscuta 

α  este 
 

C bl
B

1arctgα < − ϕ = α
μ

 (3.82) 
 

în care blα  este valoarea de blocare a unghiului de presiune. 
Dacă Bk 1> , 
 

B
B 0 C

A
0 C A

C

21 y (s s) tg s '
b

sine (s s)tg( ) r
cos( )

μ⎛ ⎞− − + ⋅ α ± ϕ⎜ ⎟
⎝ ⎠η =

ϕ
+ + α ± ϕ ±

α ± ϕ

 (3.83) 

 

Condiţia de evitare a autoblocării este 
 

B
B 0 C

21 y (s s) tg 0
b
μ

− − + ⋅ α ± ϕ >  
 

sau 
 

C bl
B

B 0

1arctg 2 y (s s)
b

α < − ϕ = α
μ

− +
 (3.84) 

 

Randamentul global, pentru faza de ridicare, se determină cu formula 
 

r r

rr

u 20 0
g

u 2
00

P d F s 'd
P F s 'dd

ϕ ϕ

ϕϕ

ϕ ϕ
η = =

ϕ
ϕ

ηη

∫ ∫
∫∫

. (3.85) 
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În ipoteza 2 2F F ct.= − =  relaţia devine 
 

r

r

0
g

0

s 'd
s 'd

ϕ

ϕ

ϕ
η =

ϕ
η

∫
∫

. (3.86) 

 
Observaţii 
• Autoblocarea este determinată de valoarea absolută a unghiului de 

presiune, aşa cum rezultă din condiţiile (3.82) şi (3.84). Chiar dacă se respectă 
aceste condiţii, dar unghiul de presiune este apropiat de blα , funcţionarea este 
defavorabilă, cu valori mari ale reacţiunilor şi cu randament redus. De aceea, în 
locul condiţiilor (3.82) şi (3.84) se utilizează condiţia 

 

a blα ≤ α < α  (3.87) 
 

în care aα  este unghiul de presiune admisibil, având următoarele valori 
recomandate: 0 0

a 12 15α = −  pentru un regim de funcţionare greu şi 
0 0

a 25 30α = −  pentru un regim uşor. Pentru faza de coborâre, la mecanismele 
cu cuplă superioară unilaterală, 0 0

a 75 80α = − . 
• Aşa cum am arătat şi în par. 2.2.1.4., dintre cele două cazuri care pot 

interveni în legătură cu calculul forţei de frecare din cupla de translaţie, cazul 
(1) este favorabil. Întradevăr, formulele anterioare arată că, în acest caz, 
reacţiunile sunt mai reduse, iar randamentul şi unghiul de presiune de blocare 
sunt mai mari. Condiţia pentru cazul (1) 

 

B B 0
bk y (s s)
2

= − + < , 
 

extinsă pentru toată faza de ridicare se exprimă astfel 
 

0 B 0

            b h
b bs h y s
2 2

≥⎧
⎪
⎨

+ − ≤ ≤ +⎪⎩

 (

 

Condiţiile (3.88) arată că punctul C 
trebuie să se deplaseze numai în interiorul 
zonei de contact a cuplei de translaţie B 
(Fig.3.36). 

 
 
 
 
 

e
A

s 0

B
b

C h

Fig. 3.36 
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3.5.3. Mecanismul plan cu tachet de rotaţie şi rolă 
 
3.5.3.1. Analiza cinetostatică 
 
Se consideră mecanismul cu cuplă superioară unilaterală din Fig.3.37. 

Se efectuează analiza cinetostatică, în prezenţa frecării, pentru faza de ridicare 
în ipoteza că asupra tachetului acţionează momentul rezistent 2M . 

Reacţiunea din cupla superioară r
12R  se proiectează pe axele sistemului 

de coordonate Axyz, 
 

0 0

0 0

r r r
12x 12 C 0 12 C 0

r r r
12y 12 C 0 12 C 0

R R cos ( ) R sin( ( ))
2

R R sin ( ) R cos( ( ))
2

π⎛ ⎞= α ± ϕ − ψ + ψ + = − α ± ϕ − ψ + ψ⎜ ⎟
⎝ ⎠

π⎛ ⎞= α ± ϕ − ψ + ψ + = α ± ϕ − ψ + ψ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (3.89) 

 

Se scriu ecuaţiile de echilibru pentru elementul 2, 
 

r r
12 32F(2) 0;  R R 0= + =∑  

r
B 12 2 f 32M (2) 0;  BC R M M 0= × + + =∑ . 
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d
A

ω1
n
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1

Bψ +ψ x0
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t
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α
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n
r

vC21

l

t

 
 

Fig. 3.37 
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Din ecuaţia forţelor rezultă 
 

r r r
32 12 21R R R= − = , (3.90) 

 

iar din ecuaţia de momente, după dezvoltări corespunzătoare, se obţine 
 

0

2r
12

C B B

M
R

cos( ) r sin
=

α ± ϕ − ϕA
 (3.91) 

 

Se scriu ecuaţiile de echilibru pentru elementul 1, 
 

r r
21 31F(1) 0;  R R 0= + =∑  

A 12 e f12M (1) 0;  AC R M M 0= × + + =∑  
 

Din ecuaţia de forţe se obţine 
 

r r r
31 21 12R R R= − =  (3.92) 

 

iar din ecuaţia de momente rezultă 
 

0 0

r
e 12 C 0 C A AM R (dcos( ( )) cos( ) r sin )= α ± ϕ − ψ + ψ − α ± ϕ ± ϕA  (3.93) 

 

În toate formulele semnul (+) se aplică dacă viteza unghiulară a camei 
este pozitivă (sens antiorar), iar (-) în caz contrar. 

În ipoteza neglijării forţelor de frecare (
0C A0,  0ϕ = ϕ =  şi B 0ϕ = ) se 

obţin relaţiile: 
 

2r
12

M
R

cos
=

αA
 (3.94) 

2 0
e

M (dcos( ( )) cos )
M

lcos
α − ψ + ψ − α

=
α

A
 (3.95) 

 
 
3.5.3.2. Randamentul, autoblocarea 
 
Randamentul se determină aplicând formula 
 

2 2u

m e 1

MP
P M

− ω
η = − = −

ω
   

 

Având în vedere că 2

1

' ω
ψ = −

ω
 (3.2), se obţine 

 

2

e

M '
M

ψ
η = . (3.96) 
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Cunoscând expresiile pentru eM  (3.93) şi r
12R  (3.91) se ajunge la 

următoarea relaţie de calcul pentru randamentul instantaneu 
 

0

0

C B B

C 0 C A A

( cos( ) r sin ) '
d cos( ( )) cos( ) r s in

α ± ϕ − ϕ ψ
η =

α ± ϕ − ψ + ψ − α ± ϕ ± ϕ

A
A

. (3.97) 

 

Randamentul global se calculează cu o formulă similară cu o formulă 
similară cu (3.86), 

 

r

r

0
g

0

'd
'd

ϕ

ϕ

ψ ϕ
η =

ψ ϕ
η

∫
∫

. (3.98) 

 

Condiţia de evitare a autoblocării ( 0η > ) se formulează astfel 
 

C B Bcos( ) r sin 0α ± ϕ − ϕ >A ,  
 

care conduce la 
 

B
B C

rarccos sin⎛ ⎞α < ϕ − ϕ⎜ ⎟
⎝ ⎠A

 (3.99) 
 

Discuţia privitoare la unghiul de presiune, dezvoltată la mecanismul 
precedent, împreună cu condiţia (3.87) sunt aplicabile şi pentru acest mecanism. 
Pentru unghiul de presiune admisibil se recomandă următoarele valori: 

0 0
a 30 45α = −  pentru un regim de funcţionare greu şi 0 0

a 45 60α = −  pentru un 
regim uşor. 

 
 
3.5.4. Mecanismul plan cu tachet de translaţie şi 

talpă 
 
 
3.5.4.1.    Analiza  cinetostatică 
 
La fel ca la mecanismele studiate anterior, se efectuează analiza 

cinetostatică, în prezenţa frecării, pentru o cursă de ridicare, luând în 
considerare forţa rezistentă 2F  (Fig.3.38). 

Reacţiunea r
12R  este deviată de la normala nn cu unghiul Cϕ  în sensul 

indicat de viteza unghiulară a camei, ω , având proiecţiile pe axele de 
coordonate, 
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r r r
12x 12 C 12 C

r r r
12y 12 C 12 C

R R cos R sin
2

R R sin R cos
2

π⎛ ⎞= ± ϕ = ϕ⎜ ⎟
⎝ ⎠
π⎛ ⎞= ± ϕ = ϕ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∓
   (3.100) 

 

Se scriu ecuaţiile de echilibru pentru elementul 2, 
 

r
2 12 32 f32

r
B 12 f12 r32

F(2) 0;  F R R R 0

M (2) 0;  BC R M M 0

⎧ = + + + =⎪
⎨

= × + + =⎪⎩

∑
∑

 

 

care se prelucrează în modul cunoscut de la mecanismele anterioare 
 

r
12 C 32

r
2 12 C f 32

r
12 C C B 0 C r32

R sin R 0

F R cos F 0

R ((e f )cos (y (s s))sin ) M 0

⎧ ϕ + =
⎪

− + ϕ + =⎨
⎪

+ ϕ − + ϕ + =⎩

∓

∓

 (3.101) 

 

Pentru a determina expresia forţei de frecare f 32F  din cupla B, se 
calculează raportul Bk  din sistemul (3.101) 
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b
r
12
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r32 C
B B 0

32 C

M s ' fk (y (s s))
R tg

+
= = − +

ϕ
∓ . (3.102) 

 

Dacă B
bk
2

≤ , forţa de frecare are expresia 
 

f 32 B 32F R= −μ  
 

care se introduce în sistemul (3.101) şi rezultă 
 

2r
12

C B C

F
R

cos sin
=

ϕ − μ ϕ
. (3.103) 

 

Dacă B
bk
2

> , forţa de frecare se scrie 
 

B
f 32 r32

2F M
b
μ

= − , 
 

iar din sistemul (3.101) se obţine 
 

2r
12

B
C C C B 0 C

F
R 2cos (s ' f )cos (y (s s))sin

b

=
μ

ϕ − + ϕ − + ϕ∓
. (3.104) 

 

Reacţiunile 32R  şi r32M  rezultă, de asemenea, din sistemul (3.101) 
 

r
32 12 CR R sin= ϕ  (3.105) 

r
r32 12 C C B 0 CM R ((s ' f ) cos (y (s s))sin )= − + ϕ + ϕ∓ . (3.106) 

 

Se scriu ecuaţiile de echilibru pentru elementul 1 
 

r r
31 21

r
A 21 e f 31 f 21

F(1) 0;     R R 0

M (1) 0;  AC R M M M 0.

⎧ = + =⎪
⎨

= × + + + =⎪⎩

∑
∑

 

 

Din ecuaţia de forţe se obţine 
 

r r r
31 21 12R R R= − = , (3.107) 

 

iar din ecuaţia de momente se calculează momentul de echilibrare 
 

r
e 12 C C 0 C A AM R ((s ' f )cos (s s)sin r sin )= + ϕ ± + ϕ ± ϕ . (3.108) 

 

În toate formulele semnul de sus se utilizează când viteza unghiulară a 
camei este pozitivă, iar cel de jos când este negativă. 

Uneori, analiza cinetostatică se efectuează ţinând seama numai de 
frecarea din cupla de translaţie. În această ipoteză C C Af 0ϕ = = ϕ = , iar 

Bk → ∞  ceea ce înseamnă că r
12R  se calculează numai cu formula (3.104) care 

se particularizează astfel 
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2r
12

B

F
R

2 s '
1

b

=
μ

−
. (3.109) 

 

În funcţie de r
12R  se obţin şi celelalte reacţiuni 

 

32R 0=  (3.110) 
r

r32 12M R s '= − ⋅  (3.111) 
r

e 12M R s '= ⋅ . (3.112) 
 
 
3.5.4.2. Randamentul, autoblocarea 
 

Calculul randamentului se face cu formula (3.78). Dacă  B
bk
2

≤ , 
 

B C

A
C 0 C A

C

(1 tg )s '
sin(s ' f ) (s s)tg r
cos

− μ ϕ
η =

ϕ
+ ± + ϕ ±

ϕ

 (3.113) 

 

iar dacă B
bk
2

> , 

B
C C B 0 C

A
C 0 C A

C

21 (s ' f )cos (y (s s))sin
b

sin(s ' f ) (s s)tg r
cos

μ⎛ ⎞− + ϕ − + ϕ⎜ ⎟
⎝ ⎠η =

ϕ
+ ± + ϕ ±

ϕ

∓
. (3.114) 

 

În cazul B
bk
2

≤ , condiţia de evitare a autoblocării ( 0η < ) este 
 

B C1 tg 0− μ ϕ >  
 

B Ctg 1μ ϕ < . (3.115) 
 

Dacă B
bk
2

> , condiţia de evitare a autoblocării se formulează astfel 
 

B
C B 0 C

21 (s ' f ) (y (s s))tg 0
b
μ

− + − − + ϕ >  

B
C B 0 C

2 (s ' f ) (y (s s))tg 1
b
μ

+ − − + ϕ < . (3.116) 
 

Pentru cazul în care se consideră numai frecarea din cupla de translaţie, 
condiţia (3.116) devine 
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B2 s ' 1
b

μ
< . (3.117) 

 
Observaţii 

• Mecanismul funcţionează, de regulă, cu B
bk
2

>  deoarece pentru a 

avea B
bk
2

≤ , în toate fazele de funcţionare, ar trebui să se adopte valori foarte 

mari şi nepractice pentru parametrul b. În cazul în care se consideră numai 

frecarea din cupla de translaţie, Bk → ∞  şi, deci, întotdeauna B
bk
2

> . 

• Condiţia de evitare a autoblocării (3.115) este îndepliniţă întotdeauna 
deoarece B 1μ <  şi Ctg 1ϕ < . Expresiile care intervin în condiţiile (3.116) şi 
(3.117) sunt foarte apropiate având în vedere valorile practice ale coeficienţilor 
de frecare. Ca urmare condiţia (3.116) se poate aproxima foarte bine prin 
condiţia (3.117) din care rezultă domeniul în care se poate adopta parametrul b, 

 

Bb 2 s '> μ ⋅ . 
 

Această condiţie, extinsă pentru întreaga fază de funcţionare, are forma 
 

B maxb 2 s '> μ ⋅ , (3.118) 
 

în care maxs '  este valoarea maximă a funcţiei de transmitere s' corespunzătoare 
legii de mişcare utilizate. Trebuie menţionat că parametrul b nu trebuie adoptat 
în apropierea valorii limită (3.118) deoareace aceasta conduce la 
suprasolicitarea mecanismului.  

 
   
3.6. ANALIZA PRECIZIEI 

 
Evaluarea preciziei de funcţionare a unui mecanism cu camă constă în 

determinarea abaterii de poziţie a tachetului în funcţie de abaterile elementare 
ale mecanismului. O abatere elementară specifică mecanismelor cu came este 
abaterea de profil rΔ , care afectează razele profilului real. Celelalte abateri 
elementare se referă la parametri constructivi constanţi. 

Pentru exemplificare se tratează cazul mecanismului plan cu tachet de 
translaţie şi rolă (Fig.3.29). Abaterea de poziţie a tachetului sΔ , asociată 
parametrului s, se calculează cu formula (2.41) adoptată mecanismului 
considerat, 

 

r 4
r 4

s s ss r e r
r e r

∂ ∂ ∂
Δ = Δ + Δ + Δ

∂ ∂ ∂
 (3.119) 
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în care rrΔ  reprezintă abaterea razei profilului real, eΔ  - abaterea 

excentricităţii, iar 4rΔ  - abaterea razei rolei. Derivatele parţiale 
r

s s,  
r e

∂ ∂
∂ ∂

 şi 
4

s
r

∂
∂

 

sunt funcţiile de transmitere ale abaterilor pentru aceiaşi parametri, esenţiale 
pentru calculul abaterii funcţionale sΔ . Vom prezenta modul de determinare a 
acestor funcţii. Folosind notaţiile din par. 3.4.2. şi din Fig.3.29, raza reală rr  se 
poate scrie 
 

i i

2 2
r i 3D 3Dr AD x y= = + , 

 

în care 
i3Dx  şi 

i3Dy  sunt coordonatele punctului iD  în raport cu sistemul fix 

3 3Ax y . Pentru simplificarea relaţiilor se notează 
i3Dx x=  şi 

i3Dy y=  astfel 
încât formula devine 
 

2 2
rr x y= +  (3.120) 

iar derivata 
r

s
r

∂
∂

 se calculează astfel 

2 2

rr r

s ' x ys s 1s ' rr r xx ' yy '
+∂ ∂ ∂ϕ

= ⋅ = =
∂∂ ∂ϕ ∂ +
∂ϕ

. (3.121) 

Coordonatele x şi y se determină cu relaţiile (3.23), care,pentru un 
mecanism cu cuplă superioară unilaterală, au forma 

 

4

0 4

x e r sin
y (s s) r cos

= + α
= + − α

 (3.122) 
 

iar unghiul de presiune α , care intervine în aceste relaţii are expresia 
 

0

s ' earctg
s s

⎛ ⎞−
α = ⎜ ⎟+⎝ ⎠

. (3.21) 
 

Prin derivarea expresiilor (3.122) în raport cu ϕ  se obţin x' şi y', 
 

4

4

x ' r 'cos
y ' s ' r 'sin

= α α
= + α α

 (3.123) 
 

în care 'α  este derivata unghiului α  în raport cu ϕ  
 

0
2 2

0

s"(s s) s '(s ' e)1'
1 tg (s s)

+ − −
α = ⋅

+ α +
. (3.124) 
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În felul acesta rezultă 
r

s ( )
r

∂
ϕ

∂
 ca o funcţie de parametrul ϕ , care 

intervine în formule prin intermediul legii de mişcare caracterizată prin funcţiile 
s( ),  s'( )ϕ ϕ  şi s"( )ϕ . 

Funcţia de transmitere s
e

∂
∂

 se calculează cu ajutorul funcţiei 
r

s
r

∂
∂

 

determinată anterior 
 

r

r

s s r
e r e

∂ ∂ ∂
= ⋅

∂ ∂ ∂
, (3.125) 

 

iar rr
e

∂
∂

 se obţine prin derivarea expresiei (3.120), 
 

r
2 2

x yx yr e e
e x y

∂ ∂
+∂ ∂ ∂=

∂ +
, (3.126) 

 

în care x
e

∂
∂

 şi y
e

∂
∂

 se introduc cu expresiile 
 

4

4

x 1 r cos
e e
y r sin .
e e

∂ ∂α
= + α

∂ ∂
∂ ∂α

= α
∂ ∂

 (3.127) 

 

Derivata unghiului de presiune 
e

∂α
∂

 este 
 

2
0

1 1
e 1 tg s s

⎛ ⎞∂α
= −⎜ ⎟∂ + α +⎝ ⎠

. (3.128) 
 

În mod similar, funcţia 
4

s
r

∂
∂

 se determină cu ajutorul relaţiei 
 

r

4 r 4

s s r
r r r

∂ ∂ ∂
= ⋅

∂ ∂ ∂
, (3.129) 

 

în care se introduce r

4

r
r

∂
∂

 calculat prin derivarea expresiei (3.120) 
 

r 4 4
2 2

4

x yx y
r r r
r x y

∂ ∂
+

∂ ∂ ∂
=

∂ +
. (3.130) 
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La rândul lor, funcţiile 
4

x
r

∂
∂

 şi 
4

y
r

∂
∂

 rezultă prin derivarea expresiilor (3.122) 

4

4

x sin
r
y cos
r

∂
= α

∂
∂

= − α
∂

                      (3.131) 

          
 

Pentru exemplificare, în Fig.3.39 
sunt reprezentate diagramele 

r

s s( ),  ( )
r e

∂ ∂
ϕ ϕ

∂ ∂
 şi 

4

s ( )
r

∂
ϕ

∂
, deter-

minate prin procedeul arătat, pen-
tru un caz concret. 

Pentru alte tipuri de 
mecanisme cu came tratarea este 
asemănătoare. Astfel, în cazul 
mecanismului plan cu tachet de 
rotaţie şi rolă, analiza preciziei 
urmăreşte determinarea abaterii de 
poziţie a tachetului Δψ , care 

conform formulei (2.41) are expresia 
 

r 4
r 4

r d l r
r d l r

∂ψ ∂ψ ∂ψ ∂ψ
Δψ = Δ + Δ + Δ + Δ

∂ ∂ ∂ ∂
, (3.132) 

 

în care ψ , d, l şi 4r  au semnificaţiile cunoscute (par. 3.4.3.). Funcţia 
rr

∂ψ
∂

 se 

determină similar cu funcţia 
r

s
r

∂
∂

 de la mecanismul tratat anterior, pornind de la 

expresiile coordonatelor 
i i3D 3Dx ,  y  şi a unghiului de presiune α  (3.33) specifice 

acestui mecanism. Funcţiile ,  
d l

∂ψ ∂ψ
∂ ∂

 şi 
4r

∂ψ
∂

 se calculează cu ajutorul funcţiei 

rr
∂ψ
∂

 aşa cum s-a procedat pentru funcţiile s
e

∂
∂

 şi 
4

s
r

∂
∂

 la mecanismul precedent. 
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3.7. SINTEZA DIMENSIONALĂ 
 
3.7.1. Formularea generală a problemei 

 
Obiectivul sintezei dimensionale este determinarea parametrilor 

geometrici de bază ai mecanismului. Valorile acestor parametri au consecinţe 
atât asupra funcţionării mecanismului, cât şi asupra formei şi dimensiunilor 
profilului. Adoptarea lor reprezintă rezultatul rezolvării unei probleme de 
optimizare. Dacă parametrii geometrici de bază se notează 1 2 kp ,  p  ... p , 
formularea problemei este următoarea 

 

0 1 2 kF (p ,  p  ... p ) min→  (3.133) 

i 1 2 kf (p ,  p  ... p ) 0    (i=1, n)≤ . (3.134) 
 

Funcţia obiectiv 0F  se poate alege în diverse moduri, după criteriul de 
optimizare adoptat: gabaritul camei legat de consumul de material, randamentul 
mecanismului, momentul de echilibrare maxim, etc. Dacă se ia în considerare 
criteriul minimizării gabaritului, funcţia obiectiv se poate adopta, la 
mecanismele plane, ca fiind egală cu raza maximă a profilului real 

0 r  max 1 2 kF r (p ,  p  ... p )= . În cazul mecanismelor spaţiale, funcţia obiectiv este 
raza medie a cilindrului camei, 1r , care constituie unul dintre parametrii 
geometrici de bază. 

Condiţiile (3.134) constituie restricţiile problemei de optimizare şi pot 
avea caracter funcţional, constructiv sau tehnologic. În cele ce urmează se 
prezintă cele mai importante restricţii care pot interveni într-o astfel de 
problemă. 

 
 
1) Condiţia unghiului de presiune 
 
Aşa cum am arătat în Cap. 3.5., unghiul de presiune trebuie să satisfacă 

condiţia 
 

1 2 k a(p ,  p  ... p ,  )α ϕ ≤ α . 
 

Formulele de calcul, pentru fiecare tip de mecanism, sunt prezentate în 
subcap. 3.4. Deoarece α  depinde, pe lângă parametrii geometrici de bază, de 
unghiul de poziţie al camei ϕ , această condiţie se poate scrie 

 

1 2 k max a(p ,  p  ... p )
ϕ

α ≤ α  
 

sau 

1 1 2 k max af (p ,  p  ... p ) 0
ϕ

= α − α ≤ . (3.135) 
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 Uneori, se impun valori diferite pentru aα  în faza de ridicare - arα  şi în 
faza de coborâre - acα . În acest caz, condiţia (3.135) se scrie separat, pentru 
cele două faze 
 

1r r 1 2 k max ar

1c c 1 2 k max ac

f (p ,  p  ... p ) 0

f (p ,  p  ... p ) 0
ϕ

ϕ

= α − α ≤

= α − α ≤
 (3.136) 

 
2) Condiţia de evitare a subtăierii 
 
În cazul mecanismelor cu rolă şi cuplă superioară bilaterală, pentru 

evitarea subtăierii trebuie îndeplinite condiţiile (3.11) şi (3.12) 
 

ct 1 2 k 4R (p ,  p  ... p ,  ) rϕ >   

ct 1 2 k 4R (p ,  p  ... p ,  ) rϕ < −  
 

care se pot scrie comasat 
 

ct 1 2 k 4R (p ,  p  ... p ,  ) rϕ >  
 

sau sub forma 
 

2 ct 1 2 k min 4f R (p ,  p  ... p ) r 0
ϕ

= − > . (3.137) 
 

În cazul mecanismelor cu cuplă superioară unilaterală intervin condiţiile 
(3.11), 

 

ct 1 2 k 4R (p ,  p  ... p ,  ) rϕ >  (3.138) 

ct 1 2 kR (p ,  p  ... p ,  ) 0ϕ < . (3.139) 
 

Aşa cum rezultă din formulele de calcul ale razei de curbură a profilului 
teoretic (3.26, 3.35) aceasta nu trece niciodată prin zero, dar îşi poate schimba 
semnul trecând prin infinit, aşa cum se observă în Fig.3.26. În consecinţă, 
profilul teoretic, corespunzător unei faze, poate fi integral convex ( ctR 0> ) sau 
poate avea un segment concav ( ctR 0< ) şi unul convex ( ctR 0> ). Având în 
vedere aceste observaţii condiţia (3.138) poate fi scrisă sub forma 

 

2 ct 1 2 k min 4f R (p ,  p  ... p ) r 0
ϕ

= − >  (3.140) 
 

în care ct  minR  este valoarea minimă a razei de curbură pentru intervalul cu 

ctR 0> . Condiţia (3.139) se aplică intervalului cu ctR 0<  şi este, evident, de 
prisos. Condiţia (3.140) poate fi înlocuită cu 
 

2 ct 1 2 k min 4 caf R (p ,  p  ... p ) r R
ϕ

= − ≥  (3.141) 
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unde caR  este o valoare admisibilă pentru raza de curbură a profilului real. În 
felul acesta se evită o formă prea ascuţită a profilului. 

În cazul mecanismelor cu tachet plat, condiţia de evitare a subtăierii 
(3.13) este 

 

cr 1 2 kR (p ,  p  ... p ,  ) 0ϕ >  
 

şi poate fi reformulată astfel 
 

2 cr 1 2 k minf R (p ,  p  ... p ) 0
ϕ

= > . (3.142) 
 

 Dacă raza de curbură crR  este apropiată de zero, profilul prezintă o 
formă aproape ascuţită care are consecinţe nefavorabile în ce priveşte uzura 
suprafeţelor active. De aceea raza de curbură poate fi limitată la o valoare 
admisibilă caR 0> , iar restricţia (3.142) devine 
 

2 cr 1 2 k min caf R (p ,  p  ... p ) R 0
ϕ

= − > . (3.143) 

 
3) Condiţia de portanţă a cuplei superioare 
 
Această condiţie este legată de rezistenţa la solicitarea de contact a celor 

două elemente care formează cupla superioară. Deşi problemele de rezistenţă şi 
durabilitate nu fac obiectul lucrării de faţă, această condiţie nu poate fi neglijată 
deoarece este strâns legată de geometria camei - în formula de calcul a tensiunii 
de contact, σ  [4], intervine raza de curbură a profilului real. 

 

1 2 k a(p ,  p  ... p ,  )σ ϕ ≤ σ  

3 1 2 k max af (p ,  p  ... p ) 0
ϕ

= σ − σ ≤  (3.144) 

 
4) Condiţia de prelucrare cu o sculă de rază dată 
 
În cazul prelucrării profilului interior, raza de curbură reală, în 

intervalul concav, trebuie să fie mai mare, în valoare absolută, decât raza sculei 
sr , 

 

ct 1 2 k 4 sR (p ,  p  ... p ,  ) r rϕ − ≥  

4 ct 1 2 k max 4 sf R (p ,  p  ... p ) (r r ) 0
ϕ

= − − ≤  (3.145) 
 

în care ct  maxR  este valoarea maximă a razei de curbură în intervalul concav 
( ctR 0< ). 

La prelucrarea profilului exterior, raza de curbură reală, în intervalul 
convex, trebuie să fie mai mare decât raza sculei 
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ct 1 2 k 4 sR (p ,  p  ... p ,  ) r rϕ + ≥  

4 ct 1 2 k max 4 sf R (p ,  p  ... p ) (r r ) 0
ϕ

= + − ≥ , (3.146) 
 

în care ct  minR  este minima razei de curbură în intervalul convex ( ctR 0> ). 
 

5) Condiţii de montare 
 
Aceste condiţii se referă la relaţiile dintre dimensiunile camei şi rolei, 

pe de o parte, şi diametrele arborilor pe care se montează, pe de altă parte. Ca 
urmare, raza rolei şi raza minimă a profilului real trebuie limitate inferior, 

 

5 4 4af r r= ≥  (3.147) 

6 r  min raf r r
ϕ

= ≥ . (3.148) 

 
 

* 
 

Rezolvarea problemei de optimizare se efectuează utilizând algoritmi şi 
programe specifice acestui domeniu. Pentru alegerea adecvată a acestora, este 
util să se ţină seama de câteva observaţii legate de caracterul matematic al 
problemei, care se prezintă în continuare. 
1) Problema este neliniară deoarece funcţia obiectiv şi majoritatea 
restricţiilor sunt neliniare. 
2) Funcţia obiectiv, deşi neliniară, are o expresie simplă, uşor de calculat pe 
cale analitică. 
3) Majoritatea funcţiilor care intervin în formularea restricţiilor reprezintă 
valori extreme, în raport cu parametrul ϕ , ale altor funcţii. Calculul lor se 
face, cu unele excepţii, prin procedee numerice iterative. Este preferabil să 
se evite algoritmii de optimizare care utilizează derivatele restricţiilor în 
raport cu parametrii 1 2 kp ,  p  ... p , deoarece acestă operaţie reclamă 
aplicarea succesivă a două procedee iterative. 

În lucrarea [4] se propune un algoritm de optimizare elaborat în aşa fel 
încât să exploateze specificul problemei în vederea simplificării rezolvării şi a 
reducerii timpului de calcul. 

Problema de optimizare prezintă unele particularităţi şi rezolvări 
specifice în funcţie de tipul mecanismului care se proiectează. În cazul 
mecanismelor prevăzute cu tachet cu rolă restricţia legată de unghiul de 
presiune are o mare însemnătate pentru a asigura o bună funcţionare. În cele ce 
urmează se prezintă procedeele de rezolvare a problemei de optimizare, luând în 
considerare această restricţie, pentru câteva mecanisme uzuale. Aceste 
procedee, care au preponderent caracter grafic, sunt cunoscute în teoria 
mecanismelor înainte de dezvoltarea domeniului matematic al optimizării. 
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3.7.2. Mecanismul plan cu tachet de translaţie şi 
rolă 

 
Parametrii geometrici de bază sunt e, 0s  şi 4r  (par. 3.4.2.), iar funcţia 

obiectiv este 
 

2 2
0 0 4 r  max 0 4F (e,  s ,  r ) r e (s h) r= = + + − . (3.149) 

 

Se consideră mecanismul echivalent obţinut prin eliminarea rolei 
reprezentat într-o poziţie oarecare (Fig.3.40).  

Se aplică, în punctul C, vectorul 
vCc =
ω

 corespunzător poziţiei considerate 

şi apoi se rabate acest vector, cu 090 , în 
sensul vietzei unghiulare ω , ajungând în 
poziţia 1Cc . Se poate arăta că unghiul 

1c Aa) , format între dreapta care uneşte 

centrul camei A cu vârful vectorului v
ω

 

rabătut, 1c , şi axa tachetului este unghiul 
de presiune α . Din triunghiul 1Aac  rezultă 

 

1 1
1

0

v eac Cc Catg c Aa tg 
Aa Aa s s

−− ω= = = = α
+

) . 
 

        Pornind de la acest procedeu grafic, 
de determinare a unghiului de presiune, se 
prezintă o metodă de rezolvare a problemei 
de optimizare. 

Se consideră un şir de poziţii succesive ale tachetului în faza de ridicare 

şi în faza de coborâre (Fig.3.41). Pentru fiecare poziţie se reprezintă vectorul v
ω

 

rabătut. Extremităţile acestor vectori se unesc printr-o linie continuă obţinând o 
curbă închisă. Această curbă are două ramuri separate de axa tachetului. Dacă 
ω  are sens antiorar ca în Fig.3.41, ramura din stânga corespunde fazei de 
ridicare, iar cea din dreapta, fazei de coborâre. Se trasează, în continuare dreapta 
( 1R ) tangentă la ramura de ridicare şi înclinată cu unghiul arα  faţă de axa 
tachetului şi dreapta ( 2R ) prin punctul iC , înclinată cu acelaşi unghi ( arα ) în 
sens opus. Dacă centrul camei se adoptă în domeniul unghiular format sub 
dreptele ( 1R ) şi ( 2R ), unghiul de presiune respectă condiţia arα ≤ α , în faza de 

α
ω

3 e

xA 3

0s 

1c

ω
v

C
1

s n

a

α
n y

ω 2

B3
c

                         
                    Fig. 3.40 
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ridicare. Această afirmaţie se 
poate verifica pe baza 
procedeului grafic de 
determinare a unghiului de 
presiune descris anterior. 
Astfel, dacă centrul camei se 
adopţă în punctul A, unghiul 
de presiune maxim este 

 

   1max
α = α  sau 2α , 

iar 

   1 ar 2 ar;  α ≤ α α ≤ α . 
 

În mod similar se 
trasează dreptele ( 1C ) şi 
( 2C ) pentru faza de cobo-
râre. Desigur, în domeniul 
unghiular situat sub aceste 
drepte se respectă condiţia 

acα ≤ α  pentru faza de co-
borâre. Pentru a asigura res-
pectarea ambelor condiţii, se 
defineşte un domeniu admi-
sibil, situat sub cele patru 
drepte, pus în evidenţă în 
Fig.3.41. 

Deoarece în această 
restricţie nu este implicat 
parametrul 4r , funcţia obiec-
tiv se poate reduce la forma 

 

   
0 0 t  max

2 2
0

F (e,s ) r

            e (s h)

= =

= + +
 

 

care reprezintă, evident, raza 
maximă a profilului teoretic. 
Această rază este distanţa 

sAC , de la centrul camei la 
extremitatea superioară a 
cursei. Pentru situaţia din 
Fig.3.41, valoarea minimă 
(optimă) a acestui segment 
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Fig. 3.42 
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se obţine când A se adoptă în 0A , punctul de intersecţie dintre dreptele ( 1R ) şi 
( 1C ). Domeniul admisibil poate avea, în funcţie de valorile ar ac,  α α  şi de 
parametrii care intervin în legea de mişcare şi o altă configuraţie (Fig.3.42). În 
acest caz poziţia optimă a centrului camei 0A  este la intersecţia dreptelor ( 1R ) 
şi ( 2R ). Prin adoptarea punctului 0A  rezultă, implicit, parametrii e şi 0s  
(Fig.3.41, 3.42). Trebuie menţionat că în această construcţie grafică scările 

pentru lungimi şi pentru v
ω

 trebuie să fie egale. 

Pentru determinarea razei rolei 4r  se recomandă relaţia empirică 
 

      4 t  minr (0,3 0,4)r≅ − .                  (3.151) 
 

Cunoscând e, 0s  şi 4r  se verifică şi celelalte restricţii. Dacă se ajunge la 
o restricţie nerespectată se modifică e, 0s  şi 4r  în sensul necesar, având grijă ca 
centrul de rotaţie al camei să rămână în domeniul admisibil. 

 
 
3.7.3. Mecanismul plan cu tachet de rotaţie şi rolă 

 
Parametrii geometrici de bază sunt A , d, 0ψ  şi 4r  (par. 3.4.3.), iar 

funcţia obiectiv are forma 
 

2 2
0 0 4 r  max 0 h 4F ( ,  d,  ,  r ) r d 2 dcos( ) rψ = = + − ψ + ψ −A A A . (3.152) 

 

Ca şi în cazul mecanismului precedent, se prezintă un procedeu grafic 
de opitmizare luând în considerare numai restricţia unghiului de presiune. 

Se consideră mecanismul echivalent obţinut prin eliminarea rolei, într-o 

poziţie oarecare (Fig.3.43). În punctul C se aplică vectorul 
1

vCc =
ω

 în care v  

este viteza punctului C pentru poziţia considerată. Acest vector se rabate cu 090  
în sensul lui 1ω , ajungând în poziţia 1Cc  coliniară cu tachetul BC. Se poate 
arăta că unghiul 1c Aa) , format între dreapta 1Ac , care uneşte punctul 1c  cu 
centrul camei, şi perpendiculara pe tachet Aa este unghiul de presiune α . Din 
triunghiul dreptunghic 1c Aa  rezultă 

 

1
1

Cc Batg c Aa
Aa

+ −
=
A) . (3.153) 

 

Având în vedere că 1ω  şi 2ω  au sensuri contrare, în poziţia considerată, 
segmentul 1Cc  se poate exprima astfel 
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2 2
1

1 1 1

vCc
ω ω

= = = −
ω ω ω

A
A . 

 

În aceste condiţii formula (3.153) devine 
 
 

2
0

1
1

0

1 dcos( )
tg c Aa tg 

dsin( )

⎛ ⎞ω
− − ψ + ψ⎜ ⎟ω⎝ ⎠= = α

ψ + ψ

A
) . (3.154) 

 

Pe baza acestui procedeu de determinare a unghiului de presiune se 
execută o construcţie grafică pentru rezolvarea problemei de optimizare. Se 
reprezintă tachetul într-un şir de poziţii succesive (Fig.3.44) în faza de ridicare 
şi în faza de coborâre, cu lungimea A  adoptată arbitrar. Pentru fiecare poziţie se 

reprezinţă vectorul 
1

v
ω

 rabătut. Aceşti vectori sunt orientaţi în mod diferit 

pentru cele două faze. Când 1ω  are sens antiorar, ca în Fig.3.44, orientarea este 
în sensul BC  pentru faza de ridicare şi în sensul CB  pentru faza de coborâre. În 
extremitatea fiecărui vector se trasează două drepte care formează cu tachetul 

unghiurile ar2
π

− α , pentru poziţiile fazei de ridicare şi ac2
π

− α  pentru coborâre. 

Astfel, pentru poziţia BC (Fig.3.44) cele două drepte sunt ( 1R ) şi ( 2R ). Dacă 

α ψ +ψ
l 2
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centrul camei se adoptă în domeniul unghiular format de aceste drepte, arα ≤ α  
pentru poziţia considerată.         

Se defineşte un domeniu admisibil format prin intersecţia domeniilor 
unghiulare specifice fiecărei poziţii. Dacă centrul camei se adoptă în acest 
domeniu, arα ≤ α  pentru toată faza de ridicare şi acα ≤ α  pentru întreaga fază 
de coborâre. Pentru a obţine poziţia optimă se consideră funcţia obiectiv redusă 
la expresia 
 

2 2
0 0 t max 0 hF ( ,  d,  ) r d 2 d cos( )ψ = = + − ψ + ψA A A . (3.155) 

 

Raza teoretică maximă t  maxr  este distanţa sAC  de la centrul camei A la 
punctul sC  corespunzător poziţiei extreme superioare. Valoarea minimă a 
acestui segment se obţine când A este în vârful 0A , rezultând astfel 

0 0 iA BCψ =)  şi 0d A B= . Dacă lungimea adoptată iniţial pentru A  se schimbă, 
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d se modifică proporţional, iar 0ψ  rămâne nemodificat. Pentru adoptarea razei 

4r  se utilizează relaţia empirică (3.151). 
 
 
3.7.4. Mecanismul spaţial cu camă cilindrică şi 

tachet de translaţie 
 

În cazul acestui mecanism parametrul care trebuie optimizat este raza 
medie a camei cilindrice 1r , care este legată de unghiul de presiune α , prin 
relaţia 

 

 1

s 'tg 
r

α = − . (3.49) 
 

Impunând condiţia aα ≤ α , se obţine 

a
1

s'
tg = tg 

r
α ≤ α  

sau 

1
a

s '
r

tg 
≥

α
. 

 

Această condiţie este satisfăcută pentru orice valoare s '( )ϕ  dacă este 
îndeplinită pentru 

max
s ' , 

 

max
1

a

s '
r

tg 
≥

α
, 

 

iar valoarea optimă (minimă) pentru 1r  este evident 
 

max
1

a

s '
r

tg 
=

α
. (3.156) 
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Capitolul  4 
 

MECANISME CU ROŢI DINŢATE 
 
 
 
 
 
 

4.1. MECANISME ELEMENTARE CU ROŢI DINŢATE 
(ANGRENAJE) 

 
Un mecanism elementar cu roţi dinţate (angrenaj) este format din două 

roţi dinţate cu mişcare de rotaţie în jurul a doua axe cu poziţie relativă 
invariabilă, una antrenând-o pe cealaltă prin acţiunea dinţilor aflaţi succesiv şi 
continuu în contact (STAS 915/2-81). 

         
4.1.1. Suprafeţele şi liniile caracteristice ale roţilor  
          dinţate 

 
 Să considerăm un angrenaj, reprezentat simplificat în Fig.4.1, constituit 
din elementele dinţate 1 şi 2 care se rotesc cu vitezele unghiulare 1ω şi 2ω  în 

jurul unur axe fixe ( )1Δ  şi ( )2Δ . 
       Transmiterea mişcării între cele două 
roţi dinţate conjugate (care angrenează una 
cu cealaltă) se face prin intermediul unei 
cuple superioare formată între două 
suprafeţe F1 şi F2 tangente după o curbă 
(C), numite flancuri. Flancul F1, 
aparţinând roţii 1, ocupă în timpul mişcării, 
un şir de poziţii succesive în raport cu 
elementul 2. Flancul F2 rămâne tangent la 
toate aceste poziţii, deci este înfăşurătoarea 
lor. Analog, flancul F1 este înfăşurătoarea 
poziţiilor succesive ale flancului F2 în 
raport cu roata 1. De aceea flancurile sunt 
denumite suprafeţe de înfăşurare 
reciprocă. În acelaşi timp transmiterea 

(Δ   )21

1ω

1A

1

1(Δ  )

(C)
F1

A2

ω2

(Δ  )
2 2

F2

Fig. 4.1 
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mişcării se poate face prin intermediul axoidelor mişcării relative A1 şi A2. 
Acestea sunt generate de axa instantanee a mişcării relative ( )21Δ , în 

deplasarea sa în raport cu fiecare roată. Poziţia axei instantanee ( )21Δ este 
determinata de raportul de transmitere i12 şi de poziţia relativă a axelor de 
rotaţie, definită prin distanţa dintre axe, a şi prin unghiul dintre axe Σ . Aceşti 
parametri se definesc la rândul lor, conform (STAS 915/2-81). 

• Raportul de transmitere, i12 – raportul dintre viteza unghiulară a roţii 
conducătoare 1 şi viteza unghiulră a roţii conduse 2.  

(*)

1
12

2

i ω
=

ω
    (4.1) 

• Distanţa dintre axe, a – lungimea perpendicularei comune (Fig.4.2.a). 
• Unghiul dintre axe, Σ – cel 

mai mic unghi cu care trebuie rotită 
una dintre axe pentru a fi adusă în 
poziţie de paralelism sau de 
suprapunere cu cealaltă axă, în aşa 
fel încât sensurile de rotaţie ale celor 
două roţi să fie opuse (Fig.4.2.b) 

Axa instantanee ( )21Δ trece 
printr-un punct C situat pe perpen-
diculara comună AB şi constituie 
suportul vitezei unghiulare relative 

21ω  (Fig.4.2 a,b), 
( )21 2 1 2 1ω = ω − ω = ω + −ω . 

Parametrii care definesc poziţia 
acestei axe sunt unghiurile 1δ şi 

2δ formate cu vectorii 1−ω şi 2ω , 
astfel  încât 
 

1 2Σ = δ + δ ,                   (4.2) 
 

şi razele orientate  1r AC= şi 2r CB= . Valorile acestor parametri se calculează 
cu relaţiile (ANEXA 3), 
 
 

1

1−ω

Σ
δ

2δ

21ω

ω1

ω2

B

a

(Δ  )1

2r

(Δ  )

r1 ω21

2

C

1ωA

(Δ   )21

ω2

 
b) 

Fig. 4.2 

a) 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

(*) În cadrul acestui capitol convenim să folosim notaţiile 12 1 2i ,  ,  ω ω  atunci când 

parametrii respectivi sunt scalari fără semn şi 12 1 2i ,  ,  ω ω , când sunt scalari cu semn. 
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1
12

sintg
i cos

Σ
δ =

+ Σ
 (4.3) 

 

12
2

12

i sintg
1 i cos

Σ
δ =

+ Σ
       (4.4) 

 

12
 1 2

12 12

a(1 i cos )r
1 i 2i cos

+ Σ
=

+ + Σ
       (4.5) 

 

12 12
2 2

12 12

a i (cos i )r
1 i 2i cos

⋅ Σ +
= −

+ + Σ
    (4.6) 

 

 Razele  1r  şi 2r  rezultă pozitive dacă au sensul AB şi negative în caz 
contrar. 
 Menţionăm de asemenea două relaţii, utile pentru calculul raportului de 
transmitere, deduse din formulele (4.3) - (4.6),   

2
12

1

sini
sin

δ
=

δ
    (4.7) 

 

2 2
12

1 1

r cosi
r cos

δ
= −

δ
     (4.8) 

 

 Axoidele mişcării relative se numesc, în terminologia angrenajelor, 
suprafeţe de rostogolire şi prezintă o importanţă deosebită pentru studiul 
geometric şi cinematic al roţilor dinţate. Dacă se cunoaşte forma flancului unei 
roţi şi mişcarea relativă, reprodusă cu ajutorul suprafeţelor de rostogolire, se 
poate determina, prin înfăşurare, flancul roţii conjugate. Pe această proprietate 
se bazează definirea geometrică a sistemelor de roţi dinţate cu ajutorul unui 
element dinţat de referinţă. Acesta are o formă particulară, caracterizată 
printr-o geometrie simplă – de obicei flancurile sunt plane. Definirea unei roţi 
dinţate aparţinând sistemului se face din condiţia de angrenare fictivă cu 
elementul de referinţă. În procesul de definire se cunosc suprafeţele de 
rostogolire şi forma flancului elementului de referinţă, rezultând prin înfăşurare, 
flancul roţii care se defineşte. Suprafaţa de rostogolire a roţii dinţate în 
angrenarea ei cu elementul dinţat de referinţă se numeşte suprafaţă de 
divizare. Această suprafaţă este caracteristică şi invariabilă pentru o anumită 
roată considerată izolat şi serveşte la definirea geometrică a elementelor 
danturii. Spre deosebire de suprafaţa de divizare, suprafaţa de rostogolire a unei 
roţi dinţate depinde de parametrii geometrici ai roţii conjugate şi se poate 
modifica în ce priveşte dimensiunile şi chiar forma, odată cu schimbarea roţii 
conjugate. Suprafaţa de rostogolire poate să coincidă cu cea de divizare numai 
în situaţii particulare. 
 Flancurile sunt delimitate de suprafaţa de cap – spre vârful dinţilor şi 
de suprafaţa de picior  - spre fundul golurilor (Fig.4.3). Dacă suprafaţa de cap 
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este în exteriorul celei de picior, roata dinţată are dantură exterioară 
(Fig.4.3a), iar dacă suprafaţa de cap este în interiorul celei de picior, roata are 
dantură interioară (Fig.4.3b).  

  
 Intersecţiile flancurilor cu diverse suprafeţe formează liniile 
caracteristice ale roţii dinţate, după cum urmează. 
 Liniile de divizare ale flancurilor – intersecţiile flancurilor cu 
suprafaţa de divizare (Fig.4.4). În mod analog se definesc liniile de rostogolire 
ale flancurilor, liniile de cap ale flancurilor, etc. 
 Profilul dintelui (golului dintre dinţi) – intersecţia suprafeţelor care 
delimitează dintele (flancurile dintelui şi suprafaţa de cap) sau golul dintre dinţi 
(flancurile golului şi suprafaţa de picior) cu o suprafaţă dată (Fig.4.5). În funcţie 
de această suprafaţă de intersecţie, există mai multe tipuri de profile: 
 Profilul frontal – se obţine când suprafaţa de intersecţie este frontală. 
Suprafaţa frontală este ortogonală la generatoarele suprafeţei de divizare. 
 Profilul normal – se obţine când suprafaţa de intersecţie este normală 
pe dinte sau pe gol. Suprafaţa normală este ortogonală la liniile de divizare ale 
flancurilor dintelui sau golului. 

suprafaţa de cap

suprafaţa de picior

suprafaţa de picior

suprafaţa de cap
 

a)                                      b) 
Fig. 4.3 

linii de divizare
ale flancurilor

flancuri

suprafaţa 
de divizare

    

profil

 
 

Fig. 4.4                                              Fig. 4.5 
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 Profilul axial – se obţine când suprafaţa de intersecţie este un plan care 
conţine axa roţii. 
 
 
 4.1.2. Clasificare angrenajelor 
 
 Angrenajele, precum şi roţile dinţate luate separat, prezintă o mare 
varietate de tipuri şi de forme. Clasificarea lor se face după mai multe criterii, 
după cum se arată în continuare. 
 

 Variaţia raportului de transmitere 
 

Dacă raportul de transmitere instantaneu este constant, axa instantanee a 
mişcării relative este fixă deoarece parametrii de poziţie 1δ (4.3), 2δ (4.4), 

 1r (4.5) şi 2r  (4.6), au de asemeni valori constante. Prin mişcarea relativă de 
rotaţie a acestei axe în raport cu fiecare roată, se generează suprafeţele de 
rostogolire care sunt suprafeţe de revoluţie. Evident, intersecţiile suprafeţelor de 
rostogolire cu plane perpendiculare pe axa roţii, sunt cercuri. Din această cauză 
angrenajele cu raport de transmitere constant se numesc angrenaje 
circulare. 
 Dacă raportul de transmitere instantaneu este variabil, poziţia axei 
instantanee, este de asemenea, variabilă iar suprafeţele de rostogolire nu sunt 
suprafeţe de revoluţie. Angrenajele de acest fel se numesc necirculare. În 
construcţia de maşini, aplicaţiile angrenajelor necirculare sunt foarte reduse. 
Din această cauză, în continuare vom trata numai angrenajele circulare. 
 Raportul de transmitere al angrenajelor circulare, indiferent de tipul lor, 
se calculează cu formula 
 

2
12

1

zi
z

=     (4.9) 
  

în care 1z  şi 2z  reprezintă numerele de dinţi ale roţilor. Formula (4.9) se 
demonstrează simplu. Să presupunem că roata 1 execută o rotaţie completă, cu 
unghiul 1 2ϕ = π . În acest caz, dinţii roţii 1, în număr de 1z , angrenează cu tot 
atâţia dinţi ai roţii 2. Ca urmare roata 2 se roteşte cu unghiul 
 

 1
2

2

z 2
z

ϕ = ⋅ π  
 

 Având în vedere că rotaţiile cu unghiurile 1ϕ  şi  2ϕ se execută în acelaşi 
timp, se poate scrie 
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 1 1 2
12

12 2 1

2

z2i z z2
z

ω ϕ π
= = = =

ω ϕ ⋅ π
 

 

 Poziţia relativă a axelor şi forma suprefeţelor de  
      rostogolire 

 
Poziţia relativă a axelor de rotaţie determină forma suprafeţelor de 

rostogolire, astfel încât aceste criterii trebuie discutate împreună. Conform 
acestui criteriu se pot forma următoarele tipuri de angrenaje. 

 
1) Angrenaje cu axele de rotaţie încrucişate (neparalele şi 

neconcurente) 
În acest caz a 0≠ , 0Σ ≠ , Σ ≠ π . Axa instantanee a mişcării relative are 

o poziţie determinată în spaţiu iar suprafeţele de rostogolire sunt hiperboloizi 
de rotaţie cu o pânză (ANEXA 3) (Fig.4.6.a). 

 
g)                               h) 

Fig. 4.6 

a) b) c)

d) e) f)
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2) Angrenaje cu axele de rotaţie paralele 
În acest caz a 0≠  şi 0Σ = sau Σ = π . Pentru 0Σ =  rezultă 1 2 0δ = δ = , 

iar pentru Σ = π , se obţine 1 0δ = şi 2δ = π . Axa instantanee a mişcării relative 
este paralelă cu axele de rotaţie iar suprafeţele de rostogolire sunt cilindri 
circulari având axele geometrice identice cu axele de rotaţie (Fig.4.6.b, c). 

3) Angrenaje cu axele de rotaţie concurente 
În acest caz a 0= , ceea ce conduce la  1r 0=  şi 2r 0= . Rezultă că axa 

instantanee şi axele de rotaţie sunt concurente în acelaşi punct, iar suprafeţele 
de rostogolire sunt conuri cu axele geometrice identice cu axele de rotaţie şi 
cu vârfurile în punctul de intersecţie al acestora (Fig.4.6.d).  
 În procesul de definire geometrică a roţilor dinţate, interesează şi 
angrenajele particulare, la care una din roţi are suprafaţa de rostogolire plană. 
Aceste roţi sunt utilizate de obicei ca elemente de referinţă. Pentru a pune în 
evidenţă aceste angrenaje să considerăm planul de coordonate 

12 12( ,  i ) ( [0,  ],  i [0, ))Σ Σ∈ π ∈ ∞ - Fig.4.7. 
Fiecare punct din acest plan reprezintă o 
infinitate de angrenaje având aceleaşi valori 
pentru Σ, 12i , 1δ şi 2δ  şi o mulţime de valori 
pentru a [0, )∈ ∞ . Dreptele 0Σ =  şi  Σ = π , 
reprezintă angrenaje paralele, iar restul 
punctelor – angrenaje încrucişate (dacă 
a 0≠ ) sau concurente (dacă a 0= ). 
 Angrenajele cu o suprafaţă de 
rostogolire plană se pot obţine în două 
moduri. 

• Când 1 / 2δ = π  sau 2 / 2δ = π . Să 
presupunem 1 / 2δ = π . Din (4.3) – (4.6) 
rezultă 12 1i cos ,  r a,= − Σ =  şi 2r 0= . Prin 

urmare axa instantanee este perpendiculară pe axa de roţii 1 ( 1 / 2δ = π )şi 
concurentă cu axa roţii 2 ( 2r 0= ). Angrenajul este format dintr-o roată 1, cu 
suprafaţa de rostogolire plană numită roată plană şi o roată 2, cu suprafaţa de 
rostogolire conică. Acest angrenaj poate fi încrucişat (Fig.4.6.e) dacă  a 0≠  sau 
concurent (Fig.4.6.f) dacă a 0= . În planul 12(i ,  )Σ  angrenajele cu roata 1 plană 
se găsesc pe curba (P1) de ecuaţie 12i cos= − Σ  (Fig.4.7). În ipoteza 2 / 2δ = π  se 
obţin angrenaje similare în care roata 2 este plană şi se găsesc pe curba (P2) de 

ecuaţie 12
1i

cos
= −

Σ
. 

 
 

0
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1

i12

2

3

ππ/2
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Fig. 4.7 
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• Când 12i 0=  sau 12i = ∞ . În ipoteza 12i 0= , 1 0ω = şi, deci elementul 
1 are mişcare translaţie purtând denumirea de cremalieră. Din relaţiile (4.3) – 
(4.6) rezultă 1 2 1, 0,  r aδ = Σ δ = = = ∞ . Axa instantanee descrie, în raport cu 
elementul 1, o suprafaţă de rostogolire plană, deoarece cremaliera are mişcare 
de translaţie rectilinie. Roata 2 are suprafaţa de rostogolire cilindrică deoarece 

2 0δ = . Dacă 0Σ ≠ şi Σ ≠ π , angrenajele cu cremalieră sunt spaţiale – cele două 
elemente se deplasează paralel cu plane diferite, (Fig.4.6 g). Dacă 0Σ = sau 
Σ = π , angrenajul este plan (Fig.4.7). În ipoteza 12i = ∞ , se obţin angrenaje 
similare, cu elementul  2 – cremalieră, situate în planul 12(i ,  )Σ , pe dreapta 

12i = ∞ . 
 

 Angrenaje exterioare şi interioare 
 

Angrenajele exterioare se caracterizează prin aceea că suprafeţele de 
rostogolire sunt exterioare una în raport cu cealaltă, iar roţile au dantură 
exterioară. 
 În cazul angrenajelor interioare suprafaţa de rostogolire a uneia dintre 
roţi (care are dantură exterioară) este amplasată în interiorul suprafeţei de 
rostogolire aparţinând celeilalte roţi (care are dantură interioară). 

 Angrenajele exterioare au 1 2
π

δ <  şi 2 2
π

δ < , pe când angrenajele 

interioare au 1 2
π

δ >  sau 2 2
π

δ > . Analizând aceste condiţii pe baza relaţiilor 

(4.3) şi (4.4) se ajunge la concluzia că în domeniul (E) (Fig.4.7), avem 
angrenaje exterioare, iar în domeniul (I), angrenaje interioare. Cele două 
domenii sunt separate de curbele (P1) şi (P2), care reprezintă angrenajele cu o 
suprafaţă de rostogolire plană. Acestea din urmă formează o clasă specială care 
nu poate fi încadrată nici în categoria angrenajelor exterioare, nici în categoria 
angrenajelor interioare. Menţionăm că, deşi teoretic,  angrenajele interioare pot 
avea axe încrucişate, concurente sau paralele, în aplicaţiile practice se utilizează 
numai cele cu axele paralele, (Fig.4.6.b). În planul 12(i ,  )Σ  angrenajele paralele 
exterioare sunt pe dreapta 0Σ = , iar cele interioare, pe dreapta Σ = π . 
Precizăm, de asemenea, că angrenajele exterioare cu axe neparalele (concurente 
sau încrucişate), au în marea lor majoritate a aplicaţiilor practice, axele de 

rotaţie perpendiculare, fiind pe dreapta 
2
π

Σ = . 
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 Forma liniilor de divizare ale flancurilor 
 

1) Roţi dinţate cu dinţi drepţi – liniile de divizare ale flancurilor 
coincid cu generatoarele suprafeţei de divizare. 

2) Roţi dinţate cu dinţi înclinaţi – liniile de divizare ale flancurilor 
sunt elici cilindrice (la roţile cu suprafaţă de divizare cilindrică) sau conice (la 
roţile cu suprafaţa de divizare conică), cu pas constant. 

3) Roţi dinţate cu dinţi curbi - liniile de divizare ale flancurilor sunt 
curbe de diverse forme: arce de cerc, epicicloide alungite, evolvente alungite 
sau scurtate. Dantura curbă se utilizează, practic, numai în cazul roţilor cu 
suprafaţa de divizare conică sau plană. 
 

 Modul de definire geometrică 
 

1) Roţi dinţate cilindrice – au suprafaţa de divizare cilindrică, iar 
elementul de referinţă este o cremalieră. Roţile cilindrice pot forma angrenaje 
paralele sau încrucişate, numite elicoidale. 

2) Roţi dinţate conice – au suprafaţa de divizare conică, iar elementul 
de referinţă este o roată plană. Roţile conice pot forma angrenaje concurente 
sau încrucişate, numite hipoide.  

3) Angrenaje melcate. Angrenajul melcat este un angrenaj încrucişat 
cu axe perpendiculare, ale cărui elemente sunt melcul şi roata melcată.  

Melcul este un element cu dinţi elicoidali dispuşi pe un cilindru. El 
poate fi asimilat cu o roată cilindrică cu dinţi înclinaţi având un număr mic de 
dinţi (1-4). Melcul este elementul de referinţă pentru roata melcată şi este 
definit pe baza procedeului de prelucrare. 

Roata melcată este elementul dinţat conjugat cu melcul, care serveşte 
ca element de referinţă pentru definirea sa. 

 

 Forma profilului frontal 
 

În marea majoritate a aplicaţiilor tehnice, roţile dinţate sunt evolventice 
– profilul frontal are formă de evolventă. În mecanica fină se întrebuinţează şi 
angernaje cicloidale, cu profilul format dintr-un arc de epicicloidă şi un arc de 
hipocicloidă. Se cunosc, de asemenea, angrenajele Wildhaber – Novikov, cu 
profile în formă de arce de cerc. 

 
* 

 În Fig.4.8 sunt reprezentate tipurile principale de angrenaje uzuale, 
indicându-se încadrarea în categoriile de clasificare prezentate. 
 Cele mai simple angrenaje sunt cele cu axe paralele, formate din roţi 
dinţate cilindrice cu dinţi drepţi, care se vor prezenta în continuare. Studiul 
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geometrico-cinematic al acestor angrenje se extinde prin unele echivalenţe şi 
analogii şi asupra celorlalte tipuri de angrenaje. 

 
 
                     a)                                         b)                                      c) 
 

 
                      d)                                 e)                                          f) 

 
                                        g)                                           h) 

 
Fig. 4.8 

 

a) angrenaj cilindric, paralel cu dinţi drepţi; b) angrenaj cilindric, paralel cu
dinţi înclinaţi; c) angrenaj cilindric, paralel, interior, cu dinţi drepţi; d)
angrenaj conic, concurent, cu dinţi drepţi; e) angrenaj conic, concurent, cu
dinţi înclinaţi; f) angrenaj hipoid (format din roţi conice cu axe încrucişate, cu
dinţi curbi); g) angrenaj elicoidal (format din roţi cilindrice, cu axe
încrucişate, cu dinţi înclinaţi); h) angrenaj melcat (încrucişat, format dintr-un
melc şi o roată melcată) 
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4.1.3. Angrenaje paralele formate din roţi dinţate   
          cilindrice cu dinţi drepţi 

 
4.1.3.1. Raportul de transmitere. Legea fundamentală a  
             angrenării 

 
 Angrenajele paralele sunt mecanisme plane, iar proprietăţile lor 
geometrico-cinematice se studiază într-un plan frontal, perpendicular pe axele 
roţilor. 
 În ipoteza că raportul de transmitere este constant (angrenaje circulare), 
suprafeţele de rostogolire sunt cilindri circulari coaxiali cu roţile. Intersecţiile 
lor cu un plan frontal, formează cercurile de rostogolire Cw1 şi Cw2 , care 
reprezintă centroidele mişcării relative. Punctul lor de tangenţă este centrul 
instantaneu al mişcării relative C (Fig.4.9), numit în terminologia angrenajelor, 
punct de rostogolire sau pol al angrenării.  

 Raportul de transmitere al angrenajelor paralele se calculează, desigur, 
cu formula generală (4.9), dar se poate exprima şi în funcţie de razele de 
rostogolire dw1 şi dw2.  

Vitezele periferice C1 1 w1v (d / 2)= ω ⋅ şi C2 2 w 2v (d / 2)= ω ⋅ , sunt egale 
datorită rostogolirii fără alunecare a celor două cercuri, unul peste altul, 
 

 w1 w 2
C1 1 C2 2

d dv v
2 2

= ω ⋅ = = ω ⋅ , 
 

ceea ce conduce la relaţia 
 

C1ω w1
O1

dw2 O2

~ω2 dw2

C Cw2
~ω2

2O

1O
~

dw1

dw1 w1Cω~1 w2C

C

 
                a)                                                     b) 
                                               Fig. 4.9 



 295

w 21 2
12

2 1 w1

dzi
z d

ω
= = =

ω
.  (4.10) 

 

 Deoarece axele de rotaţie sunt paralele, sensurile de rotaţie sunt 
comparabile, astfel încât vitezele unghiulare se pot exprima şi prin scalari cu 
semn 1ω  şi 2ω . În această ipoteză, raportul de transmitere definit prin relaţia 
 

1
12

2

i ω
=

ω
   (4.11) 

 

este, de asemenea, un număr cu semn. Dacă roţile au sensuri de rotaţie opuse, 
aşa cum se întâmplă la angrenajul exterior (Fig.4.9.a), raportul de transmitere 
este negativ, iar expresiile sale de calcul sunt 

w 22
12

1 w1

dzi
z d

= − = − .   (4.12) 

 Dacă roţile se rotesc în acelaşi sens, ca în cazul angrenajului interior 
(Fig.4.9.b), raportul de transmitere este pozitiv 
 

w 22
12

1 w1

dzi
z d

= + = + .   (4.13) 
 

 Existenţa angrenajelor circulare, 
cu raport de transmitere instantaneu 
constant, care se bucură de proprietăţile 
evidenţiate anterior, este determinată de 
forma profilelor frontale. Ne propunem să 
stabilim ce condiţii trebuie să 
îndeplinească aceste profile pentru a 
obţine angrenaje circulare. 
 Se consideră două profile 
conjugate, cu contactul în punctul P 
(Fig.4.10). Aceste profile formează o 
cuplă superioară într-un mecanism plan, 
pentru care se poate scrie ecuaţia de 
viteze, 
 

 
2 1 21P P Pv v v= + , 

 

în care  
2Pv  şi 

1Pv  reprezintă vitezele 

punctelor 2P  şi 1P , aparţinând celor două 
roţi. Vectorul 

21Pv  este viteza relativă de alunecare definită ca viteza puncului 

2P  în mişcarea relativă a roţii 2 în raport cu 1. Viteza relativă, este în acelaşi 
timp, tangentă comună la profilele în contact şi perpendiculară pe dreapta PC, 
care uneşte punctul P cu centrul instantaneu de rotaţie. Aceasta înseamnă că 

1O

1ω~

~ω2
2O

w1C

w2C

C

P

n

n
t

t
Pv 21

wα

 
Fig. 4.10 
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dreapta PC este normală comună la cele două profile în punctul de contact. 
Dacă angrenajele sunt circulare, punctul C este fix  pe linia centrelor 1 2O O , 
deoarece centroidele sunt cercuri cu centrele în 1O  şi 2O . Această concluzie 
permite formularea legii fundamentale a angrenării: 
 Pentru ca raportul de transmitere instantaneu să fie constant este 
necesar ca normala comună în punctul de contact al profilelor să treacă 
printr-un punct fix, situat pe linia centrelor. 
 Dacă profilul unei roţi dinţate este dat, se poate determina profilul 
conjugat, prin înfăşurare, astfel încât să fie respectată legea fundamentală a 
angrenării. Aceasta însemnă că se poate utiliza o infinitate de perechi de profile 
de dinţi. Cu toate acestea, în construcţia de maşini, se folosesc aproape excusiv, 
profilele formate din evolventa cercului, datorită avantajelor pe care le au.  
 În legătură cu procesul de angrenare dintre două profile, se definesc 
următoarele noţiuni. 

• Linie de angrenare – locul geometric (traiectoria) punctului de 
contact. 

• Unghi de angrenare ( wα ) – unghiul format între normala comună în 
punctul de contact şi o dreaptă perpendiculară pe linia centrelor (Fig.4.10). 
 
 
 4.1.3.2. Utilizarea evolventei cercului ca profil de dinte  
 

 Evolventa cercului. Definiţie, ecuaţii, proprietăţi 
 
 Evolventa cercului (*) este curba descrisă de un punct care aparţine 
unei drepte (dreaptă generatoare), care se rostogoleşte fără alunecare peste 
un cerc (cerc de bază). 
 Ecuaţiile evolventei se deduc pe baza Fig.4.11 în care este reprezentat 
cercul de bază bC , dreapta generatoare  PK şi punctul P care descrie evolventa. 
Coordonatele polare ale punctului curent P sunt unghiul θ  şi raza r, care se 
exprimă în funcţie de raza de bază br  şi de unghiul α  format între razele OP şi 

OK. Având în vedere că arcul bP K  şi segmentul PK au lungimi egale deoarece 
se rostogolesc unul peste altul fără alunecare, se poate scrie 
 

 b

 b  b

P K PK tg
r r

θ = − α = − α = α − α . 
 

 
*) În cele ce urmeză se va folosi termenul simplificat evolventă, în loc de evolventa 
cercului 
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 Funcţia tgα − α  se numeşte involută şi se notează invα. La această 
relaţie se asociază expresia razei r dedusă din triunghiul dreptunghic OPK, 
obtinând ecuaţiile parametrice ale evolventei în coordonate polare, 
 

 b

inv
rr

cos

θ = α⎧
⎪
⎨

=⎪ α⎩

  (4.14) 

 

în care parametrul α are semnificaţia menţionată – unghiul dintre raza punctului 
curent P şi raza punctului de tangenţă K, 
a dreaptei generatoare cu cercul de bază. 
 Aplicând relaţiile, 
 

 
x r cos
y rsin ,

= θ
= θ

 
 

se deduc ecuaţiile parametrice în co-
ordonate rectangulare, 
 

 b

 b

x r (cos t t sin t)
y r (sin t t cos t),

= + ⋅

= − ⋅
      (4.15) 

 

în care parametrul t este 
 

 t tg= α + θ = α . 
 
 

 
 Evolventa are o serie de proprietăţi importante în contextul utilizării ei 
ca profil de roată dinţată, pe care le menţionăm în continuare. 

1) Evolventa are două ramuri infinite 1e  şi 2e , separate printr-un punct 
de întoarcere bP , situat pe cercul de bază, 
 2) În ecuaţiile evolventei intervine un singur parametru constant – raza 
de bază  br . Aceasta înseamnă că forma evolventei este determinată numai de 
mărimea cercului de bază. 

 3) Normala la evolventă în P este tangenta la cercul de bază PK sau 
dreapta generatoare, iar centrul de curbură este în punctul de tangenţă K. Pentru 
a demonstra aceste afirmaţii, se calculează panta normalei la evolventă în P 
(A.10), 
 

 n
x '(t)m
y '(t)

= − . 
 

 Derivatele x '(t)  şi y '(t)  rezultă din expresiile (4.15) 
 

 b

b

x '(t) r t cos t
y '(t) r t sin t,

= ⋅

= ⋅
 

 

bC tK

rb

e2

r n
α

O Pb
θ xt

αP

n
e1

y

Fig. 4.11 
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astfel încât se obţine,  
 

 n
1 1m

tg t tg ( + )
= − = −

α θ
. 

 

 Această relaţie arată că normala în P este perpendiculară pe raza OK, 
deci coincide cu tangenta la cercul de bază. Raza de curbură se calculează cu 
relaţia (A.11) 
 

 
( )3/ 22 2

C

x '(t) y '(t)
R

x '(t)y"(t) y '(t)x"(t)

+
=

−
 

 

în care x"(t)  şi y"(t)  sunt 
 

  b

 b

x"(t) r (cos t t sin t)
y"(t) r (sin t t cos t).

= −

= +
 

 

 După efectuarea calculelor se obţine 
 

 C  b  bR r t r tg =PK= = ⋅ α , 
 

care arată că centrul de curbură este în K. 
 Dacă  br  tinde la infinit, adică cercul de bază devine o dreaptă, CR  
tinde, de asemenea, la infinit, deci şi evolventa se transformă într-o dreaptă. 
 4) Cunoscând direcţia normalei la evolventă, se poate da o altă 
interpretare parametrului α - unghiul dintre raza OP şi tangenta la evolventă în 
P. În cazul în care evolventa este utilizată ca profil de dinte, acest unghi se 
numeşte unghi de presiune.  
 Din ecuaţiile (4.14) rezultă că pe cercul de bază ( br r= ), unghiul de 
presiune 0α = . 
 5) Evolventa poate fi generată şi prin înfăşurare. Dacă ataşăm dreptei 
generatoare, o altă dreaptă, perpendiculară pe prima în punctul P, acesta se 
suprapune peste tangenta la evolventă. Astfel, la rostogolirea dreptei 
generatoare peste cercul de bază, dreapta suplimentară înfăşoară evolventa. 
 

 Verificarea legii fundamentale a angrenării în cazul  
      profilelor evolventice 

 
 Se consideră un angrenaj (Fig.4.12), având profilele de forma unor 
evolvente generate cu ajutorul cercurilor de bază b1C  şi b2C , coaxiale cu roţile. 
Normala comună în punctul de contact P trebuie să fie tangentă la ambele 
cercuri de bază. Cum această dreaptă ( 1 2K K ) este fixă, punctul ei de intersecţie 
cu linia centrelor, este de asemenea fix, şi reprezintă punctul de rostogolire C al 
angrenajului. Prin urmare, legea fundamentală a angrenării este respectată. 
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 Linia de angrenare a 
angrenajului evolventic coincide 
cu tangenta comună la cercurile 
de bază 1 2K K , deoarece punctul 
de contact P aparţine permanent 
acestei drepte invariabile. 
Datorită formei rectilinii, linia de 
angrenare se numeşte dreaptă de 
angrenare. 
 Unghiul de angrenare 

wα , este constant, deoarece nor-
mala comună în punctul de con-
tact este fixă. 
 Să considerăm cele două 
profile evolventice, reprezentate 
când punctul de contact concide 
cu punctul de rostogolire C. 
Tangenta comună tt, formează cu 
razele 1O C  şi 2O C  unghiurile de 
presiune ale profilelor pe cercu-
rile de rostogolire. Acestea sunt, 
evident, egale între ele şi egale cu 
unghiul de angrenare wα . 
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n
w2CK2
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b1
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 În sistemul angrenajelor evolventice, un rol important îl are cremaliera 
– elementul dinţat cu mişcare de translaţie. Se poate arăta că profilul cremalierei 
în angrenare cu o roată evolventică este rectiliniu. Să considerăm un astfel de 
angrenaj (Fig.4.13). Normala comună în punctul de contact P, trebuie să fie 
simultan, tangentă la cercul de bază al roţii şi perpendiculară pe profilul 
rectiliniu al cremalierei. Deoarece direcţia profilului cremalierei este invariabilă 
datorită mişcării de translaţie, normala comună este o dreaptă fixă. Desigur, 
punctul ei de intersecţie cu linia centrelor, este de asemenea fix, iar legea 
fundamentală a angrenării este verificată. În acest caz, linia centrelor se 
consideră dreapta care trece prin centrul roţii O, şi este perpendiculară pe 
direcţia vitezei cremalierei. În punctul de rostogolire C, sunt tangente, cercul de 
rostogolire al roţii wC  şi dreapta de rostogolire a cremalierei. 
 Proprietăţile evidenţiate la angrenajul format din două roţi evolventice, 
se regăsesc şi în acest caz. Linia de angrenare este normala comună invariabilă 
CK şi poartă denumirea de dreaptă de angrenare. Unghiul de angrenare este 
constant şi este egal cu unghiul de înclinare al profilului cremalierei în raport cu 
o dreaptă perpendiculară pe direcţia de deplasare, 0α . Unghiul de presiune de 
rostogolire al profilului roţii, este de asemenea, egal cu unghiul 0α . 
 
 

4.1.3.3. Definirea geometrică a roţii dinţate cilindrice cu 
dinţi drepţi 

 

 Cremaliera de referinţă 
 

Cremaliera de referinţă este o cremalieră standardizată (STAS 821-82), 
cu profile rectilinii (Fig.4.14), care serveşte pentru definirea geometrică a roţilor 
dinţate evolventice. Elementele geometrice ale danturii se definesc în raport cu 
dreapta de referinţă. Pe această dreaptă, grosimea dintelui şi lăţimea golului 
dintre dinţi sunt egale. 

p p
0

α
cremaliera generatoare

ρ
0

cremaliera de referinţă

0h
hf0

ha0

  /20   /20

dreapta de picior

dreapta de cap

0

p

dreapta de referinţă

Fig. 4.14 
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Parametrii geometrici ai cremalierei de referinţă sunt: 
• Pasul p0 – distanţa dintre două profile omoloage (de aceeaşi parte a 

dintelui) consecutive, măsurată pe dreapta de referinţă sau pe o dreaptă paralelă 
cu aceasta; 

• Înălţimea dintelui h0 – distanţa dintre dreapta de cap şi dreapta de 
picior; 

• Înălţimea de referinţă a capului dintelui ha0 – distanţa dintre 
dreapta de referinţă şi dreapta de cap; 

• Înălţimea de referinţă a piciorului dintelui hf0 – distanţa dintre 
dreapta de referinţă şi dreapta de picior; 

• Raza de racordare la piciorul dintelui ρ0- raza cercului de racordare 
dintre profilul dintelui şi dreapta de picior;  

• Unghiul de înclinare a profilului α0 – unghiul profilului, format cu o 
dreaptă perpendiculară pe dreapta de referinţă. 

Înălţimea de referinţă a capului a0h , este mai mică decât înălţimea de 
referinţă a piciorului hf0, iar diferenţa dintre ele, 

 

f 0 a0 0h h c− =  
 

se numeşte joc radial.  
 Parametrii geometrici ai cremalierei de referinţă se calculează în funcţie 
de o mărime unică numită modul. Modulul este un parametru standardizat 
(STAS 822-82), cu dimensiune de lungime, măsurat în [mm]. 
 Formulele de calcul ale parametrilor geometrici sunt:   

0p m= π ⋅ , ( 3,141592654)π =    (4.16) 
 

* *
a0 a0 a0h h m,     (h 1)= =      (4.17) 

 

* *
0 0 0c c m     (c 0,25)= =     (4.18) 

 

* *
f 0 f 0 0h (h c ) m= + ⋅      (4.19) 

  

* *
a0 0h (2h c ) m= + ⋅   (4.20) 

 

* *
0 0     ( 0,38)ρ = ρ ρ =   (4.21) 

 

o
0 20α =   (4.22) 

 

 Cremaliera complementară cu cea de referinţă, construită astfel încât 
dinţii acesteia au forma golurilor dintre dinţii cremalierei de referinţă, se 
numeşte cremalieră generatoare. Desigur cele două cremaliere sunt identice 
din punct de vedere al dispunerii profilelor în raport cu dreapta de referinţă. 
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 Parametrii geometrici principali ai roţii dinţate cilindrice 
      exterioare cu dinţi drepţi 

 
Roţile dinţate cilindrice în evolventă formează un sistem şi se definesc 

din condiţia de angrenare fictivă cu cremaliera de referinţă. Angrenajul de 
definire (Fig.4.15), se consideră fără joc între flancuri (profile), şi cu joc radial 
standardizat (c0). Profilele roţii se obţin ca înfăşurătoare ale profilelor rectilinii 
ale cremalierei de referinţă, în mişcarea relativă dintre cele două elemente. 
Geometria roţii depinde de forma cremalierei de referinţă (care a fost descrisă în 
paragraful precedent), de mişcarea relativă dinte cele două elemente şi de 
poziţia cremalierei de referinţă faţă de roată. Mişcarea relativă este determinată 
de rostogolirea cercului de rostogolire al roţii peste dreapta de rostogolire a 
cremalierei. Cercul de rostogolire al roţii în procesul de definire se numeşte 
cerc de divizare. Poziţia cremalierei de referinţă este determinată de distanţa 
dintre dreapta de referinţă şi dreapta de rostogolire, care este tangentă la cercul 
de divizare. Această distanţă se numeşte deplasare de profil (X). Prin 
convenţie, deplasarea se consideră pozitivă dacă dreapta de referinţă este în 
exteriorul cercului de divizare (ca în Fig.4.15), şi negativă dacă îl intersectează. 
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Parametrii geometrici principali ai roţii dinţate se definesc în raport cu 
cercul de divizare şi se exprimă în funcţie de modulul cremalierei de referinţă 
care este şi al roţii, după cum urmează. 
 • Deplasarea de profil, X (definită anterior) 
 

X x m= ⋅   (4.23) 
 

 Parametrul x se numeşte coeficientul deplasării de profil sau 
deplasarea specifică, iar adoptarea sa, pentru cele două roţi ale angrenajului, 
constituie o problemă esenţială a sintezei angrenajului. 

• Pasul de divizare, p – arcul cercului de divizare, limitat de două 
profile omoloage (de aceeaşi parte a dintelui), consecutive. Datorită rostogolirii 
fără alunecare a dreptei de rostogolire a cremalierei peste cercul de divizare al 
roţii, pasul cremalierei se reproduce pe cercul de divizare, 
 

0p p=  
p m     ( =3,141592654)= π ⋅ π   (4.24) 

 

• Diametrul de divizare, d (definit anterior) – rezultă ca raportul dintre 
lungimea cerculei de divizare, z p⋅  (z – numărul de dinţi ai roţii) şi numărul π , 
 

z p z md m z⋅ ⋅ π ⋅
= = = ⋅

π π
 

d m z= ⋅ .  (4.25) 
 

• Înălţimea de divizare a capului dintelui, ha – distanţa radială dintre 
cercul de divizare şi cercul de cap. Din Fig.4.15 se obţine 
 

a f 0 0 a0h h c X h X= − + = +   

( )*
a a0h h x m= + . (4.26) 

 

• Înălţimea de divizare a piciorului dintelui, hf – distanţa radială 
dintre cercul de divizare şi cercul de picior 
 

f a0 0h h c X= + −  

( )* *
f a0 0h h c x m= + − .  (4.27) 

 

• Diametrul de cap, da 
 

a ad d 2 h= + ⋅  

( )*
a a0d z 2 h 2 x m= + ⋅ + ⋅   (4.28) 

 

 • Diametrul de picior, df, 
 

f fd d 2 h= − ⋅  

( )* *
f a0 0d z 2 h 2 c 2 x m= − ⋅ − ⋅ + ⋅  (4.29) 
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• Arcul de divizare al dintelui, s – arcul cercului de divizare limitat de 
profilele unui dinte. În ipoteza că jocul 
dintre profile este nul, arcul dintelui pe 
cercul de divizare (s) este egal cu lăţimea 
golului dintre dinţii cremalierei pe dreapta 
de rostogolire ( w0e ). Din Fig. 4.16 rezultă 
 

0
w0 0

ps e 2X tg
2

= = + ⋅ α   

0s 2x tg m
2
π⎛ ⎞= + ⋅ α⎜ ⎟

⎝ ⎠
.             (4.30) 

 
 

• Arcul de divizare al golului dintre dinţi, e – arcul cercului de 
divizare limitat de profilele unui gol dintre dinţi. Printr-un raţionament similar 
celui expus la determinarea parametrului s, din Fig. 4.16 rezultă 
 

0
w0 0

pe s 2X tg
2

= = − ⋅ α  

0e 2x tg m
2
π⎛ ⎞= − ⋅ α⎜ ⎟

⎝ ⎠
.  (4.31) 

 

• Unghiul de presiune de divizare, 0α - unghiul dintre tangenta la 
profil în punctul situat pe cercul de divizare şi raza acestui cerc. Aşa cum 
rezultă din Fig.4.15 acest unghi este egal cu unghiul de presiune al profilului 
cremalierei de referinţă, 0α . 

• Diametrul de bază, db – diametrul cercului de bază cb, care intervine 
la generarea profilului evolventic. Din triunghiul OKC (Fig.4.15), rezultă 
 

b 0d d cos= ⋅ α  

b 0d mz cos= ⋅ α   (4.32) 
 

 Din cele arătate rezultă că geometria roţii dinţate depinde de trei 
parametri de bază: m, z şi x. 
 • Modulul  m indică mărimea danturii prin intermediul parametrilor p, 
s, e, ah , şi fh . 
 • Numărul de dinţi z, împreună cu modulul m determină mărimea 
roţii, prin itermediul parametrilor d, da, df. 
 • Coeficientul de deplasare x determină forma dintelui. Din (4.32) 
rezultă că diametrul de bază nu depinde de coeficientul de deplasare. Aceasta 
înseamnă că profilele dinţilor cu coeficienţi de deplasare diferiţi, provin din 
aceeaşi evolventă, generată pornind de la un cerc de bază unic, aşa cum se 
observă în Fig.4.17, unde sunt reprezentate trei danturi (un plin şi un gol), având 
acelaşi modul şi trei deplasări diferite. Comparativ cu dintele având deplasare 

α0

0  /2p0  /2p

sw0 e

X

w0
dreapta de 
rostogolire

dreapta de 
referinţă

 
Fig. 4.16 
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zero, dintele cu deplasare pozitivă are 
vârful mai ascuţit şi baza mai lată, iar 
dintele cu deplasare negativă are vârful 
mai gros şi baza mai îngustă. 
 Aceste consideraţii legate de 
forma dintelui au impicaţii legate de 
calculul de rezistenţă al roţii dinţate. 
 
 Observaţii 

1) Definirea roţii dinţate se poate 
face şi din condiţia de angrenare fictivă, 
fără joc radial, cu cremaliera generatoare, 
obţinând evident aceiaşi parametri 
geometrici principali, ca şi în cazul 
folosirii cremalierei de referinţă. În acest 
caz  rezultă şi forma curbei de racordare 

de la piciorul dintelui roţii. Acest lucru nu are o importanţă deosebită, deoarece 
această curbă este determinată de procedeul de prelucrare şi de geometria sculei, 
şi poate fi diferită de cea care rezultă la definirea roţii cu ajutorul cremalierei 
generatoare. 

2) Pentru prelucrarea roţilor dinţate, se foloseşte în principal, metoda 
rulării, care se bazează, ca şi definirea geometrică, pe principiul “imitării” 
angrenării. Scula aşchietoare provine dintr-un element dinţat (cremalieră, roată 
dinţată sau melc). Între sculă şi semifabricat se imprimă o mişcare relativă 
corespunzătoare angrenării dintre cele două elemente. Flancurile roţii rezultă ca 
înfăşurătoare ale suprafeţelor descrise de muchiile aşchietoare ale sculei. 
 

 Parametrii geometrici ai roţii dinţate pe un cerc oarecare 
 
 Se consideră un cerc oarecare, concentric 
cu roata, yC . Ne propunem să determinăm 
diametrul yd , pasul yp , arcul dintelui ys  şi arcul 
golului ye , în funcţie de unghiul de presiune yα . 
 Având în vedere ecuaţia razei unui punct 
curent al evolventei (4.14), se poate scrie 
 

b 0
y

y y

d cosd mz
cos cos

α
= =

α α
.                (4.33) 

  

 Pasul py se exprimă în funcţie de 
diametrul yd , 
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y 0
y

y

d cosp m
z cos

π α
= = π

α
.                              (4.34) 

 

 Pe baza Fig.4.18 se scrie 

( ) ( )

y
y y

y y 0 y

d
s

2
s2 2 2 inv inv .
d

= ϕ

ϕ = ϕ + θ − θ = + α − α
  

 

 Expresiile lui yϕ  şi yd  (4.34), se introduc în formula lui ys , iar d şi s se 
exprimă conform cu (4.25) şi (4.30). Astfel se obţine relaţia pentru arcul 
dintelui, 
 

0 0
y 0 y

y

cos 2x tgs mz inv inv
cos 2z z

α ⋅ απ⎛ ⎞= + + α − α⎜ ⎟α ⎝ ⎠
.    (4.35) 

 

 Arcul golului rezultă pe baza relaţiei 
 

 y y yp s e= + , 
 

înlocuind yp  şi ys , cu expresiile lor, 
 

0 0
y 0 y

y

cos 2x tge mz inv inv
cos 2z z

α ⋅ απ⎛ ⎞= − − α + α⎜ ⎟α ⎝ ⎠
.  (4.36) 

 

 Formulele deduse se pot utiliza, printre altele, pentru a determina arcul 
dintelui pe cercul de cap, as . 
 Din formula (4.33) se deduce unghiul de presiune la nivelul cercului de 
cap aα , 
 

 0
a

a

mzcoscos ,
d

α
α =  

 

care se introduce în relaţia (4.35), obţinând as , 
 

 0 0
a 0 a

a

cos 2x tgs mz inv inv
cos 2z z

α ⋅ απ⎛ ⎞= + + α − α⎜ ⎟α ⎝ ⎠
. 
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4.1.3.4. Angrenajul paralel exterior 
 

 Parametrii geometrici 
 

Parametrii geometrici ai angrenajului sunt unghiul de angrenare ( wα ), 
diametrele de rostogolire ( w1d  şi w 2d ) şi distanţa dintre axele de rotaţie (a) 
(Fig.4.19). 

Formarea angrenajului se face din condiţia absenţei jocului dintre 
flancuri (profile). În această ipoteză, arcul de rostogolire al dintelui roţii 1 
trebuie să fie egal cu arcul de rostogolire al golului roţii 2 

 

w1 w 2s e= . 
 

Această afirmaţie se susţine pe baza Fig.4.19, în care sunt surprinse 
două profile conjugate, când punctul de contact este în C. Dacă admitem că 
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jocul între profile este nul, profilele anti-omoloage cu primele, sunt  de 
asemenea în contact, în punctul P. În procesul de angrenare, punctul de contact 
se deplasează pe linia de angrenare 1 2K ' K '  din poziţia P în poziţia C. În acelaşi 

timp punctul 1M  parcurge arcul 1M C  = sw1, iar punctul 2M  – arcul 2 w 2M C e= . 
Aceste arce sunt egale, fiind parcurse în acelaşi timp cu aceeaşi viteză, deoarece 
aparţin cercurilor de rostogolire. 

Cele două arce se exprimă cu ajutorul formulelor (4.35) şi (4.36), având 
în vedere că unghiurile de presiune de rostogolire sunt egale cu unghiul de 
angrenare (par. 4.1.3.3), w1 w 2 wα = α = α , iar modulul pentru două roţi 
conjugate este acelaşi 1 2m m m= = , 
 

              

0 1 0
1 0 w

w 1 1

0 2 0
2 0 w

w 2 2

cos 2x tgmz inv inv
cos 2z z

cos 2x tg                          mz inv inv
cos 2z z

⎛ ⎞α ⋅ απ
+ + α − α =⎜ ⎟α ⎝ ⎠

⎛ ⎞α ⋅ απ
= − − α + α⎜ ⎟α ⎝ ⎠

 

 

 Din această ecuaţie se obţine unghiul de angrenare wα , prin intermediul 
funcţiei involută 
 

1 2
w 0 0

1 2

x xinv inv 2 tg
z z

+
α = α + α

+
.   (4.37) 

 

 Diametrele de rostogolire se determină cu formula (4.33), 
 

0
w1 1

w

0
w 2 2

w

cosd mz
cos
cosd mz
cos

α
=

α
α

=
α

  (4.38) 

  

 În fine, distanţa dintre axe, rezultă în funcţie de diametrele de 
rostogolire, 
 

 w1 w 2d da
2 2

= +  

 0 1 2

w

cos z za m
cos 2

α +⎛ ⎞= ⎜ ⎟α ⎝ ⎠
.        (4.39) 

 

 Lungimea 0a , definită ca suma razelor de divizare, 
 

1 2
0

z za m
2
+⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
,    (4.40) 

 

se numeşte distanţa dinte axe de referinţă. 
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 Diferenţa ( 0a a− ) se numeşte modificarea distanţei dintre axe, iar 
raportul, 
 

 0 01 2

w

a a cosz zy 1
m 2 cos

⎛ ⎞− α+⎛ ⎞= = −⎜ ⎟⎜ ⎟ α⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 

este  coeficientul modificării distanţei dintre axe. Distanţa dintre axe se poate 
exprima în funcţie de 0a  şi y, 
 

0a a my= + . (4.42) 
 

 Angrenarea cu joc radial standardizat 
 
Formarea angrenajului din condiţia eliminării jocului dintre profile 

neglijează condiţia de a realiza un joc radial de valoare standardizată, c0. Pentru 
a rezolva această problemă, se calculează din nou distanţa dintre axe (ax), pe 
baza acestei condiţii. Urmărind schema angrenajului din Fig.4.20, rezultă 

 

a1 f 2
x 0

d da c
2 2

= + + . 
 

 Înlocuind da1, df2 şi c0 cu expresiile lor, se obţine 
 

( ) ( )1 2
x 1 2 0 1 2

z za m m x x a m x x
2
+

= + + = + + .   (4.43) 
 

 Analiza relaţiilor (4.42) şi (4.43) arată că xa a≥ (ANEXA 4). Prin 
urmare, montarea roţilor la distanţa dintre axe, calculată cu formula (4.42), 
conduce la micşorarea jocului radial în raport cu valoarea 0c . Pentru a obţine 
valoarea necesară, se operează o reducere a înălţimii capului de divizare al 
dintelui, pentru ambele roţi, cu lungimea, 
 

 ( ) ( ) ( )x 0 1 2 0 1 2a a a x x m a ym m x x y− = + + − + = + − . 
 

 În felul acesta, parametrii ha1, ha2, da1, şi da2 se recalculează în raport cu 
valorile stabilite la definirea roţii, 
 

( ) ( )*
a1 a0 1 1 2h m h x m x x y= + − + −  

( )
( )

*
a1 a0 2

*
a 2 a0 1

h m h x y

h m h x y

⎧ = − +⎪
⎨

= − +⎪⎩
                          (4.44) 

  

a1 1 a1d z m 2h= +   

( )
( )

*
a1 1 a0 2

*
a 2 2 a0 1

d m z 2h 2x 2y

d m z 2h 2x 2y

⎧ = + − +⎪
⎨

= + − +⎪⎩
   (4.45) 
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Angrenajele cu 1 2x x 0= =  se numesc 
angrenaje zero sau nedeplasate, iar angrenajele 
cu 1 2x x 0+ = , se numesc zero deplasate. În 
ambele cazuri se înregistrează w 0 ,α = α  

w1 1d d ,=  w2 2 0 xd d ,  a a a= = = şi y = 0. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
4.1.3.5. Angrenajul paralel interior 

 
 Aşa cum am arătat (par. 4.1.2), angrenajele interioare sunt formate 
dintr-o roată cu dantură exterioară şi o roată cu dantură interioară, şi au o 
utilizare practică mult mai redusă decât angrenajele exterioare. În cele ce 
urmează se vor pune în evidenţă particularităţile angrenajului interior, urmărind 
aceeaşi problematică pe care am prezentat-o la cel exterior. 
 Roata dinţată interioară se defineşte în acelaşi mod ca şi roata 
exterioară, pe baza cremalierei de referinţă, inversându-se dinţii cu golurile 
dintre dinţi. Două roţi, una cu dantură exterioară şi cealaltă cu dantură 
interioară, având aceleaşi valori pentru m, z, şi x, au acelaşi cerc de divizare, iar 
profilele lor sunt congruente (Fig.4.21). Cercul de cap al unei roţi, nu se 
suprapune însă pe cercul de picior al celeilalte, între ele fiind distanţa radială c0. 
 Parametrii geometrici principali ai roţii cu dantură interioară se definesc 
în acelaşi mod ca şi cei ai roţii cu dantură exterioară, iar expresiile pentru X, p, 

0α  şi db rămân neschimbate. Ceilalţi parametri se calculează cu formulele care 
urmează, deduse pe baza Fig.4.21. 
 

 ( )*
a a 2 f1 0 a0h h h c h x m= = − = −        (4.46) 

 ( )* *
f f 2 a1 0 a0 0h h h c h c x m= = + = + +       (4.47) 

 ( )*
a a 2 a a0d d d 2h z 2h 2x m= = − = − +       (4.48) 

 ( )* *
f f 2 f a0 0d d d 2h z 2h 2c 2x m= = + = + + +     (4.49) 
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 2 1 0s s e 2xtg m
2
π⎛ ⎞= = = − α⎜ ⎟

⎝ ⎠
       (4.50) 

 2 1 0e e s 2xtg m
2
π⎛ ⎞= = = + α⎜ ⎟

⎝ ⎠
       (4.51) 

 

  
Dintre parametrii definiţi pe un cerc oarecare, diametrul (dy) şi pasul (py) au 

aceleaşi expresii, iar formulele pentru sy şi ey (4.35, 4.36) se inversează. 
 În aceste condiţii, unghiul de angrenare, wα  (Fig.4.22), dedus din 
condiţia absenţei jocului dintre profile, este 
 

 2 1
w 0 0

2 1

x xinv inv 2 tg
z z

−
α = α + α

−
,      (4.52) 

în care x1 şi z1 se referă la roata cu dantură exterioară, iar x2 şi z2 – la roata cu 
dantură interioară. Diametrele de rostogolire se calculează cu aceleaşi formule 
(4.38), astfel încât distanţa dintre axe (Fig.4.22) are expresia 
 

 w 2 w1 02 1

w

d d cosz za m
2 2 2 cos

α−
= − =

α
,      (4.53) 

care se poate pune şi sub forma cunoscută 
 

0a a my= + ,  
    

în care 
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2 1
0

z za m
2
−⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
,              (4.54) 

02 1

w

cosz zy 1
2 cos

⎛ ⎞α−⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟ α⎝ ⎠⎝ ⎠
.   (4.55) 

  

Distanţa dintre axe, ax, calculată din condiţia angrenării cu joc 
standardizat, rezultă 

 

 ( )a1f 2
x 0 0 2 1

dda c a m x x
2 2

= − − = + − .      (4.56) 

 Deoarece xa a≥ , înseamnă că angrenajul montat fără joc între profile, 
are joc radial mai mare decât cel standardizat. Pentru a-l aduce la valoarea 
standardizată, ar trebui operată o majorare a înălţimii dinţilor, care nu se aplică 
pentru că nu conferă avantaje în funcţionare. 
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4.1.3.6. Formarea şi întreruperea contactului dintre 
dinţi. Continuitatea angrenării 

 
 Fenomenul de angrenare se produce prin contactul succesiv al 
perechilor de profile conjugate. Ne propunem să analizăm procesul de formare 
şi de întrerupere a contactului şi implicaţiile sale asupra funcţionării 
angrenajului, considerând un angrenaj exterior compus din roata conducătoare 1 
şi roata condusă 2 (Fig.4.23). Aşa cum am arătat, locul geometric al punctului 
de contact este dreapta de angrenare 1 2K K  (par. 4.1.3.2.). Pe de altă parte, 
contactul poate avea loc numai în zona în care există profile materializate. 
Aceasta este limitată de cercurile de cap a1c  şi a 2c , având forma de lentilă. Ca 
urmare poziţiile limită ale punctului de contact se găsesc la intersecţia dreptei de 
angrenare cu cele două cercuri de cap. Contactul se formează în punctul A, aflat 
la intersecţia dreptei de angrenare cu cercul de cap al roţii conduse a 2c , şi se 
întrerupe în punctul E – intersecţia dreptei de angrenare cu cercul de cap al roţii 
conducătoare, a1c . Segmentul g AE= , pe care se produce contactul efectiv se 
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numeşte segment de angrenare. Segmentele AC şi CE se numesc segment de 
intrare în angrenare, respectiv segment de ieşire din angrenare. Lungimea 
segmentului de angrenare rezultă pe baza Fig.4.23, 
 

( ) ( )1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 1 2g AE K K K K K A K K K E K A K E K K= = − − − − = + − . 

 2 2 2 2
a1 b1 a 2 b2 wg r r r r a sin= − + − − α ,     (4.57) 

 

în care a este distanţa dintre axe, 
 

 w1 w 2a r r= + . 
 

 Se observă, că pe profilul roţii conducătoare 1, contactul se formează în 
zona piciorului dintelui şi se deplasează până la nivelul cercului de cap, iar pe 
profilul roţii conduse 2, contactul se formează pe cercul de cap şi se deplasează 
înspre piciorul dintelui. Profilele AAa1 şi EEa2, care participă la angrenare, se 
numesc profile active, iar profilele AAf1 şi EEf2, care nu participă la angrenare, 
se numesc profile inactive. Desigur, profilele inactive nu este necesar să fie 
evolventice. Razele punctelor care delimitează cele două feluri de profile se 
numesc raze active. În cazul roţii 1, raza activă rac1 este raza punctului A, 
 

 ( )22 2 2
ac1 A b1 1 b1 1 2 2r r r K A r K K K A= = + = + −  

 

 ( )2
2 2 2

ac1 b1 w a 2 b2r r a sin r r= + α − − .      (4.58) 
 

 În cazul roţii 2, raza activă ac2r  este raza punctului E, 
 

( )2
2 2 2

ac2 E b2 w a1 b1r r r a sin r r= = + ⋅ α − −  (4.59) 
 

Trebuie menţionat că segmentul de angrenare se poate exprima şi în 
funcţie de razele active, 
 

 1 2 1 2g K K K A K E= − −  

 2 2 2 2
w ac1 b1 ac2 b2g a sin r r r r= α − − − − .      (4.60) 

 

 Arcul parcurs de un punct aparţinând cercului de rostogolire, din 
momentul formării până în momentul întreruperii contactului, se numeşte arc 
de angrenare. Arcele de angrenare ale celor două roţi sunt egale deoarece sunt 
parcurse cu aceeaşi viteză (viteza periferică a cercurilor de rostogolire), în 
aceeaşi perioadă de timp. Având în vedere că în Fig.4.23 este surprinsă aceeaşi 
pereche de profile conjugate în momentul formării contactului, în A, şi în 
momentul întreruperii sale, în E, arcele de angrenare sunt 
 

 w1 w 2w1 w 2A E A E= . 
 

 Lungimea arcului de angrenare se determină pe baza observaţiei că raza 
oricărui punct al roţii, se roteşte între cele două momente, cu acelaşi unghi.  
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 Deci 
 

 w1 1 w1 b1 1 b1A O E A O E= , 
 

şi w1 b1w1 b1

w1 b1

A E A E
r r

= . 
 

 Arcul b1 b1A E  este egal cu segmentul de angrenare g AE= , deoarece se 
rostogolesc unul peste altul, când se generează evolventele Ab1Aa1 şi Eb1E, şi 
prin urmare, 
 

 w1
w1 w1

b1 w

r gA E g
r cos

= =
α

.       (4.61) 
 

 Raportul dintre arcul de angrenare şi pasul de rostogolire se numeşte 
grad de acoperire (ε) 
 

 
w w 0 b

g g g ,
p cos mcos p

ε = = =
α π α

     (4.62) 
 

în care pb este pasul pe cercul de bază – acelaşi pentru ambele roţi. 
 Pentru a asigura continuitatea angrenării este necesar, ca în momentul 
întreruperii contactului unei perechi de profile în E, perechea următoare să fie în 
angrenare. Să presupunem că această pereche se află în contact în punctul B. 
Arcele w1 w1B E  şi  w 2 w 2B E , reprezintă pasul de rostogolire pw. Rezultă că 

angrenarea este continuă dacă arcul de angrenare w1 ww1A E p>  sau 1ε > . 
Practic, limita gradului de acoperire se adoptă mai mare decât unitatea, pentru a 
lua în considerare abaterile de la valoarea teoretică, cauzate de imprecizie şi 
deformaţii, ( )1,1 1,3ε ≥ ÷ . Este util de precizat semnificaţia valorii gradului de 
acoperire care rezultă din calcul, de regulă, fracţionară. În momentul formării 
contactului în A, de către o pereche de profile, perechea anterioară este în 
contact în D, astfel încât w1 w 2 ww1 w 2A D A D p= = . Urmărind procesul de 
angrenare, constatăm că atunci când pe segmentul AB se află o pereche de 
profile în contact, pe segmentul DE se află de asemenea, o pereche de profile în 
angrenare, deci angrenarea este bipară. Când contactul se produce pe 
segmentul BD, angrenarea este monopară. Calculând arcele 

( )w1 w1w1 w1A B D E+  şi w1 w1B D , raportate la pasul de rostogolire, se ajunge la 

următoarea interpretare. Angrenarea monopară se desfăşoară pe un arc egal cu 
( )2 − ε  din pasul de rostogolire, iar cea bipară pe un arc egal cu ( )2 1⋅ ε −  din 
pasul de rostogolire. De exemplu, dacă 1,23ε = , angrenarea monopară se 
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desfăşoară pe un arc egal cu ( ) w w2 p 0,77 p− ε ⋅ = ⋅  (77% din pw), iar angrenarea 
bipară, pe un arc egal cu ( ) w w2 1 p 0,46pε − =  (46% din pw). 
 În cazul angrenajului interior (Fig.4.24), intervin aceleaşi noţiuni legate 
de formarea şi întreruperea contactului şi de continuitatea angrenării, cu 
deosebirea că unele formule de calcul se modifică. Astfel, segmentul de 
angrenare se determină astfel, 
 

 1 2 1 2g AE K K K E K A= = + −  
 

 2 2 2 2
w a1 b1 a 2 b2g a sin r r r r= α + − − − .      (4.63) 

 

în care w 2 w1a r r= − . 

 Razele active se calculează cu formulele 
 

 ( )22 2 2
ac1 A b1 1 b1 2 1 2r r r K A r K A K K= = + = + −  

 

 ( )2
2 2 2

ac1 b1 a 2 b2 wr r r r a sin= + − − α .          (4.64) 
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 ( )22 2 2
ac2 E b2 2 b2 1 2 1r r r K E r K K K E= = + = + +  

 

 ( )2
2 2 2

ac2 b2 w a1 b1r r a sin r r= + α + − .      (4.65) 

 Aspectele legate de gradul de acoperire rămân neschimbate în raport cu 
angrenajul exterior, atât în ce priveşte relaţiile de calcul, cât şi în ce priveşte 
interpretarea rezultatelor. 
 
 

4.1.3.7. Fenomenul de interferenţă 
 
Interferenţa în angrenare este fenomenul de pătrundere, teoretică, a unui 

dinte în dintele conjugat. Deoarece această pătrundere nu este posibilă datorită 
rigidităţii flancurilor, se produce o funcţionare incorectă, însoţită de vibraţii şi 
zgomot, sau chiar blocarea angrenajului, dacă fenomenul este pronunţat. 

În cazul angrenajelor exterioare există două tipuri de interferenţă – 
primară şi secundară. 

Interferenţa primară se înregistrează dacă angrenarea tinde să se 
producă în afara segmentului K1K2, limitat pe dreapta de angrenare, de punctele 
de tangenţă cu cercurile de bază. Se consideră angrenajul din Fig.4.25, cu 
evolventele e1 şi e2 materializate ca profile de dinţi. Să presupunem că sensurile 
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de rotaţie ale roţilor sunt ca în Fig. 4.25, astfel încât punctul de contact se 
deplasează pe dreapta de angrenare în sensul K2K1. Când acest punct se află în 
P, în interiorul segmentului K1K2, angrenarea se produce corect, iar contactul se 
deplasează pe profilul e1 spre cercul de bază. Când punctul de contact ajunge în 
K1, acest punct este pe cercul de bază cb1 şi constituie punct de întoarcere pentru 
evolventa e1. În această poziţie angrenarea profilelor e1 şi e2, este totuşi posibilă. 
Dacă angrenarea continuă în afara segmentului K1K2, punctul de contact 
ajungând în Q, evolventa e2 înfăşoară ramura 1e ' , fiind tangentă cu aceasta, iar 
profilele materializate e1 şi  e2 se intersectează în punctul S. Astfel are loc 
fenomenul de interferenţă, care împiedică angrenarea corectă a profilelor e1 şi 
e2. Pentru evitarea interferenţei, cercurile de cap ale roţilor nu trebuie să 
depăşească punctele K1 şi K2, fiind limitate de cercurile ca1lim şi ca2lim, (Fig.4.25). 
După cum am arătat (par. 4.1.3.6), intersecţiile cercurilor de cap cu dreapta de 
angrenare delimitează segmentul de angrenare AE (Fig.4.23), iar razele 
punctelor A şi E sunt razele active ac1 Ar r=  şi ac2 Er r= . Poziţiile limită ale 
punctelor A şi E, pentru evitarea interferenţei, sunt K1 şi K2, când razele active 
devin egale cu razele de bază. Deci condiţiile pentru evitarea interferenţei se pot 
formula astfel 

 

ac1 b1r r≥           (4.66) 

ac2 b2r r≥           (4.67) 
 

 Dacă se ţine seama de expresiile razelor active (4.58), (4.59), aceste 
condiţii se pot scrie 
 

 2 2
a 2 b2 wr r a sin− ≤ α          (4.68) 

 

 2 2
a1 b1 wr r a sin− ≤ α         (4.69) 

 

 Efectuând substituţiile corespunzătoare, se poate observa că relaţiile 
(4.68) şi (4.69) nu depind de modul, ci 
numai de numerele de dinţi (z1, z2) şi 
de coeficienţii de deplasare (x1, x2). 
Astfel, dacă x1 şi x2 au valori date, se 
poate stabili un domeniu admisibil în 
planul de coordonate Oz1z2. În Fig.4.26 
se indică acest domeniu (cel 
nehaşurat), pentru cazul x1 = x2 = 0. 
 Se observă că numerele de 
dinţi sunt limitate inferior. Numărul 
minim de dinţi ai unei roţi depinde de 
numărul de dinţi ai roţii conjugate şi 
creşte puţin cu acesta. Dacă roţile sunt 
egale 1 2(z z )= , se obţine minz 12≅  
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(punctul de intersecţie al celor două curbe). Dacă unul dintre numerele de dinţi 
tinde la infinit, numărul minim de dinţi ai roţii conjugate este minz 17= . Această 
valoare se confirmă prin analiza directă a angrenajului roată dinţată – cremalieră 
(Fig.4.27). Evitarea interferenţei se obţine când dreapta de cap a cremalierei 
intersectează dreapta de angrenare în interiorul segmentului CK. Pentru aceasta, 
trebuie satisfăcută condiţia, 
 

 ac A br r r= ≥ ,         (4.70) 
 

întâlnită şi la angrenarea dintre două roţi. 
 

 2 2
ac br r AK= + , 

 

ceea ce conduce la  AK 0≥ . 
 Calculând segmentul AK, 

 
*

a0 a0
0 0

0 0

h X h xd zAK CK CA sin m sin
2 sin 2 sin

⎛ ⎞− −
= − = α − = α −⎜ ⎟α α⎝ ⎠

, 

se obţine condiţia finală 

 
( )*

a0
min2

0

2 h x
z z

sin

−
≥ =

α
.        (4.71) 

 Pentru *
a0h 1= , 0 20α =  şi x = 0, rezultă z = 17,097 adică zmin = 17. 

Dacă roata mică a unui angrenaj are z 17≥ , se asigură funcţionarea fără 
interferenţă, pentru orice număr de dinţi ai roţii conjugate. Dacă se ţine seama 
de existenţa, în condiţii practice, a jocului dintre flancuri şi de faptul că o 
interferenţă uşoară se poate admite, numărul minim de dinţi se poate reduce la 
valoarea zmin  = 14. 
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 Formula (4.71) se poate folosi şi pentru calculul coeficientului de 
deplasare necesar, în condiţiile în care numărul de dinţi este dat, 

 
2

0zsinx 1
2

α
≥ − . 

 Deoarece 2
0

2 17
sin

≅
α

, această condiţie se poate scrie, 

 17 zx
17

−
≥ .         (4.72) 

În cazul angrenajului interior, interferenţa se produce atunci când cercul 
de cap al roţii interioare Ca2 (Fig.4.24), intersectează dreapta de angrenare în 
interiorul segmentului K1K2. Prin urmare, segmentul de angrenare AE trebuie să 
fie în afara segmentului K1K2. Acest lucru se obţine dacă este respectată 
condiţia, 

 

ac1 A b1r r r= ≥ .         (4.73) 
 

Având în vedere expresia razei active rac1 (4.74), această condiţie 
devine, 

2 2
a 2 b2 wr r a sin− ≥ α .        (4.74) 

 

 Ca şi la angrenajul exterior, 
se poate stabili un domeniu admisibil 
pentru condiţia (4.74), în sistemul de 
coordonate 1 2Oz z , adăugând şi 
condiţia, normală pentru angrenajul 
interior, 2 1z z≥ . În Fig.4.28 este 
trasat acest domeniu pentru cazul 

1x 0= , x2 = 0.  
 Se observă că z1 este limitat 
inferior de o curbă care porneşte din 
punctul de coordonate 1 2z z 33= ≅  
şi tinde asimtotic la valoarea 

1z 17≅ , când 2z  tinde la infinit 
(roata 2 devine cremalieră). 

Interferenţa primară poate 
interveni şi la prelucrarea roţii dinţate, care reproduce angrenarea dintre 
elementul dinţat sculă şi roata prelucrată. În acest caz, scula pătrunde în dintele 
roţii, eliminând o parte din profilul său. Condiţiile de evitare a intrferenţei la 
prelucrare sunt similare cu cele stabilite pentru evitarea interferenţei la 
angrenare. Dacă ne referim la procedeul de prelucrare cu o sculă care provine 
dintr-o roată dinţată (cuţit roată) şi notăm roata care se prelucrează cu 1 şi scula 
cu 2, se pot face următoarele observaţii. Dacă nu este verificată condiţia (4.66), 
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se produce eliminarea unui segment din profilul evolventei, situat la baza 
dintelui, iar fenomenul se numeşte subtăiere (Fig.4.29). Dacă nu este 
îndeplinită condiţia (4.67), este afectat profilul în zona de cap, iar fenomenul se 
numeşte retezare. La prelucrarea cu o sculă care provine dintr-o cremalieră 
(cuţit pieptene), poate interveni numai subtăierea, când nu este verificată 
condiţia (4.70). Trebuie menţionat că subtăierea, care este defectul cel mai 
frecvent, poate influenţa funcţionarea angrenajului. Când raza de început a 
subtăierii rs (Fig. 4.28), este mai mare decât raza activă ( )s acr r> , aceasta 
conduce la micşorarea segmentului de angrenare şi a gradului de acoperire. În 
acest caz calculul segmentului de angrenare se face cu formula (4.60), în care 
rac1 se înlocuieşte cu rs1, dacă s1 ac1r r> , iar rac2 se înlocuieşte cu rs2  dacă 

s2 ac2r r> . De regulă, subtăierea este admisă, dacă nu afectează gradul de 
acoperire, adică se respectă condiţiile s1 ac1r r≤ şi s2 ac2r r≤ . Razele rs1 şi rs2 se 
determină din analiza procesului de prelucrare şi depind de tipul şi de 
caracteristicile geometrice ale sculei [26, 35]. 

Interferenţa secundară se produce când intervine contactul între capul 
dintelui unei roţi şi profilul de racord, neevolventic, de la baza dintelui roţii 
conjugate. Acest fenomen se poate produce numai dacă profilul de racord 
depăşeşte cercul de bază şi afectează evolventa (Fig. 4.30). În felul acesta, 
profilul dintelui este format din două segmente: profilul util, de formă 
evolventică, şi profilul de racord – neevolventic. Raza cercului cere separă 
cele două profile se numeşte rază utilă – ru. Interferenţa secundară este evitată, 
dacă este verificată condiţia: 

 

ac ur r≥ ,         (4.75) 
 

pentru ambele roţi ale angrenajului. Raza utilă se determină de asemenea din 
studiul procesului de prelucrare a roţii. 

 Interferenţa secundară se poate întâlni şi la angrenajele interioare, atât 
la baza dintelui roţii exterioare cât şi la baza dintelui roţii interioare. La aceste 
angrenaje, pot apărea şi alte tipuri de interferenţă atunci când diferenţa (z2 – z1) 
este prea mică, [35]. 

CbbC

u acr r

acr s r

profil util

profil de 
racord

        
Fig. 4.29                              Fig. 4.30 
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 4.1.3.8.  Alunecarea relativă a profilelor 
 
 Mişcarea relativă a profilelor conjugate este combinată: rostogolire cu 
alunecare. Viteza relativă de alunecare a profilului roţii 1 peste profilul roţii 2 
(Fig.4.31, 4.32), se defineşte prin relaţia 
 

 al1 d1 d2v v v= − ,         (4.76) 
 

în care d1v  şi d2v sunt vitezele de deplasare a punctului de contact P, pe cele 
două profile. Desigur, al2v  definită similar cu al1v , are expresia 
 

al2 d2 d1v v v= − ,     (4.77) 
 

 Vitezele d1v  şi d2v  au direcţia tangentei comune în punctul de contact, 
astfel încât relaţiile (4.76) şi (4.77) pot fi scrise şi sub formă scalară. În studiul 
fenomenelor tribologice interesează alunecarea specifică a profilelor, definită 
pentru cele două roţi, astfel 

   al1 d1 d2
1

d1 d1

v v v
v v

−
ζ = =        (4.78) 

 

   al2 d2 d1
2

d2 d2

v v v
v v

−
ζ = =     (4.79) 

 

 Viteza absolută a 
punctului de contact ( )P 1 2v // K K  
se poate exprima cu ajutorul 
ecuaţiei 
 

   P d1 P1v v v= + ,     (4.80) 
 

în care ( )d1 1 2v K K⊥  este viteza 
relativă a punctului P în raport cu 
roata 1, iar P1v  este viteza de 
transport,  

     ( )
P1 1 1

1 1 11

1 1 1 11

v O P

     O K K P

    O K K P

= ω × =

= ω × + =

= ω × + ω ×

.  

 

Deoarece 1 1 1( O K )ω × //K1K2 

şi 1 1 1 2( K P) K Kω × ⊥ , rezultă  
   d1 1 1v K P= −ω × .       (4.81) 
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Deci viteza d1v este similară cu viteza unui punct care coincide cu P şi 
aparţine unei bare care se roteşte în jurul punctului K1 cu viteza unghiulară 

1−ω . În mod asemănător, pentru determinarea vitezei d2v  se foloseşte ecuaţia 
 

P d2 P2v v v= + ,         (4.82) 
şi se ajunge la expresia 
 

 d2 2 2v K P= −ω × .        (8.83) 

 

 În Fig.4.31şi 4.32 sunt reprezentate poligoanele de viteze 
corespunzătoare ecuaţiilor (4.80) şi (4.82), pentru un angrenaj exterior şi pentru 
un angrenaj interior. 
 Distanţele 1 1K P = ρ  şi  2 2K P = ρ  sunt razele de curbură ale profilelor 
evolventice în punctul de contact P. Introducând vitezele d1 1 1v = ω ρ  şi  

d2 2 2v = ω ρ  în relaţiile (4.78) şi (4.79), şi având în vedere că 

1 2 1 2 wK K L a sinρ + ρ = = = α , se obţin formulele de calcul ale alunecărilor 
specifice pentru un angrenaj exterior 
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−ω2

−ω1
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Fig. 4.32 



 324

 

 2
1

12 1 12 1

1 1 L1 1 1
i i

⎛ ⎞ρ
ζ = − ⋅ = − −⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

       (4.84) 
 

 1
2

12 2 12 2 12 1

1 1 L 1 L1 1 1 1 1
i i i L

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ρ
ζ = − ⋅ = − − = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ ρ − ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.   (4.85) 
 

 În cazul angrenajului interior 2 1 1 2K K Lρ − ρ = = , iar formulele de 
calcul sunt 

 2
1

12 1 12 1

1 1 L1 1 1
i i

⎛ ⎞ρ
ζ = − ⋅ = − +⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

       (4.86) 
 

 1
2

12 2 12 2 12 1

1 1 L 1 L1 1 1 1 1
i i i L

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ρ
ζ = − ⋅ = − − = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ ρ + ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.   (4.87) 
 

 În Fig.4.33 sunt trasate diagramele ( )1 1ζ ρ  şi ( )2 2ζ ρ , pentru angrenajul 
exterior, iar în Fig.4.34 – pentru cel interior. Aceste diagrame arată variaţia 
alunecărilor specifice de-a lungul dreptei de angrenare. Sunt puse în evidenţă 
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punctele K1, K2, A, E şi C. Desigur, curbele prezintă importanţă numai în 
interiorul segmentului de angrenare AE. Se observă că valorile maxime în 
modul, ale alunecărilor specifice, se înregistrează în punctele A şi E – la intrarea 
şi ieşirea din angrenare.  

Deoarece alunecările specifice influenţează direct uzura abrazivă a 
flancurilor, este de dorit ca valorile lor să fie cât mai mici. Această cerinţă se 
poate realiza prin alegerea adecvată a deplasărilor de profil, care determină 
poziţia segmentului de angrenare pe dreapta de angrenare, astfel încât valorile 
alunecărilor de profil, la intrarea şi la ieşirea din angrenare, să fie egale. 
 
 

4.1.3.9.  Analiza cinetostatică, randamentul 
 
 Se consideră un angrenaj exterior (Fig.4.35), format din roata 
conducătoare 1 şi roata condusă 2, asupra căreia acţionează momentul rezistent 
M2 – considerat cunoscut. 
 În cuplele de rotaţie O1 şi O2 acţionează, aşa cum am arătat în 
par.2.2.1.4, reacţiunile rezultante r

31R  şi r
32R , precum şi momentele de frecare, 

 

 
1 1

r
f 31 O 31 OM r R sin= ϕ  

 

 
2 2

r
f 32 O 32 OM r R sin= ϕ , 

 

orientate în sens opus faţă de vitezele unghiulare 1ω  şi 2ω . În aceste relaţii 
1Or  

şi 
2Or  sunt razele fusurilor, iar 

1Oϕ  şi 
2Oϕ  sunt unghiurile de frecare din cele 

două cuple. 
 În cupla superioară, formată între flancurile dinţilor, acţionează 
reacţiunea normală 12R , orientată după normala comună K1K2, în sensul 

1 2K K→ , forţa de frecare de alunecare 
 

 f12 P 12F R= μ ⋅ , 
 

şi momentul de frecare de rostogolire, 
 

 f12 P 12M f R= ⋅ , 
în care Pμ  este coeficientul de frecare de alunecare iar fP este coeficientul de 
frecare de rostogolire. 
 Forţa f12F  are ca suport tangenta comună la profile tt, iar sensul este 
acelaşi cu viteza relativă de alunecare al2v . Din relaţiile (4.80) şi (4.82) rezultă 
 

 al2 d2 d1 P1 P2 P12v v v v v v= − = − = . 
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 În Fig.4.35 sunt construite triunghiurile de viteze din care se obţine 
al2v , conform acestei ecuaţii. Se observă că în cazul în care punctul P se găseşte 

pe segmentul K1C, viteza al2v  este orientată în sensul 2 2K O→ , iar dacă P se 
află pe segmentul CK2, al2v  este orientată în sensul 1 1K O→ . Momentul de 
frecare f12M  este orientat în sensul vitezei unghiulare 
 

 12 1 2ω = ω − ω , 
 

care la angrenajul exterior are sensul 1ω . 
 Ne propunem să determinăm reacţiunile din cuplele cinematice şi 
momentul motor 1M .  
 Pentru început, se consideră cazul angrenării monopare, când punctul 
de contact se află pe segmentul K1C (faza intrării în angrenare). 
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 Se scrie ecuaţia forţelor pentru elementul 2 
 

 ( ) r
12 f12 32F 2 0;    R F R 0= + + =∑ . 

 

 Având în vedere că  12R  şi f12F  sunt perpendiculare, rezultă 
 

 r 2 2 2
32 12 f12 12 PR R F R 1= + = + μ .      (4.88) 

 

 Se scrie ecuaţia scalară de momente, pentru roata 2, în raport cu punctul 
O2,  

( )
2O 12 2 2 f12 2 f12 f 32 2M 2 0;    R O K F K P M M M 0= ⋅ − ⋅ − − − =∑ . 

Notând rb2 = O2K2 şi 2 2K Pρ = , şi ţinând seama de expresiile precizate 
anterior pentru f12 f12 f32F ,  M ,  M  şi  r

32R , se obţine 
 

2

2
12 2

b2 P 2 P O B 02

M
R

r f r 1 sin
=

− μ ⋅ρ − − + μ ϕ
 .     (4.89) 

 

Se scrie în continuare, ecuaţia de momente pentru elementul 1 în raport 
cu punctul O1, având în vedere că orientările reacţiunilor şi ale momentelor de 
frecare din cupla P se inversează 

 

            ( )
1O 12 1 1 f12 1 f12 f 31 1M 1 0;    R O K F K P M M M 0= ⋅ − ⋅ + + − =∑   

 

Din această ecuaţie rezultă 1M , 
 

( )2
1 12 b1 P 1 P 01 B 01M R r f r 1 sin= − μ ρ + + + μ ϕ  (4.90) 

 

Cunoscând 1M  se poate determina randamentul instantaneu, 
caracteristic acestei faze 

 

2 2

1 1

2
b2 P 2 P O P O2 2

mi 2
1 1 12b1 P 1 P O P O

r f r 1 sinM 1
M ir f r 1 sin

− μ ρ − − + μ ϕω
η = = ⋅

ω − μ ρ + + + μ ϕ
.    (4.91) 

 

În această formulă, razele de bază se înlocuiesc prin expresiile,  
 

( ) ( )
12

b1 b2
12 w 12 w

i LLr ,     r
1 i tg 1 i tg

⋅
= =

+ α + α
, 

 

în care 1 2 wL K K a sin= = α , iar 2 1Lρ = − ρ . 
          Rezultă o expresie în care randamentul depinde de o singură variabilă, 1ρ  

( )( )( )

( ) ( )
2 2

1 1

2
12 P 1 P O P O 12 w

mi 2
12 P 1 P O P O 12 12 w

i L L f r 1 sin 1 i tg

i L f r 1 sin i 1 i tg

− μ − ρ + + + μ ϕ + α
η =

+ −μ ρ + + + μ ϕ + α
.          (4.92) 

 



 328

Dacă punctul P se găseşte pe segmentul CK2 (faza ieşirii din angrenare), 
se schimbă sensul forţei de frecare f12F  şi în consecinţă se modifică semnul care 
intervine în formule, înaintea acestei forţe. Astfel, randamentul instantaneu 
pentru angrenarea monopară, în faza ieşirii din angrenare, se calculează cu 
formula 

( )( )( )

( ) ( )
2 2

1 1

2
12 P 1 P O P O 12 w

mo 2
12 P 1 P O P O 12 12 w

i L L f r 1 sin 1 i tg

i L f r 1 sin i 1 i tg

− −μ − ρ + + + μ ϕ + α
η =

+ μ ρ + + + μ ϕ + α
.       (4.93) 

 

 Se consideră, în continuare, cazul angrenării bipare, în ipoteza că 
reacţiunea 12R  se repartizează egal pe cele două perechi de dinţi care 
angrenează simultan, una pe segmentul K1C, în punctul Pbi iar cealaltă pe 
segmentul CK2, în punctul Pbo (Fig.4.36). Punctele Pbi şi Pbo sunt separate de 
distanţa pb – pasul de bază, 
 

 b 0p mcos= π α . 
 

 Se scrie ecuaţia de forţe pentru elementul 2, 
 

( ) r12 12
f12 f12 32

R RF 2 0;       F F R 0
2 2

= + + − + =∑ , 

din care rezultă 
 

 r
32 12R R= .         (4.94) 

 

 Se scrie ecuaţia de momente pentru elementul 2 în raport cu punctul O2, 
 

( )
2OM 2 0= ; 

( ) ( )2 2 2 2

12 12
b2 P 2i P O O b2 P 2o P O O 2

R R
r f r sin r f r sin M 0

2 2
− μ ρ − − ϕ + + μ ρ − − ϕ − =

 

Având în vedere că  2i 2o bpρ − ρ = , din această ecuaţie se obţine 12R , 

2 2

2
12

b
b2 P P O O

M
R pr f r sin

2

=
− μ − − ϕ

.      (4.95) 
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Se scrie ecuaţia de momente pentru elemntul 1 în raport cu punctul O1, 
 

( )
1OM 1 0= ; 

( ) ( )1 1 1 1

12 12
b1 P 1i P O O b1 P 1o P O O 1

R R
r f r sin r f r sin M 0

2 2
− μ ρ + + ϕ + + μ ρ + + ϕ − = . 

 

Între 1iρ  şi 1oρ există relaţia  1o 1i bpρ − ρ = , astfel că din această ecuaţie 
se obţine 1M , 

 

1 1

b
1 12 b1 P P O O

pM R r f r sin
2

⎛ ⎞= + μ + + ϕ⎜ ⎟
⎝ ⎠

.     (4.96) 
 

Pe baza relaţiilor (4.95) şi (4.96) se determină randamentul instantaneu 
pentru angrenarea bipară 

 

2 2

1 1

b
b2 P P O O
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b

b1 1 12
b1 P P O O
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pM ir f r sin
2
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η = = ⋅
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 Înlocuind razele de bază cu expresiile lor, rezultă 
 

 
( )

( )

2 2

1 1

b
12 P P O O 12 w

b
b

12 P P O O 12 12 w

pi L f r sin 1 i tg
2

pi L f r sin i 1 i tg
2

⎛ ⎞− μ + + ϕ + α⎜ ⎟
⎝ ⎠η =

⎛ ⎞+ μ + + ϕ + α⎜ ⎟
⎝ ⎠

.    (4.97) 

 

 Se observă că randamentul angrenajului în faza de angrenare bipară este 
constant deoarece în expresia sa nu intervine variabila 1ρ . 
 Randamentul global, pentru o perioadă de timp b at t− , în care 
randamentul instantaneu are aceeaşi expresie, se calculează în funcţie de 
puterile 1P  şi  2P , 
 

 

b b

a a

b b

a a

 t  t

2 2
 t  t

g  t  t
2

1
 t  t

P dt P dt

PP dt dt
η = =

η

∫ ∫
∫ ∫

. 

 

 Puterea rezistentă 2 2 2P M= ω  este constantă  iar timpul se exprimă în 
funcţie de viteza punctului de contact pe dreapta de angrenare, 

P 1 b1 2 b2v r r= ω = ω , de asemenea constantă, 
 

 
1

1
P P

1a a P 1b b P

1t ;             dt d
v v

t v ;         t v

ρ
= = ρ

ρ = ρ =
 

 

 Cu aceste observaţii, randamentul global devine 
 

 

1b

1a

1b b

1a a

 

1
 1b 1a

g   t
1 1

  t

d

d d

ρ

ρ
ρ

ρ

ρ
ρ − ρ

η = =
ρ ρ
η η

∫
∫ ∫

.       (4.98) 

 În timpul funcţionării angrenajului se repetă alternativ angrenarea 
bipară, care se desfăşoară simultan pe segmentele AB şi DE (Fig.4.36) şi 
angrenarea monopară, pe segmentul BD. În aceste condiţii, randamentul global 
pentru un ciclu de funcţionare este 
 

 
1B 1C 1D

1A 1B 1C

g    
1 1 1

   b mi mo

AB BC CD
d d dρ ρ ρ

ρ ρ ρ

+ +
η =

ρ ρ ρ
+ +

η η η∫ ∫ ∫
. 

 Deoarece bη  este constant, această formulă devine 
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1C 1D

1B 1C

g   
1 1

  b mi mo

AB BC CD
d dAB ρ ρ

ρ ρ

+ +
η =

ρ ρ
+ +

η η η∫ ∫
.      (4.99) 

 Parametrii care intervin în această formulă se calculează pe baza 
schemei din Fig.4.36 
 

    2 2
1A a 2 b2L r rρ = − − ,     2 2

1E a1 b1r rρ = − ,    1B 1E bpρ = ρ − ,     1D 1A bpρ = ρ +  
 

    1C w1 wr sinρ = α ,           1B 1AAB = ρ − ρ ,      1C 1BBC = ρ − ρ ,    1D 1CCD = ρ − ρ . 
 

 Trebuie menţionat că valoarea randamentului, obţinută prin calcul, este 
afectată de erorile de apreciere a coeficienţilor de frecare şi de neglijarea unor 
pierderi de putere. De aceea este util să se confrunte rezultatele calculate cu cele 
obţinute prin măsurători experimentale. 
 
 

4.1.3.10.  Adoptarea coeficienţilor de deplasare 
 
 Proiectarea unui angrenaj presupune determinarea parametrilor de bază 
pentru cele două roţi m, z1, x1, z2, x2. Rezolvarea problemei depăşeşte cadrul 
geometrico-cinematic, implicând aspecte de rezistenţă, durabilitate, tribologie, 
transmiterea căldurii etc. Ca orice problemă de proiectare, şi aceasta este una de 
optimizare, în care funcţia obiectiv este în general de natură economică. În 
cadrul acestei probleme intervin o serie de restricţii privind adoptarea 
coeficienţilor de deplasare. Acestea se referă la evitarea unor fenomene nedorite 
sau incompatibile cu angrenarea, care în general au fost studiate în paragrafele 
anterioare, şi pe care le reamintim. 

1) Asigurarea continuităţii angrenării (par. 4.1.3.6), 
2) Evitarea interferenţei primare şi secundare (par. 4.1.3.7), 
3) Evitarea subtăierii sau menţinerea ei în limite admisibile (par. 4.1.3.7), 
4) Evitarea ascuţirii dinţilor prin limitarea arcului de cap 

( )as 0,2 0,3 m≤ ÷  (par. 4.1.3.3). 
Aceste restricţii conduc la formularea unor condiţii matematice, de 

forma 
 ( ) ( )i 1 2 1 2f x ,x ,z ,z 0,    i=1,n≤ . 
 În cazul în care z1 şi z2 au valori precizate, fiecare condiţie defineşte 

două domenii în planul de coordonate Ox1x2  - unul admisibil, în care condiţia 
este respectată, şi celălalt – inadmisibil. Cele două domenii sunt separate de 
curba dată de ecuaţia, 

 ( )i 1 2 1 2f x ,x ,z ,z 0.   =  
 Dacă domeniile admisibile corespunzătoare tuturor condiţiilor se 
intersectează, se obţine un domeniu admisibil rezultant, delimitat de un contur 
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numit contur de blocare. În Fig. 4.37 este reprezentat, pentru exemplificare, 
conturul de blocare construit pentru 1z 14= , 2z 38= , şi se precizează 
semnificaţia curbelor care îl compun. În acelaşi sistem de coordonate pot fi 
trasate şi alte curbe care pot oferi date suplimentare privind alegerea 
coeficienţilor de deplasare. Astfel, în Fig.4.37 se observă curba pe care se 
egalizează alunecările specifice. 

 
 

 
4.1.4. Angrenaje paralele formate din roţi dinţate  
          cilindrice cu dinţi înclinaţi 
 
4.1.4.1. Definirea roţii dinţate cilindrice cu dinţi înclinaţi 

 
 Cremaliera de referinţă cu dinţi înclinaţi 

 
Cremaliera de referinţă cu dinţi înclinaţi este o 

cremalieră cu flancuri plane având direcţia dinţilor 
înclinată faţă de axa roţii cu care angrenează (Fig.4.38). 
Geometria acestei cremaliere este determinată de 
profilul său în secţiunea normală nn (perpendiculară pe 
direcţia dinţilor) şi de unghiul de înclinare a dinţilor 

0β (Fig.4.39). Profilul normal este identic cu profilul 
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      1 2z 14,  z 38= =                         Fig. 4.37 

 
1 → interferenţă secundară roata 1; 
2 → 1ε = ; 
3 → 1,2ε = ; 
4 → interferenţă secundară roata 2; 
5 → subtăiere roata 1; 
6 → subtăiere roata 2; 
7 → ascuţire roata 1, a1s 0,3 m= ⋅ ; 
8 → egalizarea alunecărilor specifice. 
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cremalierei de referinţă cu dinţi drepţi, iar modulul, mn - numit modul normal 
este standardizat. Pentru definirea roţii dinţate este necesar să se cunoască şi 
parametrii geometrici din secţiunea frontală tt, perpendiculară pe axa roţii cu 
care angrenează cremaliera. Aceşti parametri se exprimă, în funcţie de modulul 
frontal tm , prin relaţii analoge cu cele existente în cazul secţiunii normale, 

 

0t t

*
a0 a0t t

*
0 0t t

* *
f 0 f 0t 0t t

p m

h h m

c c m

h (h c )m

= π⋅

= ⋅

= ⋅

= +

 (4.100) 

 

Pentru a face operabile aceste relaţii trebuie să se facă legătura dintre 
mărimile * *

t a0t 0tm ,  h ,  c  şi mn, *
a0nh , *

0nc . Din Fig.4.39 rezultă 
 

0n
0

0t

pcos
p

β = . 
 

Ţinând seama că 0n np m= π ⋅  şi 0t tp m= π⋅ , se ajunge la 
 

n

p0t

  /2pp  /20t 0t

h f0

a0hAt

B Ct t

0tα

  /2
p
0n

0n
p

n

β

t

0

h

t

β0

f0

  /2 h0n
p

a0

A

B
C

α
0n

 
Fig. 4.39 
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n
t

0

mm
cos

=
β

. (4.101) 
 

Parametrii a0h , 0c , f 0h  sunt aceeaşi în ambele secţiuni, astfel încât se 
poate scrie 

 

* *
a0 a0n n a0t th h m h m= ⋅ = ⋅ , 

 

de unde rezultă 
 

* * *n
a0t a0n a0n 0

t

mh h h cos
m

= = ⋅ β   
 

şi, în mod, analog 
 

* *
0t 0n 0c c cos= ⋅ β .  

 

Unghiurile de înclinare ale profilurilor 0nα  şi 0tα  sunt diferite în cele 
două secţiuni. Din triunghiurile ABC şi t t tA B C  (Fig.4.39) rezultă 

 

0n
a0

BCtg
h

α = ; t t
0t

a0

B Ctg
h

α = . 
 

Între BC şi t tB C  există relaţia 
 

0
t t

BCcos
B C

β = , 
 

care conduce la 
 

0n
0t

0

tgtg
cos

α
α =

β
. (4.102) 

 

 Parametrii geometrici principali ai roţii dinţate cilindrice  
     cu dinţi înclinaţi 
 
Roţile dinţate cilindrice cu dinţi înclinaţi se definesc din condiţia de 

angrenare fictivă cu cremaliera de referinţă, fără joc între flancuri şi cu joc 
radial standardizat. Într-o secţiune frontală, procesul de definire este similar cu 
cel descris la roţile cilindrice cu dinţi drepţi. Flancurile roţii se obţin ca 
înfăşurătoare ale flancurilor plane ale cremalierei în mişcarea relativă dintre cele 
două elemente. Suprafaţa flancurilor este un elicoid evolventic. Intersecţia sa 
cu un plan frontal reprezintă o evolventă deoarece profilul frontal al cremalierei 
este rectiliniu, iar intersecţia cu un cilindru coaxial cu roata reprezintă o elice cu 
pas constant (Fig.4.40). Unghiul de înclinare al elicei, în raport cu axa roţii, 
reprezintă unghiul de înclinare al dinţilor şi are valori diferite în funcţie de 
cilindrul pe care se măsoară. Pe cilindrul de divizare se reproduce unghiul de 



 335

înclinare al dinţilor cremalierei 0β . Unghiul de înclinare yβ , pe un cilindru 
oarecare, se determină pe baza schemei din Fig.4.41, în care sunt reprezentate 
desfăşuratele plane ale celor doi cilindri: cel de divizare şi cel oarecare. 

 

0
z

dtg
p
π

β = ; y
y

z

d
tg

p
π

β =  

y
y 0

d
tg tg

d
β = β  (4.103) 

 

În aceste relaţii zp  este pasul constant al elicei, iar d este diametrul de 
divizare. 

Parametri geometrici în secţiunea frontală a roţii se exprimă în funcţie 
de modulul frontal tm , cu formule analoge cu cele corespunzătoare roţii dinţate 
cu dinţi drepţi. Aceşti parametri trebuie exprimaţi, în final, în funcţie de 
modulul normal mn. Pentru aceasta se folosesc relaţiile, deduse anterior, care fac 
legătura dintre parametrii celor două secţiuni ale cremalierei de referinţă. 

• Deplasarea danturii, X 
t t n nX x m x m= ⋅ = ⋅  (4.104) 

 

Relaţia arată că cei doi coeficienţi de deplasare nx  (normal) şi 

tx (frontal) sunt diferiţi, 
 

n
t n n 0

t

mx x x cos
m

= = ⋅ β  (4.105) 
 

• Pasul de divizare frontal, tp  

n
t 0t t

0

mp p m
cos
π ⋅

= = π ⋅ =
β

 (4.106) 
 

• Diametrul de divizare, d 
n

t
0

m zd m z
cos

⋅
= ⋅ =

β
 (4.107) 

 

flancul πd
0β

pz

βy
πdy

elice cu pas constant
evolventăevolventă

 
                       Fig. 4.40                                                    Fig. 4.41 
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• Înălţimea de divizare a capului dintelui, ah  
* *

a a0t t t a0n n nh (h x )m (h x )m= + = +  (4.108) 
 

• Înălţimea de divizare a piciorului dintelui, bh  
* * * *

b a0t 0t t t a0n 0n n nh (h c x )m (h c x )m= + − = + −  (4.109) 
 

• Diametrul de cap, ad  
* *

a a0t t t a0n n n
0

zd (z 2h 2x )m ( 2h 2x )m
cos

= + + = + +
β

 (4.110) 
 

• Diametrul ce picior, fd  

* * * *
f a0t 0t t t a0n 0n n n

0

zd (z 2h 2c 2x )m ( 2h 2c 2x )m
cos

= − − + = − − +
β

 (4.111) 
 

• Unghiul de presiune al profilului frontal pe cercul de divizare, 0tα  

0n
0t

0

tgarctg
cos

α
α =

β
 (4.112) 

 

• Arcul frontal al dintelui pe cercul de divizare, ts  

n
t t 0t t n 0n

0

ms 2x tg m 2x tg
2 2 cos
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + α = + ⋅ α⎜ ⎟ ⎜ ⎟ β⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (4.113) 
 

• Arcul frontal al golului dintre dinţi pe cercul de divizare, te  

n
t t 0t t n 0n

0

me 2x tg m 2x tg
2 2 cos
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − α = − ⋅ α⎜ ⎟ ⎜ ⎟ β⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (4.114) 
 

• Diametrul de bază, bd  

0n

0
b t 0t n

0

tgcos arctg
cos

d m z cos m z
cos

⎛ ⎞α
⎜ ⎟β⎝ ⎠= ⋅ α = ⋅

β
                                 (4.115) 

 

• Unghiul de înclinare al dinţilor pe cilindrul de divizare, β  
0β = β  

 

• Unghiul de inclinare al dinţilor pe cilindrul de bază, bβ  
Aplicând formula (4.103) se obţine 
 

b
b 0

darctg tg
d

⎛ ⎞β = β⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 
 

În conformitate cu relaţia (4.115), 
 

b
0t

d cos
d

= α , 
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astfel că 
 

0n
b 0t 0 0

0

tgarctg(cos tg ) arctg tg cos arctg
cos

⎛ ⎞⎛ ⎞α
β = α ⋅ β = β ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟β⎝ ⎠⎝ ⎠

. (4.116) 

 

Expresiile menţionate arată că roata cilindrică cu dinţi înclinaţi se poate 
defini complet, din punct de vedere geometric, cu ajutorul parametrilor mn, z, xn 
şi 0β . 
 
 

4.1.4.2. Angrenajul paralel cu dinţi înclinaţi 
 

 Parametrii geometrici ai angrenajului 
 
Pentru formarea unui angrenaj paralel, cele două roţi trebuie să aibă 

acelaşi modul normal n1 n 2 nm m m= =  şi acelaşi modul frontal  t1 t2 tm m m= = . 
Din relaţia (4.101) rezultă că şi unghiul de înclinare a dinţilor pe cilindrul de 
divizare trebuie să aibă aceeaşi valoare 01 02 0β = β = β . În cazul angrenajului 
exterior înclinarea dinţilor are sensuri opuse pentru cele două roţi (Fig.4.42.a), 
pe când în cazul angrenajului interior are acelaşi sens (Fig.4.42.b). 

Deoarece profilele frontale sunt 
evolventice, procesul de angrenare, în 
secţiunea frontală, se desfăşoară în acelaşi 
mod ca în cazul angrenajelor cilindrice cu 
dinţi drepţi. Ca urmare, determinarea 
parametrilor geometrici ai angrenajului se 
face luând în considerare angrenarea în 
secţiunea frontală, folosind relaţii similare 
cu cele de la angrenajele cu dinţi drepţi. 
Astfel, unghiul de angrenare wtα , 
diametrele de rostogolire w1d  şi w 2d  şi 
distanţa dintre axe a, au expresiile 

 

t 2 t1
wt 0t 0t

2 1

x xinv inv 2 tg
z z

±
α = α + α

±
 (4.117) 

0t 0tn 1
w1 t 1

wt 0 wt

0t 0tn 2
w 2 t 2

wt 0 wt

cos cosm zd m z
cos cos cos
cos cosm zd m z
cos cos cos

α α⋅
= ⋅ = ⋅

α β α
α α⋅

= ⋅ = ⋅
α β α

 (4.118) 

 
          a)                          b) 
                    Fig. 4.42 
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0t 0t2 1 n 2 1
t

t 0 wt

cos cosz z m z za m
2 cos cos 2 cos

α α± ±
= ⋅ = ⋅ ⋅

α β α
. (4.119) 

 

Notând 
 

2 1 n 2 1
0 t

0

z z m z za m
2 cos 2
± ±

= = ⋅
β

 (4.120) 
 

distanţa dintre axe se exprimă astfel 
 

0 t t 0 n na a y m a y m= + ⋅ = + ⋅  (4.121) 
 

în care 
 

0t2 1
t

wt

cosz zy 1
2 cos

⎛ ⎞α±
= −⎜ ⎟α⎝ ⎠

 (4.122) 

0t2 1
n

0 wt

cosz zy 1
2cos cos

⎛ ⎞α±
= −⎜ ⎟β α⎝ ⎠

. (4.123) 
 

Între ty  şi ny  există relaţia 
 

t n 0y y cos= ⋅ β . (4.124) 
 

În cazul angrenării cu joc radial standardizat, când se practică scurtarea 
dinţilor, înălţimea capului şi diametrul de cap se calculează astfel 

 

* *
a1 t a0t t1 t n a0n n2 n

* *
a 2 t a0t t 2 t n a0n n1 n

h m (h x y ) m (h x y )

h m (h x y ) m (h x y )

⎧ = − + = − +⎪
⎨

= − + = − +⎪⎩
 (4.125) 

* *1
a1 t 1 a0t t2 t n a0n n2 n

0

* *2
a 2 t 2 a0t t1 t n a0n n1 n

0

zd m (z 2h 2x 2y ) m 2h 2x 2y
cos

zd m (z 2h 2x 2y ) m 2h 2x 2y .
cos

⎧ ⎛ ⎞
= + − + = + − +⎪ ⎜ ⎟β⎪ ⎝ ⎠

⎨
⎛ ⎞⎪ = + − + = + − +⎜ ⎟⎪ β⎝ ⎠⎩

 (4.126) 

 

În formulele anterioare semnul (+) se aplică la angrenajele exterioare, 
iar (-) la angrenajele interoare. 
 

 Aspecte specifice ale angrenajelor paralele cu dinţi  
      înclinaţi 
 
Aşa cum s-a arătat, cinematica angrenajelor cu dinţi înclinaţi se 

studiază, în general, în planul frontal. Din această analiză rezultă limitele 
deplasărilor de profil impuse de interferenţă, subtăiere şi ascuţire. De asemenea, 
alunecarea specifică se determină pe baza angrenării frontale. 
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În ceea ce priveşte interferenţa şi subtăierea, este util de arătat faptul că 
fenomenul poate fi controlat şi prin unghiul de înclinare a dinţilor 0β . Numărul 
minim de dinţi la angrenarea cu cremaliera (4.71) este 

 

* *
a0t t a0n n 0

min 2 2
0t 0t

2(h x ) 2(h x )cosz
sin sin

− − β
= =

α α
. (4.127) 

 

Se observă că minz  este influenţat de 0β  şi scade cu creşterea acestuia. 
În cazul unei roţi nedeplasate (x = 0) se obţine 

 

0
min 2

0t

2 cosz
sin
⋅ β

=
α

, 
 

iar în tabelul de mai jos se indică valorile pentru 0tα  şi minz  în funcţie de 
valorile unghiului 0β . 
 

0β  00  010  015  020  025  030  035  040  045  

0tα  020  020 17 '  020 39' 021 11' 021 53' 022 48' 023 57 ' 025 25'  027 41'

minz  17 13,39 15,53 14,40 13,05 11,53 9,93 8,32 6,75 
 

Se observă că la 0
0 45β =  se poate ajunge la o roată cu 7 dinţi fără 

pericol de interferenţă. Micşorarea numărului minim de dinţi constitue un 
avantaj al acestor angrenaje deoarece permite reducerea substanţială a 
gabaritelor. 

Unul dintre fenomenele care nu se poate studia numai prin analiza 
angrenării frontale este continuitatea angrenării. Contactul dintre dinţii 
elicoidali se produce după o dreaptă generată de punctele de contact din fiecare 
secţiune frontală. Dreptele de contact sunt conţinute într-un plan de angrenare, 
tangent la cilindrii de bază (Fig.4.43). Zona din planul de angrenare unde se 
poate situa dreapta de contact este delimitată de cilindrii de cap ai roţilor. 
Această zonă, notată AEE'A' (Fig.4.43) se numeşte câmp de angrenare. O 
pereche de flancuri începe angrenarea în punctul A, când dreapta de contact are 
lungimea egală cu zero. Această lungime creşte progresiv până când acoperă 
întreaga lăţime a roţii, trecând prin A'. După aceea îşi păstrează lungimea 
constantă până ce ajunge în E, când începe să scadă, iar în E' contactul se 
întrerupe. Intrarea şi ieşirea treptată din angrenare reprezintă un avantaj 
important al acestor angrenaje deoarece, în felul acesta, se reduc şocurile şi 
zgomotul. Se observă că angrenarea dintre două flancuri are loc în timpul 
deplasării unui punct de contact de la A la E în secţiunea frontală 1 2K K  şi a 
unui punct de la P la E '  în planul frontal 1 2K ' K ' . Ca urmare gradul de 
acoperire este 
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t
t

bt bt bt

gAE PE ' PE '
p p p β

+
ε = = + = ε + ε . (4.128) 

 

Termenul tε  este gradul de acoperire corespunzător angrenării frontale 
şi se calculează ca la angrenajele cu dinţi drepţi. Termenul βε  - numit grad de 
acoperire axial se determină pe baza schemei din Fig.4.43, 

 

b

t 0t

b tg
m cosβ

⋅ β
ε =

⋅ π ⋅ α
, (4.129) 

 

în care b este lăţimea roţilor. Rezultă că gradul de acoperire al angrenajelor cu 
dinţi înclinaţi este superior celui de la angrenajele cu dinţi drepţi datorită 
termenului suplimentar βε . Acest fapt constituie un alt avantaj al acestor 
angrenaje. 
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Fig. 4.43 
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4.1.5. Angrenaje concurente 
 
4.1.5.1. Angrenajul analog 
 
Angrenajele concurente sunt mecanisme sferice, iar suprafeţele de 

rostogolire ale roţilor sunt conuri circulare cu axele suprapuse peste axele de 
rotaţie şi cu vârful comun situat în punctul de intersecţie al acestora, O 
(Fig.4.44). Suprafeţele de cap şi de picior sunt, de asemenea, conuri. 

Procesul de angrenare se studiază 
într-o secţiune sferică, având centrul în 
punctul O, care constituie suprafaţa frontală 
a angrenajului. Să considerăm sfera frontală 
exterioară, care delimitează roata în zona 
diametrelor mari. Intersecţia acestei sfere cu 
conurile de rostogolire reprezintă cercurile 
de rostogolire w1C  şi w 2C . Deoarece 
suprafaţa sferică nu este desfăşurabilă în 
plan, studiul angrenării pe sfera frontală este 
incomod. De aceea, aceasta se înlocuieşte cu 
două conuri frontale (aproximaţia Tredgold) 
având generatoarele perpendiculare pe  

generatoarele conurilor de rostogolire (Fig.4.45). Cele două conuri frontale sunt 
tangente la sfera frontală după cercurile de rostogolire, iar suprafeţele lor sunt 
foarte apropiate, în această zonă, de suprafaţa sferică. Prin desfăşurarea în plan 

O w1C

w2C

conurile de rostogolire

sfera frontală
exterioară

 
Fig. 4.44 

O

w1C

w2C

Σ δw2

δw1

1O

2O

w1vC

w2vC

sfera frontală
exterioară

conurile frontale
exterioare  

Fig. 4.45 
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a conurilor frontale exterioare, cercurile de rostogolire w1C  şi w 2C  se 
transformă în alte două cercuri tangente w1vC  şi w 2vC . Acestea reprezintă 
cercurile de rostogolire ale unui angrenaj cu axe paralele, numit angrenaj 
analog. 

Dacă unghiul w 2 2
π

δ = , conul de rostogolire devine plan şi se obţine un 

angrenaj roată conică - roată plană (Fig.4.46). Suprafaţa frontală a roţii plane 
este un cilindru care conţine cercul de rostogolire w 2C . Prin desfăşurarea plană 
a cilindrului frontal, cercul de rostogolire se transformă într-o dreaptă. În felul 
acesta angrenajul analog este format dintr-o roată cilindrică şi o cremalieră. 

 
 
 
4.1.5.2. Definirea roţii dinţate conice cu dinţi drepţi 
 
Elementul de referinţă al sistemului de roţi conice este roata plană de 

referinţă. În cazul roţilor conice cu dinţi drepţi, roata plană de referinţă are 
flancurile plane, iar direcţia dinţilor este radială (Fig.4.47). Roata conică se 
defineşte din condiţia de angrenare cu roata plană de referinţă. Angrenajul de 
definire este asociat unui angrenaj analog format dintr-o roată cilindrică şi o 

cremalieră (Fig.4.48). Cremaliera analogă roţii plane 
de referinţă este cremaliera de referinţă cu dinţi drepţi 
care permite definirea roţii cilindrice analoge cu roata 
conică. Trebuie precizat că dreapta de rostogolire a 
cremalierei de referinţă analoge corespunde 
întotdeauna unui plan de rostogolire aparţinând roţii 
plane, iar dreapta de referinţă are drept corespondent 
un con de referinţă. 

conul frontal
exterior

C

cilindrul frontal

O δ
w2C

δw2

w1

dreapta de rostogolire
a cremalierei analoge

w1
O C

1 w1v

 
 

Fig. 4.46 

 
Fig. 4.47 
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Deoarece unghiul la vârf al conului de referinţă depinde de deplasarea 
de profil X, înseamnă că geometria roţii plane este determinată de valoarea 
acestei deplasări. 

Dantura roţii conice, în secţiunea conului frontal, este similară cu 
dantura roţii cilindrice analoge. Parametri X, p, d, ah , fh , 0c  se exprimă, în 
funcţie de modulul roţii plane de referinţă, care este şi al cremalierei de referinţă 
analoge, cu formulele specifice roţii cilindrice cu dinţi drepţi. Diametrele de cap 
şi de picior se deduc pe baza schemei din Fig.4.48, 

 

*
a a a0

* *
f f a0 0

d d 2h cos m(z 2h cos 2x cos )

d d 2h cos m(z 2h cos 2c cos 2x cos ),

= + ⋅ δ = + ⋅ δ + ⋅ δ

= − ⋅ δ = − ⋅ δ − ⋅ δ + ⋅ δ
 (4.130) 

 

în care δ  este semiunghiul la vârf al conului de divizare. 
În cazul roţilor conice se practică şi o modificare a cremalierei de 

referinţă analoge care constă în schimbarea raportului dintre grosimea dintelui 
şi lăţimea golului pe dreapta de referinţă, care, în mod obişnuit, sunt egale. 
Această modificare se numeşte corijare tangenţială şi are scopul de a realiza o 
dimensionare mai bună a danturii în raport cu solicitările la care este supusă. 
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Fig. 4.48 
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Studiul funcţionării unui angrenaj conic reclamă cunoaşterea 
parametrilor ce caracterizează roata cilindrică analogă: vd - diametrul de 
divizare, vz - numărul de dinţi, avd , fvd - diametrele de cap şi de picior, 

 

v
d m zd

cos cos
⋅

= =
δ δ

 (2.131) 

v
v

d zz
m cos

= =
δ

 (2.132) 

*
av v a v a0

* *
fv v f v a0 0

d d 2h (z 2h 2x)m

d d 2h (z 2h 2c 2x)m

⎧ = + = + +⎪
⎨

= − = − − +⎪⎩
 (2.133) 

 

Interesează, de asemenea, parametrii roţii plane de referinţă: 0d - 
diametrul roţii plane (a cilindrului frontal exterior), 0z - numărul de dinţi, 

 

0
d m zd

sin sin
⋅

= =
δ δ

 (2.134) 

0
0

d zz
m sin

= =
δ

 (2.135) 
 

Se precizează că numerele de dinţi vz  şi 0z , care se referă la elemente 
dinţate fictive, au, de regulă, valori fracţionare. 
 
 

4.1.5.3. Angrenajul concurent format din roţi conice cu  
             dinţi drepţi 
 
Angrenajele formate din roţi conice definite cu ajutorul unei roţi plane 

de referinţă cu flancuri plane se numesc angrenaje octoidale. Denumirea se 
explică prin aceea că linia lor de angrenare, pe o sferă frontală, are forma unei 
octoide (o curbă în forma cifrei opt). Angrenajele octoidale, care prezintă 
avantaje tehnologice importante, au raport de transmitere riguros constant 
numai dacă 1 2x x 0+ = . Ca urmare, în practică, se utilizează angrenaje zero 
( 1 2x x 0+ = ) sau zero deplasate ( 1 2x x= − ). În consecinţă cercurile de divizare 
şi de rostogolire ale roţilor cilindrice analoge coincid, iar conurile de rostogolire 
se suprapun peste conurile de divizare, astfel încât,  

 

w1 1δ = δ  şi w 2 2δ = δ , 
 

iar unghiul dintre axele de rotaţie este 
 

1 2Σ = δ + δ . 
 

Raportul de transmitere se poate calcula cu una din expresiile (4.7), (4.9), 
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2 2 2
12

1 1 1

sin z di
sin z d

δ
= = =

δ
. (4.136) 

 

În cazul angrenajelor ortogonale ( 090Σ = ), care au cea mai mare 
utilizare practică, raportul de transmitere se poate exprima şi în felul următor: 

 

12 2
1

1i tg
tg

= δ =
δ

. 
 

Problematica legată de cinematica angrenării care include gradul de 
acoperire, fenomenul de interferenţă şi subtăierea, alunecarea relativă şi 
ascuţirea profilelor se rezolvă pe angrenajul cilindric analog. Trebuie precizat că 
raportul de transmitere al acestui angrenaj 12vi  este diferit de 12i , 

 

2v 2 1 1
12v 12

1v 1 2 2

z z cos cosi i
z z cos cos

⋅ δ δ
= = =

⋅ δ δ
 (4.137) 

 

În cazul angrenajelor ortogonale ( 090Σ = ), 2
12v 12i i= . 

 
 

4.1.5.4. Angrenaje concurente cu dinţi înclinaţi şi curbi 
 
Roţile dinţate conice cu dinţi înclinaţi se definesc cu ajutorul roţii plane 

de referinţă cu dinţi înclinaţi. Această roată are flancurile plane, iar liniile 
flancurilor, în planul de rostogolire, sunt drepte tangente la un cerc, de rază 0r , 
cu centrul pe axa roţii (Fig.4.49.a). Roţile conice definite astfel sunt octoidale, 
iar liniile flancurilor, pe conul de divizare, sunt elici conice cu pas constant. 
Unghiul de înclinare al dinţilor roţii plane 0yβ , format între linia flancului şi 
rază, este variabil cu raza 0yr  a cercului pe care se măsoară, 

0
0y

0y

rsin
r

β = . 

În felul acesta, fiecare secţiune cilindrică frontală a roţii plane este 
analogă cu o cremalieră de referinţă cu dinţi înclinaţi. Calculul parametrilor 
geometrici se face pentru secţiunea conului suplimentar exterior, iar elementele 
standardizate se consideră modulul frontal tm  şi unghiul de presiune al 
profilului în secţiunea normală 0α . În mod similar, fiecare secţiune conică 
frontală a roţii conice este analogă cu o roată cilindrică cu dinţi înclinaţi. 
Geometria acestei roţi, în planul frontal, este definită de cremaliera de referinţă 
analogă cu roata plană. 

Fenomenele de interferenţă, de subtăiere, de ascuţire şi de alunecare a 
profilelor se studiază pe angrenajul cilindric analog în secţiunea frontală, în care 
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aceste fenomene se manifestă cel mai nefavorabil. Trebuie subliniat că gradul 
de acoperire este superior celui obţinut la angrenajele cu dinţi drepţi. 

Roţile dinţate cu dinţi curbi se definesc cu ajutorul unor roţi plane de 
referinţă având liniile flancurilor în planul de rostogolire - curbe. 

În funcţie de forma acestor linii există mai multe tipuri de danturi curbe. 
• Dantura în arc de cerc (Fig.4.49.b). Liniile flancurilor care 

mărginesc fiecare gol sunt arce de cerc concentrice. Un caz particular al acestei 
danturi, folosit frecvent în practică, este dantura zerol, care are unghiul de 
înclinare al liniei medii a golului 0m 0β = . 

• Dantura paloidă (Fig.4.49.c). Liniile flancurilor au forma unor 
evolvente generate cu ajutorul unui cerc de bază bC , concentric cu roata plană. 

• Dantura eloidă (Fig.4.49.d). Liniile flancurilor sunt epicicloide 
alungite, descrise de un punct A solidar cu un cerc generator gC , care se 

rostogoleşte peste un cerc de bază bC , concentric cu roata. 

 

rr

0yβ

r0y 0
0m

0mβ

 
                   a)                                            b) 
 

bC

gC

bC

A
                    c)                                                d) 
                                         Fig. 4.49 
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4.1.6. Angrenaje melcate 
 

Angrenajele melcate sunt angrenaje încrucişate, cu unghiul dintre axe 
090Σ = , formate din două elemente dinţate numite melc şi roată melcată. 
Melcul este un element dinţat cu flancuri elicoidale şi cu un număr mic 

de dinţi (1 - 4), constituind elementul de referinţă pentru roata melcată. El are 
aspectul unui şurub astfel că numărul de dinţi se mai numeşte număr de spire 
sau de începuturi, ca în cazul şuruburilor. Melcul poate fi interpretat şi ca o 
roată dinţată cilindrică cu dinţi înclinaţi. Melcul poate fi cilindric, dacă 
suprafeţele de cap şi de picior sunt cilindrice, sau globoidal - dacă sunt 
globoidale. 

Elementele geometrice ale melcului de referinţă cilindric (Fig.4.50) se 
definesc în raport cu cilindrul de referinţă. Linia de referinţă a flancului este o 
elice de referinţă. Definirea geometrică a melcului se face în secţiunea axială, 
iar modulul axial xm , este standardizat. În acestă secţiune  grosimea dintelui 
pe generatoarea cilindrului de referinţă este egală cu lăţimea golului, iar 
parametrii danturii 0 a0 f0 0p ,  h ,  h ,  c  se exprimă în funcţie de modulul axial ( xm ) 
la fel ca în cazul cremalierei de referinţă cu dinţi drepţi. Diametrul de referinţă 

0d  se exprimă prin relaţia 
 

0 xd q m= ⋅  
 

în care q se numeşte coeficient diametral şi are valori întregi, standardizate în 
funcţie de valoarea modulului axial xm . Unghiul de înclinare al dintelui pe 
cilindrul de referinţă 0β  se calculează ca la roţile cilindrice cu dinţi înclinaţi 
(Fig.4.51) 
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0 x
0

z 0 1 1

d q m qtg
p p z z

π ⋅ π ⋅ ⋅
β = = =

⋅
. (4.138) 

 

în care zp  este pasul elicei de referinţă iar 1z  este numărul de începuturi al 
melcului. Se observă că unghiul 0β  este determinat dacă se cunosc parametrii q 
şi 1z . Uneori, în locul unghiului 0β  se foloseşte unghiul 0 0/ 2γ = π − β , format 
de elicea de referinţă cu un plan perpendicular pe axa melcului (Fig.4.51). 
Forma flancului şi, deci, a profilului axial depinde de tipul melcului care, la 
rândul său, este legat de procedeul de prelucrare. Melcii se prelucrează prin 
procedee specifice şuruburilor: semifabricatul execută o mişcare de rotaţie, iar 
scula - o mişcare de translaţie paralelă cu axa de rotaţie. În felul acesta se obţine 
o suprafaţă elicoidală având pasul egal cu deplasarea sculei la o rotaţie a 
semifabricatului. Geometria melcului depinde de tipul sculei (cuţit sau freză) şi 
de aşezarea ei în procesul de prelucrare. Astfel, de exemplu, dacă se foloseşte 
un cuţit cu muchiile aşchietoare rectilinii poziţionate într-un plan axial, se 
obţine un melc de tip ZA (arhimedic) având profilul axial rectiliniu şi profilul 
frontal de forma spiralei lui Arhimede. 

Roata melcată se defineşte din condiţia de angrenare cu melcul de 
referinţă. Prelucrarea ei se face cu o sculă (freză melc) care are muchiile 
aşchietoare pe o suprafaţă identică cu flancul melcului de referinţă conjugat. Ca 
urmare, flancurile roţii şi ale melcului sunt suprafeţe de înfăşurare reciprocă, 
având contact liniar. În Fig.4.52 este reprezentat angrenajul melcat cilindric în 
două secţiuni: o secţiune care conţine axa melcului şi este perpendiculară pe axa 
roţii melcate (axială pentru melc şi frontală mediană pentru roată) şi altă 
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Fig. 4.52 
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secţiune, care conţine axa roţii şi este perpendiculară pe axa melcului (axială 
pentru roată şi frontală pentru melc). Pentru a majora lungimea liniilor de 
contact dintre flancuri, suprafeţele de cap şi de picior ale roţii - notate as  şi fs  
se construiesc sub formă globoidală (sunt generate de arce de cerc care se rotesc 
în jurul axei roţii). Angrenarea dintre melcul de referinţă şi roata melcată poate 
fi concepută, în secţiunea frontală medie a roţii, ca o angrenare cremalieră - 
roată dinţată cilindrică. Această interpretare porneşte de la observaţia că, odată 
cu rotaţia melcului, profilul său axial se deplasează paralel cu axa de rotaţie. În 
consecinţă, parametri geometrici ai roţii, în această secţiune, se determină în 
acelaşi mod ca în cazul definirii roţii dinţate cilindrice cu dinţi drepţi cu ajutorul 
cremalierei de referinţă. 

Mişcarea relativă dintre elementele angrenajului convenţional roată 
dinţată - cremalieră este determinată de rostogolirea cercului convenţional de 
divizare al roţii d2C  peste dreapta convenţională de rostogolire a cremalierei. 
Distanţa dintre dreapta de rostogolire a cremalierei şi generatoarea cilindrului de 
referinţă a melcului este deplasarea danturii xX x m= ⋅ . Trebuie remarcat că 
numai roata poate avea dantură deplasată, deoarece melcul este element de 
referinţă. Distanţa dintre axe, atât la definirea roţii, cât şi la funcţionare, este 

 

0 2 2
0 x

d d zqa X x m
2 2 2 2

⎛ ⎞= + + = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (4.139) 
 

în care 2d  este diametrul de divizare al roţii. 
Raportul de transmitere al angrenajului melcat 

2
12

1

zi
z

=  

are valori mari în raport cu alte angrenaje deoarece numărul de începuturi ale 
melcului ( 1z ) este mic. 

Studiul fenomenelor de interferenţă, subtăiere şi ascuţire a dinţilor se 
face pe baza asimilării cu un angrenaj cremalieră - roată cilindrică. Deşi acest 
angrenaj nu este, în general, evolventic, relaţiile deduse la angrenajele 
evolventice se pot folosi cu aproximaţie. Gradul de acoperire al angrenajului 
melcat este mai mare decât al angrenajului convenţional cu cremalieră datorită 
contactului pe lăţimea roţii melcate. 

Angrenajele melcate au, în general, viteze mari de alunecare între 
flancuri. Pentru a evalua viteza de alunecare se consideră un punct P situat pe 
elicea de referinţă, în secţiunea frontală medie a roţii (Fig.4.51). Se scrie ecuaţia 
de viteze 

 

P2 P1 P21v v v= + , 
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în care P21 al.v v=  este tangentă la elicea de referinţă, iar P1v  şi P2v  sunt 
perpendiculare pe razele punctului P corespunzătoare melcului şi roţii melcate. 
Din triunghiul vitezelor (Fig.4.51) rezultă 
 

1 0P1
al

0 0

dvv
cos 2cos

ω ⋅
= =

γ γ
 (4.140) 

 

Pentru calculul randamentului se poate folosi, cu apoximaţie, formula 
de la mecanismele cu şurub, care, cu notaţiile angrenajului melcat, este 

 

0

0

tg
tg( )

γ
η =

γ + ϕ
, (4.141) 

 

în care ϕ  este unghiul de frecare dintre flancuri. Această formulă nu ţine seama 
de pierderile de putere din cuplele de rotaţie, astfel că, randamentul real este 
mai mic decât cel calculat cu relaţia (4.141). 
 
 

4.1.7. Angrenaje cilindrice cu axe încrucişate  
          (elicoidale) 

 
Angrenajul cilindric cu axe încrucişate este format din două roţi 

cilindrice cu dinţi înclinaţi definite în acelaşi fel ca şi roţile care formează 
angrenajele paralele. Pentru a înţelege  funcţionarea angrenajului să considerăm 
două cremaliere de referinţă, cu unghiurile de înclinarea ale dinţilor 01 02β ≠ β , 
aşezate astfel ca dinţii uneia să pătrundă în golurile dintre dinţii celeilalte. 
Astfel, flancurile se suprapun. Desigur, ambele cremaliere trebuie să aibă 
acelaşi modul normal. Se presupune că fiecare cremalieră angrenează, imaginar, 
cu o roată cu dinţi înclinaţi. În Fig.4.53 sunt reprezentate cele două angrenaje 
prin suprafeţele lor de rostogolire. Dacă se imprimă roţii 1 o mişcare de rotaţie, 
aceasta se transmite prin intermediul cremalierelor 1' - 2', care formează un 
mecanism de familia f = 4 (Fig.4.54), la roata 2. Contactul dintre flancurile 

 

β02

2

01β 1'

1 2'

                     

1'

2'

 
 
                            Fig. 4.53                                               Fig. 4.54 
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fiecărui angrenaj roată dinţată - cremalieră se realizează după o dreaptă. Cele 
două drepte, conţinute în planul care formează flancul comun al cremalierelor se 
intersectează într-un punct. Rezultă că în acest punct sunt tangente şi flancurile 
roţilor. Deci, suprimând cremalierele, mişcarea se poate transmite şi în mod 
direct între cele două roţi, prin intermediul flancurilor dinţilor care formează un 
contact punctual. Trebuie remarcat că, deşi transmiterea mişcării se realizează 
cu raport de transmitere constant, flancurile dinţilor nu sunt suprafeţe de 
înfăşurare reciprocă. 

Elementele geometrice ale angrenajului sunt distanţa dintre axe a, 
definită ca lungimea perpendicularei comune pe cele două axe şi unghiul dintre 
axe, Σ . 

Angrenajul elicoidal se utilizează cel mai frecvent ca angrenaj zero 
( 1 2x x 0= = ) şi, uneori, ca angrenaj zero deplasat ( 1 2x x 0− = ). În ambele 
cazuri distanţa dintre axe este suma razelor de divizare, 

 

1 2 1 2
n

01 02

d d z za m
2 2 cos cos

⎛ ⎞
= + = +⎜ ⎟β β⎝ ⎠

. (4.142) 
 

Se consideră cei doi cilindri 
de divizare tangenţi, proiectaţi pe 
un plan paralel cu axele roţilor 
(Fig.4.55), în care apar unghiurile 
Σ , 01β  şi 02β  în adevărata mărime, 
de unde rezultă 

 

01 02Σ = β + β . 
 

În aplicaţiile practice axele 
sunt, de regulă, perpendiculare, 

2
π

Σ = . 

Dacă exprimăm numerele 
de dinţi în funcţie de diametrele de 
divizare (4.107), raportul de 
transmitere se poate scrie astfel 

 

2 022
12

1 1 01

d coszi
z d cos

⋅ β
= =

⋅ β
. (4.143) 

 

În cazul 
2
π

Σ =  formula devine 
 

2 2
12 01

1 1

z di tg
z d

= = β . 
 

Pe baza ecuaţiei de viteze pentru un punct de contact P, 
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P2 P1 P21v v v= + , 
 

se construieşte triunghiul vitezelor (Fig.4.55) în care P1v  şi P2v  sunt 
perpendiculare pe axele roţilor, iar P21 al.v v=  este paralelă cu direcţia comună a 
dinţilor , tt. Din acest triunghi rezultă 
 

1 2
al P1 01 P2 02 1 01 2 02

d dv v sin v sin sin sin
2 2

= ⋅ β + ⋅ β = ω ⋅ β + ω ⋅ β . (4.144) 

 
 
4.1.8. Angrenaje hipoide 

 
Aşa cum am arătat la clasificarea generală, angrenajele hipoide au axele 

încrucişate şi sunt formate din roţi conice. Formarea angrenajului hipoid, legată 
de definirea şi prelucrarea roţilor componente, se poate face în două moduri. 

În primul caz se consideră două roţi plane de referinţă cu axele paralele, 
aşezate în aşa fel ca dinţii uneia să pătrundă în golurile dintre dinţii celeilalte 
(Fig.4.56). Se presupune că fiecare roată plană defineşte o roată conică cu care 
poate angrena. Rotaţia roţii 1 se transmite, prin angrenajele imaginare 1 - 1', 1' - 
2', 2' - 2 la roata 2. Trebuie precizat că angrenajul roţilor plane 2 - 2' este un fel 
de angrenaj cu axe paralele, astfel încât, liniile flancurilor trebuie să fie profile 
de înfăşurare reciprocă. Dintre roţile plane cu dinţi curbi numai cele cu dantură 
paloidă, care au liniile flancurilor în evolventă, satisfac această condiţie. În timp 
ce angrenajele 1 - 1' şi 2 - 2' au contact liniar, flancurile roţilor 1 şi 2 formează 

un contact punctual. Astfel, mişcarea se 
poate transmite şi în mod direct, prin 
angrenarea celor două roţi paloide. 

Un alt mod de formare al 
angrenajului hipoid presupune definirea 
roţilor componente cu ajutorul unor roţi 
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plane având dinţii întrepătrunşi, cu flancuri congruente (Fig.4.57). Angrenajele 
de definire pot fi ambele încrucişate sau unul concurent şi unul încrucişat ca în 
Fig.4.58). Dantura roţilor poate fi înclinată sau curbă. 

Raportul de transmitere al angrenajului hipoid se exprimă în mod 
similar cu cel al angrenajului elicoidal 

 

m2 022
12

1 m1 01

d coszi
z d cos

⋅ β
= =

⋅ β
, (4.145) 

 

în care m1d  şi m1d  sunt diametrele de divizare într-o secţiune frontală medie, iar 

01β  şi 02β , unghiurile de înclinare ale flancurilor în aceeaşi secţiune. 
 
 

4.1.9. Precizia angrenajelor 
 
4.1.9.1. Problema jocului dintre flancuri 
 

 Precizia angrenajelor beneficiază de un înalt grad de standardizare ceea 
ce simplifică problema stabilirii valorilor indicilor de precizie. Indicii de 
precizie sunt abaterile pentru diverşi parametri care, în ansamblul lor, 
caracterizează precizia roţilor şi a angrenajului. 
 În cazul angrenajelor cilindrice există 12 trepte de precizie şi trei criterii 
de precizie: criteriul de precizie cinematică, criteriul de funcţionare lină şi 
criteriul de contact dintre dinţi (STAS 6273-81). Fiecare criteriu este asociat 
cu un complex de indici de precizie de natură să asigure cerinţele unei 
funcţionări corecte după criteriul respectiv. Alegerea treptei de precizie şi a 
criteriului de precizie se face în funcţie de destinaţia angrenajului şi de 
condiţiile de funcţionare specifice. Cunoscând treapta şi criteriul de precizie, se 
determină, din tabele, toleranţele pentru indicii de precizie care interesează. În 
felul acesta se elimină necesitatea determinării prin calcul a preciziei 
funcţionale după procedeul utilizat la alte tipuri de mecanisme. 
 O problemă importantă care intervine la proiectarea unui angrenaj este 
cea a jocului dintre flancuri. În calculul geometric al angrenajului teoretic, jocul 
dintre flancuri se consideră nul. Această ipoteză nu poate fi admisă practic, 
deoarece angrenajul real prezintă abateri geometrice şi dimensionale, precum şi 
deformaţii termice, care pot conduce la blocare. Din această cauză trebuie să se 
asigure un joc minim garantat. Această cerinţă se poate rezolva în două moduri: 
prin modificare deplasărilor de profil şi prin mărirea distanţei dintre axe. 
 

 Modificarea deplasărilor de profil 
 
Se consideră un angrenaj cilindric paralel cu dinţi drepţi fără joc între 

flancuri (Fig.4.59). Se efectuează o modificare a coeficientului de deplasare a 
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roţii 1, de la valoarea 1x  la valoarea 
( 1 s1x x+ ). Ca urmare, profilul dintelui se 
modifică, la rândul său. Dacă iniţial 
profilul este mărginit de evolventele  care 
se sprijină pe cercul de bază în M şi N, 
după modificare el este format de 
evolventele care încep în punctele L şi N. 
În felul acesta se obţine jocul între 
flancuri 1j  măsurat pe dreapta de 
angrenare 1 2K K . Procesul de generare a 
evolventelor din M şi L, prin rostogolirea 

dreptei de angrenare peste cercul de bază b1C , conduce la egalitatea 
 

1j ML= , 
 

în care ML  este 
 

b1 b1xML MN LN s s= − = − .  
 

Arcele de bază ale dintelui b1s  şi b1xs  se exprimă după formula (4.35) 
cu y b 0α = α = , 

 

1 0
b1 1 0 0

1 1

1 s1 0
b1x 1 0 0

1 1

2x tgs m z cos inv
2z z

2(x x ) tgs m z cos inv
2z z

⎛ ⎞απ
= ⋅ α + + α⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞+ ⋅ απ

= ⋅ α + + α⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

şi se calculează 1j , 
 

1 b1 b1x s1 0j s s 2m x sin= − = − ⋅ α . (4.146) 
 

În ipoteza că se face o modificare similară pentru roata 2, jocurile 1j  şi 

1j  se cumulează obţinând 
 

1 2 s1 s2 0j j j 2m(x x )sin= + = − + α . (4.147) 
 

Dacă jocul j este prestabilit, se calculează s1 s2(x x )+  
 

s1 s2
0

jx x
2m sin

+ = −
⋅ α

. (4.148) 
 

Se observă că suma corecţiilor coeficienţilor de deplasare trebuie să fie 
negativă. Practic, se operează corecţii negative şi egale pentru cele două roţi. 
 

C K1K' N

M L 1

1b1

K
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2 j
K'21

 
Fig. 4.59 
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 Majorarea distanţei dintre axe 
 
Ca şi în cazul precedent, se consideră, iniţial, un angrenaj fără joc între 

flancuri caracterizat prin distanţa dintre axe a, care se majorează la valoarea ja . 
Prin această operaţie se obţine un angrenaj cu joc între flancuri (Fig.4.60), care 
are unghiul de angrenare wjα  diferit de cel iniţial, rezultând din formula (4.39), 

 

0
wj 0

j

acos cos
a

α = α . 
 

În acest angrenaj arcul de divizare al dintelui roţii a, w1js CP=  , este 

mai mic decât arcul de divizare al golului roţii 2, w 2 je CQ= . Diferenţa 

w2 j w1j(e s )−  este arcul descris de un punct de pe cercul de rosogolire al roţii 1, 
pentru a străbate jocul, iar unghiul corespunzător de rotaţie al roţii este 

 

w 2 j w1j
j

w1j

2(e s )
d

−
ϕ = . 

 

Dacă se menţine roata 2 fixă şi se roteşte roata 1 astfel încât profilul 
care începe în N străbate jocul ajungând tangent la profilul roţii 2, unghiul de 
rotaţie se poate scrie 

 

j
b1 b1

2NL 2 j
d d

ϕ = = . 
 

Egalând cele două expresii ale unghiului jϕ  se obţine 
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b1 w 2 j w1j

w1j

d (e s )
j

d
−

= . (4.149) 
 

Parametrii care intervin în această relaţie au expresiile 
 

b1 1 0d m z cos= ⋅ α  

0
w1j 1

wj

cosd m z
cos

α
= ⋅

α
 

0 2 0
w 2 j 2 0 wj

wj 2 2

cos 2x tge m z inv inv
cos 2z z

⎛ ⎞α απ
= ⋅ − − α + α⎜ ⎟α ⎝ ⎠

 

0 1 0
w1j 1 0 wj

wj 1 1

cos 2x tgs m z inv inv
cos 2z z

⎛ ⎞α απ
= ⋅ + + α − α⎜ ⎟α ⎝ ⎠

. 
 

Înlocuind în formula (4.149) se ajunge la relaţia 
 

0 1 2 wj 0 1 2 0j m cos ((z z )(inv inv ) 2(x x )tg )= ⋅ α + α − α − + α , (2.150) 
 

din care se poate determina unghiul de angrenare wjα  prin intermediul funcţiei 

wjinvα , 
 

1 2
wj 0 0

1 2 1 2 0

2(x x ) jinv inv tg
(z z ) (z z ) m cos

+
α = α + α +

+ + ⋅ ⋅ α
. (4.151) 

 

Cunoscând unghiul de angreanre, se poate calcula distanţa dintre axe 
modificată 

 

0
j 0

wj

cosa a
cos

α
=

α
. (4.152) 

 
 
4.1.9.2. Bazele geometrice ale măsurării danturii 
 
În cadrul operaţiei de control a roţilor dinţate unii parametri nu se pot 

măsura în mod direct datorită specificului lor şi al aparatelor de măsură. Ca 
urmare, se adoptă, în vederea măsurării, anumite cote care nu fac parte dintre 
parametri principali ai angrenajului, dar abaterile lor reflectă gradul de percizie 
al acestuia. Pentru a efectua această operaţie este nevoie să se calculeze valorile 
nominale ale cotelor de măsurare. 
 

 Coarda de divizare şi coarda constantă 
 
Arcul de divizare al dintelui este un parametru important pentru 

aprecierea preciziei roţii. El nu se poate măsura direct, fiind vorba de un arc, şi 
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atunci se măsoară coarda de divizare. Valoarea ei cds , precum şi distanţa de la 
coarda de divizare la vârful dintelui, cdh , care interesează în operaţia de 
măsurare, se determină pe baza schemei din Fig.4.61, 

 

cd 0
s xs d sin d sin m z sin 2 tg

2 d 2z z
ϕ π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ + α⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

cd a a 0
d s m z xh h 1 cos h 1 cos 2 tg
2 d 2 2z z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − = + − + α⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (4.153) 
 

Un alt parametru de control este coarda constantă, care se măsoară între 
punctele de tangenţă ale profilelor dintelui cu profilele golului cremalierei de 
referinţă, ccs MN=  (Fig.4.62). Dreptele K1M şi 1K N′ , perpendiculare pe 
profilele cremalierei în punctele de contact şi tangente la cercul de bază al roţii, 
sunt desigur dreptele de angrenare, iar intersecţia lor cu axa dintelui este punctul 
de rostogolire C. Prin acest punct trec cercul de divizare al roţii şi dreapta de 
rostogolire a cremalierei. Cu aceste precizări, urmărind Fig.4.62, se poate scrie 

 

2 2
cc 0 0 0s 2MCcos 2PCcos PQcos= α = α = α . 

 

Segmentul PQ este lăţimea de rostogolire a golului cremalierei ew0 
(Fig.4.16), asfel încât rezultă  

 

2
cc 0 0s m 2xtg cos

2
π⎛ ⎞= + α α⎜ ⎟

⎝ ⎠
.  (4.154) 

Segmentul hcc, care precizează poziţia coardei constante, este 
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                    Fig. 4.61                                                  Fig. 4.62 
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w0
cc a 0 0

eh h cos sin
2

= − α α .  (4.155) 

Aşa cum rezultă din (4.154), coarda constantă nu depinde de numărul 
de dinţi ai roţii ci numai de modul şi de coeficientul de deplasare, proprietate 
care explică denumirea. 
 

 Cota peste dinţi 
 
Cota peste dinţi este segmentul delimitat de două profile antiomoloage, 

pe normala lor comună. Această cotă se poate măsura cu uşurinţă, folosind 
instrumente cu fălci plane, paralele (şublere, micrometre, etc.) (Fig.4.63). 
Numărul de dinţi (n) peste care se face măsurătoarea, se determină astfel ca 

limitele cotei să cadă pe profilele de 
cap, şi este indicat în tabele, în funcţie 
de numărul de dinţi [35]. Normala 
comună MN este tangentă la cercul de 
bază, fiind egală cu arcul b bM N  peste 
care se rulează pentru generarea 
profilelor. În aceste condiţii, cota peste 
dinţi este 

 
( )n b bc n 1 p s= − + , 

( )n 0 0 0c mcos n 1 2xtg z inv
2
π⎛ ⎞= α − π + + α + ⋅ α⎜ ⎟

⎝ ⎠
.  (4.156) 

 

 Cota peste role 
 

Această cotă este distanţa dintre generatoarele unor role de diametru 
cunoscut rd , dispuse în goluri diametral opuse ale roţilor (Fig.4.65a, b). Pentru 
determinarea cotei cr, se calculează preliminar diametrul cercului pe care se află 
centrul rolei când este tangentă cu profilele golului (Fig.4.64). Pentru acesta, se 
consideră o evolventă echidistantă cu profilul NR, care trece prin centrul rolei, 
notată LQ. Pe baza schemei din Fig.4.64 se determină unghiul Qα , prin 
intermediul funcţiei involută 

( )
br

r b
Q Q

b b b b

sd22 LN PN d s2LP 2 2inv
d d d d

⎛ ⎞−⎜ ⎟− −⎝ ⎠α = θ = = = = =  
 

NM

C b
bM Nb

cn

 
Fig. 4.63 
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r 0 0 0
r b

b 0

d 2xtg z inv mcos
d s 2

d mzcos

π⎛ ⎞− − α − ⋅ α α⎜ ⎟− ⎝ ⎠= =
α

.  (4.157) 
 

Cunoscând Qα , se determină dQ din triunghiul OQK 
 

b 0
Q

Q Q

r cosd mz
cos cos

α
= =

α α
.  (4.158) 

 

În cazul în care numărul de dinţi este par, rolele se aşează ca în 
Fig.4.65a, iar cota rc  este 

r Q rc d d= + .  (5.159) 

d r

θdQ Q
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Dacă numărul de dinţi este impar, intervine situaţia din Fig.4.65b, iar 
cota cr este 

r 1 2 r Q rc Q Q d d cos d
2z
π

= + = + .  (4.160) 

 
 

4.2. MECANISME COMPLEXE CU ROŢI DINŢATE  
         

4.2.1. Mecanisme complexe cu axe fixe 
 
Mecanismele complexe cu roţi dinţate cu axe fixe se formează prin 

legarea în serie a mecanismelor elementare, astfel încât elementul condus al 
unui angrenaj component este cuplat (solidarizat) cu elementul conducător al 
angrenajului următor. Mecanismele obţinute în felul acesta se mai numesc 
trenuri de angrenaje. 
  
 4.2.1.1. Analiza cinematică 
  
 Raportul de transmitere al unui mecanism complex se defineşte cu 
ajutorul expresiilor(*)

 

 1
12

n

i ω
=

ω
,                   (4.161) 

 1
12

n

i ω
=

ω
.                  (4.162) 

în care cu 1 se notează elementul conducător şi cu n – elementul condus. 
 Expresia (4.161) nu ţine seama de sensurile de rotaţie ale elementelor 1 
şi n, şi are aplicabilitate generală. Expresia (4.162) se aplică numai dacă axele 
de rotaţie ale elementelor 1 şi n sunt paralele, deci sensurile de rotaţie sunt 
comparabile şi pot fi asociate convenţional cu semnele vitezelor unghiulare. În 
mod evident, raportul de transmitere 1ni  este pozitiv când roţile 1 şi n se rotesc 
în acelaşi sens şi negativ când se rotesc în sensuri opuse. 
 Raportul de transmitere i1n al unui mecanism complex, se 
calculează ca produsul rapoartelor de transmitere ale mecanismelor 
elementare componente, considerate scalari fără semn. 
 Pentru a verifica această regulă, se consideră un tren de roţi dinţate 
format din angrenajele 1-2, 2 ' 3− , 3' 4− … (n 1) ' n− − , în care roţile 2 şi 2 ' , 3 şi 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

(*) În cadrul acestui capitol, vitezele unghiulare, raportul de transmitere şi momentele
se notează ω , 1ni , M, dacă sunt scalari fără semn, şi ω , 1ni , M , dacă sunt scalari cu 
semn. 
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3' ,… sunt cuplate, formând un singur element, (Fig.4.66). Făcând produsul 
rapoartelor de transmitere parţiale, exprimate prin formulele de definiţie, se 
obţine 

 1
12 23 n 1,n

2

i i ... i −

ω
⋅ ⋅ ⋅ =

ω
2ω

⋅
3ω

n 1... −ω
⋅ ⋅ 1

1n
n n

iω
= =

ω ω
. 

 
 

 Raportul de transmitere al fiecărui angrenaj component, (k 1) ' k− − , se 
calculează cu formula (4.9), 

 
( )

k
k 1,k

k 1 '

zi
z−

−

= ,                   (4.163) 

în care zk şi (k 1) 'z −  reprezintă numerele de 
dinţi ale roţilor. În afară de această formulă 
generală, valabilă pentru toate tipurile de 
angrenaje, se pot folosi şi formule specifice, 
exprimate în funcţie de alţi parametri 
constructivi. 
 Raportul de transmitere 1ni  se 
calculează în mod diferit în funcţie de 
structura mecanismului complex. Dacă acesta 
este format numai din angrenaje paralele, se 
aplică următoarea regulă. 

 Raportul de transmitere 1ni  este egal cu produsul rapoartelor 
parţiale, luate fiecare, cu semnul său. Raportul de transmitere parţial al 
angrenajului (k 1) ' k− − , este 

 
( )

k
k 1,k

k 1 '

zi
z−

−

= ± ,                  (4.164) 

în care semnul (-) corespunde angrenajelor exterioare, iar (+), celor interioare. 
Pentru exemplificare, raportul de transmitere al mecanismului din Fig.4.67 este 

 3 2 3 42 4
14 12 23 34

1 2 3 1 2 3

z z z zz zi i i i
z z z z z z

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⋅ ⋅ = − + − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟′ ′ ′ ′⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

. 
 

 Dacă mecanismul complex este format din angrenaje de tipuri diferite 
(paralele, concurente, încrucişate), dar elementele 1 şi n au axele paralele, 
raportul de transmitere 1ni  se determină în două etape. În prima etapă se 
determină raportul i1n , după regula indicată anterior, iar în etapa a doua se 
stabileşte semnul, prin analiza transmiterii mişcării din aproape în aproape. Se 
consideră, pentru exemplificare, mecanismul din Fig.4.68. Raportul i14, este 

1

2

2'

3

(n-1)'

n
Fig. 4.66 
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2 3 4
14 12 23 34

1 2 3

z z zi i i i
z z z

= ⋅ ⋅ =
′ ′

. 

 Pentru stabilirea semnului, se consideră un sens de rotaţie pentru roata 1 
(real sau arbitrar), care se pune în evidenţă pe desen, prin viteza punctului de pe 
periferia roţii, cel mai apropiat de observator. Imaginând transmiterea mişcării 
în angrenajul 1-2, se stabileşte sensul de rotaţie pentru roata 2. Procedând 
similar pentru angrenajele 2 ' 3−  şi 3' 4− , se stabileşte sensul de rotaţie pentru 
roata 4. Aşa cum se observă (Fig.4.68), roţile 1 şi 4 se rotesc în sensuri diferite, 
deci raportul de transmitere global 14i  este negativ şi are expresia 

2 3 4
14 14

1 2 3

z z zi i
z z z

= − = −
′ ′

. 

 
 4.2.1.2. Randamentul, transmiterea momentelor 
 
 Randamentul unui mecanism complex se defineşte conform cu (2.107), 
ca fiind raportul dintre puterea utilă Pu = Pn şi puterea motoare Pm = P1, 

n

1

P
P

η = .                   (4.165) 

 În cazul legării în serie, randamentul mecanismului complex se 
determină ca produsul randamentelor mecanismelor componente. 
 Pentru verificare, se consideră mecanismul din Fig. 4.66, şi se face 
produsul randamentelor parţiale: 

 2
12 23 n 1,n

P
... −η ⋅ η ⋅ ⋅ η = 3

1

P
P

⋅
2P

n

n 1

P...
P −

⋅ ⋅ n

1

P
P

= = η . 

 Valorile randamentelor parţiale se încadrează, în funcţie de tipul 
angrenajului, între limitele indicate în Tab. 4.1. Aceste valori au în vedere 
numai pierderile de putere în angrenare, astfel încât valorile globale, care ţin 
seama şi de pierderile din lagăre, sunt ceva mai mici. 

3
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2'
2

3' 2'

43
1 1

3'

4

 
 
               Fig. 4.67                           Fig. 4.68 
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Relaţia dintre momentul rezistent ( )n nM ,  M  şi momentul motor 

( )1 1M ,  M , se stabileşte având în vedere că 

 1 1 1 1 1P M M= ω = ω  
 n n n n nP M M= ω = − ω . 
 
                                                                                             Tabelul 4.1 

 

Tipul angrenajului 

 

Randamentul 

paralel 

 

cilindric cu dinţi drepţi  
 

0,98 – 0,995 
 
 
 

 

cilindric cu dinţi înclinaţi 
 

roată cilindrică - cremalieră 

cilindric interior 

concurent 

 

conic cu dinţi drepţi  
 
 

0,98 – 0,99 
 

conic cu dinţi înclinaţi 

 
 

conic cu dinţi curbi în arc de cerc
(zerol) 

încrucişat 

 

melcat 0,3 – 0,9 
 

elicoidal
 

0,7 - 97 
 
 

 Introducând aceste expresii în formula (4.165) se obţin relaţiile 
 

 1 n
1n

1M M
i

=
η⋅

                  (4.166) 

 1 n
1n

1M M
i

= −
η⋅

.                 (4.167) 

   

Relaţia (4.166), care nu ia în considerare sensurile momentelor, are 
aplicabilitate generală, pe când relaţia (4.167) se aplică numai când elementul 1 
şi elementul 2 au axe paralele. 

 
4.2.2. Mecanisme planetare 

 
 4.2.2.1. Structura mecanismelor planetare 
 
 Mecanismele planetare pot fi simple sau complexe. Un mecanism 
planetar simplu, se obţine pornind de la un mecanism format din roţi dinţate cu 
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axe fixe, dacă elementului fix i se imprimă o mişcare de rotaţie în jurul axei 
uneia dintre roţi. Această transformare este ilustrată în  Fig.4.69, în care sunt 
reprezentate mecanismul cu axe fixe iniţial (Fig.4.69.a) şi mecanismul planetar 
simplu (Fig.4.69.b). Roata 1, care se roteşte în jurul unei axe fixe, se numeşte 
roată centrală sau solară. Celelalte roţi 2- 2'  şi 3, care se rotesc în jurul unor 
axe mobile, se numesc sateliţi, iar elementul 4(P) iniţial fix, care se roteşte în 
jurul unei axe fixe, care coincide cu axa roţii centrale, se numeşte portsatelit. În 
aplicaţiile practice se întâlnesc în special mecanismele planetare simple, cu 
revenire, care conţin două roţi centrale coaxiale. Cele mai reprezentative 
mecanisme de acest fel, sunt cele din Fig.4.70. În aceste mecanisme roţile 
centrale sunt notate 1 şi 3, sateliţii, 2- 2 ' , iar portsatelitul, P. Roţile centrale şi 
portsatelitul poartă denumirea de elemente de bază.  

 Mecanismele planetare simple pot fi diferenţiale, atunci când ambele 
roţi centrale sunt mobile (Fig.4.70.a, b, c) sau planetare propriuzise, când una 
dintre roţile centrale este fixă. În Fig.4.71 este reprezentat un mecanism planetar 
propriuzis, obţinut prin fixarea roţii centrale 3 a mecanismului diferenţial din 
Fig.4.70.b. Între cele două categorii de mecanisme se înregistrează şi o diferenţă 
funcţională; mecanismele diferenţiale au gradul de mobilitate M 2=  iar 

1
4 4 4

4

2 2' 3
2'

1

4(p)

3
2

 
                                              a)                                       b) 
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planetarele propriuzise M 1= . Mecanismele din Fig.4.70.a şi 4.70.b sunt plane, 
iar cel din Fig. 4.70.c este sferic, astfel că formula de calcul a gradului de 
mobilitate este 
 

( ) 5 4M 3 n 1 2C C= − − − .  
Pentru mecanismele diferenţiale (Fig.4.70.a, b, c), 
n = 5(1, 2- 2' , 3, 4, P) 
C5 = 4(A, C, E-dublă) 
C4 = 2(B, D), 

rezultând M = 2. 

 Pentru mecanismele planetare (Fig.4.71), 
 n = 4(1, 2- 2' , 3, P(4))  
 C5 = 3(A, C, E) 
 C4 = 2(B, D), 
rezultând M 1= .  
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 Dacă între două elemente de bază ale unui mecanism diferenţial se 
interpune un tren de roţi dinţate cu axe fixe, se obţine un diferenţial cu 
închidere, care are gradul de mobilitate M = 1. În cazul diferenţialului cu 
închidere din Fig.4.72, 
 n = 6(1, 2, 3, 4, 5(P), 6) 
 C5 = 5(A, C, E-dublă, G) 
 C4 = 4(B, D, F, H), 
rezultând M = 1. 
 Mecanismele planetare complexe se obţin prin legarea în diverse 
moduri, a unor mecanisme planetare simple. În Fig.4.73 este reprezentat un 
mecanism planetar complex, obţinut prin legarea în serie, a două planetare 
simple propriuzise. 
 
 
 4.2.2.2. Analiza cinematică 
 
 Analiza cinematică a unui mecanism planetar simplu, se bazează pe 
observaţia că în ipoteza adoptării portsatelitului ca element de referinţă, 
mecanismul planetar se transformă într-un mecanism cu axe fixe. În această 
ipoteză se poate scrie expresia de definiţie a raportului de transmitere P

13i  al 
mecanismului cu axe fixe, format din angrenajele 1-2, 2 ' -3 (Fig.4.70), 

P 1P
13

3P

i ω
=

ω
 

în care 1Pω  şi 3Pω  sunt vitezele relative ale roţilor 1 şi 3 faţă de portsatelit, 
 

 1P 1 Pω = ω − ω  
 3P 3 Pω = ω − ω . 
 

 Introducând aceste relaţii în expresia raportului de transmitere P
13i , se 

obţine 
 

 P 1 P
13

3 P

i ω − ω
=

ω − ω
.                   (4.168) 

 

 Relaţia (4.168), numită formula lui Willis, descrie comportarea 
cinematică a mecanismului planetar. Pentru a face aplicabilă această formulă, 
valoarea raportului P

13i  trebuie determinată în funcţie de tipul angrenajelor şi de 
numerele de dinţi ale roţilor. Astfel, pentru mecanismele din Fig.4.70, P

13i  se 
determină după reguluile de la par. 4.2.1.1, aşa cum se arată în continuare. 
 
 
 



 367

 
• mecanismul din Fig. 4.70.a 

 

P 3 2 32
13

1 2 1 2

z z zzi
z z z z

⎛ ⎞⎛ ⎞
= − − =⎜ ⎟⎜ ⎟′ ′⎝ ⎠⎝ ⎠

. 
 

• mecanismul din Fig. 4.70.b 
 

P 3 2 32
13

1 2 1 2

z z zzi
z z z z

⎛ ⎞⎛ ⎞
= − = −⎜ ⎟⎜ ⎟′ ′⎝ ⎠⎝ ⎠

. 
 

• mecanismul din Fig. 4.70.c 
 

P P 2 3
13 13

1 2

z zi i
z z

= − = −
′

. 

 Se observă că formula lui Willis conţine vitezele unghiulare ale 
elementelor de bază 1ω , 3ω  şi Pω . Dacă mecanismul este diferenţial ( M 2= ), 
două dintre aceste viteze (corespunzătoare elementelor conducătoare), sunt 
cunoscute, iar cea de a treia (corespunzătoare elementului condus), se 
calculează folosind formula lui Willis. Dacă mecanismul este planetar 
propriuzis ( M 1= ), una dintre viteze (corespunzătoare roţii centrale fixe) este 
zero, una (corespunzătoare elementului conducător) este cunoscută, iar cea de a 
treia (corespunzătoare elementului condus), se obţine din formulă. Mecanismul 
planetar propriuzis, având un element conducător şi un element condus, are un 
raport de transmitere propriu. Dacă ne referim la mecanismul din  Fig.4.71, care 
are roata centrală 3 − fixă ( )3 0ω = , mişcarea se poate transmite în sensul 
1 P→ sau în sensul P 1→ , cu rapoartele de transmitere 

 1
1P

P

i ω
=

ω
   sau  P

P1
1

i ω
=

ω
. 

 Aplicând formula lui Willis în condiţiile date, rezultă 
 

 P 1 P
13

P

i ω − ω
=

−ω
, 

 P1
1P 13

P

i 1 iω
= = −

ω
,                 (4.169) 

 P
P1 P

1 13

1i
1 i

ω
= =

ω −
.                  (4.170) 

 

 În cazul mecanismului diferenţial cu închidere, din Fig.4.72, se scrie 
formula lui Willis pentru mecanismul diferenţial, şi expresia de definiţie a 
raportului de transmitere pentru mecanismul cu axe fixe, având în vedere că 
portsatelitul P este solidar cu roata 5 
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P 1 P
13

3 P

P
53

3

i

i .

ω − ω⎧ =⎪ ω − ω⎪
⎨ ω⎪ =
⎪ ω⎩

                  (4.171) 

 Raportul P
13i  se calculează cu formula indicată la mecanismul din 

Fig.4.70.b, iar raportul 53i  este 

 3 34
53

5 4 5

z zzi
z z z

⎛ ⎞⎛ ′ ⎞ ′
= − = −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
. 

 În cazul mecanismului complex din Fig.4.73, se scrie formula lui Willis 
pentru fiecare mecanism planetar component 

 P 1 P
13

3 P

ω − ω
ω =

ω − ω
,    R 4 R

43
3 R

ω − ω
ω =

′ω − ω
. 

 Având în vedere că roţile 3 şi 3'  sunt fixe ( )3 3 0′ω = ω = , iar elementele 
4 şi P sunt solidare ( )4 Pω = ω , formulele devin 

 

P 1 P
13

P

R P R
43

R

i

i ′

ω − ω⎧ =⎪ −ω⎪
⎨ ω − ω⎪ =
⎪ −ω⎩

                   (4.172) 

 Rapoartele de transmitere P
13i  şi R

43i ′  se calculează astfel 

 P 3 32
13

1 2 1

z zzi
z z z

⎛ ⎞⎛ ⎞
= − = −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 R 5 3 3
43

4 5 4

z z zi
z z z′

⎛ ⎞⎛ ⎞ ′ ′
= − = −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
. 

 În sistemul (4.172) figurează parametrii 1ω , Pω  şi Rω . Dacă se 
cunoaşte unul dintre ei, - corespunzător elementului conducător, ceilalţi doi se 
pot determina. Dacă mişcarea se transmite, de exemplu, de la elementul 1 la 
portsatelitul R, se calculează raportul de transmitere al mecanismului complex 

1Ri  

 ( )( )P R1
1R 13 43

R

i 1 i 1 i ′
ω

= = − −
ω

.                 (4.173) 
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4.2.2.3. Transmiterea momentelor, randamentul 
 
 Se consideră un mecanism planetar simplu, de tipul celor din Fig.4.70, 
cu roţile centrale 1 şi 3 şi portsatelitul P. În cazul în care roata 3 devine fixă, se 
obţine un planetar propriuzis, cu un grad de mobilitate, care poate transmite 
mişcarea de rotaţie în sensul 1 P→  sau P 1→ . 
 • Cazul 1 P→ . 
 Se scrie ecuaţia de echilibru de momente pentru întreg mecanismul şi 
ecuaţia specifică trenului de roţi dinţate cu axe fixe (4.167), dintre roţile 1 şi 3,   

1 3 P

1 3k P
0 13

M M M 0
1M M .
i

⎧ + + =
⎪
⎨ = −⎪ η⎩

                    (4.174) 

 

În aceste ecuaţii  1M  este momentul motor, PM  este momentul util 
(rezistent), iar 3M este momentul de reacţiune din legătura rigidă, formată între 
elementele 3 şi batiu. Parametrul 0η este randamentul mecanismului cu axe fixe 
şi se calculează, aşa cum s-a arătat, ca produs al randamentelor angrenajelor 
componente. Exponentul k are valoarea +1, dacă în mecanismul cu axe fixe 
elementul 1 este conducător iar elementul 3 este condus şi –1 în caz contrar. 
Elementul 1 este conducător, dacă momentul 1M  şi viteza unghiulară relativă în 
raport cu portsatelitul 1P 1 Pω = ω − ω , au acelaşi sens. Pe de altă parte, momentul 

1M  are acelaşi sens cu 1ω , deoarece elementul 1 este element conducător în 
mecanismul planetar. Prin urmare, k = +1 dacă  1ω  şi  ( )1 Pω − ω  au acelaşi 
sens, adică 

1 P

1

0ω − ω
>

ω
 

sau:  
P

131 P
P P

1 1P 13 13

i1 11 1 0
i 1 i i 1

ω − ω
= − = − = >

ω − −
. 

Soluţiile acestei inecuaţii sunt: 
 

P
13i 0<  sau  P

13i 1> . 
În mod similar, k 1= −  dacă este verificată inecuaţia 
 

P
13

P
13

i 0
i 1

<
−

, 

care are soluţiile 
 P

130 i 1< < . 
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 Rezultatele acestei analize sunt date în tabelul următor 
 
 

k P
13i  

+1 P
13i 0<  sau P

13i 1>
-1 P

130 i 1< <  
  

Cu aceste precizări, din sistemul (4.174) se poate determina momentul 
motor 1M  în funcţie de momentul rezistent PM  

 1 Pk P
0 13

1M M
1 i

= −
− η

.                  (4.175) 
 

 Se poate determina de asemenea, randamentul mecanismului planetar 

 u P P

m 1 1

P M
P M

ω
η = = −

ω
. 

 Introducând în această formulă, 1M  (4.175) şi expresia raportului de 
transmitere 1Pi  (4.169), se obţine 

 
k P
0 13
P
13

1 i
1 i
− η

η =
−

.                   (4.176) 
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Fig. 4.74 
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 În Fig.4.74 sunt reprezentate diagramele ( )P
13iη (4.176) şi ( )P

1P 13i i  

(4.169). Din studiul acestor diagrame se pot desprinde câteva observaţii 
interesante. 

1) Randamentul rezultă negativ în intervalul P
13 0

0

1i ,
⎡ ⎤

∈ η⎢ ⎥η⎣ ⎦
, ceea ce 

arată că mecanismul se autoblochează, iar în apropierea acestui interval 
randamentul este foarte mic. 

2) Randamentul mecanismului planetar este superior valorii 0η  pentru 
P

13i 0<  şi inferior pentru P
13

0

1i >
η

, iar când P
13i  tinde la infinit, randamentul 

tinde la 0η . 
3) În punctul P

13i 0= , 1η = , dar raportul de transmitere P
13i 0=  nu 

poate fi obţinut practic. 
• Cazul P 1→  
Se utilizează acelaşi sistem de ecuaţii (4.174), în care PM  este 

momentul motor iar 1M  este momentul rezistent. Printr-un raţionament similar 
cu cel expus la cazul precedent, se ajunge la următoarele valori pentru 
exponentul k, 

k P
13i  

+1 P
130 i 1< <  

-1 P
13i 0<  sau P

13i 1>
 

Momentul motor PM  se exprimă în funcţie de momentul 1M  

( )k P
P 0 13 1M 1 i M= − − η ,                  (4.177) 

iar randamentul este 

 P P

1 1

M
M

ω
η = −

ω
                   (4.178) 

 
P

13
k P
0 13

1 i
1 i

−
η =

− η
.                   (4.179) 

 În  Fig.4.75 sunt reprezentate diagramele ( )P
13iη - (4.179) şi ( )P

P1 13i i - 

(4.170), din care rezultă că în punctul P
13i 1= , 0η = , ceea ce înseamnă că 

mecanismul este la limita autoblocării, iar în apropierea acestui punct, 
randamentul este foarte mic. Observaţiile 2) şi 3) de la cazul precedent sunt 
valabile şi aici. 
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4.2.2.4. Diferenţialul de automobil 

 
 O aplicaţie consacrată a mecanismelor planetare este reprezentată de 
diferenţialul de automobil (Fig.4.76). Portsatelitul P, construit sub forma unei 
carcase, primeşte mişcarea de la motor printr-un angrenaj hipoid, prin 
intermediul cutiei de viteze. Viteza unghiulară a portsatelitului este repartizată 
la cele două roţi centrale 1 şi 3, cuplate cu roţile de rulare ale autovehiculului. 
Mecanismul în ansamblu, poate fi interpretat ca un diferenţial cu închidere, prin 
intermediul roţilor de rulare şi a şoselei. În felul acesta, se pune de acord gradul 
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-1,5

-2-3 -1

0

η
0

1

P1i~
η

1 2 3 54

~i P1

13i~p

η

1,5

 
 

Fig. 4.75 

1 3

3r
r1

2

P
R
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de mobilitate ( M 1= ) cu faptul că există un singur element conducător – 
portsatelitul. Vom studia funcţionarea diferenţialului în regim de deplasare în 
curbă şi pe o traiectorie rectilinie a maşinii. 
 

• Deplasarea în curbă 
În cazul acestui mecanism, care are 1 3z z= , raportul de transmitere P

13i  
este 

 P 3 32
13

1 2 1

z zzi 1
z z z

⎛ ⎞⎛ ⎞
= − = − = −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
, 

 

iar formula lui Willis (4.168) capătă forma 

 1 3
P 2

ω + ω
ω = .                   (4.180) 

 Roţile de rulare se deplasează pe două curbe, asimilate cu nişte cercuri 
de raze  1r  şi  3r  (Fig.4.77). Datorită existenţei lanţului cinematic de închidere 
prin şosea, vitezele unghiulare ale roţilor de rulare sunt proporţionale cu aceste 
raze 

 1 1

3 3

r
r

ω
=

ω
.                   (4.181) 

 

 Din sistemul (4.180), (4.181) se determină vitezele unghiulare ale 
roţilor de rulare 1ω  şi  3ω , în funcţie de viteza unghiulară a portsatelitului 
 

 P 1
1

1 3

2 r
r r

ω
ω =

+
;  P 3

3
1 3

2 r
r r
ω

ω =
+

. 
 

 Trebuie remarcat că viteza unghiulară a portsatelitului, fiind egală cu 
viteza medie a roţilor de rulare, intervine direct în calculul vitezei de rulare a 
vehicolului vr, 
 

 r Pv R= ω ⋅ , 
 

în care R este raza roţilor de rulare. 
 Pentru analiza transmiterii momentelor, se foloseşte sistemul de ecuaţii 
(4.174), care în ipoteza P

13i 1= − , are forma 
 

 
1 3 P

3
1 k

0

M M M 0

MM

⎧ + + =
⎪
⎨

=⎪ η⎩

                 (4.182) 

 

 Exponentul k = +1, dacă în mecanismul cu axe fixe 1-2, 2-3, roata 1 
este conducătoare şi roata 3 – condusă, adică 1M  şi 1P 1 Pω = ω − ω  au acelaşi 

sens, iar 3M  şi 3P 3 Pω = ω − ω  au sensuri opuse. Pe de altă parte, roţile 1 şi 3 
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sunt conduse în mecanismul diferenţial, deci 1ω  şi 1M  au sensuri opuse ca şi 

3ω  şi 3M . Rezultă că valoarea k = +1 corespunde condiţiilor, 

 31 P

1 1

r1 1 1
2 r

⎛ ⎞ω − ω
= − <⎜ ⎟ω ⎝ ⎠

 

 3 P 1

P 3

r1 1 1
2 r

⎛ ⎞ω − ω
= − >⎜ ⎟ω ⎝ ⎠

, 
 

care sunt satisfăcute când 1  3r r< , adică virajul se execută cu roata 1 la interior 
şi cu roata 3 la exterior. Desigur, k 1= −  când 1  3r r> , iar virajul se execută în 
partea opusă. 
 Din sistemul (4.182) se determină PM , 

 ( )k
P 1 3 1 0 3 k

0

1M M M M 1 M 1
⎛ ⎞

= − − = − + η = − +⎜ ⎟η⎝ ⎠
.              (4.183) 

 Randamentul mecanismului, fără a ţine seama de pierderile de putere 
dintre roţile de rulare şi şosea, este 

 u 1 1 3 3

m P P

P M M
P M

ω + ω
η = − = −

ω
. 

 Având în vedere relaţiile vitezelor unghiulare (4.180), (4.181) şi a 
momentelor (4.182), se ajunge la formula, 

 
( )

( )( )

k
1 3 0

k
0 1 3

2 r r

1 r r

+ η
η =

+ η +
                  (4.184) 

în care 0 12 23η = η ⋅η . 
 

• Deplasarea rectilinie 
În această ipoteză, lanţul cinematic de închidere impune condiţia, 

1 3ω = ω , 
care împreună cu formula lui Willis (4.180) conduce la relaţiile 

1 3 Pω = ω = ω . (4.185) 
 Prin urmare, diferenţialul se comportă ca un cuplaj (legătură rigidă) iar 
între elementele sale nu există mişcări relative. În consecinţă 0 1η = , iar din 
relaţiile (4.183) şi (4.184) rezultă 
 

 P 1 3 1 3M M M 2M 2M= − − = − = − ,                (4.186) 
 1η = . 
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 Observaţie 
 Pentru a realiza deplasarea autovehiculului din poziţia statică, 
momentele M1 şi M3 trebuie să îndeplinească condiţia, 
 
 

 1 3 trM M M+ > ,                  (4.187) 
 

în care Mtr este momentul de tracţiune, care însumează toate rezistenţele la 
deplasare, între care este importantă cea generată de forţa de greutate, dacă 
maşina se află în pantă. Dacă una dintre roţi, de exemplu roata 1, patinează, 
momentul M1 este limitat de momentul de patinare Mpat. Din (4.186) rezultă 

1 3M M=  şi deci 
 

1 3 patM M 2M+ = . 
 

Deoarece momentul de patinare este redus ca valoare, condiţia (4.187) 
nu este îndeplinită. În acest caz roata 1 se roteşte în gol iar roata 3 rămâne fixă, 
având ca rezultat staţionarea maşinii. Pentru a evita acestă situaţie, unele 
autovehicule sunt prevăzute cu un sistem de cuplare a roţilor centrale. În acest 
caz, momentele M1 şi M3 pot avea valori diferite, iar dacă roata 3 are aderenţă, 
momentul M3 nu este limitat, astfel încât condiţia (4.187) este satisfăcută. 
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Capitolul  5 
 

DINAMICA MECANISMELOR ŞI  
MAŞINILOR 

 
 
 
 
 
 

5.1. ANALIZA DINAMICĂ 
 

5.1.1. Modele dinamice 
 

Analiza dinamică studiază mişcarea mecanismelor ca rezultat al acţiunii 
forţelor aplicate, dintre care cele mai importante sunt forţele de acţionare 
(motoare) şi cele tehnologice (rezistente). În acest context mecanismul trebuie 
considerat în conexiune cu motorul şi cu procesul de lucru, formând un 
ansamblu care se numeşte maşină. În structura unei maşini, pe lângă motor (M) 

şi mecanismul de lucru (ML), intervine, uneori, 
şi o transmisie (T) (Fig.5.1) care modifică viteza 
motorului în raport cu cerinţele mecanismului de 
lucru. Pentru simplificare, transmisia poate fi 
înglobată în mecanismul de lucru, astfel încât, în 
cele ce urmează, maşina este concepută ca fiind 
formată din două componente. 

Desigur, cunoscând starea de mişcare a maşinii, determinată prin 
analiza dinamică, se pot calcula forţele de inerţie şi forţele de legătură cu o 
precizie superioară în raport cu valorile obţinute prin analiza cinetostatică. 

Analiza comportării maşinii se poate simplifica dacă aceasta se 
înlocuieşte printr-un model dinamic. Modelul este format dintr-un element al 
mecanismului de lucru, în mişcare de rotaţie sau de translaţie, numit element de 
reducere sau chiar dintr-un punct material (punct de reducere). Modelului i se 
atribuie proprietăţi masice (mase, momente de inerţie) şi dinamice (forţe 
aplicate) determinate, astfel încât, elementul de reducere să aibă aceeaşi mişcare 
ca în cadrul mecanismului. 

M MLT

 
Fig. 5.1 
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În cele ce urmează se prezintă modelul dinamic cu 
element de reducere în mişcare de rotaţie, care are cea mai 
mare aplicabilitate. De regulă, ca element de reducere se 
adoptă elementul conducător al mecanismului de lucru. 

Momentul de inerţie al modelului numit moment 
de inerţie redus (Jred) se determină din condiţia de egalitate 
a energiei cinetice a modelului cu energia cinetică a maşinii 

 

Ec model = Ec maşină, 
 

în care termenul Ec maşină se calculează prin însumarea energiilor cinetice 
corespunzătoare elementelor mobile, astfel încât, în cazul unui mecanism plan, 
se obţine 

 

( )i i

n 1
2 2 2

red i G G  i
i 1

1 1J m v J
2 2

−

=

ω = + ω∑ .                          (5.1) 
 

În această relaţie ω  este viteza unghiulară a elementului de reducere, 
iar im  este masa elementului de ordin i, 

iGv - viteza centrului de masă, 
iGJ - 

momentul de inerţie al elementului în raport cu o axă care trece prin centrul de 
masă şi este perpendiculară pe planul mişcării şi iω - viteza unghiulară a 
elementului. Din egalitatea (5.1) rezultă Jred, 

 

i

i

2 2n 1
G  i

red i G
i 1

v
J m J

−

=

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ω⎜ ⎟⎜ ⎟= + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ω ω⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ . (5.2) 

Mărimile im  şi 
iGJ  sunt constante, iar rapoartele iGv

ω
 şi  iω

ω
 sunt 

funcţii de transmitere de ordinul 1, care depind de parametrul de poziţie al 
elementului de reducere – unghiul ϕ . Prin urmare, momentul de inerţie redus 
este funcţie de parametrul ϕ  şi are caracter periodic, deoarece şi funcţiile de 
transmitere sunt periodice. Formula (5.2) arată, de asemenea, că Jred este strict 
pozitiv, redJ 0> , aşa cum se observă din diagrama redJ ( )ϕ  din Fig.5.3. Perioada 

funcţiei redJ ( )ϕ  se numeşte ciclu 
geometric şi este notată gϕ  (Fig.5.3). 
În unele cazuri particulare momentul 
de inerţie redus poate fi constant. 
Astfel, în cazul unui mecanism 
complex format din roţi dinţate cu 
axe fixe, redJ  are expresia 

 

i

n 1
i

red G
i 1

J J
−

=

ω⎛ ⎞= ⎜ ⎟ω⎝ ⎠
∑ . 

 

Jred

ϕ

gϕ

Fig. 5.3 

M
redJ

red

ω

 
Fig. 5.2 
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deoarece centrele de masă se găsesc pe axele de rotaţie, iar 
iGv 0= . Fiecare 

raport iω⎛ ⎞
⎜ ⎟ω⎝ ⎠

 reprezintă inversul unui raport de transmitere şi este constant, 

astfel că redJ ct.=  
Forţele aplicate care acţionează asupra mecanismului de lucru se 

înlocuiesc, în cadrul modelului, cu un moment redus (Mred) care se determină 
din egalitatea puterilor 

 

model mecanismP P= , 
 

sau 
 

( )
n 1

red j j j j
j 1

M F v M
−

=

ω = + ω∑ , (5.3) 
 

în care jF  şi jM  sunt componentele torsorului rezultant care acţionează asupra 
elementului j, iar jv  şi jω  sunt viteza punctului de reducere al torsorului şi 
viteza unghiulară a elementului. Din relaţia (5.3) se deduce 

 

n 1
j j

red j j
j 1

v
M F M

−

=

ω⎛ ⎞
= +⎜ ⎟ω ω⎝ ⎠
∑ . (5.4) 

 

Expresia momentului redus (5.4) arată că acesta depinde de parametrul 

de poziţie ϕ , prin intermediul funcţiilor de transmitere jv
ω

 şi jω

ω
, dar poate 

depinde şi de viteza unghiulară (ω ) sau de timp (t) prin intermediul 
parametrilor jF  şi jM . În procesul de analiză dinamică este util să se cunoască, 

separat, momentul redus al forţelor motoare m
redM , în care componenta 

principală este momentul dezvoltat de motor şi momentul redus al forţelor 
rezistente r

redM , în care componenta principală este dată de forţa tehnologică. 
În cazul modelului cu element de reducere în mişcare de translaţie 

intervin parametrii redm (masa redusă) şi redF (forţa redusă) care se determină 
similar cu redJ  şi redM . 

 
 

5.1.2. Fazele funcţionării maşinii 
 

Funcţionarea unei maşini se desfăşoară în trei faze: pornire, regim şi 
oprire, care se pun în evidenţă pe o diagramă ( )ω ϕ  sau (t)ω (Fig.5.4). Fazele de 
pornire şi de oprire sunt tranzitorii, pe când în faza de regim se execută operaţia 
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tehnologică specifică maşinii respective. În această fază viteza unghiulară are o 
variaţie periodică între două valori extreme maxω  şi minω . Faza de regim este 
caracterizată prin următorii parametri: 

• Ciclul cinematic cϕ - perioada funcţiei ( )ω ϕ  care, de regulă, este 
egal cu ciclul geometric. 

• Viteza unghiulară medie mω - media aritmetică între maxω  şi minω . 
 

max min
m 2

ω +ω
ω =  (5.5) 

• Gradul de neuniformitate δ - definit cu formula 
 

max min

m

ω −ω
δ =

ω
 (5.6) 

Ne propunem să analizăm condiţiile de instalare a fiecărei faze. Pentru 
aceasta se scrie ecuaţia energiei cinetice sub formă finită 

 

0C CE E L− = , (5.7) 
 

în care CE  şi 
0CE  reprezintă energia cinetică a maşinii la un moment dat şi la 

un moment anterior numit moment iniţial, iar L este lucrul mecanic dezvoltat de 
forţele aplicate în perioada dintre cele două momente. Lucrul mecanic L se 
poate exprima 
 

m rL L L= − , 
 

în care mL  este lucrul mecanic motor (al forţelor motoare) şi rL  este lucrul 
mecanic rezistent (al forţelor rezistente). Aplicând modelul dinamic cu element 
de reducere în mişcare de rotaţie, ecuaţia (5.7) devine 
 

2 2
red red0 0 m r

1 1J J L L
2 2

ω − ω = − , (5.8) 
 

în care ω  şi redJ  caracterizează modelul la un moment dat, iar 0ω  şi red0J  
corespund momentului iniţial. Dacă perioada pentru care se scrie ecuaţia 

min

pornire

ω

ω

regim oprire

ϕ

mmaxω ω

c

ϕ
 

Fig. 5.4 
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energiei cinetice se adoptă egală cu ciclul geometric, red red0J J= , iar ecuaţia se 
particularizează astfel 

( )2 2
red 0 m r

1 J L L
2

ω −ω = − . (5.9) 

În faza de pornire, viteza unghiulară creşte astfel încât 0ω> ω . În 
această ipoteză, din ecuaţia (5.9) rezultă m rL L> . Deci, pentru a realiza 
pornirea maşinii, lucrul mecanic motor trebuie să fie mai mare decât lucrul 
mecanic rezistent. De regulă maşina se porneşte în gol, cu mecanismul de lucru 
decuplat ( rL 0= ), iar apoi se cuplează în sarcină treptat, cu ajutorul unui cuplaj 
de fricţiune. 

În faza de oprire 0ω< ω , iar m rL L< . Rezultă că, pentru a realiza 
oprirea, lucrul mecanic rezistent trebuie să fie mai mare decât lucrul mecanic 
motor. Practic, oprirea maşinii se efectuează prin oprirea motorului ( mL 0= ) şi 
prin introducerea unor dispozitive de frânare care majorează lucrul mecanic 
rezistent. 

În faza de regim viteza unghiulară are o variaţie periodică, deci 0ω= ω  
ceea ce conduce la m rL L= . Înseamnă că, pentru instalarea fazei de regim, 
lucrul mecanic motor şi lucrul mecanic rezistent trebuie să se echilibreze 
periodic. 

 
 

5.1.3. Ecuaţiile mişcării maşinii 
 

Se consideră ecuaţia energiei cinetice (5.8) în care mL  şi rL  se 
determină cu ajutorul relaţiilor 

 

0

m
m redL M d

ϕ

ϕ

= ϕ∫ , 
0

r
r redL M d

ϕ

ϕ

= ϕ∫ . (5.10) 

 

Astfel, ecuaţia (5.8) devine 
 

( )
0

2 2 m r
red red0 0 red red

1 1J J M M d
2 2

ϕ

ϕ

ω − ω = − ϕ∫  (5.11) 

 

şi reprezintă ecuaţia mişcării maşinii sub formă finită. 
Ecuaţia energiei cinetice, sub formă diferenţială, este 

 

CdE dL= . (5.12) 
 

Exprimând dL sub forma reddL M d= ϕ , se poate scrie 
 

C reddE M d= ϕ . 
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sau 

( )C red
d E M

d
=

ϕ
 

Având în vedere expresia energiei cinetice, 

2
C red

1E J
2

= ω  

se obţine, prin derivare, ecuaţia diferenţială a mişcării maşinii, 
 

2 m rred
red red red

dJd 1J M M
d 2 d
ω

ω + ω = −
ϕ ϕ

. (5.13) 
 

Dacă derivata d
d
ω
ϕ

 se expimă astfel, 
 

d d dt d 1
d dt d dt
ω ω ω
= ⋅ = ⋅

ϕ ϕ ω
 

 

rezultă o altă formă a ecuaţiei de mişcare, 
 

2 m rred
red red red

dJd 1J M M
dt 2 d
ω
+ ω = −

ϕ
. (5.14) 

 

În expresiile ecuaţiilor de mişcare figurează trei funcţii redJ ( )ϕ , 
m
redM ( , , t)ϕ ω , r

redM ( , , t)ϕ ω  care trebuie cunoscute în vederea rezolvării 
ecuaţiilor. Determinarea şi caracterizarea funcţiei redJ ( )ϕ  au fost prezentate în 
paragraful precedent (5.1.1). Funcţia m

redM ( , , t)ϕ ω  se numeşte caracteristica 
mecanică a motorului, iar funcţia r

redM ( , , t)ϕ ω  - caracteristica mecanică a 
mecanismului de lucru sau a procesului tehologic. Caracteristicile mecanice 
se determină, de regulă, pe cale experimentală şi sunt cunoscute sub forma unor 
diagrame. Ele sunt specifice fiecărei maşini, atât în ce priveşte tipul variabilei 
( ,  ϕ ω  sau t), cât şi forma lor. În Fig.5.5 se prezintă caracteristicile mecanice 
pentru cele mai uzuale motoare, iar în Fig.5.6 se arată câteva caracteristici 
mecanice specifice unor procese de lucru. 

Se observă că motoarele uzuale (electrice şi termice) au caracteristici 
care depind de parametrul ω . Numai motorul cu element elastic are 
caracteristica funcţie de poziţie (ϕ ). Caracteristicile mecanismelor de lucru 
depind, de regulă, de poziţie (ϕ ). Fac excepţie maşinile de tip pompă 
centrifugă, ventilator, la care caracteristica depinde de viteză (ω ). În cazul 
maşinilor de ridicat r

redM ct= , iar parametrul independent poate fi considerat 
oricare dintre variabilele ϕ  sau ω . 

 
 



 382 

ω

Mred
m

redMm

ω ω

redMm

B

A

C

D

 
                            a)                                b)                                c) 

ϕω

redMm
redMm

 
          d)                           e) 

Fig. 5.5 
a) motor electric de curent continuu cu excitaţie în paralel; b) motor electric 
de curent continuu cu excitaţie în serie; c) motor electric asincron; d) motor cu 
ardere internă; e) motor cu element elastic. 
 

ϕ

redMr
red

ϕ,ω

rM

ω

Mred
r

redMr

ϕ

                 a)                            b)                           c)                           d) 
Fig. 5.6 

a) pompă centrifugă, ventilator; b) mecanism de lucru cu cuple inferioare sau 
cu camă; c) maşină cu efect de lovire (ciocan); d) maşină de ridicat. 
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5.1.4. Rezolvarea ecuaţiilor de mişcare 
 

Prin rezolvarea ecuaţiilor de mişcare se determină legea de mişcare a 
elementului de reducere, exprimată sub una din formele (t)ϕ , (t)ω  sau ( )ω ϕ . 
Caracterul matematic al ecuaţiilor de mişcare, care determină modul de 
rezolvare, depinde de tipul parametrilor independenţi ( ,ϕ ω  sau t) care intervin 
în cele două caracteristici. Este important, de asemenea, dacă momentul de 
inerţie redus este constant sau variabil. În aplicaţiile tehnice se întâlnesc trei 
grupe tipice de maşini, care vor fi studiate în continuare. 

• m
redM ( )ω , r

redM ( )ω , redJ ct=  
• m

redM ( )ω , r
redM ( )ϕ  

• m
redM ( )ϕ , r

redM ( )ϕ . 
 
5.1.4.1. Cazul m

redM ( )ω , r
redM ( )ω , redJ ct=  

 
Maşinile din această grupă sunt formate din motoare electrice sau 

termice care acţionează pompe centrifugale, ventilatoare, generatoare electrice, 
maşini de ridicat, etc. Pentru analiza dinamică se foloseşte ecuaţia (5.14) scrisă 

în ipoteza redJ ct= , reddJ 0
d

=
ϕ

, 
 

m r
red red red

dJ M ( ) M ( )
dt
ω
= ω − ω . (5.15) 

 

Această ecuaţie diferenţială se rezolvă prin separarea variabilelor 
 

red m r
red red

ddt J
M ( ) M ( )

ω
=

ω − ω
 

 

0

0 red m r
red red

dt t J
M ( ) M ( )

ω

ω

ω
− =

ω − ω∫ . (5.16) 

 

În felul acesta se obţine funcţia t( )ω  şi, implicit, funcţia (t)ω . Dacă 
interesează funcţia (t)ϕ  se scrie ecuaţia 

 

d(t)
dt
ϕ

ω = , 
 

care se integrează prin separarea variabilelor 
 

d (t)dtϕ = ω  
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0

0 (t)dt
ω

ω

ϕ −ϕ = ω∫ . (5.17) 

 

Se poate obţine, de asemenea, funcţia ( )ω ϕ  prin eliminarea 
parametrului t între ecuaţiile 

 

(t)
(t).

ω= ω
ϕ = ϕ

 (5.18) 
 

Pentru rezolvarea practică a problemei, caracteristicile mecanice se 
aproximează, prin interpolare, cu funcţii analitice. Operaţiile de integrare 
((5.16), (5.17)), de inversare a funcţiei t( )ω  sau de eliminare a parametrului t, 
menţionate anterior, se efectuează analitic – dacă acest lucru este posibil sau, 
mai comod, pe cale numerică. 

Din relaţia (5.16) se observă că atunci când t tinde la infinit, viteza 
unghiulară tinde la o valoare care rezultă din ecuaţia 

 

m r
red redM ( ) M ( ) 0ω − ω =  (5.19) 

 

Soluţia se obţine, grafic, prin intersecţia curbelor care reprezintă 
caracteristicile mecanice (Fig.5.7) şi se numeşte viteză unghiulară nominală 
( nω ). Teoretic, viteza unghiulară nominală este atinsă după un timp infinit, dar 
practic viteza unghiulară tinde asimptotic la valoarea nominală şi se apropie 
foarte mult de aceasta într-un timp scurt. 

Pentru exemplificare, se consideră cazul unei maşini de ridicat acţionată 
cu un motor electric de curent continuu cu excitaţie în paralel. Caracteristica 
motorului se aproximează cu o dreaptă (Fig.5.8) de ecuaţie 

 

m
red 0M M m= − ⋅ω , (5.20) 

 

în care 0M  este momentul de pornire, iar m – panta dreptei. Caracteristica 
mecanismului de lucru este o dreaptă paralelă cu abscisa, r

redM ct.=  Viteza 
nominală rezultă din ecuaţia 
 

           Fig. 5.7                                  Fig. 5.8 
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r
0 redM m M− ⋅ω = , 

 

şi are valoarea 
 

r
0 red e0

n
M M M

m m
−

ω = = , (5.21) 
 

în care e0M  este momentul excedentar la pornire (Fig.5.8). Aplicând formula 
(5.16) se obţine 
 
 

0 0

0 0

  

0 red redm
e00 red  

  

nred n red

e0 e0  
n n

d dt t J J
M mM m M

        

d 1
J Jd          .
M M1 1

ω ω

ω ω

ω ω

ω ω

ω ω
− = = =

− ⋅ω− ⋅ω−

⎛ ⎞ω
−⎜ ⎟ωωω ⎝ ⎠= = −

ω ω
− −
ω ω

∫ ∫

∫ ∫

 

 
 

Astfel, ecuaţia se poate rezolva analitic, ajungând la soluţia t t( )= ω , 
 

 

n red 0
0

e0 n n

Jt t ln 1 ln 1
M

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ω ⋅ ωω
− = − − − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ω ω⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

. (5.22) 

 
 

Funcţia t( )ω  se poate inversa analitic, după cum urmează, 
 

l n e0 0n

0 n red

n

1
M (t t ) a

J1

ω⎛ ⎞−⎜ ⎟ −ω⎜ ⎟ = − =
ω ω ⋅⎜ ⎟−⎜ ⎟ω⎝ ⎠

 

 
an

n 0
eω −ω

=
ω −ω

 

 
 

a
n n 0( )eω= ω − ω −ω . (5.23) 
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Dacă momentul iniţial coincide cu momentul pornirii ( 0 0t 0,  0= ω = ) 
se obţine 

 

b
n (1 e )ω= ω − , (5.24) 

 

în care 
 

e0

n red

M tb
J
⋅

= −
ω

. 
 

Funcţia (t)ϕ se obţine prin integrarea funcţiei (t)ω . În ipoteza 

0 0t 0,  0= ϕ = rezultă 
 

2 t b bn red
n n 0 e0

J(1 e ) t (e 1)
M
ω

ϕ = ω − = ω + −∫ . (5.25) 
 

Funcţia (t)ε  se obţine prin derivarea funcţiei (t)ω  
 

be0

red

Md (t) e
dt J
ω

ε = = ⋅ . (5.26) 
 

În Fig.5.9 se prezintă diagramele (t)ϕ , (t)ω  şi (t)ε  obţinute pentru un 
caz numeric, iar în Fig.5.10 se arată diagramele ( )ω ϕ  şi ( )ε ϕ . Pentru a 
compara forma curbelor s-au folosit aceleaşi scări în ambele diagrame. Se 
remarcă faptul că, viteza de regim, pentru maşinile din această grupă, este, 
practic, constantă, n ct.ω≅ ω =  Ecuaţiile legii de mişcare permit determinări 
utile privitoare la faza de pornire. Astfel, dacă se consideră că faza de pornire 
este terminată când este îndeplinită condiţia 

 

n

qω
=

ω
 

 

0 0
t

nω

ω

ϕ

ε
0 0

ϕ

ωn

ε

ω

 
                         Fig. 5.9                                                      Fig. 5.10 
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în care q are o valoare apropiată de unitate, se poate calcula timpul de pornire 
pt . Se aplică formula (5.22) cu 0 0t 0,  0= ω = , obţinând 

 

( )n red n red
p

e0 n e0

J Jt ln 1 ln 1 q
M M

⎛ ⎞ω ωω
= − − = − −⎜ ⎟ω⎝ ⎠

. (5.27) 
 

Dacă, de exemplu, q 0,99=  se obţine 
 

n red
p

e0

J
t 4,6

M
ω

=  
 

În cazul în care timpul de pornire este limitat se poate calcula, din 
formula (5.27), parametrul e0M  în vederea alegerii unui motor corespunzător. 

 
5.1.4.2. Cazul m

redM ( )ω , r
redM ( )ϕ  

 
În această categorie intră maşinile cu motoare electrice sau termice 

asociate cu mecanisme de lucru cu cuple inferioare sau cu came, cum sunt 
compresoarele şi pompele cu piston, presele cu excentric, maşinile din industria 
textilă şi din industria de prelucrare a produselor alimentare, etc. Pentru analiza 
dinamică se foloseşte ecuaţia (5.13), 

 

2 m rred
red red red

dJ ( )d 1J ( ) M ( ) M ( )
d 2 d

ϕω
ω ϕ + ω = ω − ϕ

ϕ ϕ
. (5.28) 

 

Caracteristicile m
redM ( )ω  şi r

redM ( )ϕ  se aproximează prin funcţii 
analitice sau prin funcţii de interpolare puse la dispoziţie de programe utilitare. 
Menţionăm că r

redM ( )ϕ  este o funcţie periodică aşa cum rezultă din Fig.5.6.b,c. 
Ecuaţia (5.28) se poate pune sub formă generală 

 

d f ( , ) 0
d
ω
+ ϕ ω =

ϕ
, (5.29) 

 

şi se rezolvă numai prin metode numerice, determinând funcţia ( )ω= ω ϕ . 
Pentru rezolvare este necesară cunoaşterea unei perechi de valori iniţiale 
( 0 0,  ϕ ω ). Prin derivare numerică, se determină funcţia ( )ε ϕ , 
 

d d d ( )( ) ( )
d dt d
ω ϕ ω ϕ

ε ϕ = ⋅ = ⋅ω ϕ
ϕ ϕ

. (5.30) 
 

În Fig.5.11 se prezintă un exemplu numeric de integrare a ecuaţiei de 
mişcare pentru o maşină care lucrează prin efect de lovire, acţionată electric. 
Caracteristica motoare m

redM ( )ω  este de tipul celei din Fig.5.5.a, aproximată 

printr-o dreaptă. Funcţiile r
redM ( )ϕ  şi redJ ( )ϕ  sunt reprezentate prin graficele 
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din Fig.5.11 împreună cu funcţia ( )ω ϕ  obţinută prin rezolvarea ecuaţiei de 
mişcare şi cu graficul ( )ε ϕ  obţinut prin derivare numerică. Ca valori iniţiale s-
au luat 0 00,  0ϕ = ω = , astfel încât curbele ( )ω ϕ  şi ( )ε ϕ  sunt trasate atât pentru 
faza de pornire, cât şi pentru cea de regim. 

 
5.1.4.3. Cazul m

redM ( )ϕ , r
redM ( )ϕ  

 
Acest caz se întâlneşte la mecanismele acţionate de motoare cu 

elemente elastice (arcuri) şi are aplicaţii tehnice limitate. Un domeniu 
reprezentativ în care intervine această acţionare este cel al aparatelor electrice 
de conectare. 

Analiza dinamică se efectuează pe baza ecuaţiei de mişcare scrisă sub 
formă finită (5.11), 

 

( )
0

 2 2 m r
red red0 0 red red 

1 1J ( ) J M ( ) M ( ) d
2 2

ϕ

ϕ
ϕ ω − ω = ϕ − ϕ ϕ∫ . 

 

Din această ecuaţie se determină funcţia ( )ω ϕ , 
 

( )
0

 m r 2
red red red0 0 

red

2 M ( ) M ( ) J
( )

J ( )

ϕ

ϕ
ϕ − ϕ + ω

ω ϕ =
ϕ

∫
. (5.31) 

 

0
ε

ϕ

ω

Jred

Mr
red

 
Fig. 5.11 
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Ca şi în celelalte cazuri studiate, funcţiile iniţiale m r
red redM ( ),  M ( )ϕ ϕ  şi 

redJ ( )ϕ  se cunosc. Caracteristica motorului cu arc m
redM ( )ϕ  este liniară dacă 

elementul de reducere este elementul motor (asupra căruia acţionează direct 
arcul). Altfel, funcţia m

redM ( )ϕ  îşi pierde liniaritatea datorită rapoartelor de 
viteze care intervin în formula (5.4) şi care nu sunt constante. Pentru aplicarea 
formulei (5.31) trebuie să se mai cunoască valorile red0J  şi 0ω  corespunzătoare 
poziţiei iniţiale 0ϕ = ϕ . Dacă poziţia iniţială este cea de staţionare, 0 0ω = , iar 
formula (5.31) devine 

 

( )
0

 m r
red red 

red

2 M ( ) M ( )
( )

J ( )

ϕ

ϕ
ϕ − ϕ

ω ϕ =
ϕ

∫
. (5.32) 

 

Integrala care intervine în formulele (5.31) şi (5.32) se calculează, de 
regulă, prin metode numerice. Acceleraţia unghiulară, ca funcţie de parametrul 
ϕ , se determină cu ajutorul relaţiei (5.30). Dacă interesează exprimarea legii de 
mişcare în funcţie de timp, se scrie ecuaţia 

 

d
dt
ϕ

ω= , 
 

care se rezolvă prin separarea variabilelor 
 

ddt
( )
ϕ

=
ω ϕ

 

            
0

 

0  

dt t
( )

ϕ

ϕ

ϕ
− =

ω ϕ∫ .                             (5.33) 
 

În felul acesta se obţine funcţia t( )ϕ  şi 
implicit funcţia (t)ϕ  cu ajutorul căreia se 
determină funcţiile (t)ω  şi (t)ε . 

Pentru exemplificare, se consideră 
mecanismul manivelă – piston (Fig.5.12) utilizat 
în construcţia unui întrerupător de înaltă tensiune. 
Elementul conducător 1 este acţionat de arcul a şi 
transmite mişcarea la elementul 3 solidar cu 
contactul mobil al întrerupătorului. Mecanismul 
se blochează în poziţia “deschis” 1 1AB C cu arcul 

tensionat. Pentru închiderea contactului se eliberează sistemul de blocare, iar 
arcul roteşte elementul 1 cu unghiul 1ϕ , până ce mecanismul ajunge în poziţia 

2 2AB C . Caracteristica arcului este liniară, astfel încât, momentul motor are 
expresia 

 

ϕ

2B2

1C

C

3

2

1

B1 1

ϕ
A

a

Fig. 5.12 



 390

m
red 0M M k= − ϕ ,                                               (5.34) 

 

în care 0M  este momentul iniţial corespunzător contactului deschis, iar k este o 
constantă care depinde de rigiditatea arcului. Dacă se neglijează frecarea, 
momentul rezistent se consideră nul. Momentul de inerţie redus se determină 
conform cu relaţia (5.2) aplicată mecanismului manivelă – piston. Introducând 
expresia (5.34) în formula (5.32) şi calculând analitic integrala din această 
formulă, se obţine ( )ω ϕ  
 

2
02M k( )
J( )
ϕ− φ

ω ϕ =
ϕ

. (5.35) 
 

În Fig.5.13 sunt reprezentate funcţiile iniţiale m
redM ( )ϕ  şi redJ ( )ϕ  

precum şi diagramele rezultate ( )ω ϕ  şi ( )ε ϕ  pentru un caz numeric. Trecând la 
variabila t, pe baza relaţiei (5.33), s-au obţinut funcţiile (t),  (t)ϕ ω  şi (t)ε  
reprezentate în Fig.5.14. În această aplicaţie interesează şi timpul de comutare, 
în care mecanismul se deplasează între cele două poziţii. Acest parametru se 
determină folosind relaţia (5.33) cu limitele de integrare 0 0ϕ =  şi 1ϕ = ϕ , 

 

1 

 0

dt
( )

ϕ ϕ
=

ω ϕ∫ . (5.36) 
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5.1.5. Uniformizarea mişcării maşinii 
 

Mişcarea neuniformă a elementului conducător, care este specifică 
maşinilor cu m r

red redM ( ),  M ( )ω ϕ  (par. 5.1.4.2), constituie un neajuns deoarece 
este o sursă de suprasolicitări, de vibraţii şi poate aduce prejudicii calităţii 
procesului tehnologic. Caracterul neuniform al mişcării maşinii se apreciază 
prin valoarea gradului de neuniformitate δ  (5.6). Cu cât δ  este mai mic, 
mişcarea se consideră mai uniformă. De aceea gradul de neuniformitate are un 
interval de valori recomandate, stabilit în funcţie de tipul maşinii aşa cum 
rezultă din tabelul următor. 

 
Tipul maşinii δ  
Pompe 
Maşini agricole 
Maşini unelte 
Maşini textile 
Prese, ştanţe 
Motoare auto 
Generatoare c.a. 
Motoare aviaţie 

0,2 – 0,033 
0,2 – 0,02 

0,05 – 0,002 
0,1 – 0,01 
0,1 – 0,25 

0,01 – 0,001 
0,005 – 0,003 

< 0,005 
 

Asigurarea gradului de neuniformitate necesar poate fi interpretată ca o 
problemă de sinteză dinamică, iar rezolvarea sa trebuie integrată în procesul de 
proiectare al maşinii. 

Se consideră ecuaţia energiei cinetice, aplicată unei maşini, scrisă 
pentru perioada corespunzătoare poziţiilor în care viteza unghiulară a 
elementului de reducere trece prin valori extreme, 

 

2 2
red1 max red2 min

1 1J J L
2 2

ω − ω = , (5.37) 
 

în care red1J  şi red2J  sunt valorile momentului de inerţie redus în poziţiile 
menţionate. Din relaţiile (5.5) şi (5.6) se deduce 
 

( )
2

2 2 2
max m m1 1

2
δ⎛ ⎞ω = ω + ≅ ω + δ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

( )
2

2 2 2
min m m1 1

2
δ⎛ ⎞ω = ω − ≅ ω − δ⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

 

Introducând aceste expresii în ecuaţia (5.37) se obţine 
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( )

( )

2
m red1 red2

2
m red1 red2

1L J J
2

1 J J
2

− ω −
δ =

ω +
. (5.38) 

 

Să presupunem, acum, că momentul de inerţie redus se majorează cu o 
cantitate constantă CJ . În această ipoteză red1J  devine ( red1 CJ J+ ), iar red2J  
devine ( red2 CJ J+ ). Dacă introducem aceste valori în formula (5.38), aceasta 
devine 

 

( )

( )

2
m red1 red2

2
m red1 red2 C

1L J J
2

1 J J 2J
2

− ω −
δ =

ω + +
. (5.39) 

 

Se observă că efectul majorării momentului de inerţie redus este 
micşorarea parametrului δ , deci îmbunătăţirea uniformităţii. Soluţia practică 
pentru a majora momentul de inerţie redus constă în montarea, pe unul dintre 
arborii maşinii, a unei piese în formă de disc, numită volant. Prin urmare, 
problema uniformizării mişcării se reduce la determinarea momentului de 
inerţie al volantului. 

ω

ωm
aω

Jred a

ϕ

b

Jred b

Jv

 
Fig. 5.15 
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Influenţa volantului asupra funcţionării unei maşini rezultă, sugestiv, 
din Fig.5.15. În această figură sunt trasate diagramele a ( )ω ϕ  şi b ( )ω ϕ  obţinute 
prin integrarea ecuaţiei de mişcare (par. 5.1.4.2), considerând aceleaşi 
caracteristici mecanice m

redM ( )ω  şi r
redM ( )ϕ , dar momente de inerţie reduse 

diferite red  aJ ( )ϕ  şi red  b red  a VJ ( ) J ( ) Jϕ = ϕ +  ( VJ  - momentul de inerţie al 
volantului). 

Din analiza celor două diagrame se pot trage următoarele concluzii. 
1) În cazul maşinii prevăzută cu volant, amplitudinea oscilaţiilor vitezei 

unghiulare b ( )ω ϕ  este mai mică decât în cazul maşinii fără volant a ( )ω ϕ . În 
consecinţă şi gradul de neuniformitate se reduce. 

2) Viteza unghiulară medie mω  se menţine aceeaşi pentru cele două 
cazuri. 

3) Timpul de pornire, considerat până în momentul în care oscilaţiile 
vitezei unghiulare se stabilizează, instalându-se faza de regim, este mai mare la 
maşina prevăzută cu volant în raport cu cea fără volant. 

Pentru determinarea momentului de inerţie al volantului se cunosc mai 
multe metode, elaborate în condiţiile în care tehnica de calcul modernă era 
necunoscută. Aceste metode, având caracter preponderent grafic, apelează la 
multe ipoteze aproximative, iar utilizarea lor nu se mai justifică astăzi. 
Considerăm că cea mai simplă cale de rezolvare a problemei constă în 
integrarea numerică a ecuaţiei de mişcare, în mod repetat, pentru diverse valori 
atribuite momentului de inerţie VJ . În felul acesta se obţine funcţia V(J )δ  şi, 

implicit, VJ ( )δ  care permite 
determinarea valorii VJ  pentru 
orice δ  impus. În Fig.5.16 se 
reprezintă diagrama VJ ( )δ  
trasată pentru maşina analizată în 
Fig.5.15. Această diagramă arată 
că eficienţa montării volantului 
pentru reducerea gradului de 
neuniformitate este determinată 
de ordinul de mărime al 
momentului de inerţie VJ . Se 
observă că, în partea a doua a 
diagramei δ  scade foarte puţin 
cu creşterea lui VJ . De altfel 
odată cu creşterea lui VJ se 
măresc timpul şi momentul 
necesar de pornire, cu consecinţe 
nefavorabile asupra funcţionării 

0,18

0

0,04
0,02

0

0,08
0,06

δ

0,14
0,12

0,1

0,16

0,2

Jv
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motorului. În aceste condiţii nu este judicios să se adopte un volant cu moment 
de inerţie foarte mare, ci să se înlocuiască motorul cu un altul mai puternic. 

 
 

5.1.6. Comportarea energetică a maşinii 
 
 Se scrie ecuaţia energiei cinetice, sub formă finită, aplicată unei maşini    

             
0C CE E L− = ,  (5.7) 

 

care arată că variaţia energiei cinetice într-un interval de timp finit este egală cu 
lucrul mecanic dezvoltat de forţele care acţionează asupra maşinii în acelaşi 
interval. Variaţia energiei cinetice se exprimă utilizând modelul dinamic cu 
element de reducere în mişcare de rotaţie, 
 

0

2 2
C C red red0 0

1 1E E J J
2 2

− = ω − ω , 

iar lucrul mecanic are forma 
 

m rL L L= −  
 r u fL L L= + , 
în care mL este lucrul mecanic motor, rL - lucrul mecanic rezistent, uL - lucrul 
mecanic util (al forţelor tehnologice) şi fL - lucrul mecanic al forţelor de 
frecare. Cu aceste precizări ecuaţia energiei cinetice devine 
 

( )0m u f C CL L L E E= + + − . (5.40) 
   

Relaţia (5.40) se numeşte ecuaţia bilanţului energetic, deoarece arată 
modul în care este folosit în maşină lucrul mecanic motor, care se transformă în 
trei componente: lucrul mecanic util, lucrul mecanic de frecare şi variaţia 
energiei cinetice. Dacă m u fL L L> + , variaţia energiei cinetice este pozitivă şi 
mişcarea maşinii se accelerează iar dacă m u fL L L< + , variaţia energiei 
cinetice este negativă, iar mişcarea este decelerată. Variaţia energiei cinetice 
poate fi interpretată ca lucrul mecanic al forţelor de inerţie, iL , astfel că ecuaţia  
(5.40) se poate scrie  

 

m u f iL L L L= + ± . (5.41) 
 

Ecuaţia bilanţului energetic se poate exprima şi în funcţie de puteri. Prin 
derivarea ecuaţiei (5.41), în raport cu timpul, se obţine expresia 

 

m u f iP P P P= + ± . (5.42) 
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Dacă intervalul pentru care se scrie ecuaţia energiei cinetice corespunde 
unui ciclu cinematic, variaţia energiei cinetice este nulă, iar ecuaţia (5.40) 
devine 

 

m u fL L L= + . (5.43) 
Aşa cum am arătat (subcap. 2.2.4.), eficienţa energetică a maşinii se 

apreciază cu ajutorul randamentului mecanic definit ca raportul dintre 
lucrul mecanic util şi lucrul mecanic motor pentru un ciclu al mişcării de 
regim, 

 

u

m

L
L

η =  (5.44) 
 

În mod similar se defineşte randamentul instantaneu în funcţie de puteri 
 

u

m

P
P

η =  (5.45) 
 

Aprecieri privitoare la domeniul de variaţie al randamentului şi la 
modalităţile de îmbunătăţire a valorii sale, sunt prezentate în subcap. 2.2.4. 
Procedeele de calcul al randamentului sunt arătate pentru fiecare categorie de 
mecanisme, în subcap. 2.2.4. (pentru mecanismele cu bare), 2.2.5. (pentru 
mecanismele cu şurub), 3.5.2., 3.5.3., 3.5.4. (pentru mecanismele cu came), 
4.1.3.9. (pentru mecanismele elementare cu roţi dinţate), 4.2.1.2. (pentru 
mecanismele complexe formate din roţi dinţate cu axe fixe) şi 4.2.2.3. (pentru 
mecanismele planetare). 

 
 
5.2. ECHILIBRAREA FORŢELOR DE INERŢIE 

 
Forţele de inerţie, generate ca urmare a mişcării elementelor, au o 

influenţă negativă asupra funcţionării maşinilor. Aceste forţe intervin în cadrul 
echilibrului cinetostatic, conform principiului lui d’Alambert, împreună cu 
forţele aplicate şi cu forţele de legătură. Ca urmare, în cuplele cinematice apar 
componente ale reacţiunilor cauzate, în exclusivitate, de forţele de inerţie, 
numite reacţiuni dinamice. Aceste reacţiuni provoacă solicitări suplimentare, 
majorează forţele de frecare şi intensifică uzura suprafeţelor care formează 
cuplele cinematice. Sistemul forţelor de inerţie este variabil ca mărime şi 
direcţie, având un caracter ciclic. Oscilaţiile acestor forţe generează vibraţii care 
diminuează calitatea procesului tehnologic şi reduc siguranţa în exploatare. 
Forţele de inerţie sunt proporţionale cu pătratul vitezei unghiulare a elementului 
conducător. Prin urmare, efectele negative semnalate sunt cu atât mai 
pronunţate cu cât viteza de funcţionare este mai mare. Datorită majorării 
continue a vitezelor de funcţionare, în vederea creşterii productivităţii, 
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preocuparea pentru reducerea consecinţelor provocate de forţele de inerţie 
constitue o problemă de mare importanţă. 

Operaţia prin care componentele torsorului rezultant al forţelor de 
inerţie se anulează sau se micşorează, ca rezultat al repartizării judicioase a 
maselor, se numeşte echilibrare. Denumirea se explică prin aceea că forţele de 
inerţie corespunzătoare diverselor mase se echilibrează reciproc, astfel încât, 
torsorul rezultant să fie nul. Echilibrarea prin care se anulează numai forţa de 
inerţie rezultantă se numeşte echilibrare statică. Dacă se anulează atât forţa de 
inerţie cât şi momentul forţelor de inerţie, echilibrarea este dinamică. 

 
 

5.2.1. Echilibrarea rotoarelor 
 

5.2.1.1. Condiţiile de echilibrare 
 

Prin rotor se înţelege un element cu mişcare de rotaţie în jurul unei axe 
fixe. 

Se consideră un rotor şi un sistem de coordonate solidar cu el Oxyz, cu 
axa Oz suprapusă peste axa de rotaţie (Fig.5.17). Torsorul forţelor de inerţie, 
redus în O, are componentele 

 

i G
2 2

i xz yz yz xz z

F m a

M (J J ) i (J J ) j J k

⎧ = − ⋅⎪
⎨

= ε − ω + ε + ω − ε⎪⎩
 (5.46) 

 

în care m este masa elementului, Ga  este acceleraţia centrului de masă, ω  şi ε  
- viteza şi acceleraţia unghiulară, iar xzJ , yzJ  şi zJ  sunt momentele de inerţie 
raportate la axele sistemului de coordonate. Condiţia echilibrării statice este 

iF 0= , ceea ce conduce la Ga 0= , deci centrul de masă G trebuie să se afle pe 
axa de rotaţie care, în acest caz, este axă centrală de inerţie. 

Condiţia de echilibrare statică 
( iF 0= ): axa de rotaţie trebuie să fie axă 
centrală de inerţie. 

Pentru anularea momentului iM  
trebuie anulate proiecţiile sale pe axele de 
coordonate. Proiecţia iz zM J= − ε  se poate 
anula numai dacă 0ε = , deoarece zJ 0≠ . 
Această condiţie nu depinde, însă, de 
distribuţia masei rotorului. De altfel 
componenta z zM J k= − ε  nu provoacă 
reacţiuni dinamice în lagărele rotorului, iar 
anularea sau reducerea ei nu constituie 

z

G

O
x

y

Fig. 5.17 
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obiectul echilibrării. În aceste condiţii echilibrarea momentului iM  se reduce la 
anularea proiecţiilor sale pe axele Ox şi Oy, 

 

2
ix xz yz

2
iy yz xz

M J J 0

M J J 0

= ε − ω =

= ε + ω =
 (5.47) 

 

În ipoteza 0ω≠ , soluţiile sistemului (5.47) sunt xzJ 0=  şi yzJ 0= , 
ceea ce înseamnă că axa de rotaţie este axă principală de inerţie. 

Condiţia de echilibrare dinamică ( i iF 0,  M 0= = ): axa de rotaţie 
trebuie să fie axă principală, centrală de inerţie. 

 
Observaţie 
Dacă axa de rotaţie nu este axă centrală de inerţie, iar condiţiile xzJ 0=  

şi yzJ 0=  sunt îndeplinite pentru un punct de reducere aparţinând axei de 
rotaţie, ele nu sunt îndeplinite şi pentru celelalte puncte ale axei de rotaţie. Prin 
urmare, numai în punctul respectiv, sistemul forţelor de inerţie se reduce la o 
forţă de inerţie rezultantă. Dacă axa de rotaţie este axă centrală de inerţie, iar 
condiţiile xzJ 0=  şi yzJ 0=  sunt îndeplinite într-un punct al axei de rotaţie, ele 

sunt îndeplinite în toate punctele, astfel încât iF 0=  şi iM 0= . 
 
 

* 
În vederea proiectării unor rotori echilibraţi este util să se cunoască 

unele cazuri în care anumite axe ale corpurilor sunt axe principale sau axe 
principale centrale de inerţie. 

• Dacă un corp are o axă de simetrie în repartiţia masei, această axă este 
axă principală centrală de inerţie. 

• Dacă un corp prezintă simetrie de revoluţie în repartiţia masei, axa de 
rotaţie este axă principală centrală de inerţie, iar orice dreaptă perpendiculară pe 
axa de simetrie este axă principală de inerţie. 

• Dacă un corp are un plan de simetrie în repartiţia masei, orice axă 
perpendiculară pe planul de simetrie este axă principală pentru punctul situat în 
planul de simetrie. Centrul de masă este situat, de asemenea, în planul de 
simetrie. Prin urmare, axa care trece prin centrul de masă şi este perpendiculară 
pe planul de simetrie este axă principală centrală de inerţie. 
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Pentru a ilustra cele arătate, se consideră un rotor de forma unei plăci 
dreptunghiulare omogene care se roteşte în jurul unei axe situate în planul său 
(Fig.5.18). În funcţie de poziţia axei de rotaţie, pot interveni patru cazuri privind 
echilibrarea unui astfel de rotor, arătate în Fig.5.18. 

 
 

5.2.1.2. Reducerea forţelor de inerţie în două plane.  
             Echilibrarea experimentală 

 
Sistemul forţelor de inerţie generate de un rotor se poate reduce la 

două forţe de inerţie, dezvoltate de două mase concentrate, situate în două 
plane arbitrare perpendiculare pe axa de rotaţie. Pentru a demonstra acest 
principiu se consideră un rotor şi un sistem de axe de coordonate Oxyz, având 
axa Oz suprapusă peste axa de rotaţie (Fig.5.19). Se consideră, de asemenea, 
două plane perpendiculare pe axa de rotaţie, notate S şi T, în care se adoptă 
două mase concentrate s s s sm (x ,  y ,  z )  şi t t t tm (x ,  y ,  z ) , care generează forţele 

G
G

 
a)                                    b) 

 

G

P
G

O

 
                                        c)                                       d) 

Fig. 5.18 
 
a) Rotor neechilibrat, ≠ ≠i iF 0, M 0 ; b) Rotor echilibrat static, 

= ≠i iF 0, M 0 ; c) Rotor neechilibrat. Deoarece planul P este plan de
simetrie, axa de rotaţie, perpendiculară pe planul P, este axă principală
numai în raport cu punctul O, în care ≠ =i iF 0, M 0 . În orice alt punct al 
axei de rotaţie, ≠ ≠i iF 0, M 0 ; d) Rotor echilibrat dinamic,

= =i iF 0, M 0 , deoarece axa de rotaţie este axă de simetrie 
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de inerţie isF  şi itF . Se scrie condiţia de echivalenţă între sistemul forţelor de 
inerţie ale rotorului, redus în O, i i(F ,M )  şi sistemul is it(F ,  F ) , 

 

is it i

s is t it i

F F F

z F z F M

+ =

× + × =
 (5.48) 

 

În ipoteza ct,  0ω = ε = , vectorii i i isF ,  M ,  F  şi itF  au expresiile 
 

2
i G  G

2 2
i yz xz

F m a m r

M J i J j

= − ⋅ = ⋅ ⋅ω

= − ⋅ω ⋅ + ⋅ω ⋅
 

2
is s  s

2
it t  t

F m a m r

F m a m r

= − ⋅ = ⋅ ⋅ω

= − ⋅ = ⋅ ⋅ω
 

 

în care  Gr  este vectorul de poziţie al centrului de masă G în planul său de 
rotaţie, iar  sr  şi  tr  sunt vectorii de poziţie ai maselor concentrate, în planele S 

şi T. Introducând aceste expresii în relaţiile (5.48) şi simplificând prin 2ω  se 
obţin ecuaţiile 
 

s  s t  t  G

s s  s t t  t yz xz

m r m r mr

z m r z m r J i J j

+ =⎧⎪
⎨ × + × = − +⎪⎩

 (5.49) 
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Vectorii s s  su m r=  şi t t  tu m r= , care sunt necunoscutele sistemului 
(5.49), se numesc vectorii dezechilibrului raportaţi la planele S şi T. Pentru 
determinarea lor, ecuaţiile (5.43) se proiectează pe axele de coordonate, 
obţinând un sistem scalar în necunoscutele sx sy tx tyu ,  u ,  u ,  u , 

 

sx G

sy G

txs t yz

tys t xz

u1 0 1 0 mx
u0 1 0 1 my

      
u0 z 0 z J
uz 0 z 0 J

⋅ =  (5.50) 

 

Determinantul sistemului are valoarea 
 

2
s tD (z z )= − − , 

 

iar sistemul este compatibil determinat dacă 
D 0≠ , iar s tz z≠ . Prin urmare principiul 
reducerii forţelor de inerţie în două plane 
distincte este demonstrat. 

În cazul rotoarelor cu dimensiuni 
reduse pe direcţia axei de rotaţie (discuri, 
plăci), se poate considera, prin aproximaţie, 
că masa rotorului este repartizată într-un 
singur plan. În acest caz axa de rotaţie este 
axă principală de inerţie pentru punctul O de 
intersecţie cu planul rotorului deoarece 

xzJ 0=  şi yzJ 0=  ( z 0=  pentru toate 
punctele rotorului)(Fig.5.20). Ca urmare 

iM 0= , iar sistemul forţelor de inerţie se 
reduce, în punctul O, la o rezultantă unică. 
Este evident atunci că rotorul se poate 

înlocui, din punctul de vedere al forţelor de inerţie, cu o masă concentrată 
situată în planul său (S), conform ecuaţiei de echivalenţă 

 

is iF F ,=  
 

din care rezultă vectorul dezechilibrului 
 

s s  s  Gu m r mr= =  (5.51) 
 

* 
Cu toate că, în faza de proiectare, rotoarele se concep echilibrate, după 

prelucrare se constată, de multe ori, dezechilibrări. Fenomenul este cauzat de 
erorile de prelucrare şi de montare precum şi de caracterul neomogen al 
materialului, mai ales în cazul pieselor turnate. Pentru a elimina aceste 
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dezechilibrări, în cadrul procesului tehnologic se prevede operaţia de echilibrare 
experimentală. Se pot da numeroase exemple de rotoare pentru care se execută 
aceste operaţii: arborii cotiţi, arborii principali ai maşinilor unelte, rotoarele de 
turbine, rotoarele de motoare şi generatoare electrice, ventilatoarele, tamburii de 
cardă, etc. Echilibrarea experimentală se efectuează modificând distribuţia 
masei rotorului, fie prin eliminarea de material, fie prin adăugarea unor piese 
suplimentare numite contragreutăţi. Se consideră, în acest scop, două plane 
perpendiculare pe axa de rotaţie, numite plane de corecţie, notate, ca înainte, S 
şi T. În cadrul operaţiei de echilibrare experimentală, vectorii dezechilibrului 

su  şi tu  se determină cu ajutorul maşinilor de echilibrat sau a echipamentelor 
mobile de echilibrat în situ (pe lagărele proprii) prin măsurarea caracteristicilor 
vibraţiilor, care reprezintă consecinţa stării de dezechilibru. Având în vedere că 

s s  su m r=  şi t t  tu m r= , parametrii s s t tm ,  r ,  m ,  r  se pot alege convenabil. De 
regulă  sr  şi  tr  se adoptă, iar masele sm  şi tm  se calculează, 

 

s t
s t

 s  t

u um ,  m
r r

= = . 
 

Cunoscând poziţiile s  s t  t(z ,  r ,  z ,  r )  şi valorile maselor s t(m ,  m )  care 
provoacă dezechilibrul în cele două plane, se poate efectua operaţia de 
echilibrare. Dacă se adoptă metoda îndepărtării de material, se execută două 
găuri, în poziţiile indicate s  s t  t(z , r ;  z , r )  astfel încât să se elimine cantităţile de 
material având masele sm  şi tm . În felul acesta, sistemul forţelor is it(F ,F ) , 
generate de aceste mase, dispare, iar componentele torsorului rezultant al 
forţelor de inerţie devin nule. 

Dacă se adoptă metoda adăugării de material se montează două 
contragreutăţi de mase sm  şi tm  şi de dimensiuni neglijabile, în două puncte de 
coordonate s  s(z , r )−  şi t  t(z , r )− . Contragreutăţile generează două forţe de 
inerţie is it( F ,  F )− −  care anihilează sistemul is it(F ,  F )  echivalent cu torsorul 

i i(F ,  M ) . 
În cazul rotoarelor în formă de discuri sau plăci care se rotesc în jurul 

unor axe perpendiculare pe planul lor, se poate adopta un singur plan de 
corecţie care coincide cu planul rotorului. 

 
* 

Menţionăm că prezentarea anterioară se referă la echilibrarea 
rotoarelor rigide, adică acelea care nu prezintă deformaţii de încovoiere 
importante, determinate de forţele de inerţie centrifugale, la viteza de 
funcţionare. În cazul echilibrării rotoarelor elastice (flexibile) trebuie să se ţină 
seama de modificarea distribuţiei maselor datorită deformaţiilor. În general, 
echilibrarea rotoarelor flexibile reclamă mai mult de două plane de corecţie. 
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5.2.2. Echilibrarea mecanismelor 
 

5.2.2.1. Condiţiile de echilibrare 
 

Un mecanism se consideră echilibrat dacă torsorul rezultant al forţelor 
de inerţie, corespunzătoare sistemului format din elementele mobile, este nul. În 
felul acesta, reacţiunile dinamice (cauzate de forţele de inerţie) din cuplele 

cinematice formate de elementul fix cu 
elementele mobile, sunt, de asemenea, 
nule. 

Se consideră un element, k, în 
mişcare plan paralelă, aparţinând unui 
mecanism plan (Fig.5.21) şi un sistem de 
axe de coordonate k k k kG x y z , solidar cu 
elementul, având originea în centrul de 
masă ( kG ) şi axa kGz  orientată 
perpendicular pe planul mişcării. Torsorul 
forţelor de inerţie, aferent elementului k, 
redus în centrul de masă kG  este 

 

kik k G

k k 2 k k 2 k
ik xz k yz k  k yz k xz k  k z k k

F m a

M (J J ) i (J J ) j J k

= −

= ε − ω + ε + ω − ε
 (5.52) 

 

în care 
kGa , kω  şi kε  sunt acceleraţia centrului de masă, viteza şi acceleraţia 

unghiulară, km  este masa elementului, iar k k
xz yzJ ,  J  şi k

zJ  sunt momentele de 
inerţie ale elementului raportate la sistemul de coordonate. 

Se consideră, în continuare, un sistem de coordonate fix Oxyz cu axa 
Oz perpendiculară pe planul mişcării mecanismului. Torsorul forţelor de inerţie, 
pentru sistemul format din toate elementele mobile, în număr de n 1− , redus în 
punctul O, este 

 

m

n 1

im ik m G
1

F F m a
−

= = −∑  (5.53) 

n 1 n 1

im ik O ik
1 1

M M M (F )
− −

= +∑ ∑  (5.54) 
 

În formula (5.53), mm  este masa elementelor mobile obţinută prin 
însumare 

 

n 1

m k
1

m m
−

=∑ , (5.55) 
 

z

O

y

kx

zx k

kG

ky

Fig. 5.21 
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iar 
mGa  este acceleraţia centrului de masă mG  al sistemului format din 

elementele mobile. Poziţia punctului mG  se determină ca în cazul în care 
elementele sunt legate rigid în poziţia considerată, 
 

m

n 1 n 1

k  k k  k
1 1

 G n 1
m

k
1

m r m r
r

m
m

− −

−= =
∑ ∑

∑
, (5.56) 

 

în care 
m Gr  şi  kr  sunt vectorii de poziţie ai punctelor mG  şi kG  în raport cu 

punctul O. 
Echilibrarea statică a mecanismului, adică anularea forţei de inerţie imF , 

se obţine dacă 
mGa 0= . Aşa cum se observă din formula (5.56), centrul de masă 

mG  are o poziţie variabilă deoarece vectorii kr  sunt variabili. Punctul mG  
descrie, în general, o curbă închisă situată într-un plan paralel cu planul Oxy. 
Printr-o poziţionare corespunzătoare a centrelor de masă kG , în raport cu 
fiecare element mobil, se poate ajunge la situaţia în care vectorul 

m Gr  să fie 
constant pentru întreg ciclul cinematic al mecanismului. În acest caz punctul 

mG  este fix , iar 
mGa 0= . 

Condiţia de echilibrare statică a unui mecanism: centrul de masă al 
sistemului format din elementele mobile trebuie să fie fix. 

Momentul imM  devine egal cu zero dacă se anulează cele două 
componente ale sale, 

 

n 1 n 1

im1 ik im2 O ik
1 1

M M ,  M M (F )
− −

= =∑ ∑  (5.57) 
 

în care O ikM (F )  este momentul forţei ikF  în raport cu punctul O. Având în 
vedere formula (5.52) momentul im1M  se poate scrie 
 

( ) ( )
n 1 n 1

k k 2 k k 2 k
im1 xz k yz k  k yz k xz k  k z k k

1 1

M (J J ) i (J J ) j J k
− −

= ε − ω + ε + ω + − ε∑ ∑ (5.58) 
 

Proiecţia momentului im1M  pe axa k kOz G z&  nu se poate anula 

deoarece k
zJ 0≠ , iar acceleraţiile unghiulare kε  nu pot fi constant nule pentru 

toate elementele. Aceste acceleraţii pot fi egale cu zero numai în cazul 
elementelor în mişcare de translaţie sau pentru anumite poziţii discrete ale 
mecanismului, în cazul celorlalte elemente. În consecinţă, anularea acestei 
proiecţii nu se poate înscrie ca un obiectiv al operaţiei de echilibrare. 

Proiecţiile momentului im1M  pe planul k k kOxy G x z&  se anulează dacă 
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k
xzJ 0=  şi k

yzJ 0=   ( k 1,  n 1= − ). (5.59) 
 

Cea mai simplă soluţie constructivă, pentru a satisface aceste condiţii, 
este de a proiecta elementele astfel încât să aibă un plan de simetrie paralel cu 
planul de mişcare. Această măsură nu este necesară în cazul elementelor cu 
mişcare de translaţie ( k k0,  0ω = ε = ) care au, oricum, proiecţiile momentului 

ikM , pe planul k k kG x y , egale cu zero. 
Pentru a studia componenta im2M , se exprimă momentul O ikM (F )  prin 

proiecţiile sale pe axele reperului Oxyz. Având în vedere că mişcarea este plan 
paralelă, iar 

 

ik ikx ikyF F i F j= + , 
 

se poate scrie 
 

k k k k

k k k k

O ik  G ik G G G

ikx iky

G iky G ikx G iky G ikx

i j k
M (F ) r F x y z

F F 0

                               z F i z F j (x F y F )k.

= × = =

= − + + −

 

 

Momentul im2M  se poate scrie, atunci, astfel 
 

k k k

n 1 n 1

im2 G iky ikx G iky G ikx
1 1

M z ( F i F j) (x F y F )k
− −

= − + + −∑ ∑  (5.60) 
 

Ca şi în situaţia precedentă, proiecţia momentului im2M  pe axa Oz nu 
se poate anula şi nu face obiectul echilibrării. Pentru anularea proiecţiilor din 
planul Oxy se recomandă proiectarea mecanismului astfel încât să aibă un plan 
de simetrie, în repartiţia maselor, paralel cu planul mişcării. O primă soluţie, în 
acest sens constă în conceperea mecanismului astfel încât centrele de masă să se 
deplaseze în acelaşi plan. Dacă punctul O se adoptă în planul centrelor de masă, 

 

kGz 0  (k 1,  n -1)= = , 
 

ceea ce conduce la anularea proiecţiilor momentului im2M  pe planul Oxy. O 
altă soluţie se referă la mecanismele formate din lanţuri cinematice care 
funcţionează în plane paralele, având un element conducător unic. Un exemplu, 
în acest sens, este arătat în Fig.5.22 în care este reprezentat un mecanism din 
construcţia unui motor cu patru cilindri. Se observă că elementele sunt dispuse 
simetric faţă de planul Oxy. Elementele simetrice au coordonatele 

kGz  egale şi 

de semne contrare:
2 8 3 9 4 6 5 7G G G G G G G Gz z ,  z z ,  z z ,  z z ,= − = − = − = − iar

1Gz 0= . 
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Introducând aceste date în formula (5.54) 
se ajunge la concluzia că proiecţiile din 
planul Oxy ale momentului im2M  sunt 
egale cu zero. 

În concluzie, pentru echilibrarea 
momentului forţelor de inerţie, se 
recomandă utilizarea  cumulativă a 
următoarelor soluţii practice. 

1) Fiecare element să aibă un 
plan de simetrie paralel cu planul 
mişcării. 

2) În cazul în care mecanismul 
este format din mai multe lanţuri 
cinematice dispuse în plane paralele, 
elementele trebuie amplasate simetric 
faţă de un plan paralel cu planul 

mişcării. Dacă mecanismul are un singur lanţ cinematic, centrele de masă 
ale elementelor trebuie să se deplaseze în acelaşi plan. 

Menţionăm că respectarea acestor recomandări nu asigură anularea 
componentei momentului forţelor de inerţie perpendiculară pe planul mişcării. 
 
 

5.2.2.2. Echilibrarea statică. Metoda punctelor  
             principale 

 

 Determinarea poziţiei centrului de masă al mecanismului 
 
Condiţia echilibrării statice impune menţinerea centrului de masă al 

sistemului format din elementele mobile, numit, pentru simplificare, centrul de 
masă al mecanismului, într-o poziţie fixă. Metoda punctelor principale se 
bazează pe aplicarea unui procedeu specific de determinare a poziţiei centrului 
de masă al mecanismului. 

Se consideră un mecanism, format dintr-un lanţ simplu închis, cu n 1−  
elemente mobile şi un element fix (Fig.5.23). Se ataşează fiecărui element 
mobil câte un vector kA  având punctul de aplicaţie şi extremitatea în 
articulaţiile elementului k. Orientarea vectorului kA  se fac, în aşa fel, ca lanţul 
cinematic să fie parcurs în acelaşi sens. Se consideră, de asemenea, vectorii kρ , 
care determină poziţia centrului de masă kG  în raport cu originea vectorilor kA . 
Poziţia centrului de masă al mecanismului se determină cu formula (5.56), în 
care vectorii de poziţie ai centrelor de masă kr , raportaţi la punctul A, se pot 
scrie sub forma 

O 2

x
1

8

9

7

4

3

5
6

y

Fig. 5.22 
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 k 1 2 k 1 kr ... −= + + + + ρA A A  
 

Înlocuind în formula (5.56) expresiile vectorilor kr  se obţine 
 

m

1 1 2 1 2 n 1 1 2 n 2 n 1
 G

m

m m ( ) m ( )r
m

− − −ρ + + ρ + + + + + + ρ
=

A … A A … A . 
 

Printr-o reordonare a termenilor se ajunge la expresia 
 

m

1 1 1 2 3 n 1 2 2 2 3 4 n 1
 G

m m

n 1 n 1

m

m (m m m ) m (m m m )r
m m

m          .
m

− −

− −

ρ + + + ρ + + +
= + +

ρ
+ +

A … A …

…
 

 

Făcând notaţia 
 

k k k k 1 n 1
k

m

m (m m )h
m

+ −ρ + + +
=

A … , (5.61) 
 

se obţine următoarea formulă pentru calculul poziţiei centrului de masă al 
mecanismului 
 

m

n 1

 G k
1

r h
−

=∑ . (5.62) 
 

n-11ρ Gr
A

Gm
m

G H

ρ

h

1l

1

1

1r
=

G1

H
1

r2
rn-1

h 2

2

2
2

h 2

l 2

2

ln-1n-1

n-1H

Gn-1h
n-1

n-1

hρ

 
Fig. 5.23 



 407

Vectorul kh , având aceeaşi direcţie cu kA  şi kρ , determină, în raport 
cu articulaţia iniţială a elementului k, poziţia unui punct kH , invariabil pe 
element, numit punct principal. Acest punct are următoarea semnificaţie fizică: 
reprezintă centrul de masă al corpului care se obţine dacă în articulaţia iniţială 
se concentrează masa tuturor elementelor anterioare lui k, în kG  se 
concentrează masa elementului k, iar în articulaţia finală se concentrează masa 
tuturor elementelor care urmează lui k. Prin însumarea grafică a vectorilor kh , 
în vederea determinării vectorului 

mGr , se formează un poligon care are laturile 
paralele cu elementele mobile ale mecanismului, cum se observă în Fig.5.23. 
Metoda se poate aplica, prin modificări şi dezvoltări corespunzătoare, şi pentru 
mecanismele formate din lanţuri cinematice complexe sau în cazul în care 
centrele de masă ale elementelor nu sunt  coliniare cu articulaţiile acestuia [24]. 
 

   Echilibrarea statică a mecanismului patrulater articulat 
 
Mecanismul are trei elemente mobile (Fig.5.24) astfel încât condiţia de 

echilibrare statică se poate scrie sub forma 
 

m G 1 2 3r h h h c= + + =  (5.63) 
 

în care c  este un vector constant. Această condiţie este îndeplinită numai dacă 
vectorii punctelor principale au modulele proporţionale cu lungimile 
elementelor, 
 

31 2

1 2 3

hh h k= = =
A A A

 (5.64) 
 

În această ipoteză, vectorul 
mGr  capătă expresia 

 

mG 1 1 1 4r k( ) k= + + =A A A A . 
 

Cum 4A  este un vector constant, 
înseamnă că şi 

mGr  este constant, coliniar 

cu 4A . Prin urmare, punctul mG  se găseşte 
pe dreapta AD, aşa cum rezultă din 
Fig.5.24. Introducând expresiile 
parametrilor 1 2h ,  h  şi 3h , aşa cum rezultă 
din formula (5.61) în proporţiile (5.64), se 
obţin relaţiile 

 

1 1 1 2 3 2 2 2 3 3 3

1 2 3

m (m m ) m m mρ + + ρ + ρ
= =

A A
A A A

, (5.65) 
 

2
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care constituie condiţiile ce trebuie satisfăcute de parametrii 1m , 2m , 3m , 1ρ , 

2ρ , 3ρ  pentru ca mecanismul să fie echilibrat. Analiza ecuaţiilor (5.65) conduce 
la concluzii importante privind repartizarea maselor elementelor. În mod 
normal, un element cu două articulaţii are forma unei bare, cu centrul de masă 
situat între cele două articulaţii. Să presupunem că 2G  se află între articulaţiile 
B şi C (Fig.5.25.a), deci 2 20 < ρ < A . Din egalităţile (5.65) rezultă 
 

1
1 1 2 2 2

2

m m ( )ρ = − −ρ
AA
A

 (5.66) 

3
3 3 3 3 2 2

2
m m mρ = + ρ

AA
A

 (5.67) 

 

care arată că 1 0ρ <  şi 3 3ρ > A . Aceasta înseamnă că centrele de masă ale 
elementelor 1 şi 3 trebuie să se afle în afara articulaţiilor. Pentru a le deplasa în 
aceste poziţii, pe elementele 1 şi 3 se montează două contragreutăţi, în punctele 
E şi F, ca în Fig.5.25.a. Pentru a determina masa ( Em ) şi poziţia ( Eρ ) ale 
contragreutăţii din E, presupunem că iniţial, înainte de montarea contragreutăţii, 
elementul 1 este caracterizat de parametrii 1m '  şi 1'ρ . În această ipoteză se 
poate scrie 
 

1 1 1 1 E Em m' ' mρ = ρ + ρ , 
 

de unde rezultă 
 

E E 1 1 1 1m m m' 'ρ = ρ − ρ  
 

în care produsul 1 1m ρ  are valoarea calculată cu formula (5.66). Cunoscând 
produsul E Em ρ , fiecare dintre parametrii Em  şi Eρ  se adoptă convenabil, 
ţinând seama de condiţiile constructiv-funcţionale. Produsul F Fm ρ  se determină 
în mod similar. 

 
                  a)                                         b)                                           c) 

 
Fig.5.25 



 409

Dacă se adoptă 1G  între articulaţii ( 1 10 < ρ < A ), din ecuaţiile (5.65) 
rezultă 

 

2
2 2 2 2 1 1

1

3
3 3 3 3 1 1

1

m m m

m m m ,

ρ = + ρ

ρ = + ρ

AA
A
AA
A

 

 

care arată că 2 2ρ > A  şi 3 3ρ > A . Prin urmare centrele de masă ale elementelor 2 
şi 3 trebuie deplasate în afara articulaţiilor cu ajutorul unor contragreutăţi ca în 
Fig.5.25.b. 

În fine, dacă 3G  se adoptă între articulaţii ( 3 30 < ρ < A ), relaţiile (5.65) 
scrise sub forma 

 

( )1
1 1 3 3 3 2 1

3

2
2 2 3 3 3

3

m m m

m m ( )

ρ = ρ − −

ρ = ρ −

A A A
A
A A
A

 

 

conduc la inegalităţile 1 0ρ <  şi 2 0ρ < . Prin urmare, centrele de greutate ale 
elementelor 1 şi 2 trebuie deplasate în afara articulaţiilor folosind două 
contragreutăţi montate ca în Fig.5.25.c. Dintre cele trei soluţii de echilibrare, 
cea mai recomandabilă este prima (Fig.5.25.a) deoarece montarea unei 
contragreutăţi pe bielă este dificilă şi măreşte gabaritul mecanismului. 
 

   Echilibrarea statică a mecanismului manivelă - piston 
 
Condiţia echilibrării statice are aceeaşi formă (5.63) ca la mecanismul 

patrulater articulat. Întrucât 3h  este un vector constant (elementul 3 are mişcare 
de translaţie, deci direcţia lui 3h  este invariabilă), condiţia de echilibrare (5.63) 
devine 

 

1 2h h c+ =  (5.68) 
 

Egalitatea (5.68) este satisfăcută pentru orice poziţie a mecanismului 
numai dacă 1 2h h 0= = , iar 

mG 3r h=  (Fig.5.26.a). Având în vedere expresiile 

vectorilor 1h  şi 2h  (5.61), rezultă 
 

1 1 1 2 3

2 2 2 3

m (m m ) 0
m m 0
ρ + + =

ρ + =

A
A

 
 

sau 
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1 1 1 2 3

2 2 2 3

m (m m )
m m .
ρ = − +

ρ = −

A
A

 

 

Aceste relaţii arată că, pentru echilibrarea mecanismului, centrele de 
masă ale elementelor 1 şi 2 trebuie să se afle în afara articulaţiilor 
( 1 20,  0ρ < ρ < ). Pentru aceasta trebuie să se monteze două contragreutăţi ca în 
Fig.5.26.b. Această soluţie nu are o largă aplicaţie practică datorită 
dezavantajelor legate de montarea unei contragreutăţi pe bielă. Mai frecvent se 
practică o echilibrare parţială urmărind numai anularea componentei 
perpendiculare pe axa de translaţie a forţei de inerţie rezultante. Pentru aceasta 
centrul de masă al mecanismului trebuie să aibă o traiectorie rectilinie paralelă 
cu axa de translaţie. În această situaţie, atât acceleraţia centrului de masă cât şi 
forţa de inerţie au aceeaşi direcţie – paralelă cu axa de translaţie, iar forţa de 
inerţie perpendiculară pe această axă este nulă. Se poate arăta că situaţia 
descrisă se înregistrează când modulele vectorilor 1h  şi 2h  sunt proporţionale 
cu lungimile 1A  şi 2A , 

 

1 2

1 2

h h k= =
A A

. (5.69) 
 

În acest caz vectorul 
mGr  se poate scrie 

 

m G 1 2 3 1 2 3  C 3r h h h k( ) h kr h= + + = + + = +A A , 
 

în care  Cr AC= . Dacă se adoptă un sistem de coordonate cu originea în A 
(Fig.5.27.a), proiecţia pe axa Ay a vectorului 

mGr  este 
 

mG Cy k y= ⋅ . 
 

Deoarece Cy  este constant, rezultă că şi 
mGy  este constant, ceea ce arată că 

traiectoria punctului mG  este o dreaptă paralelă cu axa Ax. Introducând 
expresiile vectorilor 1h  şi 2h  (5.61) în relaţia (5.69) se obţine 
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               a)                                           b) 
Fig. 5.26 
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1 1 1 2 3 2 2 2 3

1 2

m (m m ) m mρ + + ρ +
=

A A
A A

 
 

sau 
 

1
1 1 2 2 2

2
m m ( )ρ = − −ρ

AA
A

. 
 

Dacă 2G  se adoptă între articulaţiile B şi C ( 2 20 < ρ < A ), rezultă 

1 0ρ < , deci trebuie amplasată o contragreutate pe manivelă (Fig.5.27.b) pentru 
a deplasa centrul de greutate în afara articulaţiilor. 

 
 

5.2.2.3. Metoda analizei armonice 
 
Această metodă este utilizată, ca şi metoda punctelor principale, pentru 

echilibrarea statică a mecanismelor şi se bazează pe dezvoltarea în serie Fourier 
a forţelor de inerţie. Apoi, fiecare armonică se echilibrează separat cu ajutorul 
contragreutăţilor. Pentru exemplificare, se va arăta modul de aplicare a metodei 
în cazul unui mecanism manivelă – piston axial (Fig.5.28). 

În vederea echilibrării, masa bielei se concentrează static în punctele B 
şi C (par. 2.1.2.3) 

 

2 2

2 2 2
B 2 C 2

2 2
m m ,  m m−ρ ρ

= =
A
A A

. 
 

Masele în mişcare de rotaţie, concentrate în B (
2Bm ) şi 1 1G (m )  se 

echilibrează, ca în cazul unui rotor, printr-o contragreutate montată în punctul 
D, 

 

2 2
D D 1 1 2 1

2
m m m −ρ

ρ = − ρ −
A A
A

. 
 

Masele aflate în mişcare de translaţie , concentrate în punctul C, 
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                      a)                                                    b) 

Fig. 5.27 



 412

 

2

2
C 3 C 3 2

2

m m m m m ρ
= + = +

A
, 

 

rămân dezechilibrate. Forţa de inerţie generată de aceste mase este 
 

iC C CF m a= − . 
 

Poziţia punctului C este definită prin coordonata Cx  care, în ipoteza 

4 0=A , are expresia (par. 2.1.4.3) 
 

2 2
C 1 1 1

1x cos 1 sin⎛ ⎞= ϕ + − λ ϕ⎜ ⎟λ⎝ ⎠
A , 
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Fig. 5.28 
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în care 1

2
λ =

A
A

. Funcţia 2 2
1 1 1

1f ( ) cos 1 sinϕ = ϕ + − λ ϕ
λ

 este periodică în 

raport cu 1ϕ  şi se poate dezvolta în serie Fourier, 
 

0
1 j 1 j 1

j 1

af ( ) (a cos j b sin j )
2

∞

=

ϕ = + ϕ + ϕ∑ . 

 

Deoarece funcţia este pară, 1 1f ( ) f ( )−ϕ = ϕ , coeficienţii sinusurilor sunt 
nuli, jb 0= . Coeficienţii ja  se calculează cu formulele 

 

( )
2

j 1 1 1
0

1a f ( )cos j d
π

= ϕ ϕ ϕ
π ∫   ( j 0,  1,  2, n)= … . 

 

Aplicând aceste formule rezultă că toţi coeficienţii de ordin impar, cu 
excepţia j 1= , sunt nuli. Prin derivarea coordonatei C 1 1x f ( )= ⋅ ϕA , de două ori 
în raport cu timpul, în ipoteza dezvoltării funcţiei 1f ( )ϕ  în serie Fourier, se 
obţine acceleraţia punctului C, 

 

2 2 2
C 1 1 1 1 2 1 4 1

2 2
1 1 j 1

a (a cos 2 a cos2 4 a cos 4 ...)

     = j a cos j                          (j=1, 2, 4, ... 2n).

= − ω ϕ + ϕ + ϕ + =

− ω ϕ∑
A

A
 

 

Notând 2
j jA j a=  (j=1, 2, 4, ... 2n)  şi înlocuind acceleraţia Ca  în 

expresia forţei de inerţie iCF , se obţine 
 

2
iC C 1 1 1 1 2 1 4 1

2
C 1 1 j 1

F m (A cos A cos 2 A cos 4 ...)

      =m A cos j                    (j 1,  2, 4, ... 2n)

= ω ϕ + ϕ + ϕ + =

ω ϕ =∑
A

A
 (5.70) 

 

Valorile coeficienţilor jA  (j=1, 2, 4, ... 2n)  sunt indicate în Tab.5.1 în 
funcţie de valorile uzuale ale raportului λ . 

Expresia forţei de inerţie (5.70) arată că aceasta se compune dintr-un 
număr de termeni, numiţi armonice. Primul termen – armonica fundamentală 
are frecvenţa egală cu frecvenţa de rotaţie a elementului conducător, iar 
armonicele superioare au frecvenţe egale cu multiplii pari ai armonicei 
fundamentale. 

Pentru a echilibra forţa de inerţie iCF , se echilibrează, separat, fiecare 
dintre armonicele sale. Deoarece forţele de inerţie scad foarte mult cu creşterea 
ordinului armonicei, aşa cum rezultă din Tab.5.1,  echilibrarea se limitează la 
armonicele de ordine inferioare. 
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                                                                                               Tabelul 5.1 
λ  1/2,5 1/3 1/3,5 1/4 1/4,5 1/5 1/5,5 1/6 

1A  1 1 1 1 1 1 1 1 

2A  0,417325 0,343109 0,29178 0 ,254025 0,225031 0 ,202038 0,183345 0,167839 

4A  -0,18175 -0,010099 -0,006211 -0,004098 -0,002849 -0,002062 -0,001541 -0,001182 

6A  0,000891 0,000334 0,000149 0,000074 0,000041 0,000024 0,000015 0,000009 

8A  0,000043 0,000011 0,000004 0,000001 0,000001 0,000000 0,000000 0,000000 

 
Armonica fundamentală 
 

2
iC1 C 1  1 1 1F m A cos= ω ϕA  (5.71) 

 

se echilibrează prin montarea a două contragreutăţi E şi E '  (Fig.5.28) care se 
rotesc în sensuri contrare cu viteza unghiulară 1ω . Razele lor formează cu axa 
Ax unghiurile 1( )π − ϕ  şi 1( )π + ϕ . Pentru echilibrare, este necesar ca suma 
proiecţiilor, pe direcţia ghidajului, ale forţelor de inerţie generate de 
contragreutăţi, să fie egală şi de sens contrar cu iC1F , 
 

2 2 2
E E  1 1 E E  1 1 C 1  1 1 1m cos( ) m cos( ) m A cosρ ω π −ϕ + ρ ω π + ϕ = − ω ϕA  

 

Din această ecuaţie se calculează valoarea produsului E Em ρ , în funcţie 
de care se adoptă Em  şi Eρ , 

 

C 1 1
E E

m A
m

2
ρ =

A
. (5.72) 

 

Se observă că proiecţiile forţelor de inerţie ale contragreutăţilor, pe 
direcţie perpendiculară pe ghidaj, se echilibrează reciproc, 

 

2 2
E E  1 1 E E  1 1m sin( ) m sin( ) 0ρ ω π −ϕ + ρ ω π + ϕ = . 

 

Antrenarea în rotaţie a contragreutăţilor se face prin transmiterea 
mişcării de la elementul conducător al mecanismului, cu ajutorul unor 
mecanisme cu roţi dinţate cu raportul de transmitere (+1) pentru o 
contragreutate şi ( 1− ) pentru cealaltă contragreutate. 

Pentru a echilibra armonica de ordin doi, 
 

2
iC2 C 1 1 2 1F m A cos 2= ω ϕA  (5.73) 

 

se procedează în mod similar, utilizând contragreutăţile F şi F'  (Fig.5.28), care 
se rotesc în sensuri contrare cu viteza unghiulară 12ω  şi care formează, cu axa 
Ax, unghiurile 1( 2 )π − ϕ  şi 1( 2 )π + ϕ . Condiţia de echilibrare este 
 

2 2 2
F F  1 1 F F  1 1 C 1  1 2 1m (2 ) cos( 2 ) m (2 ) cos( 2 ) m A cos 2ρ ω π − ϕ + ρ ω π + ϕ = − ω ϕA  

 



 415

din care rezultă 
 

C 1 2
F F

m Am
8

ρ =
A . (5.74) 

 

Ca şi la armonica fundamentală, proiecţiile forţelor de inerţie ale 
contragreutăţilor F şi F' , pe direcţia perpendiculară pe ghidaj, se echilibrează 
reciproc. 

 
 

5.2.2.4. Noţiuni privind echilibrarea motoarelor  
             policilindrice 
 
Motoarele policilindrice sunt compuse din mai multe mecanisme 

manivelă – piston care funcţionează în plane paralele având o manivelă comună 
(arborele cotit). Recomandarea privitoare la simetria lanţurilor cinematice 
componente faţă de un plan paralel cu planul mişcării (par. 5.2.2.1) nu poate fi 
respectată întotdeauna, astfel încât, echilibrarea trebuie privită atât sub aspect 
static, cât şi dinamic. Aşa cum se va vedea, echilibrarea motoarelor 
policilindrice se realizează atât prin montarea unor contragreutăţi, cât şi prin 
decalarea judicioasă a manivelelor mecanismelor componente, astfel ca forţele 
de inerţie să se echilibreze reciproc. 
 

   Motorul cu doi cilindri 
 
Cele două mecanisme, având manivelele decalate cu 0180 , se notează 

ABC şi ADE (Fig.5.29). Forţele de inerţie cauzate de masele în mişcare de 
rotaţie, concentrate în punctele iBB(F )  şi iDD(F )  se echilibrează reciproc 
datorită decalajului manivelelor (Fig.5.29.b). Vom analiza, în continuare, modul 
în care acţionează forţele de inerţie de diferite ordine, obţinute prin dezvoltarea 
Fourier, corespunzătoare maselor în mişcare de translaţie. Notând, pentru 
simplificare, unghiul şi viteza unghiulară ale manivelei cu ϕ  şi ω , forţele de 
inerţie, pentru cele două mecanisme, sunt 

 

2
iC1 C 1 1

2 2
iE1 E 1 1 E 1 1

F m A cos

F m A cos( ) m A cos .

= ω ϕ

= ω π + ϕ = − ω ϕ

A

A A
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Deoarece mecanismele sunt identice, C Em m= , iar iC1 iE1F F= −  rezultă 
că forţele de inerţie de ordinul 1 se echilibrează reciproc fără a fi nevoie de 
contragreutăţi. 

Forţele de inerţie de ordinul 2 au expresiile 
 

2
iC2 C 1 2

2
iE2 E 1 2 iC2

F m A cos 2

F m A cos 2( ) F .

= ω ϕ

= ω π + ϕ =

A

A
 

 

d 

4ϕ
2ϕFϕ

FiE1

iC2
iE2F

FiC1
F

π

iE4

iC4F

iDF

iC1F iC1F

F
ϕ

iF

F

a D

B
iFFϕ B

F'

F

E

iE1

FiB

C

A

D

ϕ

E
FiE1

C

 
                   c)                                     d)                                  e) 

 
Fig. 5.29 

a) b) 
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Se observă că cele două forţe de inerţie nu se echilibrează reciproc. În 
aceeaşi situaţie se află şi forţele de inerţie de ordinul 4. Echilibrarea lor se poate 
face cu contragreutăţi în modul arătat la mecanismul manivelă – piston. 

Forţele de inerţie de diferite ordine pot fi interpretate ca fiind proiecţiile 
pe axa de translaţie a unor vectori care se rotesc cu viteza n ⋅ω  (n – ordinul 
armonicei). Unghiurile acestor vectori sunt argumentele funcţiei cosinus din 
expresia forţei de inerţie şi se calculează cu formula 

 

k kn( )ϕ = ϕ+ α , (5.75) 
 

în care k este numărul de ordine al cilindrului, ϕ  este unghiul de poziţie al 
manivelei având k 1= , iar kα  unghiul dintre manivela k şi manivela k 1= . 
Această formulă este valabilă pentru forţele de inerţie de ordinul 1, 2, 6, 8. 
Pentru forţele de inerţie de ordinul 4, care au coeficienţii 4A  negativi, se 
utilizează formula 
 

k k4( )ϕ = ϕ+ α + π . (5.76) 
 

Valorile unghiurilor vectorilor rotitori, pentru motorul cu doi cilindri, 
sunt date în tabelul următor. 

 

n 
Cilindrul 1, 

mecanismul ABC 
1 0α =  

Cilindrul 2, 
mecanismul ADE 

2α = π  
1 ϕ ϕ+ π
2 2ϕ  2 (2 )ϕ+ π  
4 4ϕ+ π  4 (4 )ϕ+ π + π  
6 6ϕ  6 (6 )ϕ+ π  

 
Folosind aceste valori s-au reprezentat diagramele vectorilor rotitori 

pentru forţele de inerţie de ordinele 1 (Fig.5.29.c), 2 (Fig.5.29.d) şi 4 
(Fig.5.29.e). În aceste diagrame se observă, în mod sugestiv, faptul că forţele de 
inerţie de ordinul 1 se autoechilibrează, iar cele de ordinul 2 şi de ordinul 4 nu 
se bucură de această proprietate. 

Trebuie remarcat că forţele de inerţie de ordinul 1 ( iC1F  şi iE1F ), 
acţionând în plane diferite, produc un cuplu (Fig.5.29.a). Momentul acestui 
cuplu, numit moment de răsturnare, poate fi echilibrat prin montarea a două 
contragreutăţi, F şi F' , care se rotesc în jurul unor axe perpendiculare pe axa de 
rotaţie a manivelelor, aşa cum se arată în Fig.5.29.a. Contragreutăţile sunt 
acţionate cu ajutorul unor angrenaje conice prin care se transmite mişcarea de la 
arborele cotit. Deoarece momentul care trebuie echilibrat este provocat de 
armonica fundamentală, viteza unghiulară a contragreutăţilor trebuie să fie egală 
cu cea a manivelei, deci raportul de transmitere al angrenajelor conice trebuie să 
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fie egal cu unitatea. Masa şi raza contragreutăţilor rezultă din condiţia de 
echilibrare a cuplului creat de forţele iC1F  şi iE1 iC1F F= − , 

 

iF iC1
2 2

F F C 1 1

F cos d F a

(m cos )d (m A cos )a

⋅ ϕ ⋅ = ⋅

ρ ω ϕ = ω ϕA
 

F F C 1 1
am m A
d

ρ = A , (5.77) 
 

în care a şi d sunt distanţe puse în evidenţă pe desen (Fig.5.29.a). 
 

   Motorul cu trei cilindri 
 
În cazul motoarelor cu trei cilindri, având manivelele decalate cu 0120 , 

forţele de inerţie ale maselor în mişcare de rotaţie iB iDF ,  F  şi iFF  se echilibrează 
reciproc, aşa cum reiese din Fig.5.30.a. Analiza echilibrării forţelor de inerţie 
cauzate de masele în mişcare de translaţie se face pe baza diagramelor vectorilor 
rotitori trasate cu ajutorul unghiurilor calculate cu formulele (5.75), (5.76) şi 
indicate în tabelul următor. 

 

n 
Cilindrul 1, 

mecanismul ABC 
1 0α =  

Cilindrul 2, 
mecanismul ADE 

0
2 120α =  

Cilindrul 3, 
mecanismul AFG 

0
3 240α =  

1 ϕ  0120ϕ+  0240ϕ+  

2 2ϕ  02 240ϕ+  
0

0

2 480

2 120 (2 )

ϕ+ =

= ϕ+ + π
 

4 4ϕ+ π  
0

0

4 480

4 300 (2 )

ϕ+ + π =

= ϕ+ + π
 

0

0

4 960

4 60 (6 )

ϕ+ + π =

= ϕ + + π
 

6 6ϕ  
06 720

6 (4 )
ϕ+ =
= ϕ+ π

 
06 1440

6 (8 )
ϕ+ =
= ϕ+ π

 

 
Forţele de inerţie de ordinele 1, 2 şi 4 se autoechilibrează aşa cum se 

observă în diagramele din Fig.5.30.b, c, şi d.  
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Forţele de inerţie de ordinul 6 nu se echilibrează reciproc (Fig.5.30.e) 
dar ele sunt foarte mici, aşa încât pot rămâne neechilibrate fără ca funcţionarea 
motorului să fie influenţată vizibil. Forţele de inerţie de ordinele 1, 2 şi 4 
provoacă, însă, momente de răsturnare care se echilibrează cu contragreutăţi aşa 
cum s-a arătat la motorul cu doi cilindri. Este important să fie echilibrat 
momentul de răsturnare cauzat de forţele de inerţie de ordinul 1. Momentele 
provocate de forţele de inerţie de ordinele 2 şi 4 sunt mai mici, dar şi dificil de 
echilibrat deoarece contragreutăţile trebuie să se rotească cu viteze de două şi de 
patru ori mai mari decât viteza arborelui cotit. 
 

   Motorul cu patru cilindri 
 
Motorul cu patru cilindri, cu manivelele decalate la 0180  ca în Fig.5.31, 

poate fi considerat ca fiind format din două motoare cu doi cilindri alăturate. Ca 
şi la motoarele cu doi cilindri, forţele de inerţie ale maselor în mişcare de rotaţie 

iBF , iDF , iFF , iHF (Fig.5.31.b), precum şi forţele de inerţie ale maselor în 
mişcare de translaţie, de ordinul 1, iC1F , iE1F , iG1F , iI1F (Fig.5.31.c) se 
autoechilibrează. Rămân neechilibrate forţele de inerţie de ordine superioare 

iC6F               
FiD

iG4F F       F              iG6iE6 ,,

iG2FiE1

FA

D

B ϕ

iE4FFiF

4ϕ
6ϕ

iC4F

E
iBF

G

C

F

F

iG1

iC1F
ϕ FiC2 2ϕ FiE2

                  a)                                             d)                                  e) 
    

Fig. 5.30 

b) c) 
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(Fig.5.31.d,e). Trebuie menţionat că forţele de inerţie de ordinul 1, 
corespunzătoare celor 4 mecanisme, formează două cupluri egale cu iC1F b⋅ , 
care se autoechilibrează având sensuri contrare. Rezultă că, la acest motor, nu 
acţionează un moment de răsturnare. 

 
 

iI2

iE1F , iG1F

F

F
F

F,FiI1iC1F
ϕ 2ϕiE2

iG2

iC2

4ϕ
iI4

π

FiE4

iG4
F
F

iC4F

iD iF,F F

F iI1iC1,F

b 
b

iI1FiC1F

D

B

F

H
ϕB,H

F

E

iE1

C

G

iG1F

iBF , iHF

I

A

D,F

E,G

FiE1,FiG1

C,I

 
                c)                                   d)                                   e) 
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Anexe 
 
 

ANEXA 1 
 
NOŢIUNI DE GEOMETRIE ANALITICĂ ŞI  
DIFERENŢIALĂ 

 
         

1.1. Transformări de coordonate 
 

 Transformări între două sisteme carteziene plane  
      (Fig.A.1) 
 

Poziţia sistemului 22yQx  în raport cu 
sistemul 1 1Ox y  este dată prin unghiul ϕ  şi prin 
coordonatele punctului Q : 1Qx  şi 1Qy . 

 
Transformarea 2 2 1 1Qx y Ox y→  
 

           
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

ϕ+ϕ+=

ϕ−ϕ+=

cosysinxyy
sinycosxxx

22Q11

22Q11               (A.1) 

 

Dacă QO ≡  se obţine 
 

⎩
⎨
⎧

ϕ+ϕ=
ϕ−ϕ=

cosysinxy
sinycosxx

221

221  (A.2) 
 

Dacă 0=ϕ  se obţine 
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

+=

2Q11

2Q11

yyy
xxx

 (A.3) 

 
Transformarea 1 1 2 2Ox y Qx y→  
 

2 1Q 1Q 1 1

2 1Q 1Q 1 1

x x cos y sin x cos y sin

y x sin y cos x sin y cos

= − ϕ − ϕ + ϕ + ϕ⎧⎪
⎨ = ϕ − ϕ − ϕ + ϕ⎪⎩

 (A.4) 

 

Q

O x1

y
y1

2
2x

ϕ

 
 

Fig.A.1 
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Dacă QO ≡  se obţine 
 
 

⎩
⎨
⎧

ϕ+ϕ−=
ϕ+ϕ=

cosysinxy
sinycosxx

112

112  (A.5) 
 

Dacă 0=ϕ  se obţine 
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=

+−=

1Q12

1Q12

yyy
xxx

 (A.6) 

 
 Transformări dintr-un sistem cartezien într-un sistem 

      polar (Fig.A.2) 
 

 
 

          
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=θ

+=

x
ytg

yxr 22

                                                        (A.7) 

 
 

 
 

1.2. Tangenta şi normala la o curbă 
 
Fie o curbă dată prin ecuaţiile parametrice în coordonate carteziene 
 

)t(yy
)t(xx

=
=

 (A.8) 
 

Ecuaţiile tangentei într-un punct )y ,x(P PP  este 
 

P

P

P

P

'x
'y

xx
yy

=
−
− , (A.9) 

 

în care P'x  şi P'y  sunt derivatele )t('x  şi )t('y  în punctul P. 
Ecuaţia normalei în P este 
 

P

P

P

P

'y
'x

xx
yy

−=
−
− . (A.10) 

 
 
 

r
θ

O x1

y1 P

 
Fig.A.2 
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1. 3. Raza de curbură, convexitatea, concavitatea 
 
Raza de curbură într-un punct )y ,x(P , a unei curbe dată sub forma 

(A.8), este 
 

2 2 3/ 2
P P

c
(x' y' ) R
x 'y" y 'x"

+
=

−
. (A.11) 

 

Această formulă nu oferă informaţii cu privire la orientarea concavităţii 
(convexităţii) curbei în P. 

În terminologia camelor plane de rotaţie, se spune că un profil este 
convex într-un punct P, când centrul de rotaţie O şi centrul de curbură C se 
găsesc de aceeaşi parte a tangentei la curbă în P (Fig.A.3.a). Desigur, profilul 
este concav când cele două puncte O şi C se află de o parte şi de cealaltă parte a 
tangentei (Fig.A.3.b). 

Tangenta la profil în P are ecuaţia 
 

            0'y)xx('x)yy()y,x(f PPPP =−−−= . 
 

În cazul profilului convex există 
inegalitatea 

 

             0)y,x(f)y,x(f CC00 >⋅ , 
 

iar în cazul profilului concav, 
 

             0)y,x(f)y,x(f CC00 <⋅ . 
 
 

 

Având în vedere că 0yx 00 == , iar Cx  şi Cy  au expresiile [11] 
 

PPPP

2
P

2
PP

PC "x'y"y'x
)'y'x('yxx

−
+

−= ; 
2 2

P P P
C P

P P P P

x ' (x ' y ' )y y
x ' y" y ' x"

+
= +

−
 

 

se obţine 
 

)"x'y"y'x('y'x
)'xy'yx)('y'x()y,x(f)y,x(f

PPPP
2
P

2
P

PPPP
2
P

2
P

CC00 −
−+

=⋅ . 
 

Eliminând factorii pozitivi, rezultă că semnul produsului 
)y,x(f)y,x(f CC00 ⋅  depinde numai de semnul expresiei 

 

PPPP

PPPP
1s "x'y"y'x

'xy'yxE
−
−

= . 
 

În felul acesta, raza de curbură CR , pentru un punct curent al profilului, 
de coordonate (x, y), se calculează cu formula 

 

OO x
C t

x

P t

t
y P

Ct
y

     a) convex          b) concav 
         
         Fig. A.3 



 424

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

⋅
−

+
=

"x'y"y'x
'yx'xySGN

"x'y"y'x
)y'(x'

R
2/322

C  
 

sau, mai simplu, 
 

)'yx'xy(SGN
"x'y"y'x

)y'(x'
R

2/322

C −⋅
−

+
= , (A.12) 

 

în care funcţia 1SGN ±=  după cum expresia din paranteză este pozitivă sau 
negativă. 

Dacă RC rezultă, din formula (A.12), cu semnul (+) profilul este 
convex, iar dacă rezultă cu semnul (-) este concav. 

În cazul camelor în mişcare de translaţie paralelă cu axa Ox, se spune că 
profilul este convex într-un punct P dacă 0yy CP >−  (Fig.A.4.a) şi concav dacă 

0yy CP <−  (Fig.A.4.b). Diferenţa CP yy −  are expresia 
 

PPPP

2
P

2
PP

CP "x'y"y'x
)'y'x('xyy

−
+

−=− , 
 

iar semnul său depinde numai de semnul expresiei 
 

PPPP

P
2s "x'y"y'x

'xE
−

−
= . 

 

Astfel, raza de curbură într-un punct curent se calculează cu formula 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
⋅

−

+
=

"x'y"y'x
'xSGN

"x'y"y'x
)y'(x'

R
2/322

C  
 

sau, mai simplu, 
 

( )'xSGN
"x'y"y'x

)y'(x'-
R

2/322

C ⋅
−

+
= . (A.13) 

 

Dacă CR  rezultă, din formula (A.13), cu semnul (+) profilul este 
convex, iar dacă rezultă cu semnul (-) este concav. 
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C
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        a) convex           b) concav 
 

                      Fig. A.4 
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ϕ

O x

A

y r

B

 
Fig. A.4.1 

1.4. Unghiul de poziţie al unui vector 
 
Se consideră vectorul r AB=  (Fig.A.4.1) exprimat în funcţie de 

proiecţiile sale pe axele unui sistem de coordonate 
 

B A B Ar AB i (x x ) j(y y )= = − + − . 

 

Unghiul de poziţie ϕ  al acestui vector, măsurat în sens trigonometric, 
de la semiaxa pozitivă Ox este 

 

B A

B A

y yarctg
x x

−
ϕ =

−
,                                (A.13.1) 

 

Cadranul în care se înscrie unghiul se stabileşte din tabelul următor, în 
funcţie de semnele proiecţiilor vectorului r . 

 

B Ax x−  + - - + 
B Ay y−  + + - - 
ϕ∈ [0,  / 2]π  [ / 2,  ]π π  [ ,  3 / 2]π π [3 / 2,  2 ]π π  

 
Precizăm că limbajele de programare şi sistemele de programe 

(MATHCAD, MATLAB) au funcţii speciale pentru calculul acestui unghi. 
Astfel în MATHCAD există funcţia 

 

angle(x,  y)  
 

care calculează unghiul ϕ  şi în care 
 

B A

B A

x x x
y y y .

= −
= −
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ANEXA 2 
 
NOŢIUNI DE ANALIZĂ MATEMATICĂ 

 
         

2.1. Derivatele funcţiilor inverse 
 

)x(fy =  (A.14) 
 

)x('f
1

dx
df
1

dy
dx

==  (A.15) 

( )33

2

2

2

2

)x('f
)x("f

dx
df
dx

fd

dy
xd

−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−=  (A.16) 

 
 

2.2. Derivatele funcţiilor implicite 
 

0)y ,x(F =  (A.17) 
 

y
F
x
F

dx
dy

∂
∂
∂
∂

−=  (A.18) 

 

2 22 2 2

2 22

2 3

F F F F F F F2
y x y x y xx yd y

dx F
y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞− ⋅ ⋅ + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠= −
⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 (A.19) 

 
 

2.3. Derivatele funcţiilor date parametric 
 

⎩
⎨
⎧

=
=

)t(yy
)t(xx

 (A.20) 
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)t('x
)t('y

dt
dx
dt
dy

dx
dy

==  (A.21) 

 

2 2

2 2 2

2 3 3

d y dx d x dy
d y y"(t)x '(t) x"(t)y '(t)dt dtdt dt
dx (x '(t))dx

dt

⋅ − ⋅ −
= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (A.22) 

 
 
ANEXA 3 
 
MIŞCAREA RELATIVĂ DINTRE DOUĂ CORPURI 

(ROŢI DINŢATE) CARE EXECUTĂ MIŞCĂRI ABSOLUTE 
DE ROTAŢIE ÎN JURUL A DOUĂ AXE FIXE 

 
Se consideră două 

corpuri (roţi dinţate) care se 
rotesc cu vitezele unghiu-
lare 1 ω  şi 2 ω  în jurul axelor 
fixe ( 1Δ ) şi ( 2Δ ) (Fig.A.5). 

Se definesc următorii 
parametri: 

a – distanţa dintre 
axele ( 1Δ ) şi ( 2Δ ) măsurată pe 
perpendiculara comună ; 

Σ  - cel mai mic unghi 
cu care trebuie rotit vectorul 

1 ω  pentru a fi adus în poziţia 
de paralelism cu vectorul 2 ω , 
în aşa fel ca sensurile să fie 
opuse ; 

12i - raportul de trans-
mitere definit prin relaţia 

 

2 

1 
12  

 
i

ω
ω

= . 

y

δδ1

1−ω

Σ

21ω

ϕ 212

1

2

ω

ϕ

2ω

A

a

(Δ  )1

r1

(Δ  )

ω21

2

B

z

2

x
ω1

y
21

(Δ   )

r

ω2

 
Fig. A.5 
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3.1. Axa instantanee a mişcării relative 
 
Direcţia axei instantanee a mişcării relative este indicată de suportul 

vectorului 1 2 21 ω−ω=ω . 
 

22

1221222221 

sin j         

) cos (i isin jcos i

ϕω⋅+

+ω−ϕω⋅=ω⋅−ϕω⋅+ϕω⋅=ω
 

 

2 2 2
21

2 2 1 2 12

 sin sintg
 cos  cos i

ω ϕ ϕ
ϕ = =

ω ϕ − ω ϕ −
. 

Se determină direcţia vectorului 21 ω  cu ajutorul unghiurilor 1δ  şi 2δ  
formate de acest vector cu 1 ω−  şi 2 ω , având în vedere că 211 ϕ−π=δ , 

2212 ϕ−ϕ=δ  şi Σ−π=ϕ2 , 
 

Σ+
Σ

=δ
cosi

sintg
12

1  (A.24) 
 

Σ+
Σ

=δ
cosi1

sinitg
12

12
2 . (A.25) 

 

Poziţia axei instantanee a mişcării relative este determinată de vectorii 

1 r  şi 2 r  (Fig.A.5). Vectorul BCr2 =  rezultă din relaţia [12]: 
 

212
2
12

12212

221
2
2

2
1

2
1221

2
21

1 2 1
2
21

1 21
2
21

21B21
2 

cosi2i1
)i(cosiAB

cos  2
cos  

AB            

)(AB)AB(vBCr

ϕ−+
−ϕ

⋅=
ϕω⋅ω−ω+ω

ω−ϕω⋅ω
⋅=

=
ω

ω−ω×ω
⋅=

ω
×ω−×ω

=
ω
×ω

==

 

 

212
2
12

212
2 1 cosi2i1

cosi1ABrABr
ϕ++

ϕ−
⋅=+=  

 

12
 1 2

12 12

1 i cosr a
1 i 2i cos

+ Σ
=

+ + Σ
 (A.26) 

 

12 12
 2 2

12 12

i (cos i )r a
1 i 2i cos
− Σ +

=
+ + Σ

. (A.27) 
 

Din relaţiile (A.24) – (A.27) se deduc următoarele formule utile pentru 
calculul raportului de transmitere, 

 

1

2
12 sin

sini
δ
δ

=  (A.28) 
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1

2

1 

2 
12 cos

cos
r
ri

δ
δ

⋅−= . (A.29) 

 
 

3.2. Axoidele mişcării relative 
 
Axoidele mişcării relative sunt generate prin rotirea axei instantanee 

( 21Δ ) în jurul axelor ( 1Δ ) şi ( 2Δ ). Axoida solidară cu roata 1 se obţine prin 
rotirea dreptei ( 21Δ ) de ecuaţii 

 

1 

1

rz
tgzy

=
δ⋅−=

 (A.30) 
 

în jurul dreptei ( 1Δ ) de ecuaţie 
 

0zy == . 
 

Cercul generator [28] are ecuaţiile 
 

2 2 2

x

y z µ .

= λ

+ =
 (A.31) 

 

Din sistemul format de ecuaţiile (A.30) şi (A.31) rezultă o relaţie între 
parametrii λ şi µ, 

 

22
11

22 µrtg =+δ⋅λ . (A.32) 
 

Axoida căutată se obţine eliminănd parametrii λ şi µ între relaţiile 
(A.32) şi ecuaţiile cercului generator (A.31), rezultând 

 

0rzytgx 2
1 

22
1

22 =+−−δ⋅  
 

sau 
 

01
r
tgx

r
z

r
y

2
1 

1
22

2
1 

2

2

2

=−
δ

−+ . (A.33) 
 

Ecuaţia (A.33) reprezintă un hiperboloid de rotaţie cu o pânză. 
Intersecţiile sale cu planele Axz ( 0y = ) şi Ayz ( 0x = ) reprezintă o hiperbolă, 

 

01
r
tgx

r
z

2
1 

1
22

2
1 

2

=−
δ

−  
 

şi un cerc, 
 

2
1 

22 rzx =+ . 
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Desigur, axoida solidară cu roata 2 este tot un hiperboloid de rotaţie în 
jurul axei ( 2Δ ). În Fig.A.6 se reprezintă cei doi hiperboloizi în ipoteza uzuală 

2
π

=Σ  şi 5,1i =  ( 0 0
1 233,69 ,  56,31δ = δ = ). 

 
 
ANEXA 4 
 
DEMONSTRAŢIA RELAŢIEI xa a≥  

 
a, wα - distanţa dintre axe şi unghiul de angrenare la un angrenaj 

paralel, în ipoteza absenţei jocului dintre profile. 
wa , wxα - distanţa dintre axe şi unghiul de angrenare în ipoteza 

obţinerii jocului radial standardizat. 
Distanţa a se calculează cu relaţia 
 

01 2

w

cosz za m
2 cos

α+
= ⋅ ⋅

α
 (4.39) 

 

în care wα  se determină din relaţia 
 

1 2
w 0 0

1 2

x xinv inv 2 tg
z z

+
α = α + ⋅ ⋅ α

+
. (4.37) 

 

Distanţa xa  se calculează cu relaţia 
 

1 2
x 1 2

z za m m(x x )
2
+

= + + , (4.43) 
 

(Δ ) 1r 1δA1

δ1r 1 x y

r2 B

C

1r
A

(Δ )δ2B

rC
δ2

2

2r
2

z z

Fig. A.6 
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iar unghiul de angrenare wxα  rezultă, în funcţie de xa , dintr-o relaţie similară 
cu (4.39), 
 

01 2
x

wx

cosz za m
2 cos

α+
= ⋅ ⋅

α
. (A.34) 

 

În ipoteza 
 

xa a≥ , (A.35) 
 

din (4.39) şi (A.34) se obţine 
 

wx wcos cosα ≤ α  (A.36) 
 

sau 
 

wx wα ≥ α , w 0,  
2
π⎛ ⎞α ∈⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (A.37) 

 

Deci, pentru a arăta că relaţia (A.35) este adevărată este suficient să 
demonstrăm relaţia (A.36). 

Din (4.37) rezultă 
 

w 01 2

1 2

inv invx x2
z z tg

α − α+
⋅ =

+ α
, (A.38) 

 

iar din (4.43) şi (A.34) se obţine 
 

01 2

1 2 wx

cosx x2 1
z z cos

α+
⋅ = −

+ α
. (A.39) 

 

Egalităţile (A.38) şi (A.39) conduc la o relaţie între wxα  şi wα , 
 

0
wx

w w 0

sincos
tg

α
α =

α − α + α
. (A.40) 

 

Introducând wxcosα  (A.40) în (A.36) se obţine relaţia 
 

0
w

w w 0

sin cos
tg

α
≤ α

α − α + α
 (A.41) 

 

care trebuie demonstrată. Deoarece w w 0tg 0α − α + α > , se poate scrie 
 

w w w 0 0cos (tg ) sin 0α ⋅ α − α + α − α ≥  
 

w w w 0 w 0f ( ) sin ( ) cos sin 0α = α − α − α ⋅ α − α ≥ . (A.42) 
 

Se derivează funcţia wf ( )α  şi se egalează cu zero, pentru a determina 
valorile extreme, 

 

w w 0 wf '( ) ( )sin 0α = α − α α = . 
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Rezultă că în punctul w 0α = α  se înregistrează un minim global pentru 
funcţia wf ( )α , având valoarea 0f ( ) 0α =  deoarece 0 0f ''( ) sin 0α = α > . 
Aceasta înseamnă că wf ( ) 0α ≥  şi, deci, relaţiile (A.42), (A.41), (A.37), (A.36) 
şi, în final, (A.35) sunt adevărate. 

Diagrama wx w( )α α  (Fig.A.7) trasată după formula (A.40) confirmă 
relaţia (A.37) şi arată că wx wα = α  în punctul w 0α = α . 
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Fig. A.7
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