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NOTATII PRINCIPALE

Simbol Mdrime, unitdti de mdsurd
a, B, ¢ Unghiuri [rad], [°]
o Coeficient de dilatare termica liniard [°C}]
1) Deplasare [mm], coeficienti de influenta
€ Alungire specifica
0] Coeficient de performanta a formei sectiunii
Y Lunecare [rad]; greutate specificd [N/mm?3]
v Coeficientul Poisson
o, Q Viteza unghiulara [rad/sec.]; suprafata unei diagramei
0 Rotire specificd [rad/mm)]
p Raza de curburd [mm)], densitate [kg/m?3]
0,1 Tensiune normala, tensiune tangentiald [MPa]
Oc, Tc, Or, Tr Tensiuni de curgere, Tensiuni de rupere [MPa]
Oa, Ta Tensiuni admisibile [MPa]
a, b, h,L Lungimi [mm]
a,g Acceleratie; acceleratie gravitationald [m/sec.?]
D,d Diametre [mm]
e Eroare relativa
i1, i2 Raze de inertie [mm]
k Constanta [-]; rigiditate [N/mm]
m Masa [kg]; moment fictiv al unei incarcari unitare [Nmm]
n Turatie [rot/min]; fortd axiala fictiva [N]
p Tensiune [MPa], presiune [MPa]
q Intensitate a fortei distribuite [N/mm]
R, r Raza [mm]
u, v, w Componentele deplasarii [mm]
A Aria [mm?]
E Modul de elasticitate longitudinala (Young) [MPa]
F Forta [N]
G Modul de elasticitate transversala (Coulomb) [MPa]; centru de greutate
H Reactiune de directei orizontala [N]
ly, Iz, lzy, Ip Momente de inertie [mm?]
I, I2 Momente de inertie principale [mm?]
K, Kd Rezilientd [J/mm?]; factor de scara
L Lungime [mm]; lucru mecanic [J]
M Moment al unei forte [Nmm)]
Mt Moment de torsiune [Nmm]
My, My, M, Componentele momentului (eforturi) [Nmm]
N Forta axiala (efort) [N]
P Putere [W]




S;, Sy Momente statice [mm?]
Ty, T2 Forte taietoare (eforturi) [N]
U Energie potentiala de deformare elastica [J]
Uz Energie potentiala specificd de deformare elasticd [J/mm?]
\Y Volum [mm?3]; reactiune pe directie verticala [N]
Wy, W2, Wy Module de rezistenta [mm?3]
XY, 2 Componente ale fortei [N]

Solicitdri axiale

Forfecare

Torsiune

Incovoiere

FORMULE UZUALE
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Prefata

Enzo Ferrari obisnuia sa spuna ca ,,Masina de curse ideala este cea care trece prima
linia de sosire si se defecteaza imediat dupa aceea.” Aceasta afirmatie, aparent
paradoxald, exprima extrem de plastic conceptul de proiectare optimala. Prima
parte a afirmatiei se refera la maximizarea performantelor tehnice, iar a doua la
alocarea unor resurse minime in acest scop, sau la consumarea cvasi-totala a
resurselor alocate atingerii obiectivului. Conceptul de proiectare optimala este
utilizat frecvent si in Rezistenta Materialelor.

In cateva zeci de ani numai, Mecanica Solidului Deformabil a facut mari progrese:
s-au dezvoltat noi metode de calcul numeric, au aparut noi materiale si noi modelari
matematice. Aceasta lucrare incearca sa prezinte, in limita spatiului disponibil, atat
metode traditionale de rezolvare, cat si unele metode mai noi. Caracteristicile
geometrice ale sectiunilor plane sunt considerate cunoscute de la disciplina
Mecanica Solidului Rigid, dar notiunile fundamentale sunt reamintite pe scurt in
Anexe.

Tn lucrare s-a adoptat o reguld de semn pentru eforturi care este in concordant cu
cea pentru tensiuni. Din acest motiv, semnul fortelor taietoare este diferit fata de
conventiile clasice. Totusi, pentru a nu afecta aspectul diagramelor cvasi-unanim
acceptat, s-a considerat forta tdietoare pozitiva sub abscisa, la fel ca la diagrama
momentului incovoietor. Se prezintd, de asemenea, un procedeu original pentru
extinderea aplicarii metodelor energetice la calculul deplasarilor la Tncovoiere.

Acest manual a fost publicat initial in forma “Barsanescu Paul, Ciobanu Olivian,
Rezistenta Materialelor, vol. 1, Ed. Venus, lasi, 1998”. in prezenta lucrare revizuits,
munca celor doi autori a fost separatd. impreund cu ,P.D. Barsanescu, Rezistenta
Materialelor, vol. 2, Ed. Tehnopress, lasi, 2022”, cele doua manuale cuprind cea mai
mare parte din materia predata studentilor de la profilul Inginerie mecanica, dar
pot fi folosite si de studentii de la Inginerie civilda. Dupa studiul Rezistentei
Materialelor studentii vor intelege altfel ingineria si modul de realizare a multor
corpuri solide care ne inconjoara.

Coperta prezinta o schita a epruvetei losipescu care, alaturi de metoda cu acelasi
nume, reprezinta contributie romaneasca majora la incercarea materialelor la
forfecare pura.

Autorul
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CAPITOLUL

Notiuni fundamentale

Sursa: 2011-11-18T090512Z_1967641113_GMI1E7BI1BPVOl_RTRMADP_3_USA
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1. NOTIUNI FUNDAMENTALE

1.1. OBIECTIVE

in acest capitol se definesc notiunile fundamentale din Rezistenta
Materialelor. in prima parte a capitolului corpul este considerat rigid si se
opereaza numai cu forte si momente exterioare corpului.

n partea a doua se prezintd metoda sectiunilor, se pun in evident fortele si
momentele interioare si tensiunile si se deduc relatiile dintre aceste marimi.
Sunt prezentate solicitarile simple. Pentru corpul deformabil se studiaza
deformatiile specifice si fenomenul de contractie transversala. Pe parcursul
capitolului se face deseori apel la ecuatiile staticii. Corecta insusire a
notiunilor prezentate conditioneaza abordarea capitolelor care urmeaza.

1.2. CLASIFICAREA CORPURILOR SOLIDE

Tn Rezistenta Materialelor corpurile pot fi clasificate functie de forma lor.
Aceasta clasificare nu are numai un scop didactic, deoarece pentru fiecare
categorie de corpuri exista relatii specifice de calcul.

Partile componente ale masinilor si ale structurilor (organele de masini si
elementele de constructii) au forme diverse, functie de rolul lor. Avand in
vedere raportul dintre cele trei dimensiuni de gabarit, putem deosebi:
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eCorpuri lungi, care au o dimensiune mult mai mare decdt
celelalte doud;

eCorpuri subtiri, care au o dimensiune mult mai micd decdt
celelalte doud;

eCorpuri masive, la care cele trei dimensiuni au valori
comparabile.

La randul lor, aceste categorii de corpuri pot fi clasificate dupa cum se

prezinta in figura 1.1.
Drepte

)
Cotite

Bare » (cadre)

) l—» Curbe
— » Lungi

l4l- Cabluri, fire

(—b Vase

Anvelope,
Invelitori

Corpuri s Subtiti » Membrane Fuzelaje
solide

» Carcase
Cupole

——» Tuburi

—~

[—» Placi

—» Masive —» Blocuri, role, fundatii

Fig.1.1. Clasificarea corpurilor solide functie de raportul dimensiunilor

Cablurile sau firele flexibile sunt solicitate numai la tractiune. Unele cabluri
(conductori de Tnalta tensiune, cabluri de macara, de remorcare) sunt cvasi-
rigide cand au lungimi mici, dar pot fi considerate flexibile cand au lungimi
mari.

Barele drepte pot fi de sectiune constanta pe toata lungimea, variabila
continuu sau in trepte (bare cu tronsoane). In acest volum sunt studiate
numai barele drepte, supuse la solicitari simple (tractiune sau compresiune,
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forfecare, torsiune sau incovoiere). In categoria barelor drepte pot fi
asimilate piese ca biele, palete de turbing, cutite de strung, osii, grinzi, stalpi,
arbori de transmisie, tijele suruburilor sau niturilor etc. In mod conventional,
barele vor fi prezentate prin axa lor generica, trasata cu linie groasa. Barele
drepte sunt denumite functie de solicitarea la care sunt supuse (fig. 1.2)

- » tractiune: tiranti, tije, biele

—————— compresiune: stalpi, coloane, tije, biele

Bare Eirepte

= incovoiere: grinzi, osii
supuse la

L, torsiune cu incovoiere: arbori
» forfecare: stifturi, pene

Fig. 1.2. Clasificarea barelor drepte functie de solicitari

1.3. FORTE S MOMENTE EXTERIOARE

1.3.1. Reazeme si reactiuni

Tipuri de reazeme

in Rezistenta Materialelor corpurile nu sunt studiate izolate de cele
fnconjuratoare, ci in legatura cu acestea. Altfel spus, ele sunt figurate
impreuna cu legdturile sau reazemele lor. Rolul reazemelor este de a
suprima anumite grade de libertate ale corpului. Functie de numarul
gradelor de libertate preluate, in plan (2D) avem trei tipuri de reazeme:

e Rezemarea (suprimd translatia pe o directie);

e Articulatia cilindricd sau articulatia simpld (suprimd translatia

pe doud directii);
e Incastrarea (preia translatia pe doud directii si rotirea).

Un corp asezat pe alt corp se poate spune ca este simplu rezemat. Practic
rezemarea simpla se poate realiza prin lagare, prin intermediul unor role
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(cum ar fi cele montate intre conducte si stalpi pentru a permite deplasarile
produse de dilatarile termice etc.). Rezemarea simpla suprima un grad de
libertate (tab. 1.1).

Articulatia cilindricd (simpld) se materializeaza prin lagdre (de alunecare sau
rostogolire) si suprima doua grade de libertate. Biela unui motor realizeaza
o articulatie cilindricd (simpld) fata de arborele cotit si respectiv fata de
piston (prin intermediul boltului).

Incastrarea nu permite nici o deplasare (preia toate gradele de libertate). O
bara sudata de un bloc masiv fix, o paleta de turbina, un cutit de strung prins
in dispozitivul port-cutit, o grinda fixata in zid, pot fi considerate bare
incastrate. Barele incastrate la un capat si libere la celdlalt se numesc bare
in consolad.

Reazemele prezentate mai sus au in multe cazuri deformatii mult mai mici
decat corpurile pe care le fixeaza si in consecinta vor fi considerate perfect
rigide, ceea ce reprezinta o idealizare. In practica pot fi intalnite uneori si
reazeme cu deformatii mari: pneurile unui automobil, suspensii pe arcuri,
perne de aer sau blocuri de cauciuc, rezemarea sinelor pe traverse si sol etc.
Reazemele de acest tip sunt numite reazeme tasabile. Deformatia lor nu
poate fi neglijatd. Rolul reazemelor este acela de a suprima anumite grade
de libertate. Acest lucru se realizeaza prin aparitia in reazem a unor forte
(care Tmpiedica una sau doud translatii) si/sau momente (care impiedica
rotirea). Fortele si momentele care apar in reazeme se numesc reactiuni.

Se admit mai multe reprezentari schematizate ale reazemelor.
Reprezentarea pendulard este generala si are la baza urmatoarea regula: in
punctul de rezemare se prezinta atatea pendule (sau bare articulate la
capete) atasate de corp, cate grade de libertate sunt suprimate de reazemul
respectiv. In tabelul 1.1 se prezinta schematic reazemele cu reactiunile care
apar in plan (2D). Cu linie groasa s-a reprezentat o portiune de bara. Nu sunt
prezentate incarcarile. In acest volum reazemele vor fi notate cu cifre
incercuite. Se vor utiliza in special reprezentarile din figurile notate cu a) in
Tabelul 1.1.
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Tab. 1.1. Reazeme si reactiuni in plan (2D)

Deplasdri
Denumirea Reprezentdri
reazemului Suprimate Permise schematizate
Rezemare | Una Doud
(translatia (translatia
pe o pe o
directie) directie si v v W
rotirea) a) b) c)
Articulatie | Doua Una —_—
cilindrica (translatia (rotirea) H H
(simpla) pe doud
directii) v )
a) b)
Incastrare | Trei Zero M
(translatia pe doua E H M
directii si H
rotirea) v
)
a) b)

Observatie: Reprezentarea pendulard este cea din figurile notate cu: c) pentru
rezemare; b) pentru articulatie si incastrare.

Reactiunile trebuie sa fie calculate de catre proiectant. Calculul reactiunilor
reprezinta o problema importanta in Rezistenta Materialelor si Statica.
Functie de conditii, reactiunile pot fi calculate tinand cont de anumite teorii.
Primele doua dintre acestea sunt prezentate pe scurt in cele ce urmeaza.

Teoria de ordinul |

Dupa cum se va vedea in capitolul urmator, deformatiile elastice sunt in
general mici in raport cu dimensiunile corpurilor. Dacd deformatiile si
deplasarile mici nu influenteaza sensibil valoarea reactiunilor, atunci ele pot
fi neglijate. Ecuatiile de echilibru sunt scrise pentru corpul nedeformat sau,
altfel spus, considerat rigid in aceasta faza. De exemplu, grinda din figura 1.3
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este articulat3 in stanga si simplu rezematd in dreapta. In urma incércarii cu
forta F, grinda se deformeaza si reazemul simplu se deplaseaza din 2 in 2’,
cu o cantitate foarte mica, u. Aceasta deplasare afecteaza bratul
momentului fortelor V> si F, scris fatd de reazemul 1. Dar, deoarece exista
relatia

u<<L (1.2)

influenta deplasarii u poate fi neglijata si momentul fortei V. fata de
reazemul 1 va fi scris V, L si nu V, (L — u). Cu linie continud s-a prezentat axa
geometrica a grinzii nedeformate, iar cu linie intrerupta cea a grinzii
deformate. Axa geometrica (neutrd) nu isi schimba lungimea la incovoiere.

Fig. 1.3. Deformarea unei grinzi (reazemul 2 se deplaseazd in 2°)

Teoria de ordinul al Il-lea

Tn anumite cazuri speciale, cum ar fi cel al unor deplasdri elastice mari,
ecuatiile de echilibru pot fi scrise pentru pozitia finald a corpului deformat.
Aceasta teorie este aplicata, de exemplu, in cazul barelor lungi, supuse la
compresiune, la care, la o anumita valoare a fortei, apare fenomenul de
flambaj longitudinal (bara pardseste forma rectilinie). Tn figura 1.4 se
prezinta flambajul unei bare (fenomen de pierdere a stabilitatii). Forta din
stanga este considerata fixa, iar punctul de aplicare al celei din dreapta se
deplaseaza cu cantitatea u. Flambajul este un fenomen, nu o solicitare. El
este studiat in al doilea volum.

Fig. 1.4. Aparitia flambajului la o bard dreaptd comprimatd
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Sisteme static determinate

Dacda numarul reactiunilor este cel mult egal cu numarul ecuatiilor de
echilibru, acestea pot fi calculate din ecuatiile staticii. Asemenea sisteme se
numesc static determinate. In plan, un corp are trei grade de libertate:
translatii dupa doua axe si o rotatie. Cele trei legaturi devin critice atunci
cand sunt toate paralele (fig. 1.5a) sau concurente (fig. 1.5b). n cazul din
figura 1.5a, se pierde ecuatia de proiectie a fortelor pe orizontala, care
devine identic nuli si sistemul permite deplasari pe aceastd directie. In cazul
din figura 1.5b se pierde ecuatia de moment, care devine identic nula. Este
evident ca reactiunile Rz, Rz si Rz nu dau moment fata de punctul P,
(deoarece bratele sunt nule). Cand momentul fortei F nu este nul, se vor
produce rotiri. Daca suportul fortei F trece prin P, ecuatia de moment devine
identic nula (fata de P sau fata de oricare punct din plan). Ecuatia de moment
se pierde si in cazul in care toate fortele sunt coliniare. Tn practici se
recomanda evitarea sistemelor critice, care pot deveni instabile. Conditia
pentru ca un sistem sa fie static determinat poate fi scrisa:

NN < NE (1.2)

unde
NN = numarul necunoscutelor (reactiuni sau eforturi);
NE = numarul ecuatiilor staticii care nu sunt identic nule.

Fig. 1.5. Sisteme critice: cele trei reactiuni sunt paralele (a) sau concurente (b)
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Exemplul 1.1
Sa se determine reactiunile pentru grinda in consola din figura 1.6.

) F
Hlf‘/f Y,
2..
M}f - L >
V,

Fig. 1.6. Grindd in consold, incdrcatd cu o fortd concentratd

Se figureaza reactiunile V1, Hi, M1 din Tncastrare si se scriu ecuatiile de
echilibru

> X,=0=>H =0
DY =0=V,-F=0=V,=F (1.3)
dDMy,=0=F-L-M,=0=>M, =FL

Exemplul 1.2
Sa se determine reactiunile pentru grinda din figura 1.7. Momentul M a fost

prezentat conventional prin sensul de rotire, insa el este un vector paralel cu
axa Oz (sensul este dat de regula burghiului drept).

H r @
1] 2
I OM

.
L

>

Iy

Vi

Fig. 1.7. Grindd in consold, incdrcatd cu un moment concentrat

Se figureaza reactiunile Vi, Hi, M1 din Tncastrare si se scriu ecuatiile de
echilibru
> X, =0=H =0
DY =0=V,=0 (1.4)
DdDMy=0=>M-M =0=>M=M,
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Exemplul 1.3

Sa se determine reactiunile pentru grinda din figura 1.8.

F:__-
H, (P a& v €

’ 2
-

< K.
2

Vs

-
L

v

-+
e

"l .
e L

Fig. 1.8. Grindd ncdrcatd cu o fortd inclinatd

Forta F are componentele
F,=Fcosa; F,=Fsna (1.5)

Se figureaza reactiunile V3, Hz, V3 si se scriu ecuatiile de echilibru

Y X,=0=>H+F,=0=>H =-F,

(1.6)
DY, =0=>V,—F,+V,=0

Ultima ecuatie are doua necunoscute. Pentru a evita rezolvarea unui sistem,
se vor scrie doua ecuatii de moment fata de reazemele 1 si 3,deoarece astfel
dispar momentele date de V; si respectiv V3

F,a

DMy =0=>V,L-Fa=0=V,=

(1.7)
F,b
DMy =0=VL-Fb=0=>V,=

n plan (2D) pot fi scrise numai trei ecuatii independente.

Aceste ecuatii de echilibru pot fi scrise sub una dintre formele:
e Doua ecuatii de proiectie a fortelor (pe doua directii oarecare) si o
ecuatie de momente (fata de un punct din plan).
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e O ecuatie de proiectie a fortelor si doua de momente, cu
conditia ca proiectia sa nu se faca pe normala la dreapta
determinata de punctele fata de care se scriu momentele;

e Trei ecuatii de momente, cu conditia ca cele trei puncte fata de
care se scriu momentele sa nu fie coliniare.

in exemplul de fatd a fost mai avantajos s se aleagd a doua variants.
Reactiunile astfel calculate vor fi inlocuite in a doua relatie (1.6), pe care o
transformd intr-o identitate, daca au fost corect determinate. Inlocuind (1.7)
in ecuatia de proiectie a fortelor pe verticala (1.6) rezulta

F,L
~F,===-F=0 (1.8)

b Fa_ F,(a+b)
L L L

Astfel se verifica daca reactiunile au fost corect calculate. Reactiunile
negative au sens contrar celui adoptat initial.

Sisteme static nedeterminate
La sistemele static nedeterminate, numarul necunoscutelor (reactiunilor)
depaseste pe cel al ecuatiilor de echilibru

NN > NE (1.9)

Sistemul format din ecuatiile de echilibru este completat cu un numdr
corespunzdtor de ecuatii scrise In urma studierii deformatiilor corpului.
Rezolvand sistemul compatibil astfel format, se determina reactiunile.

Observatie:

Practic nu exista reazeme perfect rigide, asa cum se considera in mod ideal. Ele
permit mici deplasari si uneori nu pot fi incadrate perfect in una din cele trei
categorii prezentate (rezemare, articulatie cilindrica, incastrare). Exista si reazeme
elastice (tasabile) care permit deplasari mari (arcuri, tampoane de cauciuc etc.).

1.3.2. Incércari

Fortele si momentele care incarca corpul se numesc sarcini sau incdrcdri. La
disciplina Mecanica, fortele si momentele sunt prezentate prin vectori, care
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actioneaza intr-un punct (forte si momente concentrate). Toate corpurile
sunt Tnsd deformabile. Th consecintd, un corp va actiona asupra altuia prin
intermediul unei suprafete, chiar daca aceasta este de dimensiuni foarte
mici. De exemplu, bilele unui rulment se deformeaza elastic in urma
fncarcarii si sunt in contact cu caile de rulare prin intermediul unor suprafete
foarte mici.

In cazurile in care suprafetele pe care actioneaza fortele si momentele sunt
foarte mici in raport cu dimensiunile corpului, aceste incarcari vor fi
considerate concentrate.

Tn practicd se intalnesc insa si forte care actioneazd asupra unor suprafete
mari si care nu mai pot fi considerate concentrate, cum ar fi fortele care apar
ca urmare a actiunii presiunii, sau cele care apar la prelucrarea pamantului
etc. Asemenea forte se numesc distribuite. Fortele de greutate si de inertie,
care fac parte din categoria fortelor masice, sunt de asemenea forte
distribuite. Este evident ca forta gravitationala actioneaza asupra fiecarui
element volum al corpului, considerat teoretic infinit mic. La disciplina
Mecanica insd, ea a fost inlocuita cu o forta rezultanta concentrata, static
echivalentd, care actioneaza in centrul de greutate al corpului (fig. 1.9).

TRRR |

X > O Pt

a) b)

Fig. 1.9. Greutatea este o fortd distribuitd in intreg volumul (a), dar in Mecanica
rigidului ea este inlocuitd cu o fortd concentratd static echivalentd (b)

Tnlocuirea fortelor distribuite cu forte concentrate nu este posibild n
Mecanica solidului deformabil decat intr-un numar limitat de situatii, cum ar
fi calculul reactiunilor (in cadrul teoriei de ordinul 1), cand corpul inca este
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considerat rigid. Ulterior aceasta inlocuire nu mai este admisa, deoarece ar
modifica modul de deformare al corpului.

Tn Mecanica solidului deformabil apar urméatoarele deosebiri fatd de cea a
solidului rigid:
e Fortele si momentele concentrate sunt vectori legati (nu este
permisa deplasarea punctului de aplicare pe dreapta suport);
e Doua forte egale si de sensuri contrare, care actioneaza asupra unui
corp, sunt in echilibru doar pana cand corpul se rupe;
e In general, un sistem de forte nu poate fi inlocuit prin rezultanta sa
(cu exceptiile mentionate mai sus), deoarece corpul se deformeaza
diferit in cele doua situatii.
Tn Rezistenta Materialelor se opereazd mai mult cu modulul fortelor sau
momentelor. Din acest motiv, de cele mai multe ori, ele nu vor fi notate ca
vectori (se va scrie forta F si nu F). Intensitatea “fortelor” distribuite pe
volum (in spatiul 3D) va fi masuratd in [N/mm?3]. ,Fortele” distribuite pe
suprafete (spatiul 2D) pot proveni din presiune, de exemplu. Ele se masoara
in [N/mm?2]. Tn reprezentare uniaxiald (1D), intensitatea acestor “forte” se
exprima in [N/mm]. Dupad cum se va arata ulterior, modul de lucru reduce
,fortele distribuite” la forte reale, masurate in [N].

Pentru o bara de sectiune constantd, confectionata dintr-un material
omogen, greutatea este o fortd uniform distribuitd. Intensitatea acestei
forte distribuite poate fi aflatd impartind greutatea barei la lungimea
acesteia [N/mm)] si reprezintd greutatea unitdtii de lungime. Se stie ca
presiunea apei variaza liniar cu adancimea. Tn consecintd, forta distribuit3
care actioneazd asupra unui baraj variaza liniar pe verticald. In practici pot
fi intalnite si forte distribuite dupa alte legi (parabolic, exponential,
sinusoidal etc.).

Dupa modul lor de repartizare, incarcarile pot fi clasificate ca in figura 1.10.
Momentele concentrate pot fi reprezentate fie ca M4, fie ca My, la care
segmentul de dreapta intersecteaza grinda in punctul de aplicare al
momentului. Momentele pot fi si ele distribuite uniform, liniar sau dupa alte
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legi. Momentele distribuite in spatiul (1D) se masoara in [Nmm/mm=N]. Ele
se Intalnesc rar si nu au fost abordate in prezenta lucrare.

Determinarea intensitatii fortei rezultante, static echivalentd cu cea
distribuita, se poate face cu ajutorul schemei din figura 1.11. Grinda este
incdrcata cu o fortd distribuita dupa o lege oarecare, functia g(x) fiind
cunoscutd. Cu G s-a notat centrul de greutate al suprafetei 1BC2, iar cu Q
forta static echivalenta. Ambele incarcari determinad aceleasi reactiuni.

n figura 1.11a se mai poate marca printr-un mic cerc (balustrare) originea
lui x. Intensitatea “fortei” distribuite g(x) se masoara in [N/mm]. Se doreste
sa se determine reactiunile V; si V. Pe lungimea dx intensitatea “fortei”
distribuite g(x) poate fi considerata constanta si se poate determina modulul
fortei elementare care actioneaza asupra elementului de grinda

dF = q(x) dx (1.10)

Fll F, F
—» Concentrate —» \“ — N
M N,

Incarcari — ds

ql z E Z q3
YYYY

—» Uniform —»

Y
Y

q q; as .
lm i}i\n s

- Distribuite ——» Liniar —»

q q
Complex —» m l% 2

(parabolic etc.)

>

Fig. 1.10. Clasificarea incdrcdrilor functie de modul de repartizare
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M o .
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4 . 1 v -
V‘l X __d}( VZ v‘l . E . V2
) L . . L .
a) b)

Fig. 1.11. Grindd incdrcatd cu o fortd distribuitd (a) si cu o fortd concentrata
static echivalentd (b)

Modulul fortei static echivalente care incarca grinda poate fi determinat prin
integrare

Q=IdF; Q=J.q(x)dx (1.11)

Atat forta elementara dF, cat si rezultanta Q, sunt “forte adevarate”, care se
madsoara in [N]. Tinand cont de interpretarea geometrica a integralei, se
poate spune ca intensitatea fortei rezultante Q este numeric egald cu
suprafata A, cuprinsd intre curba q(x) si grindd. Scriind ecuatiile de proiectie
a fortelor pe verticala si de momente pentru cazul din figura 1.11a, se obtine

DY =0=V,+V,-0=0 (1.12)

L L
> My, =0=V,L—[x-dF =0=V,L = [ q(x)xdx (1.13)
0

0

Termenul din dreapta reprezinta momentul dat de catre forta distribuita. Se
scrie apoi ecuatia de momente pentru cazul din figura 1.11b

DMy, =0=V,L-0x=0=V,L=0x (1.14)
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Din (1.13) si (1.14) rezulta succesiv

Ox

L

0

L

J.q(x)xdx:fzéj‘q(x)xdx

0

(1.15)

Se observa ca momentul fortei distribuite, calculat prin integrare, reprezinta
momentul static al suprafetei 1BC2 (notata maijos cu A) fatd de axa Oy. Desi
fortele axiale actioneaza pe axa geometrica a grinzii, ele se prezinta in
vecindtatea acesteia pentru a fi mai usor remarcate. Tinand cont si de
interpretarea geometrica a rezultantei Q, (1.15) poate fi rescrisa

Sy _Axg

4
S-a demonstrat astfel ca forta rezultantd Q actioneazd asupra grinzii in

(1.16)
A
punctul de abscisd X=xq, care este cea a centrului de greutate G al

X =

X6

suprafetei A, cuprinsd intre curba q(x) si grindd.
in figura 1.12 se prezintd portiuni de bard incircate cu diverse forte
distribuite, figurand si fortele concentrate static echivalente Q.

y _ Y| Q=qlL/2
q - GO a
|
. L Jox L2L/3 X
a) o= b)
o
y = Q=2qL/3
Q=ql/2 q Erll y e
"5 e [
-3
2L/3 X T > X ™ X
) / "L < | L2 L2
< . = e vl >

c)

d)

Fig. 1.12. Incédrcdri distribuite uniform (a), liniar (b) si (c), parabolic (d)
si fortele static echivalente corespunzdtoare Q
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incarcérile din figurile 1.12a,b pot proveni, de exemplu, din actiunea
presiunii. In figura 1.12c s-au prezentat forte axiale distribuite liniar. Desi
aceste forte actioneaza pe axa geometrica a grinzii, ele se prezintd in
vecinatatea acesteia, pentru a fi mai usor remarcate. Si in aceste cazuri
raman valabile observatiile de mai sus privind calculul intensitatii fortei
rezultante Q si a punctului sdu de aplicare. Modulul fortei static echivalente
Q, numeric egal cu suprafata segmentului de parabola din figura 1.12d, se
poate calcula prin integrare.

Aceleasi observatii sunt valabile si in cazul prezentat in figura 1.13a, daca ne
raportam la sistemul de referinta x’Oy’. Un alt mod de abordare il constituie
descompunerea intensitatii maxime g in doua componente, qv si qu (fig.
1.13b), cu cele doua incarcari liniar distribuite (una perpendiculard pe axa
barei si cealalta paralela cu ea) actionand simultan.

Q=glsina/2|
2 X
L R,
NS ' N\
y i Qv
N, O
X L drH X
a) b)

Fig. 1.13. Portiune de bard incdrcatd cu o fortd liniar distribuitd: forta static
echivalentd Q (a) si descompunerea in doud incdrcdri liniar distribuite (b)

Pentru o bara curba Tncarcata cu o forta distribuita, orientata pe directia
normalei la o curba (fig. 1.14), se poate scrie forta elementara

dF =q-ds (1.17)

Asemenea forte distribuite pot proveni, de exemplu, din actiunea presiunii
hidrostatice a unui fluid asupra unui solid.
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___dF

dFY ,
|
dF=q-ds LdS y i
y dy| T «— dF,
de \/'-_—--. T d}(
y v
- }( L :dx x

Fig. 1.14. Portiune de bard curbd incdrcatd cu o fortd distribuitd
Forta elementara are componentele

dF’, :dFsina:dFQ:qdy
‘;S (1.18)
dFy =dF cosa :dFd—xzqu
s

Componentele rezultantei static echivalente pot fi calculate cu relatiile

0. =[dr; 0, =[dr, (1.19)
S S
Intensitatea rezultantei va fi
0=,0;+0; (1.20)
iar directia acesteia este data de
0
tgf=—L (1.21)
0,
Intensitatea rezultantei poate fi calculata direct cu relatia
0= Jq(s)ds (1.22)
N

Momentele distribuite se intalnesc mai rar in practica si din acest motiv nu
au fost prezentate in lucrare.
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Incércdrile (sarcinile) mai pot fi clasificate si functie de variatia lor in timp
(fig. 1.15). Exista incdrcdri statice, la care intensitatea creste intr-un timp
relativ indelungat (de ordinul zecilor de secunde) si ramane constanta dupa
ce s-a atins o valoare maxima. Incircarea fiind lentd, acceleratiile se pot
neglija.

Exista, de asemenea, incdrcdri dinamice prin soc, care se aplica cu viteza
mare, caz in care acceleratiile nu mai pot fi neglijate. Asemenea situatii pot
sa apara in cazul ciocnirii corpurilor. Tot in categoria incarcarilor dinamice se
incadreaza cele periodice sau aperiodice. In cazul acestor incarcari poate sa
apara fenomenul de oboseala a materialelor (corpurile cedeaza dupa un
numar de cicluri, la o tensiune mai mica decat cea de rupere statica).

Calculele de rezistenta tin cont de modul de actiune a incarcarilor in timp
(static, prin soc, alternant etc.). In acest volum se vor discuta numai
solicitarile statice.

Functie de importanta lor, incarcarile pot fi clasificate ca in figura 1.16.

Din punctul de vedere al Rezistentei Materialelor, scopul unui organ de
masina sau al unei structuri este de a prelua incarcarile principale, secundare
si cele extraordinare prevazute.

~» Statice F )
(M) / I,F=cunst.

Incarcar — t[sec.] F A
] : (M)
~»= Prin soc [~
t [sec.]
F 'f‘%\ I{ 'Ii\_‘J E
“» Dinamice ——» Periodice ™| o7 7 |
t[sec.]
F N
S\
—»-Aperiodice
t[sec.]

Fig. 1.15. Clasificarea incdrcdrilor functie de variatia lor in timp
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r Principale

Incarcari —<——» Secundare

~ Prevazute
Extraordinare

. —d
(accidentale)
\» Neprevazute

Fig. 1.16. Clasificarea incdrcdrilor dupd importanta lor

Tn categoria incdrcdrilor secundare pot fi mentionate greutatea proprie a
structurii, fortele de frecare, fortele provenite din presiunea vantului etc.
Proiectantul trebuie sa aiba in vedere ambele categorii de incarcari.

incércdrile extraordinare (accidentale) apar intamplator, la intervale de timp
care nu pot fi precizate, actionand deci intermitent. Ele pot avea insa efecte
catastrofale. Unele incarcari accidentale pot fi prevazute, altele nu. Din
motive economice, tehnologice sau functionale, chiar si pentru incarcarile
accidentale prevazute se admit, in calculele de rezistenta, intensitati care in
practica pot fi uneori depasite. Astfel, constructiile civile sunt calculate
pentru seisme de o anumita intensitate si durata, desi nu poate fi exclusa
posibilitatea depasirii acestor valori, mai ales intr-un interval mare de timp.

1.4. FORTE SI MOMENTE INTERIOARE

Corpurile solide au o forma si un volum propriu. Acest lucru este o
consecint3 a fortelor de atractie puternice existente intre atomi. Incdrcand
corpul, acesta se deformeaza ca urmare a variatiei distantelor interatomice.
Ruperea corpului inseamna de fapt desfacerea legaturilor dintre perechile
de atomi. In figura 1.17 se prezintd diagrama de variatie a energiei
potentiale dintre cei doi atomi de hidrogen, functie de distanta interatomica.
Distanta de echilibru R, corespunde energiei potentiale minime, numita
energie de legatura (Useg). In vederii ruperii legaturii, o energie trebuie sa fie
introdusa din exterior, pentru a scoate atomii din “groapa de potential”.
Daca incarcarile nu depasesc anumite valori, deplasarea atomilor se face in
jurul pozitiei de echilibru (portiunea marcata cu linie groasa in figura 1.17),
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ei revin in pozitia initialda dupa descarcare si corpul are un comportament
perfect elastic. Solicitdnd corpul la tractiune, se mareste distanta
interatomica pana cand, pentru o anumita valoare a fortelor toate legaturile
se desfac intr-o anumita sectiune si corpul se rupe (punctul B din fig. 1.17).
Compresiunea micsoreaza distanta dintre atomi. Sunt necesare forte mult
mai mari pentru apropierea atomilor. Se poate arata ca si in cazul sistemelor
cu mai multi atomi, care formeaza o retea, se obtin curbe asemanatoare cu
cea din figura 1.17, desi fenomenele sunt mult mai complexe [Draganescu
M., 1972]. Tncarcand un corp solid se vor produce modificiri ale distantelor
interatomice iar intre perechile de atomi apar forte suplimentare, in afara
celor care asigura volumul si forma proprie a corpului.

Facand o sectiune imaginara cu un plan m, printr-un corp solid aflat in
echilibru (fig.1.18a), se pun in evidenta fortele interatomice de legatura
rezultante, care sunt perechi, egale si de sensuri contrare, conform legii
actiunii si reactiunii.

Rezultanta tuturor fortelor de legatura de pe sectiunea transversala a uneia
dintre parti este o fortd rezultantd R . Reducand aceastd forta la centrul de
greutate al sectiunii, se va obtine rezultantaR si momentul rezultant v,
numite eforturi (fig. 1.18b). Eforturile Rsi M, de pe cele doud parti ale
corpului sunt egale si de sensuri contrare.

UleV]
=
Q
[+0]
= B
< % 3
P r[A]
=
|Ry=0,74A

Fig. 1.17. Variatia energiei potentiale functie de distanta
dintre doi atomi de hidrogen
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b)

Fig. 1.18. Sectiune imaginard printr-un corp aflat in echilibru (a) si punerea
in evidentd a eforturilor (b)

Admitand un sistem de referinta triortogonal drept, cu originea in centrul de
greutate al suprafetei rezultata prin sectionare, componentele eforturilor
dupd cele trei axe vor fi notate R(N,7,,7.) si M(M M .M.), cain figura 1.19.

sdysdz

Conventional, axa Ox coincide cu axa geometrica a barei drepte.

/

b)
Fig. 1.19. Descompunerea eforturilor: componentele fortei rezultante R (a)
si ale momentului rezultant Mg (b), care pot sa apard simultan

Componenta N, normala la sectiune, se numeste fortd axiald si apare in cazul
solicitarilor la tractiune sau compresiune (solicitari axiale). Componentele T,
si Tz sunt Tn planul sectiunii. Ele se numesc forte tdietoare deoarece, asa cum
se va arata ulterior, apar la taierea (forfecarea) barelor.
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Componenta My este normald pe sectiune, apare la torsiunea (rasucirea)
barelor si se numeste moment de torsiune. Componentele M, si M, sunt in
planul sectiunii, apar la incovoierea barelor si se numesc momente
incovoietoare.

1.4.1. Metoda sectiunilor

Metoda sectiunilor este utilizata pentru evidentierea si determinarea celor
sase componente ale eforturilor. in plan se exista cel mult trei componente
nenule. Deoarece corpul (sau sistemul de corpuri) se afla initial in echilibru,
atunci orice parte a sa se va afla in echilibru dupd sectionarea imaginard,
dacd se figureazd actiunea pdrtii indepdrtate asupra celei rdmase. Astfel se
reprezintd eforturile din sectiune. Eforturile se determina scriind ecuatiile de
echilibru pentru o portiune de corp rezultata dupa sectionarea imaginara.
Metoda sectiunilor transferd eforturile din categoria fortelor si momentelor
interioare in cea a fortelor si momentelor exterioare.

Scriind ecuatiile de echilibru pentru o portiune din corpul sectionat imaginar,
eforturile vor fi determinate dupa cum urmeaza:
e Forta axiala N este egala cu suma algebrica a tuturor proiectiilor
fortelor exterioare pe axa Ox (axa barei);
e Fortele taietoare Ty si T, sunt egale cu suma algebrica a proiectiilor
tuturor fortelor exterioare pe axa Oy si respectiv Oz;

e Momentele incovoietoare M, si My sunt egale cu suma algebrica a
tuturor momentelor exterioare fata de axa Oz si respectiv Oy.
Eforturile se stabilesc fata de un sistem de axe principal central (cu originea
in centrul de greutate al sectiunii transversale). Curbele lor de variatie sunt
numite diagrame de eforturi si trasarea lor va fi prezentata in capitolele

urmatoare.

Se face o sectiune imaginara printr-o bara aflata in echilibru sub actiunea
incarcarilor si a reactiunilor, raportata la un sistem de axe triortogonal drept,
cu axa Ox orientata dupa axa geometrica a barei. Pe fiecare dintre cele doua
fatete rezultate prin sectionare se duce versorul normalei (notat cu n),
plecand din sectiune. Se considera pozitiva fateta care are n orientata in
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sensul axei Ox si negativa cea cu n orientata in sens contrar (fig. 1.20a).
Astfel, prin sectionare se obtin douad fatete: una pozitiva si alta negativa.
Eforturile de pe fateta pozitiva, orientate in sensul pozitiv al axelor, vor fi
considerate pozitive si negative dacda sunt orientate in sens contrar.
Eforturile de pe fateta negativa, orientate in sensul negativ al axelor, vor fi
considerate pozitive iar in sensul axelor, sunt negative (fig. 1.20b,c). Aceasta
regula de semn este similara cu cea folosita la produsul algebric (tab. 1.2).

Tab. 1.2. Regula de semn pentru eforturi

Semnul fatetei Sensul axei spre care este Semnul efortului
orientat efortul
+ + +
- - +
+ - -
- + -

Solicitdarile care produc o singura componenta a eforturilor se numesc
simple. Acestea sunt: solicitari axiale (tractiune sau compresiune), forfecare,
torsiune si respectiv incovoiere. Cand apar mai multe componente ele
eforturilor, se produc solicitdri compuse. Semnele eforturilor pentru diferite
solicitari, simple, precum si incarcarile care determina eforturi pozitive si
negative. sunt prezentate in figura 1.21.

Atunci cand exista mai multe componente ale eforturilor in sectiune, insa o
componentad este cu mult mai mare decat celelalte, acestea din urma se
neglijeaza si se considera ca apare doar o solicitare simpla. Astfel, tija unui
surub este calculata la tractiune, desi este supusa si la mici momente de
torsiune, datorita frecarilor. Daca suprafetele pe care calca capul surubului
si piulita nu sunt plane si paralele, tija va fi supusa si la incovoiere. Cand
momentele incovoietoare sunt semnificative, se pot utiliza saibe in forma de
pana sau saibe speciale, cu articulatie sferica, pentru a impiedica solicitarea
tijei surubului la incovoiere.
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Fig. 1.20. Stabilirea semnului fatetelor rezultate dupd sectionare (a) si a semnelor
eforturilor (b, c) (toate eforturile sunt pozitive si nu sunt prezentate incarcdrile).

Aceste reguli de semn sunt necesare pentru trasarea diagramelor de
eforturi. In fig. 1.21 sunt aratate mai multe tipuri de reprezentari pentru
fortele taietoare si momentele incovoietoare cu semnele acestora. Pentru
solicitarea la forfecare, regula de semn pentru fortele exterioare poate fi
enuntata astfel: fortele care actioneaza la stanga sectiunii de sus in jos, sau
la dreapta sectiunii de jos in sus, determina forte taietoare pozitive (fig.
1.21c, h). Aceste incarcari dau un cuplu in sens trigonometric. Multe
manuale considera arbitrar ca acest sens este negativ, desi nu este in
concordanta cu regulile prezentate mai sus si nici cu sensul tensiunilor

tangentiale t, care va fi prezentat ulterior.
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Fig. 1.21. Bara sectionatd si semnele eforturilor pentru diferite solicitdri: tractiune
(a); compresiune (b); forfecare (c); torsiune (d); incovoiere-cu momente
reprezentate dupd regula burghiului drept (e) si respectiv figurdnd sensurile lor de
rotire (f, g). Mod simplificat de reprezentare a incdrcdrilor care determind eforturi
pozitive si negative: forfecare (h); incovoiere (i)
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Pentru incovoiere, momentele exterioare care deformeaza grinda cu
concavitatea orientata spre sensul pozitiv al axei Oy (,tine apa”) determina
eforturi (momente incovoietoare) pozitive (fig. 1.21f, i), iar in sens contrar
determina eforturi negative (fig. 1.21g, i). Momentele pot fi reprezentate ca
vectori sau prin sensul lor de rotire, determinat cu regula burghiului drept.
In figura 1.21e, vectorii moment sunt perpendiculari pe planul foii si au fost
reprezentati cu simboluri utilizate Tn electrotehnica (+ indicda ampenajul
sagetii care intra in planul foii). O alta reprezentare a aceleiasi solicitari la
incovoiere, utilizand sensul de rotire al momentelor, se vede in figura 1.21f.
In figura 1.21g se arata momentele incovoietoare negative.

Regulile de semn de mai sus vor fi utilizate la trasarea diagramelor de
eforturi, cu ajutorul carora se stabileste sectiunea periculoasd, cea in care
corpul poate sa cedeze. Se calculeaza apoi dimensiunile sectiunii
transversale, astfel incat corpul sa reziste la incarcarile propuse sau, altfel
spus, se face dimensionarea corpului. Regulile de semn pentru eforturi diferd
cea utilizatd in staticd.

Exemplul 1.4

La grinda din Exemplul 1.3 se determina eforturile Tn sectiunea x (fig. 1.22).

Dupa sectionare eforturile au fost prezentate astfel incat portiunile de bara
sa fie in echilibru (fig. 2.19). Cand nu se poate intui directia eforturilor, ele
pot fi figurate pozitive, urmand ca semnul lor real sa fie determinat. Pentru
portiunea de grinda de lungime x, eforturile rezulta din ecuatiile de echilibru

N-H =0=>N=H;
T,+V,=0=>T =-V; (1.23)
M ~-Vx=0=>M_=Vx
Reactiunile Hi si V1 au fost calculate la Exemplul 1.3. Eforturile negative sunt
de sens contrar celor prezentat in figura 1.22. in regiunea 1-2 grinda este

solicitata la tractiune (forta axiala N), forfecare (forta tdietoare T) si
incovoiere (moment M,). In regiunea 2-3 nu exist3 fortd axiala N.
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Atunci cand Tn sectiunea unui corp apar mai multe componente ale
eforturilor simultan, se spune ca acel corp este supus la solicitdri compuse.
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Fig. 1.22. Grindd Tncdrcatd cu o fortd inclinatd (a); componentele fortei F (b)
si eforturile in sectiunea x, cu portiunile de grindd in echilibru (c)

Determinarea eforturilor din bare cu incdrcdri distribuite

Fie o bara in consola, incarcata cu o forta g(x), distribuitd dupa o lege
cunoscuta. Se izoleaza portiunea de bara de lungime x si se determina
eforturile (fig. 1.23), care au fost prezentate pozitive. Tnainte de abordarea
acestei probleme se recomanda sa se revada exemplul grinzii din figura 1.11.

Din figura 1.23b se observa ca nu exista incarcari pe directie axiala si in
consecintd N = 0. Pentru a determina eforturile T,(x) si M.(x), se face
sectiunea ajutatoare t sii se da o crestere infinit mica dt.
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Suprafata elementara marcata cu gri in figura 1.23b este asimilata cu un
dreptunghi cu laturile g(t) si dt.

dF
Y qlx) Yy q(t) alx)
T R
0 0
X L X ot || dt|N=0
X
a) b)

Fig.1.23. Grindd incdrcatd cu o forta distribuitd (a) si izolarea unei portiuni (b)

Pentru elementul de grinda de lungime dt, forta g(x) poate fi considerata
practic uniform distribuita, iar forta elementard concentrata static
echivalenta este

dF =q(t)dt (1.24)

unde qg(t) se obtine inlocuind x cu t in functia cunoscuta q(x).

Forta taietoare este data de

T,=[dF; T,=|q(t)dt (1.25)
0 0

Momentul fortei elementare fata de sectiune este
dM ~dF (x—1) (1.26)
Momentul incovoietor se determina cu relatia

M (x)=[dM; M (x)= [q(r)(x-t)d (1.27)

Tn relatiile (1.25) si (1.27) integrarea se face dupa t (considerand x constant).
Abia dupa efectuarea integralei definite x va fi considerat variabil.

Se observa ca forta tdietoare determinata cu relatia (1.25) reprezinta
suprafata cuprinsa intre curba q(x) si axa Ox (luata intre O si x), iar momentul
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incovoietor dat de (1.27) reprezinta momentul static al aceleiasi suprafete,
fata de sectiune. Se poate proceda similar in cazul fortelor distribuite axial.

1.5. RELATII DIFERENTIALE INTRE INCARCARI S| EFORTURI

Dintr-o bara incarcata cu g,(x) si gx(x), cu distributie oarecare, se izoleaza un
element de lungime dx (fig. 1.24a), se figureaza eforturile (fig. 1.24b) si se
scriu ecuatiile staticii, considerand g,(x) si gx(x) constante pe lungimea dx

> X, =0=(N+dN)+q,(x)dx-N=0
Y, =0=(T,+dT,)-q,(x)dx~T,=0 (1.28)

DMy =0=>M, —Tydx—qy(x)dx%—(Mz +dM_)=0

Y I/Qy—q\f,(x)dx

v W T T Lo
qx(x} ull 1;-"‘FJ:}:‘“1F~_“ Y

Mz qx(x} /T'Tr+dT'r'

Z—h —»¥—» YoV —> ¥ —» N :‘7_%’:’: _/Mg+dM2

X [ 7,1 Q,=q,(xdx \/
2%
o dx | <

a) b)

Fig. 1.24. Bard in consold, cu doua incdrcdri distribuite (a) si izolarea
unui element din bard (b)

Neglijand infinitii mici de ordinul al doilea, din ecuatiile (1.28) rezulta relatiile
diferentiale intre incarcari si eforturi (1.29). Aceste relatii sunt utile la
trasarea diagramelor de eforturi. Forta tdietoare este derivata momentului
incovoietor. In consecinta, cand Ty se anuleaza, functia M,(x) prezinta un
punct de extrem. Din acest motiv, diagrama Ty este bine sa se traseze prima.

dN dr, dM
— = ;) ——= ; =T 1.29
e (x) ol (%) ottt (1.29)
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Din ultimele doua relatii (1.29) rezulta
d*M.
dx*

=q, (x) (1.30)

1.6. TENSIUNI

Daca dupa sectionarea corpului fortele interatomice ar fi uniform distribuite
pe suprafata sectiunii A, intensitatea acesteia ar fi (fig. 1.18)

Bros =R (1.31)

A

Aceasta marime se numeste tensiune medie sau efort unitar mediu si se
masoara in unitati de presiune [MPa]. Repartitia fortelor de legatura este
aproximativ constanta numai in unele cazuri particulare. De cele mai multe
ori, abaterile locale de la valoarea medie sunt semnificative. Valoarea medie
nu mai poate fi relevanta in asemenea situatii deoarece ruperea va incepe
din punctele cele mai solicitate. In consecint3, trebuie s& se ia in considerare
valorile locale ale tensiunii. Acest lucru poate fi realizat prin considerarea
unei mici suprafete finite 4A din jurul punctului P si nu a intregii suprafete a
sectiunii. Rezultanta fortelor de legturd de pe suprafata AA se noteazd AR
Similar se poate calcula tensiunea medie pe suprafata 4A (fig. 1.25a, b)

- AR

pmedAA ZE (132)

Considerand materia continua si nu discreta, ipoteza admisa la scara macro-
mecanica, se poate restrange oricat de mult elementul de suprafata in jurul
punctului P, trecerea la limita fiind permisa in aceste conditii. Se obtine astfel
valoarea tensiunii in punctul P
. dR
Pr = lim A

d4—0

(1.33)

Tensiunea se masoard in unitati de presiune [1 N/mm? = 1 MPa] si depinde
atat dedR , cat si de orientarea elementului de suprafatd dA. In consecints,
tensiunea este o marime mai complexa decat un vector, care este definit
doar prin punct de aplicatie, directie, sens si modul. Tensiunea est o mdrime

tensoriala.
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Tensiunea din punctul P poate fi descompusa prin proiectie pe directia
normalei (componenta ox, numita tensiune normald) si respectiv pe planul
sectiunii (componenta 7, numita tensiune tangentiald).

La randul sau, componenta 7 poate fi descompusa in planul yOz, obtinand
componentele Ty si Tx (fig. 1.26). Astfel, cele trei componente ale tensiunii

sunt p(ax,rxy,rﬂ).

¥

a) b) c)
Fig. 1.25. Izolarea unei portiuni dintr-un corp, figurarea rezultantei fortelor care
actioneazd pe suprafata AA (a), a tensiunilor medii pe dA (b) si a tensiunii
din punctul P, cu componentele sale (c)

Semnificatia indicilor este urmatoarea:

e Pentru tensiunea tangentiala t, primul indice desemneaza axa
normala la planul sectiunii, iar al doilea axa cu care tensiunea este
paraleld;

e Tensiunea normala o poate fi notata cu doi indici, respectand aceeasi
reguld. Deoarece acesti indici sunt intotdeauna identici, se mai
obisnuieste sa se noteze tensiunea normala cu un singur indice.

Astfel, pentru componentele tensiunii din figura 1.26 se observa ca: ox este
orientata pe directia axei Ox si mai poate fi scrisa ox; 7y Si 7 sunt in planul
yOz (la care normala este Ox) si sunt paralele cu axele Oy si respectiv Oz.
Totalitatea componentelor tensiunii definesc tensorul tensiunilor intr-un
punct al corpului solid, [Buzdugan Gh. s.a., 1973; Beer F., 2012; Hibbeler R.
C.,2018].
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Fig. 1.26. Tensiunea pp din punctul P si componentele sale

1.7. RELATII INTRE EFORTURI SI TENSIUNI (ECUATII DE ECHIVALENTA)

Se izoleaza o portiune dintr-un corp aflat in echilibru si se admite un sistem
de referinta cu originea in centrul de greutate al sectiunii transversale. Se
figureaza eforturile si tensiunile intr-un punct oarecare P al sectiunii. Desi, in
cazul general, in sectiune apar sase componente ale efortului (trei forte si
trei momente), in figura 1.27 acestea au fost despartite si s-au prezentat
numaifortele (N, T, T; ) in figura 1.27a, iar momentele (Mx, My, M. ) n figura
1.27b, pentru a nu complica prea mult desenul.

Pentru portiunea de corp din figura 1.27 se scriu ecuatiile de echilibru in
sectiune (trei ecuatii de proiectii ale fortelor pe axe si trei ecuatii de moment
fata de axe); fortele elementare fiind egale cu produsul dintre tensiuni si
elementul de suprafata

N=[ods; T,=[r,dd; T.=[z.dA
A A A

M, =I(Txyz—rxzy)dA:ITrdA; M, =J-axsz (1.34)
A A

A

M, =IaxydA
A4

Ecuatiile de echilibru (1.34) stabilesc relatii intre eforturi si tensiuni si se
numesc ecuatii de echivalentd. Deoarece nu contin caracteristici fizice de
material, sunt valabile pentru orice corp solid. Ecuatiile de echivalenta mai
pot fi deduse pornind de la componentele rezultantei fortelor de legatura
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dR de pe elementul de suprafata dA, notate cu dN, dT,, dTz. Componentele
tensiuniip, din punctul P sunt

dar
o, :d—N; T, =—>; T_= ar, (1.35)
dA YdA ¥ dA

Fig. 1.27. Tensiuni si eforturi in sectiune: forte (a) si momente (b). In cazul general
toate componentele apar simultan

1.8. DEPLASARI S| DEFORMATII

Exista urmatoarele tipuri de deplasari:

e Deplasdri cinematice, atunci cand legaturile permit deplasari mari si
corpul isi poate modifica pozitia in spatiu;

e Deplasdri elastice sau elasto-plastice, produse ca urmare a
deformarii corpului, atunci cand acesta isi modifica dimensiunile si
forma geometrica initiala.

Mecanica solidului deformabil (grup de discipline care include si Rezistenta
Materialelor) se ocupa numai de ultima categorie de deplasari. Daca
deformatiile dispar dupa inlaturarea incarcarilor (corpul revine la forma si
dimensiunile initiale), se spune ca deformatiile sunt elastice. Pentru
majoritatea materialelor utilizate la structuri de rezistenta, deformatiile
elastice sunt foarte mici in raport cu dimensiunile corpurilor.
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Exista materiale care, dupa indepartarea incarcarilor, nu revin la forma si
dimensiunile initiale si raman cu deformatii preponderent plastice. Aceste
materiale se numesc inelastice. in continuare se vor avea in vedere
deplasarile elastice mici.

Fie un punct O din interiorul unui corp elastic. Dupa aplicarea incarcarilor,
corpul se deformeaza si punctul O ajunge in O’ (fig. 1.28). Deplasarea totald
a punctului va fi datd de vectorul A, cu originea in O si varful in O’. Proiectiile
lui A pe axele sistemului de referintd se noteazd cu u, v, w si se numesc
componentele deplasdrii. Este evident ca intre aceste marimi exista relatia

A=u* +v +w’ (1.36)
in afara deplasédrilor liniare existd si deplasdri unghiulare, ilustrate prin

modificarea unghiurilor. Deplasarile liniare se masoara in unitati de lungime
[mml], iar cele unghiulare in radiani [rad].

Fig. 1.28. Deplasarea totala A si componentele sale

1.8.1. Deformatii absolute si deformatii specifice

Fie punctele A, B interioare corpului solid, care determina segmentul [AB] si
punctele C, O, D, cu segmentele [OC] si [OD] formand un unghi drept. Dupa
deformare, punctele se deplaseaza in A’,B’,C’,D’ si respectiv O’ (fig. 1.29).
Se numeste deformatie liniard absolutd variatia lungimii segmentului [AB]:

S=Al=[A'B'|-[AB]=L-1L, (1.37)
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Fig. 1.29. Deplasdri ale punctelor care apartin unui corp deformat

Se numeste deformatie liniard specificd sau alungire specificd limita
raportului dintre deformatia liniara absoluta si lungimea initiala a
segmentului [AB]

.. [A'B'|-[AB]

= lim = —1 271 (1.38)
[AB]—0 [AB]
Tinand cont de relatia (1.37), (1.38) se poate scrie
£=1lim i (1.39)
L0 [,

Alungirea specifica este o mdrime adimensionald, care reprezinta alungirea
unitdtii de lungime. Ea se mai poate inmulti cu 100 si exprima in procente
[%]. Termenul alungire specificG nu precizeaza daca segmentul [AB] fsi
mareste sau micsoreaza dimensiunile dupa deformarea corpului. Daca se fac
aceste precizari, termenul general va fi inlocuit cu unul dintre termenii:

e Lungire specificd, cand dimensiunile cresc, ([A’B’] > [AB] si £>0);

e Scurtare specificd, cand dimensiunile scad, ([A’B’] < [AB] si €<0).
Se numeste deformatie unghiulard sau lunecare specificd marimea cu care
variaza unghiul drept construit in vecinatatea unui punct O din interiorul
corpului

y =lim gy (XCOD—<C'O'D') (1.40)

[OD—0]
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Pentru un corpul prismatic din figura 1.30, AS se numeste lunecare absolutad.
Deoarece lunecarea specifica yeste foarte mica, se poate scrie

AS
gy =="-~7 (1.41)

Fig. 1.30. Deformatii unghiulare ale unui mic corp paralelipipedic

Lunecarea specificd y se mdsoard in radiani, deci este tot o marime
adimensionald. Conventional se considera y pozitiv atunci cand corespunde
micsorarii unghiului drept facut de directiile pozitive ale axelor [Bia C. s,a.,
1967].

Deformatiile specifice, la fel ca tensiunile, sunt mdrimi locale, determinate in
vecindtatea unui punct. Totalitatea componentelor deformatiilor specifice
definesc tensorul deplasdrilor specifice intr-un punct al corpului, [Buzdugan
Gh. s,a.,1973; Horbaniuc D., 1993]. La fel ca tensiunile, deformatiile specifice
sunt desemnate prin indici care au urmdtoarea semnificatie:

e ¢gisau gj = alungirea specifica pe directia axei O;;

e ;= lunecarea specifica in planul iOj.

1.9. STAREA GENERALA DE TENSIUNI S| DEFORMATII

In figura 1.31 se prezinta starea generald de tensiuni. Fatetelor
paralelipipedului elementar (detasat dintr-un corp) li se atribuie semne, cu
aceeasi regula ca la eforturi (fig. 1.20): sunt pozitive fatetele pentru care
versorul normalei, orientat spre exteriorul paralelipipedului, este indreptat
in sensul pozitiv al unei axe si negative fatetele cu versorul orientat in sensul
negativ al unei axe. Fatete care se vad in fig. 1.31 sunt pozitive, iar celelalte
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sunt negative. Tensiunile care actioneazd pe o fatetd pozitivd sunt
considerate pozitive dacd sunt orientate in sensul pozitiv al unei axe si
negative dacd sunt orientate in sens contrar. Tensiunile care actioneazd pe o
fatetd negativd sunt considerate pozitive dacd actioneazd in sensul negativ
al unei axe si negative dacd actioneazd in sensul pozitiv. Toate tensiunile
prezentate in figura 1.31 sunt pozitive. Pe fatetele care nu se vad actioneaza
tensiuni egale si de sensuri contrare, care de asemenea sunt pozitive.
Semnele eforturilor si cele ale tensiunilor trebuie sa fie in concordanta,
pentru a satisface relatiile de echivalentd (1.35). Tensiunilor normale le
corespund alungiri specifice de acelasi semn: pozitive pentru tractiune si
negative pentru compresiune (fig. 1.32).

Fig.1.31. Starea generald de tensiuni (pe fatetele care nu se vdd actioneazd
tensiuni egale si de sens contrar si toate tensiunile sunt pozitive)

y y
OX _l_lox 0)(_ i UX
— ® " —o. —
AN X N > X
dx £,dx R ‘Exdx
* " N JAx

50,650

Fig. 1.32. Tensiunile si alungirile specifice sunt pozitive la tractiune
si negative la compresiune
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in figura 1.33 se prezintd componentele deformatiilor specifice ale unui
paralelipiped elementar izolat dintr-un corp elastic [Voinea R. s.a., 1989]. La
fel ca tensiunile, deformatiile specifice sunt notate cu indici, care au
semnificatia:

® g sau g = alungirea specifica pe directia axei O;;

e 7 =lunecarea specifica in planul i0j.

y y vl
. P / E&,dy
e Id
I £ ’ Yy
H i
A4 X I X X
dx €,dx -===7
oo 0" 4
/ezdz
a) b) c)
Y| Ya y Y
- Vyx Z -1;

—_ *-‘..-" X

d) e) f)

Fig. 1.33. Componentele deformatiilor specifice

N

Tensiunile si deformatiile specifice sunt mdrimi tensoriale. Componentele
acestor tensori pot fi prezentate matriceal [Ponomariov S.D. s.a., 1964]:

O-x Txy sz gx % 7/ Xy % 7/ Xz
I,=\z, o, 7. T,=\ )y, & hr. (1.42)
sz sz O-z % 7 zx % }/ zy 82

In Teoria Elasticitatii se arata ca, in cazul corpurilor omogene si izotrope,
aceste matrice sunt simetrice fata de diagonala principala si se justifica si
coeficientii % din matricea deformatiilor specifice. (vezi volumul al doilea al
lucrarii). Se observd ca tensiunilor normale o le corespund alungiri specifice
g, iar tensiunilor tangentiale t lunecdri y/2.
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1.10. SOLICITARI SIMPLE

In cazul solicitdrilor simple, in care in orice sectiune apare o singurd
componentd a eforturilor si respectiv a tensiunilor (tab. 1.3). Tractiunea si
compresiunea sunt clasificate Tmpreuna, cu denumirea de solicitdri axiale,
deoarece intre ele difera numai semnul eforturilor, tensiunilor si alungirilor
specifice (pozitive pentru tractiune si negative pentru compresiune).
Solicitdrile compuse se produc cand apar simultan mai multe componente
ale eforturilor si tensiunilor. Acestea sunt frecvent intalnite la masini si
structuri si sunt prezentate in al doilea volum al lucrarii.

Tab. 1.3. Solicitdri simple

Efort )
Solicitdri Schema solicitdrii Tensiunea
nenul
Nif=====1 AN
Axiale N>0 T______ T >0
(tractiune/ N m==== N
compresiune) N<O > (N <0
L™
T
T Ih——-—
Forfecare Y E— ] VT
. sau - = T
(tdiere) 13 X
TZ . ——— _I
I,
M,
Torsiune _
< <uci M ._iw T
(rasucire)
- Mx
~ Mz MZ MZ
incovoiere @ = — )
B sau N --- M o
pura <= —
My ==

De retinut:
e Tipuri de reazeme, reactiuni si calculul reactiunilor;
e Calculul rezultantei static echivalente pentru incarcarile distribuite;
e Componentele eforturilor, tensiunilor si deformatiilor, semnele lor;
e Relatii intre incarcari si eforturi si intre eforturi si tensiuni (ecuatiile
de echivalentd).
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CAPITOLUL

Incercarea materialelor

Metode de calcul in RM

Sursa: https://www.veryst.com/services/testing/material-test-library/uniaxial-tension-testing
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2. INCERCAREA MATERIALELOR. METODE DE CALCUL

2.1. OBIECTIVE

in acest capitol se definesc caracteristicile mecanice si elastice ale
materialelor, care sunt utilizate Th modelarea matematica a solidului elastic
si In calculele din Rezistenta Materialelor si Teoria Elasticitatii. Aceste
caracteristici sunt determinate Th urma unor incercari mecanice, efectuate
in laborator, pe masini speciale. Materialele utilizate in constructia masinilor
si a structurilor de rezistenta prezinta caracteristici fizice extrem de variate.
n cele ce urmeaz3, atentia principald va fi acordatd materialelor metalice, in
special otelului, care este cel mai utilizat material in constructia de masini
precum si la realizarea structurilor metalice (poduri, platforme de foraj
marin, constructii civile si industriale, macarale etc.). Pentru aprofundarea
cunostintelor se recomanda consultarea literaturii de specialitate [Mocanu
D.R. s.a. 1982].

2.2. INCERCAREA MATERIALELOR

2.2.1. Introducere

Caracteristicile mecanice si elastice ale unui material se determina pe probe
sau epruvete prelevate din semifabricate (lingouri, laminate, blocuri). Se fac
si incercdri pe produse finite (sarme, cabluri). Tncercérile se realizeazi pe
masini de incercat specializate, capabile sa inregistreze variatia fortei functie
de deplasare pana la ruperea acesteia si sa traseze diagramele forta-
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deplasare si tensiune-alungire specifica. Deformatia se determina mai precis
cu ajutorul unor dispozitive speciale numite extensometre, montate pe
epruveta. Pe masina universala de incercat se pot efectua incercarile de
baza: tractiune sau compresiune, iar cu ajutorul unor dispozitive
suplimentare pot fi efectuate si incercarile la incovoiere, forfecare si chiar
torsiune.

Caracteristicile mecanice depind de mai multi factori (viteza de incarcare,
temperatura, tipul epruvetei etc.). Cele mai utilizate sunt incercarile statice,
la temperatura mediului. Forta creste relativ lent pe parcursul unei
asemenea incercari, care dureazd citeva minute. in cazul organelor de
masini sau a componentelor structurale utilizate Tn conditii deosebite
(temperaturi ridicate sau coborate, incarcari prin soc sau variabile, medii
agresive), sunt necesare incercari ale materialelor in conditii cat mai
apropiate de cele intalnite in exploatare. Se realizeaza, de asemenea,
incercari la solicitari compuse (tractiune biaxiala, compresiune triaxial3,
tractiune cu forfecare etc.). incercirile de bazd sunt standardizate,
respectarea standardelor fiind obligatorie.

2.2.2. Solicitarea la tractiune

Forma si dimensiunile epruvetei depind de natura materialului, tipul
semifabricatului din care este prelevata, incercarea la care este supusa etc.
Pentru incercarea la tractiune se utilizeaza epruvete tip “halterd”, care
reprezinta o portiune centrala calibrata si doua capete cu sectiunea marita,
destinata prinderii in falcile masinii (figura 3.1). Racordarile intre aceste
portiuni se fac cu raze mari. Pe portiunea calibrata se pot trasa repere fine
pentru montarea extensometrului sau pentru masurarea deformatiilor.
Epruvetele pot fi cilindrice (cu sectiune circulard) sau plate (cu sectiune
dreptunghiulard), atunci cand sunt prelevate din table. Aceastda forma a
epruvetei este necesara pentru a preveni ruperea in alta zona decat cea
cuprinsa intre repere. Sarmele se incearca asa cum sunt (ca produs finit).
Pentru o buna prindere se folosesc si epruvete cu capete filetate. Cele mai
utilizate sunt doua tipuri de epruvete: lungi (Lo = 10do) si normale (Lo = 5do).
Diametrul initial poate fi, de exemplu, do = 10 mm. Pentru Tncercarea la
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compresiune se utilizeaza epruvete scurte, cu formad cilindrica,
paralelipipedica sau cubica (fig. 2.1). La compresiune sunt testate in special
pe materiale care au o rupere fragila. Forma epruvetei trebuie sa fie astfel
aleasa, incat tensiunile sa fie maxime si cat mai uniforme in sectiunea de
rupere. La ruperea ductila se observa aparitia unei gatuiri (strictionari) locale
a epruvetei, cu putin Tnaintea ruperii (fig. 3.3).

X @d, g reper
LC &
a] - >
b
ho
L |
b) -+ »

Fig. 2.1. Epruvete pentru incercarea la tractiune: cilindrica (a), plata (b)
si respectiv compresiune (c, d)

@d,

v

F a) b)

Fig. 2.2. Incdrcare centricd a epruvetei  Fig. 2.3. Rupere ductild (a) si fragild (b)
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Ruperea ductila se produce in zona strictionatd. Unele materiale metalice au
un comportament foarte ductil la tractiune statica (aur, argint, plumb etc.)
si aria ultima A, (fig. 2.5) a sectiunii transversale a epruvetei se reduce pana
aproape de zero in sectiunea de rupere.

Tn cazul ruperii fragile nu se produce strictionarea, care este de fapt un
fenomen local de pierdere a stabilitatii. Pentru materiale cu ruperi foarte
fragile se pot utiliza epruvete cu o sectiune predeterminata (diminuatd) de
rupere.

Diagrama F-6

Tnregistrand grafic variatia fortei functie de deplasarea filcii masinii (sau, cu
precizie mai mare, functie de variatia lungimii dintre doua repere, masurata
cu un extensometru), se obtine diagrama F - . Pentru un otel cu un continut
redus de carbon (0,06%-0,25%C), care are o rupere tenace la tractiune
staticd, aceasta diagrama este prezentata in figura 2.4.

F[N] 5

!
/ tg a=E /
i
Df ! f I
F Fo|_ |F, ! /
max F“ e F{i " | I | F"
i j J
I i
I i
! !
o o, Oy
v v f[‘\ﬁ h\l
0 Z.C, &
%l - 6-.1- [mm]
[
— 5'|1 b,
6«
- 6“

Fig. 2.4. Diagrama F-6 pentru un otel cu continut redus de carbon
(I=incdrcare; D=descdrcare)
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Pe diagrama din figura 2.4 se disting urmatoarele regiuni si puncte
caracteristice:

zona liniara, 0-1, numita zond de proportionalitate, unde
deformatiile sunt proportionale cu fortele si este valabila legea lui
Hooke (portiunea initiala a diagramei poate fi usor curbata);

Zona de elasticitate 0-2, in care materialul ramane elastic (dupa
descarcare epruveta revine la dimensiunile si forma initiala). Dupa
depasirea zonei de elasticitate (F > Fe), epruveta ramane cu
deformati permanente (plastice) dupa descarcare;

Zona de curgere 3-4, unde forta se mentine aproximativ constanta si
creste mult deformatia. Diagrama poate prezenta o serie de
tranziente (cu aspect zimtat sau valurit), in special la solicitarea
epruvetei cu viteze mici de incarcare. Punctului 3, in care se produce
de o prima scadere a fortei, 1i corespund conventional forta de
curgere Fcsi deformatia la curgere &.. Unele materiale, cum ar fi cele
cu rupere fragild, nu prezintd o zona de curgere. In zona de curgere
apare fenomenul de ecruisare (orientari ale cristalelor pe directia de
solicitare si apoi alungirea acestora). La suprafata epruvetei lustruite
apar mici adancituri, astfel aranjate incat formeaza o retea de “linii”
ortogonale, orientate la 45° fata de directia fortei (liniile Liiders);

in zona de consolidare 4-5, forta creste in continuare, ca urmare a
ecruisarii materialului. Tn punctul 5 se inregistreazd forta maxima
Fmax, dupa care apare strictionarea epruvetei. Daca se descarca
epruveta dupa depasirea limitei de elasticitate (de exemplu, in
punctul 5), se constata ca descarcarea se produce dupa o dreapta
paralela cu cea dusa prin origine, determinata de punctele 0-1. Daca
epruveta este apoi solicitata din nou la tractiune, incarcarea se face
pe aceiasi dreapta pe care s-a facute descarcarea, iar din 5 parcurge
in continuare aceeasi curb3, pand la rupere. in urma incercrii la
tractiune peste limita de elasticitate si apoi descarcare, se constata
ca se mareste limita de elasticitate. Acest fenomen este utilizat
uneori pentru marirea zonei liniar - elastice (de exemplu, la arcuri).
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Deformatia dm Tnregistrata intr-un punct oarecare M, situat peste
limita de elasticitate, are o componenta elastica &%v, care dispare la
descarcarea epruvetei, si una plastica 8°v, care ramane dupa
descarcare. Pentru orice punct din acesta zona elasto-plastica se
poate scrie

0=0°+0" (2.1)

e Zona de cedare 5-6, in care forta scade ca urmare a micsorarii
sectiunii epruvetei, dupa aparitia strictionarii;

e In punctul 6 epruveta se rupe. Acestui punct 1i corespunde o forta
ultima (finala) F, si o deformatie ultima &,. Componenta elastica 6%,
dispare dupa ruperea epruvetei.

Raportul F/d = k, stabilit pentru zona de proportionalitate, se numeste
rigiditate. Suprafata cuprinsa intre curba si axa absciselor reprezinta lucrul
mecanic efectuat pentru ruperea epruvetei.

Diagrama F-0 prezintd dezavantajul major ca depinde in mare masura de
dimensiunile epruvetei (fortele F depind de sectiunea initiala Ao, iar
alungirile 6 depind de Ao si lungimea initiala dintre repere, Lo). Se doreste
obtinerea unei diagrame care sa nu depinda de dimensiunile epruvetei, ci sa
fie caracteristicd materialului studiat. Acest deziderat poate fi indeplinit,
intr-o maniera satisfacatoare, trasand diagrama in coordonate G - ¢ si
pastrand dimensiunile epruvetelor intr-un interval rezonabil (indicat n
standarde).

Diagrama caracteristica o - €

Diagrama caracteristicd conventionald o-¢ este trasatda admitand
urmatoarele ipoteze:
e Tensiunea normala ox este uniform distribuitd pe sectiunea
transversala a epruvetei, pe toata durata incercarii;
e Lungirea specifica ex este constanta pe distanta cuprinsa intre repere,
pe toatad durata incercarii;
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e Sectiunea transversald a epruvetei nu variaza semnificativ pe durata
incercarii.

Aceste ipoteze sunt suficient apropiate de realitate in prima parte a
incercarii (pana la aparitia curgerii), dar sunt nesatisfacatoare in ultima
parte, in special dupa aparitia strictionarii, care este asociata cu o repartitie
neuniforma a lungirii specifice, o scadere locald pronuntata a sectiunii si cu
aparitia unei stari spatiale de tensiuni neuniforme in aceasta zona. Datorita
acestor fenomene complexe, este extrem de dificil sa se calculeze o valoare
locala a tensiunii ox si a lungirii specifice &. Pot fi calculate Tnsa cu usurinta
caracteristicile conventionale (vezi figurile 2.2-2.6). Tensiunile si lungirile
specifice de proportionalitate, elasticitate, curgere si rupere se scriu

F o
o =2, & =-2.100%
ra T
F
o,=—"%; ge:%-IOO%
ff 50 (2.2)
o, =—"; & =—"-100%
4, L,
F o’
o.=0,,=—"2; & =—"-100%
4, L,
unde sectiunea initiald a epruvetei si lungirea la rupere sunt
d2
%:%; 87 =L I, (2.3)

Lungirea L, se masoara intre repere, dupa aldturarea celor doua parti ale
epruvetei rupte. Diametrul cel mai mic din zona tractionata se noteaza d,
(fig. 2.5). Pentru epruvete cilindrice, aria minima a sectiunii transversale este

2
4, =% (2.4)
4
Se poate calcula coeficientul de gatuire la rupere
7= 4009 (2.5)
4,
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Datorita caracterului conventional al acestor marimi, se mai obisnuieste ca,
pentru solicitarile axiale, “tensiunile” astfel calculate sa se noteze cu R
(rezistentd), iar alungirile specifice cu A: (alungirea totald dupa rupere).
Astfel, se va nota o. = Re si 6r=Rm (rezistenta maxima la tractiune) etc.
[Mocanu D.R. s.a., 1982]. in prezenta lucrare se vor pdstra notatiile cu osi &
pentru marimile de mai sus, avand insa permanent in vedere caracterul lor
conventional.

Fig. 2.5. Epruveta (a) si refacerea ei dupd rupere (b)

Tensiunile o, op, o¢, or reprezinta caracteristicile mecanice ale materialului.
Marimile conventionale de mai sus se utilizeaza in calculele de Rezistenta
Materialelor si din acest motiv se mai numesc ingineresti. Ele se raporteaza
la valorile initiale ale epruvetei Ao si Lo, care variaza pe durata incercarii.
Pentru deformatii mari se pot utiliza marimi mai realiste, numite adevdrate,
reale sau naturale. Astfel, tensiunea normald naturala (reald) on poate fi
calculatd ca raportul dintre forta si sectiunea instantanee a epruvetei.
Alungirea specifica naturald (reald) poate fi calculata incremental pentru
orice moment al incercarii si se obtine valoarea sa naturala (,reala”)

tdL L
EN:Z[T:m L_o =In(1+¢) (2.6)

Pentru un material incompresibil si o distributie uniforma a alungirii specifice
in portiunea in care se masoara, tensiunea naturala on este

Oy =U(1+€) (2.7)
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Se poate trasa asa-zisa diagramd reald (sau corijatd), in coordonate on-€n,
care este prezentata cu linie intrerupta in figura 2.6.
/
e
- -
T
Diagrama corijata (reala)

o[MPa]
Diagrama conventionala
(inginereascd) 6
Nor
!
OI’ I
(Rpy) I/
G| O OD / o]
! u
(R.) /i
)
[}
[}
!
fv\C’( £[%)]
O & A%)
E?
C
Ap
Er
(A)

Fig. 2.6. Diagrama caracteristicd conventionald (inginereascd) o-€
si diagrama corijatd (reald sau naturald) on-en

Regiunea de proportionalitate 0-1 este liniard. Panta acestei drepte se
noteaza cu E, se numeste modul de elasticitate longitudinald (Young) si se
(2.8)

masoara in [MPal]:
tga=E
Ecuatia dreptei prin origine este cunoscuta sub numele de legea lui Hooke
o =E-¢ (2.9)

Modulul de elasticitate longitudinala este o caracteristica de material. El ar
mai putea fi numit “rigiditatea materialului”. Cu cat E are valori mai mari, cu
atat deformatiile epruvetei sunt mai mici, la aceeasi tensiune. Modulul de
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elasticitate al otelurilor are valori extrem de ridicate: Eoi~2,1-10° MPa=
210GPa. in consecintd, otelul este un material apt pentru realizarea de
constructii rigide (masini unelte, scule si dispozitive pentru masini unelte,
rulmenti, roti dintate etc.). Aluminiul are un modul de elasticitate mult mai
mic, Ea = 0,7-10° MPa=70GPa. Modulul de elasticitate se determinad numai
pe epruvete lungi, cu ajutorul extensometrelor. Pentru oteluri, lungirile
specifice Tn prima portiune a diagramei foarte mici [Bia C. s.a., 1983]:
e<¢g, ~0,2% (2.10)
Lungirea specifica la rupere poate avea valori & > 20% pentru oteluri cu un
continut scazut de carbon (rupere ductila) si &r > 7+10% pentru oteluri cu un
continut ridicat de carbon (rupere fragila). La ruperea ductild & si Z au valori
mai mari. Unele metale care prezintad rupere ductild la tractiune statica la
temperatura mediului: Cu, Al, Sn, Pb etc. In aceleasi conditii, alte materiale
prezinta o rupere fragila (fonta, otelurile de scule, betonul, rocile, sticla), &
nu depaseste 1% si practic nu se inregistreaza o gatuire a epruvetei inaintea
ruperii. Pentru materiale care nu prezinta o zona de curgere se determina in
mod conventional o tensiune, plecand de la limita de curgere de 0,2%
(notata &), Inregistrata la otelurile cu rupere ductild. Punctul in care o
paralela la dreapta prin origine intersecteaza diagrama, determina
tensiunea oo (fig. 2.7). Tensiunea Go.2 (notatd si Rop2), numitad limitd de
curgere off set, inlocuieste in mod conventional tensiunea de curgere
[Mocanu D.R. s.a., 1982]. Exista materiale (aluminiu, fonta) la care diagrama
caracteristica nu prezinta practic o portiune liniara. Acestea nu ascultd de
legea lui Hooke “clasica”, iar modulul de elasticitate E variaza pe durata
incercarii. Conventional se pot defini modulele de elasticitate (fig. 2.8):
e modul de elasticitate initial, care reprezinta panta tangentei la
diagrama, trasata prin origine - dreapta (d1);
e modul de elasticitate secant, egal cu panta coardei (ds) intr-un punct;
e modul tangent pentru un punct oarecare, egal cu panta tangentei
(d2)
£ do

=— 2.11
" de (211)
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o [MPa]

£[%]

r ”
e

Fig. 2.7. Determinarea limitei conventionale off-set

o [MPa] (d,)

Fig. 2.8. Stabilirea modului de elasticitate tangent

Pentru asemenea materiale se poate cauta o relatie intre tensiuni si
deformatii specifice de forma

(2.12)

med

unde n este un coeficient ( n > 1 pentru curbe cu concavitateain jossin< 1
la curbe cu concavitatea in sus), iar Emeq €ste o valoare medie a modulului de
elasticitate. Relatia (2.12) ar putea inlocui legea lui Hooke, desi complica
mult calculele de rezistenta. Pentru reducerea volumului de calcul, curba
poate fi inlocuita cu o dreapta conventionalad [Buzdugan, 1973].
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Contractia transversald. Coeficientul Poisson

Se constata experimental ca, odata cu lungirea unei bare supuse la tractiune
in domeniul elastic, se produce o micsorare a dimensiunilor sectiunii
transversale. Acest fenomen se numeste contractie transversald. Lungirea
specifica pe directia solicitarii (longitudinald) se noteaza &gong iar scurtarea
specifica pe directie transversald cu &uansv.. Se observa experimental ca
raportul acestor alungiri este constant

y = |Ganse. (2.13)

glong.

Pentru tractiune se considera conventional €iong > 0 iar &wransy < 0. Coeficientul
lui Poisson v este pozitiv si adimensional. Din (2.13) rezulta, pentru tractiune

e

transv.

= VEjpng. (2.14)

Fie un cub cu latura unitara, cu volumul V; = 1. In urma tractionarii, cubul
devine un paralelipiped (fig. 2.9) al carui volum este

) ) (1 - |gtmnst

Pentru un material incompresibil volumul rdmane constant

V=(1-|e

transv.

)-(1+ &, ) (2.15)

2
Vo=V =1=(1-vg,,) -(1+4,,) (2.16)
Deoarece alungirile specifice sunt foarte mici in raport cu dimensiunile
corpului (giong<<1), iar coeficientul lui Poisson este subunitar (v<1), se poate
neglija €2 si din (2.16) rezultd

y= (2.17)

1
2
Aceasta valoare corespunde pastrarii unui volum constant si poate fi
considerata ca limita superioara a lui v pentru materiale izotrope. Materiale
ortotrope (cum ar fi compozitele), pot avea pe unele directiiv > 0,5 sauv <

0. Aceste valori reflecta modul in care variaza volumul elementar incarcat.
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Fig. 2.9. Deformarea unui cub cu latura unitard, supus la tractiune

Se reaminteste ca aceasta valoare a fost dedusa pentru un material
incompresibil, cum ar fi lichidele. Gazele perfecte ar avea insa v = 0.
Coeficientul lui Poisson este o constantd de material. Pentru multe materiale
metalice el are valori in jur de 0,3. Unele materiale au o comportare mai
apropiata de cea incompresibila (plumbul cu v = 0,45, cauciucul cu v =0,47),
altele mai indepartata (fonta maleabild cu v=0,17, betonul cu v =0,15).

Raportul dintre variatia volumului si volumul initial se numeste deformatie
specificd volumicd

£ =— = o (2.18)

n Teoria Elasticitatii, pentru cazul deformatiilor mici, se demonstreazé relatia
g,~e +6,+e =5 (1-2v) (2.19)

unde &, &, &, sunt alungirile specifice pe directiile axelor [Ponomariov S.D.
s.a., 1964].

2.2.3. Solicitarea la compresiune

Tncercarea la compresiune se efectueazad pe epruvete scurte (Lo <5-do),
pentru a evita fenomenul de flambaj. Epruvetele executate din materiale
tenace se deformeaza in forma de butoi in cursul incercarilor, datorita
frecarilor care apar intre capetele epruvetei si platanele masinii, intre care
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are loc compresiunea. Pentru diminuarea acestui fenomen, capetele
epruvetei pot fi lubrifiate. Numai epruvetele executate din materiale cu
comportament fragil pot fi rupte la compresiune. Cele executate din
materiale cu rupere tenace (ductild) pot suporta deformatii mari, fara sa se
ajunga la ruperea efectiva a acestora, dar incercarea poate fi considerata
incheiata la aparitia unor fisuri cu o marime prescrisa in standarde (fig. 2.10).

a) b) c)

Fig. 2.10. Incercarea la compresiune: epruveta initiald (a); oprirea incercdrii
la fisurarea epruvetei cu comportament ductil (b); ruperea fragild (c)

n figura 2.11 se prezinté diagramele caracteristice obtinute la compresiunea
unor materiale.

Unele materiale au modulul de elasticitate la tractiune diferit de cel obtinut
la compresiune. Tns3 pentru multe materiale cu rupere ductild modulul E si
limita de curgere au aproximativ aceleasi valori la tractiune si la
compresiune.

Tn cazul materialelor cu rupere Tnalt fragil3, tensiunea de rupere la tractiune
este mult mai mica decat cea de rupere la compresiune o, considerata in
modul (fig. 2.12). Deoarece o < 0 si € < 0 la compresiune, diagrama s-a
prezentat in cadranul Ill. Pentru beton sau ceramici, de exemplu, g,; =
0,10,.. Pentru imbunatatirea comportarii la tractiune, grinzile de beton se
armeaza cu bare din otel, in special pe partea inferioara, care este intinsa.
Dar in timpul unor cutremure curbura grinzilor se poate modifica periodic,
astfel incat si partea lor superioara poate fi supusa la tractiune.
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Fig. 2.11. Diagrame caracteristice obtinute pentru incercarea
la compresiune a unor materiale metalice (0<0, €<0)

Tractiune
'y
Grt

Y
Y

Compresiune

Fig. 2.12. Diagrama caracteristicd la tractiune
si compresiune pentru un material cu rupere fragild
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Daca epruveta este solicitata la tractiune, incercarea este oprita Thainte de
rupere si este apoi supusa la compresiune, se constata scaderea limitei de
curgere la compresiune, fiind valabila relatia intre segmentele [PR] = [MN]
(fig. 2.13). Acest fenomen se numeste efectul Bauschinger. El apare si la alte
solicitari (torsiune, incovoiere) si poate fi utilizat pentru marirea zonei de
proportionalitate, cand fincarcarile nu fisi schimba sensul in timpul
functionarii (arcuri de tractiune sau de compresiune etc.).

o [MPa] M
R
Tractiune
o
Ot Dl ]“
a
O ' 0,
A e[%]
J'J O‘cc Occ
Compresiune "
- / N
P

Fig. 2.13. llustrarea efectului Bauschinger

2.2.4.Solicitarea la forfecare. Solicitarea la torsiune

In majoritatea cazurilor forfecarea este insotita de incovoiere, dar tensiunile
normale o sunt relativ mici (forfecare tehnica). Solicitarea la forfecare pura
se poate efectua cu metoda losipescu, care utilizeaza epruvete plate, cu
sectiune predeterminatd de rupere, cu suprafata w X t (fig. 2.14). Desi
epruveta este solicitata la Tncovoiere, datorita incarcarii antisimetrice, in
sectiunea slabita eforturile vor fi M, = 0 si Ty # 0 si in aceasta sectiune exista
o solicitare la forfecare pura. Adancimea celor doua crestaturi (d>) este astfel
aleasa incat tensiunea tangentiala sa fie cat mai uniforma in sectiunea
slabita. Epruvetele sunt prinse intr-un dispozitiv montat pe masina
universala de incercat, care poate lucra la tractiune sau la compresiune. Se
traseaza diagrama forta - deplasare si apoi diagrama caracteristica 1 - 7.
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Fig. 2.14. Epruveta pentru incercarea la forfecare (metoda losipescu)

Pentru materiale cu rupere ductild diagrama caracteristica are o alura
similara cu cea de la torsiune (fig. 2.15). Panta dreptei prin origine este insa
mai mica decat la tractiune. Ea se numeste modul de elasticitate transversald
(Coulomb) si se noteaza cu G.

Cele doud module de elasticitate E, G si coeficientul lui Poisson v
caracterizeazd comportarea elasticd a unui material si se numesc
caracteristici elastice. Un material care are aceleasi caracteristici fizice in
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orice directie se numeste izotrop. in Teoria Elasticitatii (vol. I1) se arata c3,
pentru un material izotrop, intre cele trei caracteristici elastice exista relatia

G=—L (2.20)

2(1+v)

Rezulta ca un material izotrop prezintd numai doua caracteristici elastice
independente.

T [MPa]
600F
400}
T, tg a,=G

200

a, v [rad]

A4 ‘-\ | 1 | |
0 0,2 0,4 0,6 0,8

Fig. 2.15. Diagrama caracteristicd pentru incercarea la forfecare

La materialele anizotrope, valorile caracteristicilor elastice si mecanice
depind de directia de prelevare a epruvetei. Un material complet anizotrop
prezinta 21 caracteristici elastice independente. Materialele ortotrope
prezinta trei plane de simetrie ortogonale pentru caracteristicile elastice si
mecanice si au nouad caracteristici elastice independente.

Solicitarea la torsiune este mai putin utilizata pentru incercarea materialelor
si nu este standardizata, datorita dezavantajelor pe care la prezinta: starea
de tensiuni nu este uniforma in sectiunea epruvetei, avand o distributie
liniard si necesita masini sau dispozitive speciale, care nu fac parte din
dotarea standard a masinilor universale de incercat. O distributie mai
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uniforma a tensiunilor se poate obtine prin utilizarea unor epruvete
tubulare. Fabricarea acestora este insa mai dificila si atunci cand grosimea
peretilor este prea mica apare flambajul la torsiune. Totusi, incercarea la
torsiune prezinta si avantaje, ce constau in special in starea particulara de
tensiune care apare in epruveta, prinderea mai usoara a epruvetei si evitarea
lunecdrilor in bacuri, lipsa fenomenului de strictionare Thainte de rupere. La
aceasta incercare se inregistreaza diagrama moment de torsiune - unghi de
rotire a sectiunii, My - ¢. Pe baza acestor marimi, se traseaza prin calcul
diagrama caracteristica conventionald t - y.

Similar cu fincercarea la tractiune, caracteristicile mecanice care
caracterizeaza Tincercarile la forfecare sau torsiune sunt: limita de
proportionalitate 7,, de elasticitate 7, de curgere 7. si cea de rupere 7.

Legea lui Hooke pentru torsiune sau forfecare este data de ecuatia dreptei
prin origine care contine portiunea liniara a diagramei caracteristice

=Gy (2.21)

2.2.5. Incercarea la incovoiere simpl3

Tncovoierea este usor de realizat pe orice masina de incercat universal3. Se
aplica in special pentru materiale cu rupere fragila, deoarece in cazul celor
cu rupere tenace se produce indoirea, fara a se ajunge la rupere. Un
dezavantaj al acestei incercari il reprezinta faptul ca tensiunile normale nu
sunt uniform distribuite pe sectiune. Fibrele epruvetei de la exteriorul
curburii sunt supuse la tractiune, iar cele de la interior la compresiune. Din
aceste motive, incercarea la incovoiere este mai putin utilizata pentru
determinarea caracteristicilor mecanice si elastice ale materialelor.

2.3. FACTORI CARE INFLUENTEAZA CARACTERISTICILE ELASTICE SI MECANICE

Pentru un material dat, caracteristicile mecanice si elastice sunt influentate,
in mod real sau aparent, de catre anumiti factori, care vor fi enumerati in
cele ce urmeaza.
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Tn mod aparent, aceste caracteristici pot fi influentate de tehnologiile de
elaborare a materialului si de confectionare a epruvetei, de dimensiunile
epruvetei si de viteza de incarcare. Rezistenta la rupere in regim dinamic
poate fi mai mare decéat cea obtinuta in regim static. De aici s-ar putea trage
concluzia gresita ca ar fi preferabil sa incarcam structurile si masinile in regim
dinamic. Din acest motiv, se considera ca viteza de incarcare are o influenta
aparenta.

in mod real, temperatura, timpul, ecruisarea si tratamentele termice sunt
factori care influenteaza in cea mai mare masura caracteristicile mecanice si
elastice ale materialelor.

2.3.1. Influenta compozitiei chimice

n figura 2.16 se prezinta variatia tensiunilor de rupere o7, de curgere o si a
alungirii A¢ si gatuirii la rupere Z, functie de continutul de carbon al otelurilor.
Se observa ca otelurile cu un continut scazut de carbon au rezistenta la
rupere mai mica, dar deformatii specifice mai mari [Buzdugan Gh., 1973;
1986].

o [MPa] L Z[%
1000 A 2[%]
/f
Gr
800 Pad
e
\\ ,/
600—N //
O Op -________...---""'
400 < ]
<N
2007 \K‘E\Z‘\
\_ \
C [%]
—

0,2 0,4 0,6 0,8

Fig. 2.16. Variatia caracteristicilor otelurilor functie de continutul de carbon
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2.3.2. Influenta factorilor tehnologici

La elaborarea unui material, compozitia chimica si parametrii tehnologici
prezinta anumite variatii, care trebuie sa fie cat mai mici posibil, pentru a
putea garanta caracteristicile mecanice si elastice. Totusi, anumite variatii
sunt inevitabile. Astfel, incercand peste 6000 de epruvete confectionate din
otel tenace OL 42, provenit dintr-un mare numar de sarje, s-a determinat
tensiunea de curgere oc. Prelucrand statistic datele experimentale, s-a
obtinut distributia din figura 2.17 [Stepine P., 1986]. Desi valorile cele mai
frecvente sunt cuprinse in intervalul oc = 290+300 MPa, s-au inregistrat si
unele valori extreme (¢ = 200 MPa si 6. = 390 MPa), care nu pot fi excluse.
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Fig. 2.17. Curba de distributie a tensiunii de curgere o pentru un otel OL42

Aceste curbe de distributie reflecta si gradul de omogenitate al materialului.
La materiale omogene (cum ar fi sticla) dispersia este mai mica, pe cand la
materiale mai putin omogene (cum ar fi polimerii) si in special la cele
neomogene (beton, materiale compozite), dispersia caracteristicilor elastice
si mecanice este mai mare. Curbele de distributie stau la baza unor metode
statistice de calcul. Pentru piese de mare raspundere, cum ar fi arbori de
turbind, sunt prelevate epruvete din fiecare semifabricat. Alti factori
tehnologici pot influenta semnificativ caracteristicile elastice si mecanice ale

73



materialului. De exemplu, acelasi otel are tensiunea la rupere mai ridicata
daca este forjat, mai scazuta daca este laminat si mai scazuta daca este
turnat. Aceasta se explica prin faptul ca otelul turnat are defecte mai
numeroase si mai importante si este mai putin omogen. Similar, polimerii au
tensiunea de rupere si densitatea mai mare daca sunt turnati sub presiune
decat daca sunt turnati liber.

Tratamentele termice si ecruisarea influenteaza in mod real caracteristicile
mecanice si elastice ale materialului. Prin calire creste duritatea, rezistenta
la rupere, dar si fragilitatea si scade alungirea la rupere. Revenirea pastreaza
duritatea obtinuta prin calire, dar scade fragilitatea. Recoacerea de inmuiere
anuleaza efectul calirii.

Deformarile plastice (in special cele facute la rece) produc ecruisari.
Ecruisarea conduce la cresterea semnificativa a limitei de elasticitate, dupa
cum s-a vazut la diagramele caracteristice cu descarcarea si reincarcarea
epruvetelor (figurile 2.4, 2.13).

Un material metalic poate trece de la rupere tenace la una fragila in urma
ecruisarii. Prin laminare, trefilare etc., se obtin semifabricate ecruisate la
suprafatd, sau chiar in tot volumul. Tn urma ecruisarii, otelul nu mai este
izotrop. Materialele compozite armate cu fibre lungi pot fi ortotrope sau
anizotrope. Tnsd in acest ultim caz este vorba de realizarea intentionat3 a
unei anumite structuri dirijate a materialului.

2.3.3. Influenta dimensiunilor epruvetei

Desi este considerata o caracteristica de material, tensiunea de rupere la
tractiune mai este influentata intr-o anumita masura si de dimensiunile
epruvetei. Pentru acelasi material, elaborat prin aceeasi tehnologie, se obtin
valori mai mici pentru o la incercarea unor epruvete de dimensiuni mai
mari. Acest fenomen poate fi explicat prin faptul ca ruperea materialului este
amorsata de catre micro-defecte (defectiuni locale ale retelei cristaline,
incluziuni, micro-sufluri etc.) ale materialului, de la care pornesc micro-fisuri
si apoi fisuri care conduc la sectionarea epruvetei. Cu cresterea volumului de
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material creste si numarul micro-defectelor si deci probabilitatea aparitiei
unor micro-defecte importante care vor amorsa micro-fisurile la tensiuni
mai mici. Acest efect poate fi evaluat prin coeficientul de scara

K, == (2.22)

unde

e 0,19 =tensiuneaderupere latractiune, determinata pe epruvete cu
diametrul de 10 mm;

e 0,4, = tensiunea de rupere la tractiune, determinata pe epruvete
proportionale cu cele utilizate la determinarea tensiunii g, 1, avand
diametrul partii calibrate do # 10 mm.

n figura 2.18 se prezintd variatia factorului de scard Ky functie de diametrul
epruvetei d. Pentru o anumita liniarizare a curbelor, s-a utilizat o scala
logaritmica pe axa absciselor [Mocanu D.R., 1980].
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Fig. 2.18. Variatia factorului de scard K4 functie de dimensiunile epruvetei:
1-otel cu continut ridicat de C si Mn; 2-otel aliat; 3-fontd maleabild;
4-fontd cenusie
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Se observa ca dimensiunea epruvetei are o influenta mai mica la oteluri insa
foarte mare la fonte, care au mai multe micro-defecte. Fenomenul de scara
trebuie sa fie luat in consideratie la proiectarea utilajelor si structurilor de
mari dimensiuni. S-a constatat ca tensiunea la rupere determinata pe sarme
subtiri are valori mult mai mari decat cea determinata pe epruvete normale,
confectionati din acelasi material. La alte materiale, mai putin omogene
(cum ar fi polimerii armati cu fibre), efectul de scara este mult mai important
ca la otel [Mocanu D.R., 1980]. Distanta intre repere influenteaza valorile
obtinute pentru alungirea la rupere. Alungirile determinate pe epruvete 4; 5
sunt mai mari decat cele determinate pe epruvete lungi, A;1o. Modulul de
elasticitate se determind numai pe epruvete lungi.

2.3.4. Influenta vitezei de incdrcare

La multe materiale caracteristicile mecanice cresc la viteze mari de
incarcare. Se considera cd aceasta crestere este doar aparentd, deoarece
incarcarea dinamica a masinilor si structurilor nu este recomandabila. La
unele materiale cu rupere nalt fragila, cum ar fi ceramice tehnice, se
constata insa o scadere a caracteristicilor mecanice cu cresterea vitezei de
incarcare [Mocanu D.R. s.a., 1982]. Un material care prezinta o rupere
tenace la solicitari statice se poate rupe fragil la viteze mari de incarcare.
Acest fenomen se observa la oteluri, polimeri (fig. 2.19) si la alte materiale
[Crawford R.J., 1987; Buzdugan Gh. s.a., 1973]. Caracteristicile mecanice
uzuale se determina la viteze de Tncarcare relativ mici (incdrcdri statice).

o] v>1mm/s

v<0,05mm/s

3

Fig. 2.19. Influenta vitezei de incdrcare asupra diagramei
caracteristice a polimerului PVC
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2.3.5. Influenta temperaturii

Exista masini si structuri care lucreaza la temperaturi extreme. Temperatura
influenteaza in mare masura caracteristicile elastice si mecanice ale
materialelor. Analiza comportarii materialelor functie de temperatura si
timp este complexd si dificild. Tn figura 2.20 se prezintd variatia
caracteristicilor mecanice si elastice cu temperatura, pentru un otel
inoxidabil [Buzdugan Gh., 1986].

o, o, E a [°CY
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Fig. 2.20. Variatia caracteristicilor mecanice si elastice cu temperatura
(otel inoxidabil)

Se observa ca or scade mai lent pana la circa 400°C, iar apoi scade brusc. La
otelurile carbon rezistenta la rupere prezinta un maxim iar alungirea la
rupere un minim in jurul temperaturii de 300° C, cand otelul are o
comportare fragila si capata o culoare albastra (fenomenul numit fragilizare
la albastru). Modulul de elasticitate scade continuu cu temperatura.
Deformarea plastica la cald a materialelor metalice se bazeaza tocmai pe
scaderea tensiunii de curgere si a modulului de elasticitate la temperaturi
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ridicate. La otelurile inoxidabile coeficientul lui Poisson are un maxim in jurul
temperaturii de circa 400°C dupa care scade, pe cand la otelurile carbon
creste continuu, pana la circa 0,38 [Buzdugan Gh. s.a., 1973].

La temperaturi scazute tensiunile de rupere ale otelurilor cresc. Multe
materiale cu rezistentd la rupere ridicata prezinta insa o tranzitie de la
rupere ductild la rupere fragild, odata cu scaderea temperaturii. Tenacitatea
unui material poate fi apreciata prin incercarea tehnologica de incovoiere
prin soc. La acest test se determina raportul dintre energia absorbita de
epruvete crestate si sectiunea lor transversalda, numit rezilientd (vezi
paragraful 2.4). Diagrama de variatie a rezilientei unui otel functie de
temperatura cuprinde trei zone, ca in figura 2.21 [Neatherley R., 1982] :

e Zona rezilientelor nalte, careia ii corespund ruperi ductile;

e Zona de tranzitie, in jurul unei temperaturi de fragilizare, in care

ruperile au un caracter mixt (ductil-fragil);

e Zona rezilientelor scazute, in care ruperile sunt fragile.
Unele materiale metalice trec de la ruperea ductila la cea fragila la
temperaturi de numai -10°C. Otelurile inoxidabile cu un continut ridicat de
Ni si metale Tnalt ductile (Al, Cu, Pb) pastreaza o rezilienta ridicata la
temperaturi scazute [Conte R.R., 1970].
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Fig. 2.21. Variatia energiei consumate la testul de incovoiere prin soc
(metoda Charpy) cu temperatura, pentru unele oteluri
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2.3.6. Influenta timpului

n anumite conditii, unele materiale au o comportare vdsco-elasticd, adics
isi modifica starea de deformatii si/sau tensiuni atunci cand o sarcina
actioneaza timp indelungat. Tensiunile sunt functii nu numai de alungirile
specifice, dar si de timp

o=f(&1) (2.23)
Pentru simplificarea analizelor, relatia (2.23) poate fi redusa la

o=¢f(t) (2.24)

......

In sistemul de coordonate alungire specifica-temperatura-timp, se obtine o
suprafata in spatiu. Intersectia acestei suprafete cu plane paralele cu cele
determinate de catre axele de coordonate dau curbele de fluaj, relaxare si
izocrone.

La incercarile la fluaj se mentin constante temperatura si tensiunea o din
piesa si se inregistreaza cresterea lui £in timp, € = f(t). Materialul prezinta o
curgere lenta. Pentru incercarile la relaxare se mentin constante
temperatura si alungirea specifica ¢ si se inregistreaza variatia tensiunii in
timp o = f(t).

La oteluri comportarea vascoelasticd se manifesta pregnant la
temperaturi de peste 300°C, pe cand la polimeri ea apare chiar la
temperatura mediului. Fluajul conduce la modificarea in timp a
dimensiunilor paletelor de turbina, cea a peretilor conductelor instalatiilor
termoenergetice, putdnd conduce la ruperea lor. Relaxarea contribuie la
slabirea unor Imbinari cu suruburi care lucreaza la temperaturi ridicate si
poate determina pierderea etansarilor. Proiectantul trebuie sa tina cont de
aceste fenomene.

In figura 2.22 se prezintd curbe tipice pentru incercarile la fluaj si
relaxare. O curba de fluaj sau de relaxare se traseaza pastrand anumiti
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parametri constanti (temperaturd si tensiune, respectiv temperatura si
alungire specificd). Tn exploatarea masinilor si utilajelor termice exist3
numeroase situatii cand toti parametrii variaza si cele doua fenomene se
manifestda simultan. Calculul de rezistenta al organelor de masini care
lucreaza la temperaturi ridicate tine cont de fenomenele de fluaj si relaxare.

e| [o’=const. rupere o [MPa] g'=const
o”=const. ” )
¢"’'=const. g”=const.
R g"'=const.

g'<g’<e™

t [h]

timp [h]

a) b)

Fig. 2.22. Curbe tipice: fluaj (a); relaxare (b)

2.3.7. Influenta starii de tensiuni

Organele de masini si elementele structurilor prezinta deseori variatii de
sectiune. Tn aceste regiuni se produc salturi in diagrama tensiunilor si stari
compuse de tensiuni, iar acest fenomen influenteaza comportarea
materialelor, in special la solicitari variabile.

Se admite, de exemplu, cazul unei platbande cu gaura, solicitata la tractiune.
Diametrul gaurii este mic in comparatie cu latimea platbandei (d << a).
Tensiunile nu au aceeasi valoare in orice sectiune: la distante suficient de
indepartate de gaura, tensiunea o este uniform distribuitd; in vecinatatea
gaurii se produce un salt in diagrama tensiunilor si tensiunea maxima este
tangenta la gaurd (omax = 30), ca in figura 2.23. Prezenta gaurii ,focalizeazad”
sau ,,concentreaza” tensiunile in vecinatatea ei. Variatia brusca a sectiunilor
transversale ale organelor de masini produc asemenea salturi in diagrama
tensiunilor si, din acest motiv, se numesc concentratori de tensiuni.
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Fig. 2.23. Efectul concentrdrii tensiunilor la o placd cu gaurd de mici dimensiuni,
supusd la tractiune

in figura 2.24 se prezintd o comparatie intre diagramele caracteristice
obtinute la tractionarea a doua epruvete plate, confectionate din acelasi
otel. Latimea epruvetei cu gaurda a fost marita, astfel Tncat cele doua
epruvete sa aiba aceeasi sectiune neta. Se observa ca pentru ambele
epruvete se obtine aceeasi tensiune de rupere o, Tnsa ruperea are un
caracter ductil pentru epruveta 1 si fragil pentru epruveta 2 [Ponomariov
s.a., 1964]. Efecte similare pot fi obtinute in cazul solicitarilor compuse.

Principalii factori care determina tranzitia de la ruperea ductila la cea fragila
sunt prezentati schematic in figura 2.25.

g

_fupere

A 2 ﬁ

1 rupere

€

Fig. 2.24. Diagramele o-¢ pentru doud epruvete plate din acelasi otel, cu aceeasi

sectiune netd: epruveta standard (1); epruveta cu gaurd
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Fig. 2.25. Principalii factori care influenteazd tranzitia de la ruperea ductild
la cea fragila

2.4. INCERCARI TEHNOLOGICE

Tncercérile tehnologice furnizeazd date care nu sunt folosite in calculele de
Rezistenta Materialelor, dar dau indicatii utile privind utilizarea materialelor.

2.4.1. Determinarea duritatii

Determinarea industriala a duritatii se bazeaza in special pe metode de
penetrare. Cele mai utilizate metode sunt Brinell, Rockwell si Vickers pentru
materiale metalice si Shore pentru polimeri sau cauciuc [Curtu I. s.a., 1988].
Determinarea duritatii poate fi privita ca o metodd nedistructivd pentru
estimarea tensiunii de rupere. Luand duritatea in mai multe puncte, se poate
verifica omogenitatea tratamentului termic al materialului.

Metoda Brinell utilizeaz drept penetrator o bild din otel foarte dur. in urma
apasarii bilei de diametru D cu o forta F, pe suprafata lustruita a probei
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ramane o amprenta sub forma unei calote sferice de diametru d, ca urmare
a depasirii locale a limitei de curgere la compresiune. Duritatea, exprimata
in unitati (grade) Brinell reprezinta raportul dintre forta F [daN] si suprafata
S [mm?] a calotei sferice

F

HB =— (2.25)

S
Cunoscand duritatea Brinell, se poate aprecia rezistenta la rupere cu relatia
empirica

o, ~0,35HB [daN/mmz] (2.26)

Standardele precizeaza valori pentru D, F, durata mentinerii apasarii etc.

Metoda Rockwell utilizeaza ca penetrator o bila de otel extradur cu D =1/16
inch si o forta F = 100 daN (duritatea HRB) sau un con de diamant cu unghiul
la varf de a=120° si F = 150 daN (duritatea HRC).

La metoda Vickers se madsoara diagonala amprentei lasate de penetrator,
care este o piramida de diamant cu baza patrata si a = 136°. Forta de
incdrcare este de 5 - 80 daN.

La metoda Shore penetratorul de diamant este montat pe o greutate care
cade de la o indltime data.

2.4.2. Determinarea rezilientei

Pentru a aprecia capacitatea materialelor de a fisura la incarcarea prin soc,
se utilizeaza incercarea la incovoiere, efectuata pe epruvete cu o sectiune
predeterminatd de rupere (cu crestatura), care sunt lovite de catre un
pendul de forma speciala.

La metoda Charpy, epruveta este montata orizontal, simplu rezemata
la capete si este lovita de catre pendul, in spatele crestaturii. La metoda Izod
epruveta este montata in consola (fixata la un capat si libera la celalalt) in
pozitie verticala si este lovita de catre pendul la capatul liber, dinspre partea
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crestaturii, (fig. 2.26). In figura 2.27 se prezinta pendulul Charpy care loveste
epruveta. Masurand unghiul initial de lansare a pendulului ag si apoi unghiul
a1, la care se ridica dupd lovirea epruvetei, se poate calcula energia Uqg
consumata pentru ruperea (totala sau partiald) a acesteia.

Traiectorie
pendul

\
Epruveta | &‘
[~

Epruveta

" Traiectorie
pendul |

a) b)

Fig. 2.26. Determinarea rezilientei prin metodele: Charpy (a); Izod (b)

H-h

P
.—l |-.

h

Epruveta
(sectionatd)

Fig. 2.27. Pendulul Charpy (prezentare schematicd)
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Rezilienta materialului K se calculeaza cu relatia

U
K= 7‘1 (2.27)

unde A este aria sectiunii slabite a epruvetei (din dreptul crestaturii).

Rezilienta se exprima de obicei in [J/cm?]. Inversul rezilientei (1/K) se
numeste fragilitate. De reguld, fragilitatea unui material creste cu duritatea.

2.5. IPOTEZE SIMPLIFICATOARE

n constructia de masini si a structurilor se utilizeazd o mare varietate de
materiale. Comportarea diferitelor materiale in aceleasi conditii de solicitare
poate fi extrem de variatd. Pentru a putea prevedea comportarea unui
material in conditii date, trebuie sa avem o modelare matematicd a acesteia.

Nu poate exista un model unic pentru o varietate atat de mare de materiale,
conditii de incercare si stari de tensiuni. Nici macar pentru un singur material
nu poate exista un singur model care sa “prezica” comportarea sa in orice
situatie care ar putea fi intalnita in practica. Astfel, putem avea modele
diferite pentru comportarea materialului in domeniul liniar-elastic, peste
limita de elasticitate, pentru comportarea vascoelastica etc.

Cel mai simplu model este cel elaborat pentru materialele liniar-elastice.
Orice model matematic retine numai factorii care au o influenta majora si
nu tine cont de cei care au o influenta nesemnificativa si a caror considerare
ar aduce complicatii de calcul Tnhsemnate. Retinerea factorilor esentiali
pentru modelarea matematica se face prin adoptarea unor ipoteze
simplificatoare.

Modelul clasic, care sta la baza Rezistentei Materialelor si a Teoriei
Elasticitatii, este adecvat comportarii otelului si a altor materiale metalice,
solicitate Tn domeniul de proportionalitate. Asemenea materiale sunt
utilizate pe scara larga in constructia de masini si a structurilor de rezistenta.
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Ipotezele simplificatoare care stau la baza acestui model sunt urmatoarele:

1.

Ipoteza mediului continuu. La scara macromecanica materia poate fi
considerata continua, nu discreta cum este n realitate, formata din
atomi si molecule. Adoptarea acestei ipoteze permite utilizarea
functiilor continui, trecerea la limita si inlatura marile dificultati de
calcul intalnite in fizica corpului solid;

Ipoteza omogenitdtii mediului. Materialul este considerat omogen,
avand aceleasi proprietati fizico-chimice in tot volumul sau;

Ipoteza mediului izotrop. Materialul este considerat izotrop,
(caracteristicile elastice si mecanice sunt aceleasi in orice directie).
De studiul materialelor anizotrope se ocupa un capitol special al
Rezistentei Materialelor si Teoriei Elasticitatii;

Ipoteza elasticitdtii perfecte. Materialul studiat este considerat
perfect elastic, adica revine la forma si dimensiunile initiale dupa
inlaturarea incarcarilor. Aceasta ipoteza este echivalenta cu cea a
mediului adiabatic, care nu face schimb de energie cu exteriorul;
Ipoteza deformatiilor mici. Experimental se constata ca deformatiile
elastice sunt foarte mici in raport cu dimensiunile corpurilor. La
oteluri curgerea incepe la e = 0,2%. Asemenea deformatii specifice
pot fi considerate practic infinit mici. Aceasta ipoteza conduce la
simplificarea calculelor (infinitii mici de ordin superior pot fi neglijati
etc.). Un capitol special al Teoriei Elasticitatii se ocupa de studiul
corpurilor elastice cu deformatii finite sau chiar mari, cum ar fi cele
confectionate care au un comportament hipereleastic (cauciuc etc.);
Ipoteza proportionalitdtii intre tensiuni si deformatii. Pentru o curba
caracteristicd cu o portiune initiala liniara este valabila legea lui
Hooke. Ca o consecinta a acestei legi se poate aplica principiul
suprapunerii efectelor, care va fi prezentat in capitolul al treilea.
Pentru materiale elastice care au o curba caracteristica neliniara,
legea lui Hooke poate fi inlocuita cu relatii de tip exponential, dar
aceasta complica mult analiza tensiunilor si deformatiilor;

Principiul lui Saint-Vénant. inlocuirea unui sistem de Tncdrcéri cu un

alt sistem static echivalent, produce diferente considerabile in starea
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de tensiuni si deformatii din vecinatatea incarcarilor, dar ramane fara
efect (sau cu efecte neglijabile) la distante suficient de mari de
punctele lor de aplicare. Acest principiu este ilustrat in figura 2.28.
Forta distribuita care actioneaza asupra grinzii in consold a fost
inlocuita cu o forta concentrata static echivalenta. Aceasta inlocuire
produce modificari mari in starea de tensiuni si deformatii in zona
incarcarilor, dar in sectiunea A-A, aflata la o distanta suficient de
mare de forta, modificarile sunt neglijabile;

|/Q=qL
§ Al [TetdTl-a
Ai L
a)
Al Q
§ :
Ai b)

Fig. 2.28. llustrarea principiului Saint-Vénant

Ipoteza stdrii naturale. Aceasta presupune ca in corpurile solide nu
existd tensiuni in lipsa incdrcarilor. Tn realitate, toate operatiile
tehnologice, care produc incalziri si deformatii plastice neuniforme
introduc tensiuni care raman in corp in lipsa incarcarilor, numite
tensiuni remanente. Aceste tensiuni influenteaza semnificativ
comportarea la solicitéri variabile. In cazul solicitarilor statice, ele pot
avea un efect benefic daca sunt de sens contrar tensiunilor create de
catre incarcari, conducand la cresterea capacitatii portante;

Ipoteza lui Bernoulli sau ipoteza sectiunilor plane este admisa in
Rezistenta Materialelor dar nu si in Teoria Elasticitatii. Ea nu se
verifica riguros in toate cazurile studiate, insa aduce o scadere
semnificativa a volumului de calcul. Ipoteza este formulata astfel:
sectiuni plane, normale pe axa geometrica a barei nedeformate,
rdman plane si perpendiculare pe axa barei deformate. in figura 2.29
este ilustratda aceastda ipoteza pentru solicitarea la tractiune si
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respectiv la incovoiere. Calculul barelor drepte supuse la incovoiere
simpla este mult mai laborios n Teoria Elasticitatii, care nu face apel
la ipoteza lui Bernoulli, dar rezultatele obtinute sunt mai precise.

L
A ' A _ A A
NS e 2T
i ST = "'1’[
; AN Ao --_,
] Ao b

| N
F [
Fig. 2.29. llustrarea ipotezei lui Bernoulli pentru tractiune
si respectiv incovoiere

2.6. METODE DE CALCUL IN REZISTENTA MATERIALELOR

2.6.1. Metoda tensiunilor admisibile

Calculele de rezistenta au drept scop asigurarea sigurantei in exploatare a
masinilor, utilajelor si structurilor, chiar in conditiile cele mai nefavorabile.
Pentru a realiza acest deziderat, proiectantul trebuie sa-si ia precautiile ce
se impun. Tensiunile care apar intr-o piesa nu trebuie sa depaseasca o
anumita limita, considerata periculoasa. Altfel spus, tensiunea maxima care
poate fi admisa in exploatare, numita tensiune admisibild, trebuie sa fie de ¢
ori mai mica decat tensiunea periculoasa

o
o =——; 7 =——; c¢c>1 (2.28)

Tensiune periculoasa poate fi considerata una dintre cele de mai jos:

e Tensiunea de rupere (or sau t);

e Tensiunea de curgere (oc, Tc).
Tensiunea de rupere poate fi considerata ca limita periculoasa in cazul
materialelor cu rupere fragild, dar si pentru materiale cu ruperi tenace,

atunci cand aparitia unor deformatii plastice locale nu afecteaza buna
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functionare a ansamblului. Un exemplu Tn acest sens 1l constituie structurile
mari, confectionate din otel (grinzi cu zibrele, poduri metalice etc.). Tn
constructia de masini Tnsd, atunci cand piesele formeaza ajustaje (cu
strangere sau alunecatoare), tolerantele de executie sunt de acelasi ordin de
marime cu deformatiile elastice. Aparitia deformatiilor plastice impiedica
buna functionare a ansamblului si poate conduce la griparea mecanismului,
urmatd de distrugerea acestuia. In acest caz, tensiunea periculoasd trebuie
aleasa cea de curgere.

Tensiunile maxime care apar in piese nu pot depasi tensiunile admisibile,
(fig. 2.30), din motive de siguranta

o <o; 1. <t (2.29)

max a max a

Relatiile de mai sus stau la baza calcului de rezistenta prin metoda
tensiunilor admisibile. Acesta metoda este frecvent utilizata in calculele
ingineresti.

in figura 2.30 au fost suprapuse doua diagrame caracteristice: pentru
materiale cu rupere fragila si respectiv cu rupere ductilda. Pentru fiecare
dintre ele s-a evidentiat tensiunea admisibila.

o [MPa]
1
°1 2
o
I o,
blo |~
o
Ilm
o
v
€ [%]

Fig. 2.30. Tensiuni admisibile pentru materiale cu rupere fragild (1)
si respectiv ductild (2)
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Coeficientul de siguranta c nu apare explicit in calcule. El trebuie sa fie ales
de catre proiectant, avand in vedere un numar mare de factori de influenta
si fenomene, intre care se mentioneaza:

e Precizia evaludrii incdrcdrilor si a posibilitatilor de aparitie, pe durata
exploatarii, a unor suprasarcini accidentale;

e Tipul solicitdrii (solicitari simple, compuse) si modul de actiune al
incarcarilor (static, dinamic, alternant);

e Precizia modelului de calcul adoptat (cat de mult se poate indeparta
de realitate);

e Mediul in care lucreaza piesa sau structura (temperaturi ridicate sau
coborate, prezenta agentilor corozivi etc.);

e Natura materialului (cu rupere ductila sau fragila, gradul de dispersie
al valorilor experimentale pentru caracteristicile mecanice si elastice,
omogenitate);

e Eventualele tratamente termice, termochimice, mecanice sau
acoperiri metalice/nemetalice ale piesei;

e Micsorarea sectiunilor nominale ca urmare a tolerantelor de executie
negative, a uzurii si coroziunii;

e Importanta piesei, durata ei de functionare si ce s-ar intampla daca
aceasta ar ceda (amploarea pagubelor materiale, pierderi de vieti
omenesti, poluare etc.).

Tn consecint3, coeficientul de sigurantd este acoperitor pentru tot ceea ce
proiectantul nu cunoaste cu precizie si, intr-un anumit sens, ar putea fi numit
la fel de bine si coeficient de ignoranta.

Pentru piese din otel cu rupere ductila supuse la solicitari statice simple, la
temperatura mediului, coeficientul de siguranta poate fi ¢ = 1,2+1,6
(supradimensionare cu 20%-60 %). Pentru piese din materiale cu rupere
fragila se poate alege ¢ = 2,53, conform [Buzdugan Gh., 1986].

Desi exista normative privind alegerea coeficientilor de siguranta, adoptarea
acestora necesita experienta in domeniu, dar contine si o0 anumita doza de
subiectivism.
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2.6.2. Metoda coeficientilor de siguranta partiali

Aceasta metoda fisi propune sa limiteze subiectivismul Tn alegerea
coeficientilor de siguranta. Metoda exprima coeficientul de siguranta global
ca produs al unor coeficienti de siguranta partiali

C=CCy Cyen (2.30)

Fiecare coeficient partial reflecta influenta unui factor sau grup de factori.
Metoda nu este tratata unitar de catre diversi autori. In literatura exista
recomandadri pentru utilizarea a 2 + 10 coeficienti partiali. Se prezinta in
continuare un exemplu de utilizare a trei coeficienti de siguranta partiali:

e ¢; tine cont de precizia evaluarii Tncarcarilor si tensiunilor (pentru o
precizie ridicata c¢1=1,2+1,5, pentru una mai scazuta ci = 2+3);

e (; tine cont de neomogenitatea materialului si de posibilitatea
aparitiei unor defecte la prelucrare. Pentru materiale cu rupere
ductila se recomanda c; = 1,2+1,8, pentru materiale cu rupere fragila
c2 = 3+4, iar pentru materiale cu rupere foarte fragila c; = 4+6;

e c3tine cont de importanta piesei si de conditiile de exploatare (c3 =
1+1,5).

2.6.3. Metoda incarcarilor limita

Metoda tensiunilor admisibile considera drept stare limita atingerea
tensiunii periculoase (o: sau o) intr-un singur punct, desi piesa are o
capacitate portantd mai mare. In asemenea situatii, incircarea maxim3
admisibild pentru o structura Fmax va fi data de relatia

Fperic
F <t (2.31)
c
unde Fperic este incarcarea la care cedeaza structura (de exemplu, prin
pierderea stabilitatii).

Metoda introduce un coeficient de siguranta global care, desi nu tine cont
de influenta diferitilor factori, prezinta avantajul ca aplicarea sa conduce la
economii de material. Ea este utilizata Tn cazul calculului la flambaj (vol. 11).
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2.6.4. Metode probabilistice

Studiul statistic al datelor experimentale permite stabilirea unor legi de
distributie. Pe baza acestor legi, Teoria Probabilitatilor da posibilitatea sa se
prevada ce valori va avea madrimea studiata intr-un experiment viitor.
Prevederea se realizeaza cu o probabilitate aleasa aprioric. Este posibil sa se
estimeze valorile extreme pe care le va lua o variabila aleatoare, cu
probabilitatea aleasa. Analizarii statistice a variabilelor aleatoare i se adauga
o marime de tip probabilistic de apreciere a sigurantei: probabilitatea de
cedare. Ea reprezinta probabilitatea ca valoarea S a raspunsului sa
depdseasca valoarea probabila a raspunsului limitd, ceea ce se noteaza
P(S > S;in)- Conditia de rezistentad se scrie sub forma

P(S>S,.,)<P, (2.32)

unde P, este probabilitatea admisa pentru cedare, stabilita pe baza unor
considerente economice, sociale etc. [Mocanu D.R., 1980].

2.6.5. Alte conditii

in afara conditiilor de rezistentd, care limiteazd tensiunile, organele de
masini si structurile trebuie sa satisfaca si alte conditii, cum ar fi cele de
rigiditate, stabilitate etc. Cateva dintre acestea vor fi prezentate pe scurt in
cele ce urmeaza.

Conditii de rigiditate

Conditiile de rigiditate limiteaza deformatiile liniare sau unghiulare ale
corpurilor solide. Pentru asemenea situatii, dimensiunile pieselor vor fi
stabilite prin limitarea rigiditatii si deci a deplasarilor sau deformatiilor

kmax 2 ka; §I1’13.X S 56l; emax S Ha (2'33)
unde marimile admisibile sunt de ¢ ori mai mici decat cele periculoase
k. o . 0 .
ka — peric ;§a — peric ;Ha — peric (2.34)
c c c
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Conditii de stabilitate

Chiar daca sunt satisfacute conditiile de rezistenta, Tn anumite cazuri, cum
ar fi compresiunea barelor zvelte, depdsirea unor valori critice pentru
incarcari conduce la aparitia fenomenului de pierdere a stabilitatii (flambaj).
Dimensionarea la flambaj a barelor drepte supuse la compresiune este
prezentata in volumul al doilea al lucrarii.

Conditiile de rezistentd, rigiditate si stabilitate trebuie sd fie satisfdcute
simultan de cdtre orice organ de masind, element structural sau structurd.

De retinut:
e Tipurile de epruvete pentru tractiune, compresiune si forfecare;
e incercari ale materialelor, diagrama caracteristici pentru materiale cu
rupere tenace si respectiv fragila;
e Caracteristicile elastice si mecanice ale materialelor si factorii de influenta;
e incercari tehnologice;
e Ipoteze simplificatoare in Rezistenta Materialelor si Teoria Elasticitatii;
e Metode de calcul in Rezistenta Materialelor.
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CAPITOLUL

S\

Teoreme si metode energetice

Sursa: https://www.pngall.com/slinky-png/download/16639/
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3. TEOREME SI METODE ENERGETICE

3.1. OBIECTIVE

Corpurile elastice se deformeaza sub actiunea incarcarilor, acumuland astfel
o energie potentiald de deformare elasticd. in Rezistenta Materialelor si
Teoria Elasticitatii exista multe metode pentru calculul deplasarilor,
ridicarea nedeterminarilor, calculul la solicitari compuse, la stabilitate
elastica etc., bazate pe legea conservarii energiei, care implica determinarea
energiei de deformare elasticd. Tn acest capitol se determind expresiile de
baza ale energiei potentiale de deformare elastica si sunt prezentate
principalele teoreme referitoare la energia elastica, precum si metode de
calcul care fac apel la aceasta (metode energetice). Insusirea acestor metode
permite abordarea unor probleme complexe, care vor fi prezentate pe
parcursul lucrarii.

3.2. TEOREMELE LUl CLAPEYRON

n cele ce urmeaz3, corpurile solide vor fi considerate perfect elastice. Se vor
neglija efectele termice, piezoelectrice, emisiile ultrasonore, care insotesc
fenomenul deformarii corpurilor, energia disipata de aceste fenomene fiind
mult mai mica decat cea de deformare elastica. Asa dupa cum s-a aratat in
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capitolul al doilea, ipoteza corpului perfect elastic este echivalenta cu cea a
mediului adiabatic.

Fie sistemele elastice din figura 3.1. Atunci cand asupra barei actioneaza in
mod static forta F, ea se lungeste cu cantitatea o. Energia cinetica a
sistemului deformat, aflat in echilibru static, este neglijabila. Deplasarea
fortei F pe distanta o produce un lucru mecanic. Acesta provine din variatia
de energie potentiala si se numeste lucru mecanic al fortelor exterioare Le.

NN

Fig. 3.1. Deformarea unor sisteme elastice (bard si arc elicoidal)

Tn lipsa unor schimbari de energie cu mediul, in baza legii conservarii
energiei, se poate spune ca acest lucru mecanic este egal cu energia
potentiala de deformare elastica a barei

L =U (3.1)

Pentru un corp elastic incdrcat, aflat in repaus, lucrul mecanic exterior produs
de cdtre incdrcdri este egal cu energia potentiald de deformare elasticd
acumulatd de acel corp. Aceasta reprezinta prima teorema a lui Clapeyron.

La descarcarea corpului, energia potentiala de deformare elastica se
transforma in lucru mecanic, aducdnd corpul la forma si dimensiunile
initiale. Pentru corpul descércat energia de deformare elastica este nul3. Tn
cele ce urmeaza, se va stabili expresia lucrului mecanic exterior, pentru cazul
deformatiilor liniar-elastice.
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Fizica stabileste expresia lucrului mecanic ca fiind produsul dintre proiectia
fortei pe directia deplasarii si deplasarea acestei componente

L=F-§ (3.2)

Relatia (3.2) este scrisa in ipoteza ca forta este constanta pe toata durata
deplasarii. Aceasta ipoteza poate fi admisa in cazul deplasarii libere a unor
corpuri, pe distante relativ mari. In figura 3.2a se observa c& acest lucru
mecanic este numeric egal cu suprafata dreptunghiului de laturi F si 6.

Tn cazul deformatiilor elastice Tnsd, fortd variaza pe toatd durata deplasarii
(fig. 3.2b).

“ 5 »|
F == F
- P
; hames——— 2a)
el L=F&
e F
- 5
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7 SEE— R ——
£l L= Fy5/2
pilils
5

Fig. 3.2. Lucrul mecanic produs la deplasarea liberd a unei forte constante (a)
si in cazul deformdrii liniar-elastice (b)

Cand forta variaza pe durata deplasarii, relatia (3.2) poate fi aplicata la
deplasari incrementale, pe parcursul carora forta poate fi considerata
aproximativ constanta (fig. 3.3):

dl, ~F-d5 (3.3)
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ntre F si dexista o relatie de proportionalitate
F=k-o (3.4)

unde k = F/§ este panta dreptei prin origine (fig. 3.3) si se numeste
rigiditate.

dL

[ dd 5

%

&~
v

Fig. 3.3. Determinarea lucrului mecanic L. in domeniul liniar-elastic

Din (3.4) rezulta succesiv
o=—F, d5=%dF (3.5)

Din (3.3) si (3.5) se obtine

dL, z%-F-dF (3.6)

Lucrul mecanic L, efectuat pe durata cresterii fortei de la zero la F se obtine
prin integrare

F (3.7)

i 15 F? F
Le:!dLe:%!;FdF: =

1
2

x| =

Din (3.5) si (3.7) rezulta

L=-2 (3.8)



Se observa ca lucrul mecanic al fortelor exterioare Le este numeric egal cu
aria triunghiului hasurat in diagrama F-3 (fig. 3.2b). Deplasarea elastica o se
masoara pe directia fortei.

Daca o forta constanta F se deplaseaza pe un arc de cerc de lungime s (fig.
3.4) , se poate scrie succesiv, atunci cand unghiul la centru @ este exprimat
in radiani

L =Fs; L =FRp;, L =Mgp (3.9)

e

Lucrul mecanic Le este egal cu produsul dintre momentul fortei M fata de
centrul cercului si unghiul la centru @ [rad] corespunzator arcului s. Pentru
cazul in care forta variaza liniar pe durata deplasarii, se poate demonstra
similar relatia

L=—F= (3.10)

Fig. 3.4. Deplasarea unei forte pe un arc de cerc

n relatiile (3.8) si (3.10), coeficientul 1/2 este caracteristic materialelor cu
un comportament liniar-elastic si ele reprezinta cea de-a doua teorema a lui
Clapeyron.

Lucrul mecanic efectuat pentru ruperea unei epruvete la tractiune este
numeric egal cu suprafata de sub curba F-9. (fig. 3.5).
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3.3. ENERGIA SPECIFICA DE DEFORMARE ELASTICA

Se determina in continuare energia de deformare elasticd inmagazinatd de
unitatea de volum, care va fi numita energie specificd de deformare. Fie
diagrama caracteristica o-€ (fig. 3.5). Se izoleaza o suprafata foarte mica, cu
laturile Ao si Ae. Se calculeaza suprafata, tindnd cont de faptul ca F=N la o
bara supusa la tractiune

A(Fo
pong = AF A5 _A( )AH} (3.11)
A V|m

L AL
unde cu V s-a notat volumul barei.

Se observa ca suprafata de sub curba caracteristica reprezinta lucrul mecanic
consumat pentru ruperea unitatii de volum a epruvetei (barei). Tinand cont
de (3.1), se poate spune ca suprafata de sub toata curba caracteristica
reprezinta energia consumata pentru ruperea unitatii de volum a epruvetei.
Aceasta energie va fi notata cu Us.

o [MPa]

Energia consumatad pentru ruperea unitatii de volum la tractiune

£[%]

Fig. 3.5. Suprafata de sub diagrama caracteristicd este numeric egald cu raportul
dintre energia consumatd pentru ruperea epruvetei si volumul acesteia
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Dintr-un corp elastic se izoleaza un cub cu latura unitara (unitatea poate fi
infinit mica). Acesta este supus la tractiune cu tensiunea o (fig. 3.6).

o [MPa]
G L
R
E‘.r."
v 1
F Y U
Gp / 1
ol 1
v
ol
Je €[%]
Fig. 3.6. Cub cu

Fig. 3.7. Energia specifica de deformare pentru

latura unitard, supus . . .
domeniul de proportionalitate

la tractiune

Tn relatia (3.8) se inlocuieste forta F cu produsul dintre tensiunea o si
suprafata A pe care actioneaza (v. rel. 1.35), iar o= &1 si rezulta

o-(1-1)-¢
= o(I1)e (3.12)
' 2
Tinand cont de relatia (3.1), rezulta expresia energiei specifice de deformare
elastica
o-&
U=—- (3.13)

Energia specifica U1 este numeric egala cu aria triunghiului hasurat din figura
3.7.

Similar, pentru forfecare sau torsiune se poate scrie

U =—= (3.14)



Tnlocuind in relatiile (3.13) si (3.14) legea lui Hooke din relatiile (2.9) si (2.21),
rezulta:

2 2
(o} T
; U

= 3.15
Iapye (3.15)

Energia potentiald de deformare elastica Tnmagazinata intr-un element
infinitezimal poate fi calculata ca produsul dintre energia specifica de
deformare U; si volumul elementului

dU =U,-dV (3.16)

Din (3.15) si (3.16) rezulta relatiile pentru determinarea energiei potentiale
de deformare elastica, inmagazinata intr-un corp de volum V

2 2
U:jgdh U:jidV (3.17)
J2F )26

3.4. PRINCIPIUL SUPRAPUNERII EFECTELOR (BOLTZMANN)

Acest principiu, care aduce importante simplificari ale calculelor, poate fi
aplicat in toate cazurile in care exista o relatie liniara intre doua marimi fizice.
Tn cazul diagramelor cu o primé portiune liniard, asemenea relatii existd intre
forte si deplasari, intre momente si rotiri, precum si intre tensiuni si
deformatii specifice (legea lui Hooke).

In cele ce urmeaza, se ilustreaza principiul suprapunerii efectelor printr-un
exemplu.

Fie un sistem de forte F;...Fy, care se aplica simultan asupra unui corp elastic,
astfel incat fiecare forta sa ajunga de la zero la valoarea maxima in acelasi
timp.

Aceleasi forte se aplica apoi pe rand asupra corpului. Starea finala de
tensiuni, deformatii specifice si deplasari va fi aceeasi ca in primul caz de
incarcare si nu depinde de ordinea aplicarii fortelor. Se incarca apoi corpul
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cu cate o forta din sistemul initial, obtinand astfel n cazuri de incarcare
independente.

Starea finala de tensiuni, deformatii specifice si deplasari dintr-un punct va
fi egald cu suma algebrica a tensiunilor, deformatiilor specifice si respectiv
deplasarilor din cele n cazuri de incarcare. Energia finala de deformare
elastica nu este egald insa cu suma energiilor din cele n cazuri de incarcare,
deoarece energia nu este functie liniara de tensiuni (fig. 3.8).

Problemele la care se poate aplica principiul suprapunerii efectelor se
numesc probleme cu liniaritate fizica.

o o g

_GJ+GH
UalséU’l'I'U”al

" I
Ui

g
1

£ 3 € 3 |e=g'+e”

a) b) c)

Fig. 3.8. Principiul suprapunerii efectelor in cazul diagramei caracteristice o-€:
tensiunile actioneazd separat (a, b) si apoi simultan (c)

3.5. TEOREMA RECIPROCITATII LUCRULUI MECANIC VIRTUAL (BETTI)

Demonstratia acestei teoreme este una dintre cele mai frumoase din
Mecanica solidului deformabil. Teorema reciprocitatii deplasarilor este o
consecinta directa a teoremei lui Betti.

Fie un corp elastic incarcat in punctele 1, 2 cu fortele Fi, F,. Se va studia

deformatia corpului aplicand principiul suprapunerii efectelor. Se noteaza cu

0jj deplasarea punctului i pe directia fortei Fi, produsa de catre forta F;, care

actioneaza in j. Se incarca corpul cu forta F; si apoi F. Se inverseaza apoi
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ordinea aplicarii fortelor. Se va scrie lucrul mecanic al fortelor exterioare
pentru cele doua cazuri de incarcare (fig. 3.9).

b)
--- Suprafata corpului deformat sub actiunea lui F;

== Suprafata corpului deformat sub actiunea lui F,
Fig. 3.9. Incdrcarea unui corp elastic: cu forta F; si apoi cu F; (a);
Incdrcarea cu F; si apoi cu F;

Tncarcand corpul cu forta Fi (fig. 3.9a), se inregistreaza deformatiile o1 (in
1) si 021 (in 2). Se incarca apoi corpul cu forta F; si se produc deformatiile 12
(In 1) si 022 (in 2). Lucrul mecanic al fortelor exterioare va fi

| 1
Le = EEé\n +5F2522 +}71512 (3.18)

Ultimul termen nu se inmulteste cu coeficientul 1/2 deoarece la aplicarea
fortei F, forta F: atinsese deja valoarea maxima si in consecinta F; este
constantd pe durata deplasarii 012. Aplicand mai intai forta F (fig. 3.9b) se
inregistreaza deformatiile 612 (in 1) si 022 (in 2). Aplicand apoi forta Fs, rezulta
deformatiile 11 (in 1) si &1 (in 2) si lucrul mecanic al fortelor exterioare va fi

| 1
Le = Eﬂé\n +5F2522 +F2521 (3.19)

Deoarece valoarea lucrului mecanic al fortelor exterioare nu depinde de
ordinea aplicarii fortelor, se pot egala (3.18) si (3.19) si rezulta

Fé, = Fy0,, (3.20)
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Relatia (3.20) mai poate fi scrisa conventional
L,=1L, (3.21)

Relatiile (3.20) si (3.21) reprezintd expresia matematica a teoremei lucrului
mecanic virtual (Betti), care este enuntata mai jos.

Dacd asupra unui corp elastic se aplicd succesiv doud stdri de incdrcare,
atunci lucrul mecanic virtual efectuat de cdtre incdrcdrile din prima stare cu
deplasdrile din cea de a doua, este numeric egal cu lucrul mecanic virtual
efectuat de incdarcdrile din a doua stare cu deplasdrile din prima stare de
incdrcare.

3.6. TEOREMA RECIPROCITATII DEPLASARILOR (MAXWELL)

Daca in relatia (3.20) se admite ca cele doua forte sunt egale
F=F=F (3.22)
rezulta simplu
0,, =0y, (3.23)

Deplasarea produsd in punctul 1 al unui corp elastic, de cdtre o fortd aplicatd
in punctul 2, este egald cu deplasarea produsd in punctul 2 de cdtre aceeasi
fortd care actioneazd in punctul 1, ambele deplasdri fiind pe directia fortei.

3.7. TEOREMELE LUI CASTIGLIANO

Teoremele lui Castigliano fac apel la energia potentialda de deformare
elastica a corpurilor si sunt utilizate pe larg pentru determinarea deplasarilor
si ridicarea nedeterminarilor. Fie un corp elastic incarcat cu un sistem de
forte Fi...Fi...Fn, sub actiunea carora corpul se deformeaza, inmagazinand
energia potentiala

1 n
U= EZF,&,. (3.24)
i=l1
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unde o reprezinta deplasarea punctului i, pe directia fortei F;,, produsa de
sistemul de forte. Energia de deformare elastica este o functie de incarcari:

U= f(F..F..F,) (3.25)

Dupa incarcarea corpului cu sistemul de forte, se da o crestere infinit mica
dF; fortei Fi (fig. 3.10a). Ca urmare a acestui fapt, energia potentiala de
deformare elastica va creste cu o cantitate infinit mica dU si energia
inmagazinata de catre corpul elastic va fi

U’:U+dU:U+a—UdFi (3.26)
OF

1

Se inverseaza apoi ordinea aplicarii fortelor. Aplicand mai intai forta dF;,
corpul inmagazineaza energia de deformare elementara

%dFi -ds, (3.27)

unde do; este deplasarea punctului i, pe directia fortei dF;.

Aplicand apoi sistemul de incarcari, acesta deplaseaza forta dF; cu o (fig.
3.10b) si energia inmagazinata de catre corp va fi

U”=U+%dFi .dS +dFs (3.28)

Ultimul termen din (3.28) nu se inmulteste cu coeficientul 1/2 deoarece forta
dFi nu variaza pe durata deplasarii o (dF; era la intensitatea maxima cand s-
a aplicat sistemul de incarcari). Deoarece valoarea energiei potentiale de
deformare elastica nu depinde de ordinea aplicarii fortelor, egaland (3.26)
cu (3.28) si neglijand infinitii mici de ordinul al doilea, rezulta succesiv:

U+ ar —v+Laras +ars (3.29)
OF 2
W_s (3.30)
OF,
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A

b)
Fig. 3.10. Incdrcarea unui corp elastic pentru demonstrarea
primei teoreme a lui Castigliano
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Relatia (3.30) este expresia primei teoreme a lui Castigliano, enuntata mai
jos.

Derivata partiald a energiei potentiale de deformare elasticd inmagazinatd
intr-un corp in raport cu o fortd concentratd este numeric egald cu
deplasarea punctului de aplicare a fortei, in sensul si pe directia fortei.

fncdrcand corpul cu un sistem de momente concentrate, se poate
demonstra similar a doua teorema a lui Castigliano

oU

- — o 3.31
om. ¥ (3:31)

Derivata partiald a energiei de deformare elasticd in raport cu un moment
concentrat este numeric egald cu rotirea punctului de aplicare al
momentului, in sensul de rotire al acestuia.

Observatie

Deplasarea & data de relatia (3.30) are loc in sensul fortei Fidaca este pozitiva si in
sens contrar fortei daca este negativa. Rotirea ¢ datd de relatia (3.31) are loc in
sensul momentului M; daca este pozitiva si in sens contrar daca este negativa.

3.8. TEOREMA ENERGIEI POTENTIALE MINIME (MENABREA)

Fie un corp elastic de n ori static nedeterminat, incarcat cu un sistem de
sarcini S (figura 3.11a). Se indeparteaza n legaturi, astfel incat sistemul sa
devina static determinat. Reazemele inlaturate se inlocuiesc cu reactiunile
X1..Xn (figura 3.11b). Se scrie prima teorema a lui Castigliano pentru fiecare
reactiune, considerand deplasarile din reazeme nule (reazeme perfect
rigide):

é)—U=0;... ou =0;... v =0 (3.32)
oX,

Aceste ecuatii, impreuna cu cele de echilibru, formeaza un sistem ale carui
solutii sunt reactiunile.
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Relatiile (3.32) reprezinta o conditie necesara pentru ca functia U = f(X4,...,Xn)
sa aiba un punct de extrem (maxim sau minim). Deoarece U > 0 si derivatele
de ordinul doi sunt pozitive

orU
oX;

>0 (3.33)

Aceasta conditie este necesara, dar nu si suficienta. Bertrand de Fontviolant
a demonstrat ca functia de mai multe variabile U are intr-adevar un minim
[Tripa M., 1967]. Notand

U

———=d, (3.34)
XX,

si scriind determinantul format in toti coeficientii dj;, functia U va avea un
minim deoarece toti determinantii care pot fi formati din acesta sunt pozitivi
[Gellert W., s.a., 1980].

q
<4
X, A /\
T
a) b)

Fig. 3.11. Incdrcarea unui corp elastic pentru demonstrarea teoremei Menabrea

Teorema lui Menabrea poate fi enuntata astfel:

Intr-un sistem static nedeterminat, necunoscutele static nedeterminate iau
asemenea valori incdt energia potentiala de deformare elasticd a sistemului
sd fie minimd.

Necunoscutele static nedeterminate sunt cele care nu pot fi determinate din
ecuatiile staticii.
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Uzual se utilizeaza consecinta teoremei, care face apel la relatia (3.32):
Derivata partiald a energiei de deformare elasticd a unui sistem static
nedeterminat, in raport cu o necunoscutd static nedeterminatd, este nuld.

Aceasta teorema poate fi aplicata si in cazul sistemelor static nedeterminate
interior, la care necunoscutele sunt eforturi [Bia C. s.a., 1983; Posea N.,
1979].

3.9. METODA MAXWELL-MOHR

Dupa cum se va arata la studiul solicitarilor simple, aplicarea teoremelor lui
Castigliano sau Menabrea va conduce la calculul derivatelor partiale ale
eforturilor din sectiunea curenta in raport cu o forta concentrata sau un
moment concentrat. Tn anumite situatii, calculul derivatelor unei functii de
mai multe variabile poate prezenta anumite dificultati. Metoda Maxwell-
Mohr simplifica determinarea acestor derivate si permite evitarea unor
greseli. Fie, de exemplu, expresia momentului incovoietor dintr-o sectiune
curenta

M (x)=M,+..+M,+..M,+Fb +..+Fb +..+Fb, +ql’ +ql;+..
(3.35)

unde s-a notat
M;...M, = momentele concentrate care incarca grinda;
Fi...Fm = fortele concentrate care incarca grinda;
bi...bm = bratele fortelor care dau momente;
g1, g2 = intensitatile fortelor distribuite;
I1, I> = bratele fortelor static echivalente (constante).
Derivand functia M,(x), data de (3.35), in raport cu F; si respectiv M rezulta
oM(x)_, oM. (x)

ey, (3.36)
oF, 7 oM,

1

La aceleasi solutii se poate ajunge daca egalam cu unitatea incarcarea in
raport cu care se face derivarea si anulam toate celelalte incarcari (inclusiv
cele distribuite).
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Aplicand aceste observatii pentru (3.35), se obtine succesiv, pentru forte si
momente, relatia (3.36)

Fo=l F=F=.=F_, =F,=.=F =0

M =.=M=.=M,=0

¢ =9,=..=0 (3.37)
oM (x)

Mz(x):b]= oF =m(x)

M =1 M =M,=...=M,_,=M,,=...=M, =0

F==F, == F, =0

4 =q,=-.=0 (3.38)

M (x)z :ﬂ]gjl(x):m(x)

Se vor folosi urmatoarele notatii:
M:(x) = momentul incovoietor in sectiunea x, pentru incarcari reale;
m(x) = momentul incovoietor fictiv, determinat in aceeasi sectiune ca
M, cu toate incarcarile nule, cu exceptia celei in raport cu care se face
derivarea, care este egala cu unitatea.

Determinat in aceste conditii, momentul fictiv m(x) este numeric egal cu
derivata partiala
oM _(x
m(x)zA sau m(x)z
oM

i

oM. (x)

3.39
o (3.39)

Metoda poate fi aplicata similar pentru celelalte eforturi. Pentru fortele
axiale si taietoare se va nota

n(x): > ; t(x): O,i (3.40)
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3.10. METODA DE INTEGRARE GRAFO-ANALITICA MOHR-VERESCEAGHIN

Dupa cum se va vedea ulterior, aplicarea teoremelor lui Castigliano sau
Menabrea va conduce la rezolvarea unor integrale de tipul

II:IMZ(x)~m(x)dx; 12:IN(x)'n(x)dx; etc. (3.41)

Integrarea se poate face analitic dar, Tn unele situatii, calculul poate fi mult
simplificat prin aplicarea metodei de integrare grafo-analitica Mohr-
Veresceaghin.

Tn relatia (3.41), M,(x) poate fi o functie oarecare. Functia m(x) este
momentul incovoietor dat de cdtre un moment concentrat sau o forta
concentrata unitara si in consecinta poate fi constanta sau poate avea cel
mult o variatie liniard. in cele ce urmeazs, se va evalua integrala /; din relatia
(3.41). Variatia functiilor M;(x) si m(x) este prezentata in figura 3.12.

Mz “ L2 >
L, A
) =f‘-\
- dA
=
X
m ) X | | dx
Ly
a
};\wh m(xg) X
B Xe "-—.___:-‘._____\-

Fig. 3.12. Diagramele M,(x) si m(x) pentru o portiune de grindd
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Se evalueaza integrala

1, = JZMZ (x)m(x)dx (3.42)
L

Din figura 3.12 rezulta
M. (x)dx:dA; m(x)=x~tga (3.43)

Tnlocuind (3.43) in (3.42) se obtine
I, =tga-jdi=tga-S}, (3.44)
A

Momentul static al suprafetei diagramei M;,(x) fata de axa Oy mai poate fi
scris

S =x;-4 (3.45)

}7
Din (3.44) si (3.45) rezulta
I, =x;-tga-A (3.46)

Din diagrama m(x) (fig. 3.12) se observa ca
xgtga =m(xg) (3.47)

Tnlocuind (3.47) in (3.46) si tinand cont de (3.42) se obtine

TMZ (x)m(x)dx=A-m(x;) (3.48)

Rezulta ca integrala definita din produsul functiilor M.(x) m(x) este numeric
egala cu produsul dintre suprafata diagramei M-(x), luata intre limitele de
integrare, si valoarea functiei m(x), calculata in dreptul centrului de greutate
al aceleiasi suprafete.

Metoda de integrare grafo-analiticda Mohr-Veresceaghin, asa cum a fost
prezentata mai sus, se aplica numai la bare drepte sau cotite, dar nu se poate

utiliza la bare curbe.
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3.11. METODA EFORTURILOR

Fie un corp elastic de n ori static nedeterminat, supus sistemului de incarcari
g (fig. 3.13a). Inlocuind n reazeme cu reactiunile care apar in ele, X1...Xs, se
obtine un sistem static determinat, numit sistem de bazd (fig. 3.13b). Se
studiaza sistemul de baza incdrcat numai cu g, necunoscutele static
nedeterminate fiind nule (X1 =...= X, = 0), deplasarea punctului de aplicare a
fortei X;, pe directia acesteia, fiind 0o (i=1...n ), cain figura 3.13c.

Se studiaza apoi sistemul de baza fara incarcarile reale g, incarcat pe rand
numai cu cate una din necunoscutele static nedeterminate, care devine
egald cu unitatea. Astfel, pentru X; = 1 se inregistreaza deplasarile punctelor
de aplicare ale necunoscutelor static nedeterminate, pe directia acestora,
O1i... Oii... Oniy €a in figura 3.13d.

Ca urmare a proportionalitatii dintre Tncarcari si deformatii, rezultd ca
deplasarile produse de catre X;# 1, care actioneaza singura asupra sistemului
de baza, vor fi 61:Xi,..., iXi, GjiXi,..., oniXi (fig. 3.14).

Atunci cand necunoscuta considerata egald cu unitatea este aplicata
succesiv in punctele 1...n, deplasarile punctului j, pe directia necunoscutei X,
vor fi d...0n. Deplasarile corespunzatoare produse de catre necunoscutele
static nedeterminate, vor fi 91X1... 9nXn (fig. 3.14).

Aplicand principiul suprapunerii efectelor, se determinda deplasarea
punctului j sub actiunea simultana a tuturor necunoscutelor static
nedeterminate Xi...Xn

0',=0,X,+06,X,+...+0,X, (3.49)

Deoarece punctul j se afla la contactul cu un reazem rigid, deplasarea sa
totala (sau suma algebrica a tuturor deplasarilor din acest punct) trebuie sa
fie nuld

0, X, +6,X,+....+6,X,+6,,=0 (3.50)

Scriind ecuatii similare si pentru celelalte reazeme, se obtine sistemul:
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oy X, +0,X,+...+6,X,+6,=0
(3.51)

o, X, +0,X,+...+6,,X,+0,,=0

nl

- 6ii$(i .

Fig. 3.14. Proportionalitatea dintre forte si deplasdri
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Sistemul de ecuatii (3.51) este folosit de metoda eforturilor pentru
determinarea necunoscutelor static nedeterminate Xi..Xn. El poate fi scris
astfel, indiferent de forma corpului sau de sistemul de incdrcdri.

Coeficientii de influentd o; reprezinta deplasari fictive. Ca o consecinta a
teoremei reciprocitatii deplasarilor, in sistemul (3.51), se poate scrie
5,=6, (3.52)

Calculul coeficientilor de influenta va fi prezentat in capitolele care urmeaza.
Dilatarile termice Tmpiedicate produc tensiuni in corpuri sau sisteme de
corpuri. Pentru un corp incarcat si supus la dilatari termice Tmpiedicate,
sistemul (3.51) devine [Anghel A., 2001]:

(3.53)

unde termenii d1t...0nt reprezinta deplasarile fictive produse de temperatura
in punctele 1...n ale sistemului de baza, pe directia necunoscutelor Xi...Xj.

In cazul sistemelor plane, neglijand influenta fortei taietoare, termenii
sistemului (3.53) pot fi determinati cu relatiile [Pissarenko G. s.a., 1975]

1 l, EIz l l‘ l
M.m. N.n.
I O T dx. + | 2L dx, 3.54
v Z I EI. IEA ; (3.34)

e Mo, No = momentul incovoietor si forta axiala produse de
incarcarile reale, in sistemul de baza;

e mij, nj = momentul Tncovoietor si forta axiala produse in sistemul
de baza, incarcat numaicu Xj=1
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Observatii

In Mecanica solidului rigid se tine cont numai de lucrul mecanic al incarcarilor
exterioare, iar lucrul mecanic interior este nul. In Mecanica solidului
deformabil, cat timp tensiunile sunt sub limita de elasticitate, lucrul mecanic
exterior se Tnmagazineaza Tn corpuri sub forma de energie potentiala de

deformare elastica si intr-un sistem adiabatic lucrul mecanic exterior este

egal cu energia potentiala de deformare elastica.

De retinut:

Metodele energetice, care sunt pe larg utilizate la determinarea
deplasarilor, rezolvarea problemelor static nedeterminate, calculul
la solicitari compuse, studiul stabilitatii elastice (flambaj) etc.;
Relatiile deduse in acest capitol sunt valabile numai pentru corpuri
confectionate din materiale perfect elastice, solicitate Tn domeniul
de proportionalitate, in care este valabila legea lui Hooke;

Principiul suprapunerii efectelor conduce la simplificarea calculelor
si poate fi aplicat numai pentru materiale cu diagrama caracteristica
liniara;

n capitolele care urmeazi se vor utiliza teoremele lui Castigliano si
Menabrea, metodele Maxwell-Mohr, Mohr-Veresceaghin si metoda
eforturilor. Alte precizari vor fi facute pe parcurs.
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4. SOLICITARI AXIALE (TRACTIUNE/COMPRESIUNE)

4.1. OBIECTIVE

In acest capitol se prezinta calculul de rezistenta si calculul deformatiilor
pentru bare supuse la solicitdri axiale centrice (tractiune si/sau
compresiune). Se va neglija fenomenul de flambaj, care apare Ia
comprimarea barelor lungi. Se discuta numai cazul solicitarilor statice. Sunt
abordate atat probleme static determinate, cat si static nedeterminate. In
scop didactic, acestea din urma au fost clasificate pe categorii. Pentru fiecare
categorie, unele dintre metodele de ridicare a nedeterminarii prezentate
conduc la un volum de calcul mai mic, fiind deci preferate altor metode. Sunt
prezentate, de asemenea, bare solicitate axial cu forte distribuite (greutate
proprie, forte centrifuge).

4.2. INTRODUCERE

O componenta structurald este supusa la tractiune simpla (uniaxiald) sau la
compresiune atunci cand este solicitata doar cu doua forte axiale centrice,
opuse si egale. Este vorba despre piese “lungi”, din categoria barelor sau
cablurilor. Exemple de piese supuse preponderent la solicitari axiale sunt:
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cabluri, biele, suruburi, bare ale grinzilor cu zabrele, palete de turbina, stalpi
(fig. 4.1) etc.

Rareori se intalnesc organe de masini sau elemente ale structurilor supuse
numai la solicitari simple. Totusi, atunci cand o solicitare introduce tensiuni
cu mult mai mari decat celelalte, acestea din urma se neglijeaza si se
considera ca existda doar o solicitare simpla. In acest sens pot fi date
urmatoarele exemple:

e Tija unui surub este supusa in special la tractiune, dar si la torsiune
(produsa de fortele de frecare, la strangerea piulitei). Anumite erori
de constructie sau montaj pot sa introduca si solicitarea la
Tncovoiere;

e Paleta unei turbine cu gaze este supusa in special la tractiune, dar si
la torsiune si incovoiere;

e Biela unui motor cu ardere interna este supusa la compresiune (in
momentul exploziei), la tractiune (la sfarsitul evacuarii), dar intre
aceste momente ea este solicitata si la incovoiere, produsa de fortele
de inertie care apar la miscarea plan - paralela.

F

a) b) c) Fy

Fig. 4.1. Exemple de solicitdri axiale: bield (a); surub (b); elemente structurale
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Pe suprafata unei bare prismatice se traseaza o retea cu ochiuri patrate (fig.
4.2). Ca urmare a solicitarii cu forta axiala F, bara se deformeaza si ochiurile
retelei devin dreptunghiulare (pe directia fortei distantele intre linii se
maresc, iar pe directie normala se micsoreaza). Unghiurile drepte nu se
modifica dupa deformarea piesei. Experimentul arata faptul ca, in urma
acestei solicitari, apar numai tensiuni normale si se verifica ipoteza lui
Bernoulli la suprafata corpului. Pentru verificari pe intreaga sectiune
transversala se utilizeaza tehnici experimentale complexe.

N J Lk N |
L, L N(X)
y b fHT o)
* bD=5:I > .ll.x
BRI
a) b) c)

Fig. 4.2. Deformarea unei bare supuse la tractiune: retea nedeformatd (a);
retea deformatd (b); izolarea unei portiuni si evidentierea tensiunilor

4.3. BARE SOLICITATE CU FORTE CONCENTRATE

4.3.1. Calculul tensiunilor

Deoarece ox = constant pe sectiunea transversald, prima ecuatie de
echivalenta (1.34) poate fi rescrisa

N=o[d4 (4.1)

de unde rezulta succesiv

N=oc A (4.2)
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o =— (4.3)

Forta axiala N se determind din diagrama de eforturi N. Modul de trasare al
acestei diagrame este prezentat in paragraful 4.3.5.

4.3.2. Dimensionare si verificare

Calculul de dimensionare se face la proiectarea pieselor si consta in stabilirea
dimensiunilor minime ale sectiunilor transversale, astfel incat acestea sa
reziste la incarcarile date. Dimensionarea prin metoda tensiunilor admisibile
presupune ca tensiunile maxime din piesad, luate in modul, nu vor depasi pe
cele admisibile, conform relatiei

o <o (4.4)

X.max a

Relatiile (4.3) si (4.4) permit stabilirea dimensiunilor sectiunii transversale a
piesei solicitate axial (calculul de dimensionare). Calculul de verificare se face
pentru piese la care se cunosc dimensiunile sectiunii transversale. De obicei,
acest calcul consta in verificarea inegalitatii din relatia (4.4). Daca
inegalitatea se verifica, piesa rezista la incarcarile propuse. O alta varianta a
acestui calcul presupune determinarea incarcarii (sarcinii) maxime pe care o
poate suporta piesa, numita sarcind capabild.

Petru materiale cu comportament liniar-elastic este valabila Legea lui Hooke,
data de relatia (2.9).

4.3.3. Calculul deformatiilor si al deplasarilor

Tensiuni constante pe lungimea barei

Pentru bare sau portiuni de bara cu sectiune constanta, supuse la eforturi
axiale constante, alungirea specifica poate fi determinata cu relatia

& =— (4.5)



In relatia (4.5.) & are semnul lui ox: pozitiv pentru tractiune si negativ la
compresiune. Din relatiile (4.5), (2.9) si (4.3) rezulta:

0=— (4.6)

Tensiuni variabile pe lungimea barei

Se izoleaza un element de bara de lungime infinitezimala dx (fig. 4.3). Pe
aceasta distanta tensiunile pot fi considerate aproximativ constante si se pot
aplica relatiile (4.5) si (4.6)

Ndx
o(dx)=¢ dx=—-— 4.7
(dx)=¢.dx 7 (4.7)

Alungirea totala a barei se obtine integrand expresia (4.7) pe lungimea L

5= IOLgx(x)dx; 5= j: gA ((xx)) dx (4.8)

Relatia (4.8) poate fi rescrisa sub forma

1N, 1 Q

() =—]; 1 dv=— jo o (W)dv=— (4.9)

o(x)= NL_ O-“”L; o, = const. (4.10)
AE E

unde cu € s-a notat suprafata cuprinsa intre curba ox(x) si axa Ox.
Aceasta interpretare geometrica poate fi utila la calculul deplasarilor.

Relatiile (4.9) si (4.10) pot fi folosite pentru calculul deplasarii relative, adica
deplasarea unei sectiuni a barei fata de alta sectiune.

Observatie

Pentru unghiuri 2a < 10° (fig. 4.3), Rezistenta Materialelor furnizeaza rezultate
acceptabile privind starea de tensiuni si deformatii din bara. Pentru unghiuri mai
mari, starea corecta de tensiuni si deformatii se determina in Teoria Elasticitatii.
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Fig. 4.3. Tractionarea unei bare cu sectiune variabild

Bare cu mai multe regiuni

Deplasarile absolute ale sectiunilor acestor bare fata de un reper fix se
calculeaza prin insumarea algebrica a deplasarilor portiunilor de bara

5=35 (4.11)
i=1

unde & se calculeaza cu (4.6) sau (4.8) iar i reprezinta numarul curent al
regiunii analizate. Pe fiecare regiune deplasarile au semnul tensiunilor.

4.3.4. Energia potentiald de deformare elastica

Expresia energiei specifice de deformare elastica (3.17) va fi particularizata
pentru cazul solicitarilor axiale centrice. Pentru o regiune a barei se poate
scrie

2
L Lo
U= jo Udv = jo SR (4.12)

Tindnd cont de relatia (4.3) si de faptul ca dV = A(x)dx, rezultd

_ N

= x (4.13)
0 2A(x)E
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Daca pentru regiunea studiatd N si A sunt constante (nu depind de x),
expresia energiei devine

N’L

- (4.14)
2AE

Daca bara are mai multe regiuni, energia totala acumulata va fi suma
algebrica a energiilor corespunzatoare de pe cele n regiuni:

U= iU,. (4.15)
i=1

4.3.5. Trasarea diagramei de efort axial N

In cele ce urmeaza se va prezenta trasarea diagramelor de efort (forta axiala
N), tensiune ox si deplasare o. Acest lucru va fi facut pe un exemplu care
implica efectuarea calculului de rezistenta.

Prin metoda sectiunilor se pun in evidenta eforturile si tensiunile. La solicitari
axiale tensiunile normale ¢ sunt uniform distribuite in sectiune (fig. 4.4). In
figura 4.5 se prezinta regulile de semn: eforturile si tensiunile sunt
considerate pozitive pentru tractiune (sau daca pleaca din sectiune) si
negative pentru compresiune (sau daca intra in sectiune).

~
F F
e
/ A2
o=N/A
F :
== N=F

Fig. 4.4. Sectionarea barei tractionate (a); echilibrul unei portiuni de bard
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DLl — — 17, ﬂ. Jl
Al o o
Tractiune:F>0; N>0; o>0; 6>0; >0

N — I 1F F N N F
e L g
o 4]

Compresiune: F<0; N<O; 0<0; 6<0; <0

Fig. 4.5. Reguli de semn pentru solicitdri axiale

Aplicatia 4.1

Sa se dimensioneze bara de otel din figura 4.6, stiind ca: F = 150 KN, L = 400
mm, 6, = 180 MPa, E = 2,1-10° MPa. Se vor trasa diagramele N, ox si O.

@ﬂlx \IV1\I

1,51 | @2d,
5 N(x,)
h 4 i 2 2
- e
2L
3F. X 3F. *:
+ 3 N(x,) 3
L.il. : I\ ] \I L.il. :
¥ : 4 “x‘l : 4 ] : 4
F F F
[Ty 7 1
a) b) c)

Fig. 4.6. Bard solicitatd axial (a), sectionarea si izolarea unor portiuni de bard (b, c)
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Rezolvarea problemei cuprinde mai multe etape, care sunt prezentate in
continuare.

Etapa 1. impdrtirea barei in regiuni

Axa Ox coincide cu axa barei, dar originea sistemului va fi luata cat mai
convenabil, dupa caz. Din punctul de vedere al incarcarilor, bara prezinta
numai doua regiuni: 1-3 si 3-4. Prin fiecare regiune se face cate o sectiune
(x1six2). Cuun cerc mic (balustrare) s-a marcat originea sectiunii. Din punctul
de vedere al tensiunilor si deformatiilor bara prezinta trei regiuni, deoarece
aceste marimi depind si de valoarea ariei sectiunii transversale.

Etapa 2. Figurarea si calculul reactiunilor

Deoarece bara este solicitata numai cu forte axiale, in incastrare apare doar
reactiunea V1. In figura 4.6 sensul lui V1 a fost ales arbitrar. Pentru bare in
consold, cum este cea din prezenta aplicatie, calculul reactiunilor poate fi
evitat dacd se izoleazd numai portiuni de bard dinspre capatul liber. Tn scop
didactic, se va calcula totusi reactiunea Vi, scriind proiectia fortelor pe axa
Ox si admitand sensul lui F pozitiv

> X,=0=>F-3F-V,=0=V,=-2F (4.16)

Semnul minus arata ca sensul lui V; este opus celui din figura 4.6.

Etapa 3. Trasarea diagramei de efort N

Din regiunea 3-4 se izoleaza portiunea de lungime xi, (fig. 4.6b), cu x1 € [0,
L]. Se considera incastrare in sectiune. In acest caz efortul N(x:) poate fi
determinat din ecuatiile de echilibru

N(x)=F (4.17)

Din regiunea 1-3 se izoleaza portiunea de bara de lungime L+xz, cu x2 € [0,
3,5L] si se procedeaza ca mai sus. In figura 4.6c, sensul lui N(xz) a fost figurat
pozitiv. Scriind ecuatiile de echilibru, se obtine
N(x,)=F-3F =-2F (4.18)
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Forta 3F a fost consideratda negativd deoarece este de sens contrar lui F.
Efortul N(x2) rezulta de asemenea negativ (portiunea de bara de lungime x;
este supusa la compresiune).

Reprezentarea grafica a functiilor N(xz) si N(xz) da diagrama de efort N (fig.
4.7). Portiunea dintre grafic si axa Ox se hasureaza perpendicular pe axa
barei. In sectiunea 1 s-a regasit valoarea reactiunii V1. Se observa ca salturile
care apar in diagrama N sunt egale cu fortele concentrate care actioneaza in
sectiunile 3 si respectiv 4.

Ca requld generald, orice fortd axiald concentratd produce in diagrama N un
salt egal in modul cu valoarea fortei. Aceste salturi permit o verificare a
diagramei N.

Etapa 4. Trasarea diagramei ox

Pentru trasarea acestei diagrame se utilizeaza diagrama N si relatia (4.3).
Sectiunile barei in cele doua regiuni sunt
2

4, ,= 4 =4, A,

_ 7(2dy’ _

44 4.19
2 (4.19)

Pentru tensiuni se vor considera trei regiuni pe bara, dupa cum urmeaza:
e Inregiunea3-4, cux; € [0, L]

N(x)_ F
o.(x)= =— 4.20
x( 1) A A ( )
e TInregiunea2-3, cux; € [0, 2L]
N(x,) —2F

o (x,)= =— 4.21

e TInregiunea1-2, cux, € [2L, 3,5L]
Ux(x2)=—N(x2) D F (4.22)

4, 44 24

In figura 4.7 se vede reprezentarea grafica a functiilor ox.
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Etapa 5. Dimensionarea barei

Diametrul d se determina cu inecuatia (4.4). Din diagrama o (fig. 4.7) rezulta

O-xmax = max E ) _E B _i :E (423)
' A A 24 A
Din (4.23) si (4.4) se obtine
2F
= <o, (4.24)
A
Tnlocuind A din (4.19) rezult3 succesiv
4F
2- <o 4.25
2 G (4.25)
> |3E (4.26)
o

a

Tnlocuind valorile numerice se obtine

3
d> 1010 s 46,06 mm (4.27)
"~ 7180

Valoarea diametrului d se rotunjeste, de obicei prin adaos. Rotunjirea prin
lipsa este admisa numai daca astfel oy va fi depasit cu cel mult 3%. Aceasta
mica depasire a tensiunii admisibile este acceptata prin alegerea
corespunzatoare a coeficientului de siguranta c. Valorile adoptate pentru
dimensiuni trebuie sa fie alese dintre cele recomandate de catre standarde.
Deoarece valoarea calculata a diametrului este cuprinsa intre dimensiunile
standardizate de 45 si 50 mm, se adopta d = 50 mm. [STAS 75-90]

Etapa 6. Trasarea diagramei &

Pentru portiuni de bara, deplasarile ¢ se calculeaza cu relatiile (4.6), (4.9),
(4.10) sau (4.11). Aceste relatii dau deplasarea relativa a capetelor unei
portiuni de bara. Cand un capat este fix, ele dau deplasarea absoluta.
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in diagrama J'se trec insd deplasarile absolute, adica raportate la un sistem
fix. Acesta va fi ales cu originea in 1 (in incastrare). In aceste conditii, pentru
sectiunea x1 din figura 4.6 se determina deplasarea

Fx

O(x)=—"L (4.28)

AE
Se observa ca deplasarile sunt functii liniare de x. In consecinta, se vor calcula
deplasarile absolute numai in sectiunile 2, 3 se 4 (in incastrare deplasarea
este nuld) si apoi valorile astfel obtinute vor fi unite prin segmente de
dreaptad, pentru a trasarea diagramei .

Se calculeaza deformatiile portiunilor de bara 2-1, 3-2 si 4-3

5 =0
5. =6 = Q, N(x)-L5L  2F-1L5L 3 FL
T E 4,E 44E 4 AE
s s N(y)-2L_ 2F2L _  FL (4.29)
3-2 E AE 1B i
Q,, Nx)L_F-L
Oy = = =
E AE AE

Cu un indice s-au notat in (4.29) deplasarile absolute si cu doi indici cele
relative (deformatiile). Deplasarile absolute vor fi

19 FL
0,,=0,=0,+0y, :_ZE

15 FL (4.30)
0,, =9, :53 +54—3 :_ZE

Diagrama Jeste prezentata in figura 4.7. Pe diagrama se poate figura semnul
(+ pentru tractiune, - pentru compresiune) sau sensul deplasarii (cu sdgeata).

Tnlocuind valorile numerice in (4.30), se obtine

0, =—-0,11mm; 6, =-0,69 mm; 5, =—0,55 mm (4.31)
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\Y)
@n !

1,50 L 22d, =

2L -

> N
w
5,=-19FL/4AE
W %52:3&/4%
4%\ @

3F] X2
:: " 3 + o —
i & A
Fl F F/A

J  |@d 8,=-15FL/4AE

Fig. 4.7. Bard solicitatd axial si diagramele N, o si 6

Observatii:

e In diagrama J nu pot exista salturi, deoarece un salt are ca semnificatie
fizica ruperea barei in sectiunea respectiva;

e Dinfigura 4.7 se observa ca numaiin regiunea 2-3 tensiunile sunt apropiate
de valoarea admisibil3, iar in celelalte regiuni tensiunile sunt mult mai mici.
De aici rezultd un consum excesiv de material, dar o crestere a rigiditatii;

e La materiale cu rupere fragild se face o dimensionare pentru regiunile
comprimate (cu o) si alta pentru cele tractionate (cu ou).

Aplicatia 4.2

Pornind de la observatia a doua, se cere sa se reproiecteze bara de la
Aplicatia 4.1, astfel incat consumul de material sa fie minim. Se vor trasa
aceleasi diagrame.

Pentru un consum minim de material se va dimensiona fiecare regiune in
parte, obtinand astfel o bard de egald rezistentd (fig. 4.8). Aceasta este o
problema de optimizare. Vor fi parcurse aceleasi etape ca la Aplicatia 4.1, cu
exceptia faptului ca diagrama tensiunilor este impusa (in orice sectiuni a
barei tensiunea o trebuie sa fie egala in modul cu cea admisibila o). Valoarea
reactiunii Vs si diagrama N nu se modifica, dar se renunta la conditia ca
diametrul din regiunea 1-2 sa fie 2d.
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Dimensionarea barei

Se dimensioneaza regiunea 3-4, notand diametrul cu d;

F 4F 4F
o.(x)=—=—3<0,=>d 2 |— (4.32)
A 7d, 7o,
Tnlocuind cu valorile numerice se obtine
d, 232,6 mm (4.33)

Pentru dimensionarea regiunii 1-3, unde exista efortul N=-2F (fig. 4.7),
diametrul acestei regiuni d ramane cel calculat cu (4.27). Pentru a obtine
bara cu volum minim nu se va tine cont de [STAS 75-90] si se adopta

d, =33 mm; d=46mm (4.34)

Daca insa se tine cont de [STAS 75-90], se adopta di=36mm si d=50mm.
Majorarea diametrelor conduce la o scaderea tensiunilor o, la cresterea
volumului corpului si a rigiditatii sale.

Calculul deplasarilor &

Tn incastrare 81 = 0, iar celelalte deplasari vor fi
2F-3,5L-4  o,-3,5L

0,,=0,=— ~
S nd’E E

FL 4FL o L

Oy s=—— =R (4.35)
AE nd/E E

0,=0,+0,

Tnlocuind cu valori numerice se obtine
0, =-1,20mm; o6, =-0,86 mm (4.36)

Desenul barei astfel dimensionate si diagramele N, o si 6 sunt prezentate in
figura 4.8. Se observa ca deplasarile sectiunilor 3 si 4 sunt sensibil mai mari
(Tn modul) in comparatie cu cele de la Aplicatia 4.1.

Bara de egala rezistenta are volumul minim, dar deformatiile sale sunt
maxime. Daca aceste deformatii sunt inacceptabile pentru buna functionare,
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se va reface calculul de dimensionare din conditii de rigiditate, impunandu-
se o0 alungire specifica admisibila &.

v
@Dt Ty o g g
1,50 L2191, = é
H |2 — £
— o
¥ [T= — -
3F 3F — w0
: 3—|—= b
o O I = = =
F
X ' @d F % §,2-0,86mm

Fig. 4.8. Optimizarea barei din figura 4.7 si diagramele N, o, 6

Aplicatia 4.3

Sa se verifice bara de otel din figura 4.9a, stiind ca L= 1m, F =10 kN, E =
2,1-10° MPa, A = 100 mm?, a = 160 MPa. S3 se traseze diagramele N, o, Jsi
sa se determine sectiunile cu deplasare nula.

&)
@ L {gl\l N(x,) 30 [kN] -130 [MPa] [mm]
1 R {\ S 6,=0,71
L t — m— =
4FI %2 4FI
:: i \2 i 2 ] ]
a | | — — %
N(x4) % g _ND
: E N | — — o
Lot | 5 — ? 81
F A F Fl 10 100 520,24
a) b) c)

Fig. 4.9. Bard cu tronsoane solicitatd axial: sectionare si diagramele N, o si 0
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Pentru trasarea diagramelor se parcurg aceleasi etape ca la Aplicatia 4.1.
In regiunea 1-2 tensiunea este

N(x,) -3F
O-x.max:|o-x(x2)|:| : |:| |
A4, 24
(4.37)
| -3-10" |
O o =—————— =150 MPa <o, =160MPa
' 200
Rezulta ca bara rezista la incarcarea propusa.
Determinarea deplasarilor
5. = Q. _ o,(x,)L _ N(x,)L
' E E 24E
4 3
0, = —LIOS =-0,714 mm
200-2,1-10
N(x,)(2L —x,)
o(x)=6, +——— 12 4.38
(%) =0, {E (4.38)
4 3
o(x,)=-0,714+ 10210 )561) =0,238-0,476-10"x,
100-2,1-10
0, =0(0)= 0,238 mm
Punand conditie deplasarii nule rezulta
0(x,)=0= x, =500 mm (4.39)

Aceasta cota corespunde sectiunii de deplasare nula D.
4.4, BARE SOLICITATE CU FORTE DISTRIBUITE

4.4.1. Bare de lungime mare, aflate in cAmp gravitational

In cazul acestor bare greutatea proprie nu mai poate fi neglijata in raport cu
fortele concentrate. Pentru o bard de sectiune constanta, confectionata
dintr-un material omogen, forta axiala produsa de catre campul gravitational
va fi uniform distribuita. Ea pate fi calculata impartind greutatea barei la
lungimea ei si reprezintd deci greutatea unitdtii de lungime [N/m].
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Bare cu sectiune constantd

Fie bara de sectiune constanta din figura 4.10a, incarcata cu forta F si cu
greutatea proprie. In cele ce urmeaza, se vor determina relatiile pentru
calculul de rezistenta si cel al deformatiilor la aceasta bara. Cu G s-a notat
greutatea totala a barei.

N [ (g

) Vi\l F+YAL  (F/A)+TL tVvi
A i @ Jl.' 1"] a H
I !
: : %
/ / \ L/2
4

J'Jl J'f
dX f !
=il
v “f 2_0}( N(X) 3 ] v E
F F/A  (F+G/2)L/EA 1F

a) b) c) d) e)

Fig. 4.10. Bard incdrcatd cu greutatea proprie si o fortd concentratd F (a),
diagramele N, 0 si 0 (b, ¢, d); greutatea consideratd ca forta concentrata (e)

Calculul de rezistentd
Intensitatea fortei distribuite este egala cu greutatea unitatii de lungime

G N

Pentru calculul fortei axiale se observa ca in sectiunea x actioneaza forta F si
greutatea portiunii de bara de sub sectiune, de lungime x

N(x)=F +yAx (4.41)

unde vy este greutatea specifica a materialului.
Functia N(x) are deci o variatie liniara (fig. 4.10b). In incastrare apare
reactiunea Vs, aleasa arbitrar pozitiva in sus. Din ecuatiile staticii rezulta

V,=F+yAL=F+G (4.42)
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Deoarece sectiunea barei este constanta, functia g, (x) va prezenta tot o
variatie liniara (fig. 4.10c):

o(X)=—"—"—=—+yx (4.43)

O =—+7L (4.44)

Dimensionarea se va face punand conditia ca tensiunea maxima sa nu o
depaseasca pe cea admisibila

F
~ +7L<e, (4.45)

Din aceasta inecuatie rezulta

F
o,—yL

2

nec

(4.46)

Calculul deplasdrilor
Deplasarea absoluta a sectiunii x fata de incastrare este egala cu lungirea
barei de deasupra sectiunii, de lungime L — x. Deplasarea poate fi
determinata cu relatia (4.10), care devine

N(x)

5(x) = j T ge=— j o (x)dx = 2. (4.47)
Din (4.43) si (4.47) rezulta succesiv

1(F ;L L

o(x)= E(Z L dx + }/L xdxj

S(x)= L{F(L -X) +ﬁ(L2 —x? )} (4.48)
EA 2

_L-x ﬁ
o(x)= 1 [F+ 5 (L+x)}
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Se observa cd 6(x) este o parabola (fig. 4.10d).

Deplasarea maxima se obtine pentru x = 0, adica la capatul liber al barei

S _Lf(p AL (4.49)
EA 2

Se observa ca aceeasi deformatie maxima se obtine pentru bara la care
greutatea proprie se considera ca actioneaza ca o forta concentrata in
centrul de greutate (fig. 4.10e).

Caz particular: Bard solicitatd numai de greutatea proprie (F=0)

O particularizare interesanta a problemei de mai sus se obtine pentru F =0,
cand bara este solicitata numai de greutatea proprie. Diagramele sunt
trasate in figura 4.11.

Calculul de rezistenta

Pentru bara din figura 4.11 tensiunea maxima este
Opax = VL (4.50)

Se observa ca tensiunea nu depinde de sectiunea barei si, in consecinta, nu
se poate face un calcul de dimensionare. Din (4.50) si (4.4) rezulta
yL<o, (4.51)

In loc sa se determine dimensiunea sectiunii transversale, in acest caz se va
stabili lungimea maxima a barei

1<% (4.52)

/4

Lungimea pentru care se atinge or in bara o vom numi lungime admisibila

J (4.53)

Daca in relatia (4.53) se inlocuieste tensiunea admisibila cu cea de rupere,
se obtine lungimea de rupere a barei sub greutatea proprie:
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L =2 (4.54)

y
| N © B
) Vi \ YAL L
Tef = Ea
L v ?
v Nix) — —
f dx,, . 1{ ) . ?
¥ t j'f _2_(,}( N*(}() /
g=G/L YL?/2E

Fig. 4.11. Bard solicitatd numai de greutatea proprie si diagramele N, o si 0

Se observa ca L, nu depinde de sectiunea transversala. Cu alte cuvinte,
ruperea sub greutatea proprie a barei/firului dintr-un material se produce
intotdeauna la aceeasi lungime, indiferent de marimea sectiunii
transversale. Lungimea de rupere sub greutatea proprie reprezintda o
importanta caracteristicd de material. Comparand lungimile de rupere sub
greutatea proprie a doua materiale, se poate trage concluzia ca din
materialul cu L, mai mare pot fi confectionate structuri mai usoare, avand
aceeasi capacitate portanta. Pentru constructii aerospatiale, de exemplu,
vor fi preferate materiale care au lungimea de rupere cat mai mare. In
tabelul 4.1 se prezinta lungimile de rupere sub greutate proprie pentru
cateva materiale uzuale. Dupa cum reiese din tabel, unele materiale au
lungimea de rupere mare, dar modul de elasticitate scazut in comparatie cu
otelul. Aceste materiale vor fi preferate la construirea unor structuri usoare
(fuzelaje, caroserii, grinzi cu zabrele), la care deformatiile mai mari,
introduse ca urmare a unui modul E mai scazut, nu modifica buna
functionare.
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n cazul pieselor care trebuie s& fie cat mai rigide vor fi alese materiale cu
modul de elasticitate cat mai mare. Otelul carbon are un modul de
elasticitate foarte ridicat (E = 200 — 210GPa) si este preferat pentru
asemenea aplicatii (scule, dispozitive, rulmenti etc.). Otelul aliat are E =
180 — 210GPa, tungstenul E = 400 —410GPa, iar aluminiul E = 69 —
70GPa.

Tab. 4.1. Lungimea de rupere sub greutate proprie a unor materiale

Material Ex10° | yx10° o L= oy
[MPa] | [N/mm?] [MPa] [km]
Font3 1 7,25 150+350 1, 148
(tractiune)
Otel C cu rezistenta mare 2,1 7,85 600 = 900 7,6 +11,5
Otel aliat 2,1 7,85 800 + 1600 | 10,2+20,4
Aliaje de Al ~0,8 2,7 150 =+ 450 5,6+16,7
Magneziu 0,45 1,76 300 17
Poliamida 6 (Nylon) 0,124 1,06 80 7,6
Epoxi + fibre de sticla (60%) 0,05 2 1288 64,4
Epoxi + fibre C (60%) 0,15 1,6 1708 106,7

Calculul deplasarilor

Alungirea totala a barei este data de particularizarea relatiei (4.49):
_rL

4.55
max 2E ( )

Pentru construirea unor tiranti lungi, usori si rigizi, se utilizeaza indicele de
performanta al materialului

Cs=— (4.56)
Pentru realizarea unui tirant cu greutate cdt mai mica si o rigiditate
admisibila aleasa, Cs trebuie sa fie cat mai mare. Exista diagrame care permit

alegerea optima a materialelor utilizate pentru realizarea de structuri usoare
si rigide sau usoare si rezistente. [Dieter G. s.a., 1997].
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Bare cu sectiune variabild

Calculul de rezistenta

Dupa cum reiese si din figura 4.10, |la bara verticala cu sectiune constanta,
aflatda in camp gravitational, tensiunea maxima se afla in fincastrare,
sectiunea Tn care se face dimensionarea. In consecintd, materialul barei nu
este rational utilizat, deoarece tensiunea admisibila se atinge intr-o singura
sectiune. Pentru a obtine bara de volum minim, tensiunea ox ar trebui sa fie
constanta pe toatad lungimea si egala cu tensiunea admisibila. Acest lucru
poate fi realizat daca sectiunea barei variaza dupa o lege care va fi
determinata in cele ce urmeaza. Se obtine astfel un corp numit solid (bard)
de egald rezistentd (fig. 4.12). In aceasta figura diagrama o este impusa.
Volumul barei de egald rezistentd este minim, dar deformatia sa este

maxima.

(o] 8]

Vi A(x)+dA c\{\a F\:I-G

i

[ 7
/dx“ VR 9a 7
Fy } "dG ]

oM I

—
b

o

F o,L/E
a) b) c) d)

Fig. 4.12. Bara de egald rezistentd, izolarea unui element de volum (a)
si diagramele o, N si 6

Pentru un element de volum detasat din bara (fig. 4.12a) se scrie ecuatia de
echilibrul fortelor:
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o, [A(x)+dA]-o, - A(x)—dG =0

(4.57)
dG =ydV =~y A(x)dx
de unde rezulta ecuatia diferentiala
dA
=Y (4.58)
A(x) o,
Integrand, se obtine
InA(x) =L x+C (4.59)
O-a
Constanta de integrare C se obtine din conditia (vezi fig. 4.12a):
F
x=0, A0)=4,=— (4.60)
Ga
Din (4.59) si (4.60) rezulta
In4,=C (4.61)
Tnlocuind (4.61) in (4.59) se obtine
A
In () -7 (4.62)
Ga
de unde rezulta
A(x) = A, e (4.63)
unde Lq este dat de relatia (4.53), iar e este baza logaritmilor naturali.
Relatia (4.63) mai poate fi scrisa
A(x)=A,exp [l x} (4.64)
Ga

Daca F = 0, sectiunea Ap se determina avand in vedere alte conditii decat
cele de rezistenta (de exemplu, tehnologice).
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Volumul si greutatea barei

Volumul barei se determina cu relatia

v =[av= j: A(x)dx

Tnlocuind A(x) dat de relatia (4.63) si efectuand se obtine

=%

V=" 4 (" ~1)=2(4, - 4,)

/4 /4

unde cu A; s-a notat sectiunea maxima (din incastrare).
Greutatea barei va fi
G=ylV

unde V este dat de relatia (4.66).

Calculul deformatiilor

Deplasarea absoluta a sectiunii x va fi calculata cu relatia (4.10):

5()6) — QEL — O-a(ll’?_x)

Deplasarea maxima (a capatului liber) se obtine pentru x =0

5]’1’16.)( = O-aL
E

Realizarea barei de egald rezistentd

(4.65)

(4.66)

(4.67)

(4.68)

(4.69)

Deoarece sectiunea barei variazd dupa o lege exponentiald, realizarea sa
este dificila si scumpa. Se va decide realizarea barei de egalad rezistenta
numai daca pretul materialului economisit depaseste costul manoperei
suplimentare pentru realizarea acesteia. Exemple de solide de egala
rezistenta: baraje (in sectiune), turnul Eiffel etc. In ambele cazuri exista si

incovoiere, produsa de presiunea apei, respectiv a vantului.
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n practicd, de cele mai multe ori, se prefera aproximarea solidului de egala
rezistenta cu bare tronconice sau cilindrice cu variatia in trepte (cu
tronsoane). In acest fel, costul manoperei pentru executarea barei scade
substantial, iar economia de material se apropie mult de cea realizata la
solidul de egald rezistentd. Ca exemple de asemenea aproximari pot fi
amintite: picioarele de pod, cosuri industriale de fum, stalpi, trenuri de
prajini de foraj. In figura 4.13 se prezinta cateva aproximari ale barelor de
egald rezistenta. Se observa ca in toate cazurile bara care aproximeaza
contine solidul de egala rezistenta, insa in sectiunile periculoase diferentele
sunt mici.

Fig. 4.13. Solidul de egald rezistentd (a) si aproximarea sa cu bard tronconicad (b),
bari cu trei tronsoane (c) si cu patru tronsoane (d)

Se poate demonstra ca, la aproximarea cu o bard cu tronsoane, economia
maxima de material se obtine pentru cazul in care lungimile tronsoanelor
sunt egale. Realizarea barelor cu un numar mai mare de patru tronsoane nu
este in general economica deoarece, in acest caz, economia de material se
apropie sensibil de cea care ar fi realizata prin utilizarea solidului de egala
rezistenta.
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Calculul barelor cu tronsoane

Fie bara cu tronsoane din figura 4.14. Se vor trasa diagramele facand
sectiuni cu originea spre capatul liber al barei.

y m [ 5
1/] F+G (F+G)/A;<0,
_J_®J ™ i |
L (-90_:) | o ! —/(E(F+G1+G2)<G
oy < fia, E=—FF+6G, —i A, ~° 85
A 2 —5— |
I FiG, Femce, P,
141w E 5 —
Pl B |
v 4 < 5 le — :
Fl F F/A, 84

Fig. 4.14. Bard cu tronsoane si diagramele N, o si 6

Primul tronson, de lungime /; se dimensioneaza ca o bara de sectiune
constanta, incastrata la partea superioara si incarcata cu forta F si greutatea
proprie. Sectiunea periculoasa va fi deci la partea superioara a tronsonului
(vezi fig. 4.10) iar pentru dimensionare se foloseste relatia (4.46), care poate
fi rescrisa

4>— (4.70)

Celelalte tronsoane sunt considerate bare in consola (incastrate la partea
superioara), pentru care greutatea tronsoanelor inferioare actioneaza ca o
forta concentrata. In consecintd, orice tronson va fi incarcat cu forta
concentratda F, la care se adauga greutatea tronsoanelor inferioare
(considerata tot ca o forta concentrata) si incarcarea provenita din greutatea
proprie a tronsonului (care este o forta distribuita). Astfel, forta concentrata
care actioneaza asupra celui de-al doilea tronson va fi

F+G =F+yAL = Ao, (4.71)

Dimensionarea tronsonului al doilea se face cu (4.46), care devine:
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Ao, Fo,
> = (4.72)
00_7L2 (Ga_yLl)(Ga_}/LZ)

Pentru tronsonul i se poate stabili relatia

F i—1
% (4.73)

>
(o, ~rL)o,~rLy)...(0,~rL)

4

Cand toate cele n tronsoane au lungimi egale

L=L=--L :5 (4.74)
relatia (4.73) devine
Fo'! F o ; o ;
s it e R S
(aa—yj ‘ GV TV
n

Calculul deplasarilor se face pentru fiecare tronson in parte (vezi fig. 4.10e):

) :ﬁ(F+GI+G2+...+GH+%j (4.76)

Deplasarea totala se calculeaza cu (4.11).

Pentru bara din figura 4.14 se calculeaza deplasarile

o, =(F+G1+G2+ij L

2 JAE
S5,=06,+ F+G1+i L (4.77)
2 ) AE
0,=0,+ F+i L
2 JAE

Se observa ca lungimea de rupere sub greutate proprie a barei de egala
rezistenta este mai mare decét a barei de sectiune constanta.
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4.4.2. Bare solicitate in camp inertial

Bare in rotatie

Pot fi asimilate acestei categorii de corpuri paletele de turbina, palele
elicelor de avion sau elicopter etc. In cazul unor turatii mari pot fi neglijate

tensiunile provenite din incovoiere sau torsiune, in comparatie cu cele
provenite din solicitarile axiale, produse de catre fortele de inertie.

Bara cu sectiune constanta

Fie bara din figura 4.15, aflata in miscare de rotatie uniforma, cu turatia n,
in jurul axei orizontale Oy. Bara de lungime Ro se considera rigida. Forta
centrifuga este

F. =mo’r (4.78)
unde viteza unghiulara este

w=2rn (4.79)

o)
. 4 dF. &
9% AN()+dN
T IN

Ro| ol X N(Ro) %m2(RD+L/'2)L
wt/To y

8]

5

max

Fig. 4.15. Bard in rotatie, izolarea unui element si diagramele N, o si §
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Asupra unui element de volum izolat din bara, situat la distanta x fata de axa
de rotatie, actioneaza forta centrifuga elementara

dF. ~dme’x = Y aveix =" Aw*xdx (4.80)
g g

Forta axiala N(x) este

N(x)= LRWL dF. = gAa)2 Ijo+L xdx = %gAa)z [(R0 +1)° —xz} (4581

xe[R),R,+L]
Functia N(x) prezinta un punct de maxim pentru x = 0, dar aceasta valoare

nu apartine intervalului studiat. Valorile functiei la capetele intervalului sunt

N(R,)) = % yAw’ (2R, +L)L; N(R,+L)=0 (4.82)

Se scrie tensiunea normala in sectiunea x

N(x) 1
A4 2

o.(x)= ng[(kO +1) —x"] (4.83)

Aceasta functie prezinta de asemenea un punct de maxim la x = 0, care nu
apartine intervalului studiat. Valorile functiei la capetele intervalului sunt

o.(R)= %g o' 2R, +L)L; o (R,+L)=0 (4.84)

Se observa ca functia o, (x) nu depinde de sectiunea barei A. In consecinta,
la fel ca in cazul barelor de lungime mare aflate in camp gravitational, si la
barele in rotatie nu poate fi stabilita o dimensiune a sectiunii transversale,
dar se stabileste turatia maxima pentru o sectiune adoptata.

Dimensionarea din conditii de rezistenta presupune satisfacerea inegalitatii

o, :o'x(RO):%Za)Z(ZR0 +L)L<o, (4.85)
g
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Din (4.85) si (4.79) se determina turatia maxima cu care poate fi rotita bara

n <t \/0— (4.86)
"\ 2p(2R + L)L '

Se observa ca turatia maxima la care poate fi supusa bara depinde de
parametrii constructivi (Ro, L) si de materialul utilizat (ca, densitatea p).
Pentru parametrii constructivi fixati, se poate afirma ca turatia maxima
depinde practic de materialul barei.

Piesele realizate din materiale la care raportul a,/y este mai mare suportd
turatii mai mari.

Bara de egala rezistenta

In figura 4.15 se observa ca materialul barei nu este rational utilizat,
deoarece exista o singura sectiune periculoasa (x=Ro). Si in cazul barelor in
rotatie se poate determina un solid de egala rezistenta, ca in figura 4.16.

) N 8]
C{\a cafL,f'E

|

—

/
N(Ro)

Fig. 4.16. Bard de egald rezistentd in rotatie, izolarea unui
element de volum si diagramele o, N si 6
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Daca nu exista o forta concentrata la capatul liber al barei, situat la x = Ro+L,
atunci sectiunea A; se determina avand in vedere alte conditii decat cele de
rezistenta (conditii tehnologice, de functionare etc.). In orice sectiune a barei
de egala rezistenta tensiunea va fi

o.(x)=0, (4.87)

cu exceptia sectiunii de la capatul liber al barei, cand aici nu actioneaza o
forta concentrata (F=0). Pentru bara de egala rezistenta din figura 4.16,
diagrama o este impusa. In diagrama s-a sugerat prin simbolul “(“ sectiunea
sectiunea de la

Il[ll

de la capatul barei in care tensiunea o, este nuld, si cu
celalalt capat, unde exista tensiune o =0s.. Rationamentul este similar cu cel
de la bara de egala rezistenta de lungime mare, aflata in camp gravitational.
Scriind echilibrul fortelor care actioneaza asupra elementului de volum din
figura 4.16, se obtine succesiv

0,(A(x)—dA)+dF.—o,A(x)=0

dF, ~dm-@’x = Y av oix ~ Za)zA(x)xdx (4.88)
g g
2
a4 _ Y9 . ix
A(x) go,

Dupa integrare rezulta
2
nA(x) =27y ic (4.89)
2g o,

Constanta de integrare se determina punand conditiile pe contur: pentru
x=Ro+L avem A(Ro+L)=A1, care poate fi adoptata tehnologic, daca in aceasta
sectiune nu actioneazd o forta concentrata F. inlocuind, rezultd succesiv

2

nd =22 (R +Ly+C
2g o

‘ (4.90)
n A _ 2L (R, +L)]
Al 2g O-a
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Din (4.90) rezulta
pa)z 2 2

Executarea solidului de egala rezistenta este dificila din cauza acestei legi
complexe de variatie a sectiunii. El se poate realiza pe masini cu comanda
numerica. In practica este mai simplu sa se aproximeze bara de egald
rezistenta printr-un trunchi de con. De exemplu, paletele de turbina pot fi
de forma unui trunchi de con, avand o sectiune transversald asemanatoare
cu cea a aripii de avion. Volumul barei de egala rezistenta este minim iar
deformatiile maxime, in comparatie cu oricare alta bara care lucreaza in
conditii similare. Bara de egala rezistenta poate fi supusa la o turatie mai
mare decat turatia limita stabilita pentru bare de sectiune constantd, data
de relatia (4.86). Forta axiala se determina cu relatia

N(x) = IR“+L dF. = pa)sz0+L A(x)xdx (4.92)
Notand
2
a=Pr? (4.93)
20,
se obtine
Al (R +L)2 x?
Nx)=—F—-e"™"" —e (4.94)
2aea(1e0+L)

Calculul cablului de ascensor

Cele mai mari tensiuni din cablul de ascensor se produc la pornirea acestuia
in sus, de la nivelul parterului (fig. 4.17), cu acceleratia a.

Se scrie forta axiala in sectiunea x
Nx)=F+qx+F, (4.95)

unde:
F este greutatea cabinei;
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g = greutatea unitatii de lungime a cablului;
Fi = forta de inertie.

N o (8

[l

|
) 7
! !
| ]
I |
‘ J’Ir J’Ir
X i/ g/
¥ | ] ]

(F+qL)-(1+a/g)
/o
Fj’ q F(1+a/g) / Oma
T s F(L+a/g)

~ (F+ql)-(1+a/g) A
SO A
'N(X) ] ]
A

=

Fig. 4. 17.Cabina si cablul de ascensor, cu diagramele N, o si 6

In ipoteza unei miscari uniform accelerate, se obtine

N(x):F+qx+ma:F+qx+F+qx
4
(4.96)
N(x)=(F + qx)[l + ﬁ]
g

a

Tensiunea ox din cablu va fi

me:#:%@gg%

(4.97)

Sectiunea periculoasa se afla la partea superioara a cablului, unde trebuie sa
fie indeplinita conditia

F+ql
O-x.max = GX(L) - +q (1+£j <

<o, (4.98)
A g
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Daca greutatea cabinei este mult mai mare decat a cablului
F>>qlL (4.99)

aceasta din urma poate fi neglijata.

Factorul dinamic
V== (4.100)

devine nul cand miscarea este rectilinie si uniforma (a = 0).

La pornirea ascensorului, deplasarea sectiunii x a cablului este
1 —-x 1 L—

5(x)=—_[L o (X)dx=— 1+ 2 (L -x) F+u (4.101)
EJo EA g 2

Se observa ca 6(x) nu are un punct de extrem in intervalul [0, L].

Deplasarea maxima se produce la capatul inferior al cablului, unde x=0

5. =5(0)= é(l +EJ[F +%} (4.102)
g

4.5. PROBLEME STATIC NEDETERMINATE (SN)

La problemele static determinate (SN), reactiunile se calculeaza din ecuatiile
staticii. In cazul problemelor static nedeterminate numarul necunoscutelor
NN (reactiuni sau eforturi) este mai mare decat numarul ecuatiilor de
echilibru NE. Diferenta lor da gradul de nedeterminare al problemei

GN = NN — NE (4.103)

Pentru GN = 1 se spune ca problema este simplu static nedeterminata;
pentru GN = 2 dublu static nedeterminatd, iar pentru GN = n, de n ori static
nedeterminata. La problemele static nedeterminate reactiunile se
determina prin rezolvarea unui sistem format din ecuatiile staticii
completate cu un numar de GN ecuatii obtinute din studiul deformatiilor
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corpului. Exista doua mari grupe de metode pentru determinarea ecuatiilor
de deformatii:

e Metode geometrice (de compatibilitate a deformatiilor);

e Metode energetice.
Metodele geometrice sunt in general mai simple si mai intuitive. Ele nu sunt
recomandate insa pentru situatii complexe, cand dau un volum de lucru prea
mare sau chiar rezultate eronate, dacd nu se intuieste sensul corect al
deformatiilor (la tractiune sau compresiune). Ridicarea nedeterminarii se
poate face mai usor printr-o metoda sau alta, dupa caz. Din acest motiv, in
continuare vor fi prezentate mai multe metode de ridicare a nedeterminarii.
Pentru a putea face mai usor o comparatie intre metode, ele vor fi aplicate
pentru inceput pe acelasi exemplu. Verificarea reactiunilor se recomanda sa
se faca rezolvand problema prin doua metode. In scop didactic, problemele
static nedeterminate au fost impartite in mai multe categorii.

4.5.1. Sisteme SN cu bare n serie

Aplicatia 4.4

Sa se dimensioneze bara din figura 4.18a, stiind ca F = 120 kN, L = 300 mm,
o2 = 150 MPa, E = 2,1-10° MPa. Se vor trasa diagramele N, osi o.

] (0]

V, -5F/2 -5F/8A 5,="2FL
D=k NN \/ / °__8AE
t : R = =] ol pd
L 13 F/8A [
y 2 — = i
L| |, @2d X, — I @ s
1 3— —] —
i v it -
2l | ! |@d — FL
¥ | : ) 4 F/iE | 54=m
L X = = FA

-F/2 -F/2A

S & \i\v\i

Fig. 4.18. Bard static nedeterminatd si diagramele N, o si 6
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Deoarece bara este solicitata numai de catre forte axiale, reactiunile din
incastrari vor fi de asemenea forte axiale. Se poate scrie o singura ecuatie de
echilibru, de proiectie a fortelor pe axa Ox, avand sensurile reactiunilor alese
arbitrar, considerand ca greutatea barei este neglijabila in raport cu F

V.-3F+F-V,=0 (4.104)

Conform (4.103) rezulta ca problema este simplu static nedeterminata,
deoarece NN=2 si NE=1.

In continuare vor fi prezentate cateva metode pentru ridicarea
nedeterminarii.

Metode geometrice

Metoda deformatiei totale

Capetele barei fiind incastrate (fig. 4.18), acestea nu se deplaseaza. In
consecinta, lungimea totala a barei ramane constanta sau, altfel spus,
alungirea totala este nula

0,=05=0_,+0,,+0, ,+0, =0 (4.105)
Notand cu A suprafata sectiunii transversale in regiunile 3-5
zd*
A="— (4.106)
4
in regiunile 1-3 sectiunea va fi
7(2d)*
Q) _ 4y (4.107)

4
Explicitand (4.105) se obtine succesiv

_ N(x)L N N(x,)L N N(x,)2L N N(x,)L _

Ot = 4AE 4AE AE AE 0
voary (4.108)
—Zl+ L+2(BF-V)+@BF-V,-F)=0
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Din (4.108) rezulta

y=2F (4.109)
2
nlocuind in (4.104) se obtine
v, = %F (4.110)

S-au aflat toate necunoscutele sau, altfel spus, s-a ridicat nedeterminarea.
Avand reactiunile, se pot trasa diagramele N si o (fig. 4.18). Din diagrama o
se observa ca regiunea periculoasa este 1-2, unde tensiunile sunt maxime in
modul. Calculul de rezistenta se face pentru aceasta regiune

5F
:‘——— <o (4.111)

max a

8 A4

Tnlocuind A din (4.106) rezultd succesiv

4
d> i; dzﬂlﬂ; d >25,2 mm (4.112)
2ro, 2-7-150

Se adopta valoarea standardizata d = 28mm , conform STAS 75-90.

Pentru trasarea diagramei o'se observa ca

55— 5 s NOIL__5 FL

44E 8 AE
N(x,)L 1 FL N(x;)2L  FL
%= gur s g 0T 4 aE
- (4.113)
0,,=0,=0. =———
31 703 =0, 703 2 AE
1 FL
54—1=54=53+53—4_2'E

Tnlocuind valorile numerice se obtine
6, = —0,174mm; 63 = —0,139mm; 6, = 0,139mm.
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Metoda indepartarii reazemului

La bara din figura 4.18 se indeparteaza unul dintre reazeme si se permite
deformarea libera a barei (fig. 4.19b). Asupra barei deformate se aplica apoi
numai forta Vs, care produce o deformatie egala si de sens contrar (fig.
4.19d). Reactiunea Vs se calculeaza din egalarea celor doua deformatii.

V V r @ V n
\1\1 \1\1 -2F \1\1

I NS I NS i N NN
} e | —
A 1T P TS N —
L | @2d — | —
: 3 ] ! —]
| 1T # ] =
2L > : ,®d ! XZ —1 i [
v : il : —] - =
g | i F 3 =
@ v : : le " & le _ Ll V.0 [

I\ \f \| -4 ¥ : ¥ -V

Ve tv. 5
a) b) c) d) e)

Fig. 4.19. Bard static nedeterminatad (a); indepdrtarea reazemului si diagrama
N’ (b, c); incdrcare cu Vs si diagrama N” (d, e)

Deoarece reazemul 5 este fix, se scrie relatia intre deformatii
|57 =[5"]
F2L F-L (2F)L|_|(V)3L  (-V5)2L| (4.114)
AE  4AE  4A4E | | AE 44E |

de unde rezulta

v,=L (4.115)

Deoarece V5>0, sensul din figura 4.19d este corect. Reactiunea Vi se
determina din (4.104). Diagrama N pentru bara reald se poate obtine prin
sumarea diagramelor N’ si N”. Altfel spus, este indeplinita relatia

N(x)=N'(x)+N"(x,) (4.116)
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Metode energetice

Aplicarea teoremei Castigliano

Aplicand fie teorema lui Castigliano, fie teorema lui Menabrea, se poate
scrie cd deplasarea reazemului 1 este nula

Y o, (4.117)
oV, 2AE

Din (4.117) si (4.14) rezulta

Z 2N, o"N
24E é’V
N(x] )L IN(x,) N N(x,)L IN(x,) N N(x,)2L JN(x,) N N(x;)L IN(x,)
44E OV, 44E OV, AE v, AE v,
é?N(xl) —N( z)ﬁN(‘XZ)+2N(x2)§N(x2)+N(x3)aN(x3)
74 4 o, v, v,
(4.118)

=0

=0

1
ZN( x,)

Se scriu fortele axiale si derivatele acestora
ON(x))
ov,
ON(x,)
o,
ON(xy)
oV,

N(x1) :_Vl;

N(x,)=3F-V;

(4.119)
N(x;)=3F-F-V;

Din (4.118) si (4.119) rezulta
%(—Vl)(—l) +i(3F CV)(-1)+ 2GF —V)(~1)+ (2F ~V)(~1) =0 (4.120)

de unde se obtine

% =%F (4.121)



Reactiunea Vs se obtine inlocuind V; in ecuatia (4.104), problema continua
cu trasarea diagramelor N, o si §, apoi dimensionare, asa ca in exemplele mai
sus.

Metoda eforturilor

La aceastd metoda este esential sa se stabileasca corect gradul de
nedeterminare. Deoarece problema discutata aici este simplu static
nedeterminata, sistemul de ecuatii (3.51) se reduce la o singura ecuatie

5,X,+5,=0 (4.122)

Pentru determinarea coeficientilor Jj trebuie sa se adopte mai intai sistemul
de bazd, care este static determinat.

Pentru o problema simplu static nedeterminata sistemul de baza se obtine
prin Tnlaturarea unei legaturi care preia un singur grad de libertate. De
asemenea, poate fi inlocuit un reazem cu altul inferior, care preia un grad de
libertate mai putin. Rectiunea care astfel dispare se inlocuieste cu o
necunoscuta X. In cazul de fata se poate indeparta, de exemplu, reazemul 5.
Daca forta Vs = X1 ar fi cunoscuta, sistemul de baza din figura 5.20b ar fi static
determinat.

Sistemul de bazd este intotdeauna static determinat, dar nu este unic. De
exemplu, Tn cazul studiat putea fi indepartat reazemul 1 pentru formarea
acestuia. Ar fi gresit sd se indepdrteze mai multe legdaturi decdt gradul de
nedeterminare, deoarece sistemul de bazd devine astfel mecanism si metoda
eforturilor nu mai poate fi aplicata.

Numarul de indici diferiti care apar in ecuatia (4.122) ne arata in cate situatii
distincte se studiaza sistemul de baza. Deoarece in acest caz exista doi indici
(1 si 2), sistemul de baza se studiaza in urmatoarele situatii prestabilite:

X1 = 0 si incarcarile reale, conform figurilor 4.20c, d, rezultand
diagrama Ng;
X1 =1 si incarcarile reale nule (fig. 4.20e, f) obtinand diagrama ni.
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.

=2
.
[iry

Wlset |, st [ st [dx = T Ik E
L [ @2d, — —
3 3 — 1 —
! T A T A @ E A E
! i i R =
® \d : : le i le A4 510 le _ _:_ _ 1rl'0 —
I\ \I -2- 'y ! Y
., tv.=x, = 1
a) b) c) d) e) f)

Fig. 4.20. Metoda eforturilor: bard simplu static nedeterminatd (a); sistemul
de bazd (b); incdrcari reale si X1=0 (c, d); incdrcari reale nule si X:=0 (c, d);

Semnificatia notarii conventionale a diagramelor de eforturi fictive cu Np si
ni este urmatoarea:

e No=Tncarcare reala (vezi litera majusculd) si X1=0 (vezi indice);

e njp=1ncarcare reald nula (vezi litera mica) si X1=1 (vezi indice).
Indicii coeficientilor de influenta ¢ indica eforturile care se folosesc pentru
calculul acestora (pentru oj se folosesc n; si nj): No(xi) si ni(xi) pentru calculul
lui 010 si respectiv de doua ori ni(x;) pentru o11 pentru cazul GN=1.

1 L 1 2L
=4 | Nom G+ [ N )y +

(4.123)
1

L L
1
g | M m ) 4 [N ()

12L 1 L 1 L
S0=—= j F(-Dds, + j F=1dx, + j (<2F)(~1)dx, +

_ TFL

4 AE

(4.124)
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Pentru determinarea coeficientului 011 se foloseste de doua ori functia ni(x;),
adica Tn expresia (4.123) se inlocuieste No(x;) cu ni(xi)

L 2L

1 1
O =g ] s+ [ o) +
L o (4.125)
o [ G + j ] (o )dx,

0

La acelasi rezultat se ajunge considerand numai doua regiuni pe bara din
figura 4.20e

j( )dx+—j( 1)>dx

11
4E (4.126)
7L
2 4E
Din (4.122), (4.124) si (4.126) rezult3
1) TFL 2AE F
X =2 X =——"—=2X ===V, (4.127)
S, 44E L 2

Reactiunea V1 poate fi obtinuta apoi din ecuatia de echilibru (4.104).

Diagrama de efort N(x;) pentru bara reala (fig. 4.20a) se poate obtine prin
adunarea diagramelor Np cu n; inmultita cu X1, conform relatiei

N(x,)=Ny(x,)+n(x,) X, (4.128)
In mod similar se poate proceda si in cazul diagramei o

o(x,)=0,(x,)+0,(x,) X, (4.129)
Metoda elementelor finite (MEF)

Aceasta metoda necesita explicatii mai ample inainte de a fi aplicata. Ea
prezinta avantaje majore, intre care se amintesc urmatoarele:
e Este utilizata pe scara larga in programele de calculator;
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e Nu face diferenta intre modul de abordare a problemelor static
determinate si a celor nedeterminate;

e Permite abordarea unor structuri complexe.
O prezentare aprofundatda a metodei depaseste cu mult cadrul acestui
manual. Totusi, intelegerea conceptelor de baza poate fi facuta cu ajutorul
unor exemple simple. In cadrul altor capitole (solicitarea la torsiune,
incovoiere) se va reveni asupra MEF. Prin aceasta metoda pot fi abordate,
de asemenea, probleme de mecanica solidului rigid, mecanica fluidelor,
transmiterea cdldurii, probleme complexe (multiphysics) etc. Tnsusirea
metodei este facilitata de existenta unei bogate literaturi [Chandupatla T.R.
s.a., 2012; Pascariu I., 1985; Rao S.S.,. 2005].

Prezentarea MEF

Fie un element elastic (arc sau bara) in consol3, solicitat cu forta F (fig. 4.21).
Pentru o diagrama F-0 liniara deformatiile sunt proportionale cu fortele si se
poate scrie ecuatia dreptei prin origine

F=kS (4.130)
unde k este panta dreptei si se numeste rigiditate.
Rigiditatea barelor supuse la solicitari axiale poate fi calculata cu expresia

_F_AE
5 L

k (4.131)

Ideea fundamentalda a MEF este aceea ca, pentru o structura complexa,
descompusa in portiuni mai mici (elemente finite EF), se poate scrie o relatie
similara cu (4.130), care este de forma

(F}=[k]-{5} (4.132)

In (4.132) s-a notat:
e {F} = matricea coloana a fortelor nodale (care actioneaza numai in
nodurile retelei de EF);
e [k] = matricea de rigiditate a structurii (patratica);
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e {3} = matricea coloana a deplasarilor nodale.
Spre deosebire de metoda eforturilor, MEF este o metoda a deplasarilor.

L . N | | F
w ?
'CE'-\. E L .
| : tga=k
R S~ a
|_:_| 1r6 --i"'.-
I I
a) b) c)

Fig. 4.21. Deformdri axiale ale unor corpuri elastice (a, b) si diagrama F-¢, (c)

Deocamdata vor fi discutate numai elementele liniare (de tip bara), cuplate
in serie. In mod conventional, acestea vor fi prezentate grafic sub forma unor
resorturi in demonstratiile care urmeaza. Pentru inceput se studiaza cazul
unui element provenind dintr-o structura, la care ambele capete (noduri) se
deplaseaza (situatie diferita de cea prezentata in figura 4.21, in care un nod
este fix).

In MEF, pentru forte si deplasdri se adopta un sens pozitiv arbitrar. In cele ce
urmeaza, sensul pozitiv va fi considerat cel din figura 4.22b. In MEF fortele
actioneazd numai in noduri. Pot exista insd noduri fard forte.

k =, ®
F.8, F,, 5, nod
—bo—f\ f\ |\ —o—> --= —
1 2 F<0 | F>0
6<0 ! §50
a) b)

Fig. 4.22. Element finit liniar (a) si conventia de semn pentru forte si deplasdri (b)
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Pentru EF din figura 4.22 vectorul fortelor si cel al deplasarilor nodale pot fi

scrisi
£l e (4.133)
F, S,

Tinand cont de (4.132), rezulta ca matricea patrata de rigiditate [k] trebuie
sa fie de ordinul doi si relatia devine

{E}:|:kll k]2j|.{é‘l} (4.134)
FVZ k21 k22 52

unde coeficientii kj ai matricei de rigiditate sunt necunoscuti. Ei vor fi
determinati studiind EF prin metoda suprapunerii efectelor (fig. 4.23), unde
semnele (=) si (+) semnifica faptul ca fortele si deplasarile dintr-un nod al EF
din cazul (a) sunt egale cu suma fortelor si respectiv deplasarilor din cazurile
(b) si (c).

K k 6;=0 670 k .,
Fy,8; Fo 8, F{,8, ~ L 4 3 Fy, 6,
1 VVV 3 1 VVV 2EF5 F;ﬂl VVV )
a) b) c)
Fig. 4.23. Studiul EF liniar prin suprapunerea efectelor
In figura 4.23 se observa ca EF este studiat in doua situatii:
e nodul 2 este fix (§; = 0) si deplasarea &, este impus3;
e nodul 1 este fix (§; = 0) si deplasarea &, este impusa.
In conformitate cu cele de mai sus, se poate scrie

o,=06'+38"; 8,=6+5"

Se observa ca relatiile dintre deplasari sunt satisfacute.
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Pentru cazurile din figura 4.23b si respectiv figura 4.23c se pot scrie relatiile:

F=k-5; F=-F=-k2

n

F,zuzk.é'z; E :_F;u:

nlocuind (4.136) in (4.135) se obtine

F =k8 —kd,
F, =—k8, +k5,

k-3,

Se observa ca acest sistem poate fi scris matriceal

HEMK

Sistemul poate fi notat simbolic

(e =Lx o)

unde s-a notat:

{F¢} = matricea coloana a fortelor nodale ale EF;
[k¢] = matricea de rigiditate a EF;
{6%} = matricea coloana a deplasarilor nodale ale EF.

Din (4.138) si (4.139) rezulta

unde k este dat de relatia (4.131).
Din (4.134) si (4.138) rezulta

k11 :kzz =k; k12 :k21

}

-k

(4.136)

(4.137)

(4.138)

(4.139)

(4.140)

(4.141)

Se observa ca matricea (4.140) este simetrica fata de diagonala principala

(k12 = k21) si singulara (are determinantul nul).
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Cu un rationament asemanator se vor determina relatiile pentru cazul a
doua EF (,resorturi”) cuplate in serie (fig. 4.24).

(1) (2)

F1,64 Fs, 84 Fs,64
—
1 2 3
K, k,
a)

F" Fé,

51’ =0 F2,52 5; =0
* +’\/\/\/—~\/\/\+

<)

’

2
1 i 2
F11161 ( ) 52 =0 ( ) y
ANA % AANA :\‘ 3
+
1 p [~ 631:0
ky 2 ks 3
b)
F " 1) Fé”
6’”_0 1
1 6 0 F_o:”,ﬁs
d)

Fig. 4.24. Studiul a doud EF in serie, prin suprapunerea efectelor;
cu (1) si (2) s-au notat elementele finite

Pentru ansamblul celor doua EF din figura 4.24a relatia (4.139) poate fi
explicitata

2 ki ky ok 2
Fyr=lky ky ky |46, (4.142)
£ ky ko ks |6

unde coeficientii kj; ai matricei de rigiditate a structurii urmeaza sa fie
determinatii.

Tinand cont de distribuirea fortei F; si pe cele doua elemente finite (1) si (2)
se scrie relatia (4.138) pentru fiecare EF
(4.143)
—k

FI _ kl 1| é‘1 : Fz(z) _ _kz . 52 (4.144)
Fz(l) _kl kl 52 F3 kz 53

Deplasarea absoluta o, se obtine ca suma algebrica a deplasarilor relative

_ g0, g
Fy=F"+F

kZ
— k2

5, =50 +52 (4.145)
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Explicitand fortele de pe ultima coloana din tabelul 4.2, se rescrie relatia
(4.142) astfel

F ky —k, 0 2
Foi=|-k k+k —k, |16,
F3 0 _kz k2 53

(4.146)

Relatia (4.146) poate fi scrisa simbolic sub forma (4.132), iar coeficientii din
(4.142) au fost astfel determinati.

Tab. 4.2. Calculul fortelor din figura 4.24

Nr. Calculul fortelor din figura:

crt. 4.24b 4.24c 4.24d 4.24a

1 F1'=k161 Fi''=-k102 Fi'’=0 Fi=Fy+F,""+F,""
2 F2'=-k101 F2""=(ka+kz) 62 F2'""=-k203 Fo=F'+F”"+F)"”
3 F3'=0 F3"'=-k203 F3'"’= k203 Fs=F3'+F3"’+F3""’

Se observa ca pe diagonala principala a matricei de rigiditate a structurii [k]
se regdsesc elemente din matricele de rigiditate a celor doud EF [k®] si [k?)],
care sunt de forma data in relatia (4.138). Aceste matrice sunt “suprapuse”
la colturi prin adunare. La sistemul (4.146) se poate ajunge pornind de la
sistemele (4.144), scrise pentru fiecare EF.

Matricele de rigiditate ale EF nu pot fi adunate direct deoarece se refera la
ansambluri de deplasari diferite. Adaugand linii si coloane de 0, ambele
matrice pot fi dezvoltate astfel incat sa se raporteze la acelasi sistem de
deplasari. Astfel, sistemele (4.144) devin

K k,
FV L=k
0 K
0 K
F'2(2) =10
F, 10

—k, 0] [ 5
k0150
0 0] |O
0 o1]([o0
ky, —k, |48
_kz kz i 53

(4.147)

(4.148)



Adunand matricele celor doua EF si tinand cont de relatiile (4.143) si (4.145)
se obtine sistemul (4.146). Simbolic, adunarea matricelor de rigiditate se
poate scrie

[0 ]+ [ 62 ] =[] (4.149)

Acest mod de formare a matricei [k] conduce la evitarea metodei de
suprapunere a efectelor care este mai laborioasa pentru structuri mai mari.

Formarea matricei de rigiditate a structurii

La formarea matricei [k] se vor respecta urmatoarele reguli:
e Termenul ki este egal cu suma rigiditatilor directe ale EF care fac
jonctiunea in nodul i;
e Termenul ki este egal cu suma rigiditatilor indirecte (raportate la
nodurile i si j) ale EF carora le apartin nodurile i si j.
Se observa din nou ca matricea [k] este simetrica fata de diagonala principala
si este singulara, deoarece structura nu a fost fixata in reazeme, adica nu s-
a impus nici o limitare a deplasarilor 6. Problema poate fi rezolvata
impunand aceste limitari. In urma rezolvarii sistemului de tipul (4.132) se
obtin intai deplasarile si apoi reactiunile.

Etapele MIEF

In aplicatiile MEF vor fi parcurse urmatoarele etape:
e Discretizarea structurii in EF si determinarea rigiditatilor ki. Fortele
actioneaza numai in noduri, dar pot exista noduri fara forte;
e Se scriu matricele de rigiditate ale elementelor si apoi din acestea se
asambleaza matricea de rigiditate a structurii;
e Se aplica conditiile pe contur (de rezemare);
e Se calculeaza deplasarile si apoi reactiunile, din sistemul (4.132);
e Cu ajutorul reactiunilor se obtin fortele corespunzatoare fiecarui
element.
Avand o anumita experienta, unele dintre aceste etape pot fi comprimate.
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Aplicarea MEF

Pentru exemplificare, MEF va fi aplicata tot la bara din figura 4.18,
parcurgandu-se etapele prezentate mai sus.

Etapa 1. Bara este discretizata in minimum patru EF (fig. 4.25). Rigiditatile
acestor EF vor fi determinate cu relatia (4.131) si exprimate functie de k

ko=AE g ko = E gy p 2 AEK (4.150)
L L 2L 2
V, V,=?
. 151=0
(D5 1
L i k| (1)
r 13FL L> 5 5]-3F
L| |, @2d, K, (2)
A 3 3
2t | ¢ |@d ks (3)
: Fi 4 4—ol| F
e kil (a)
VN S 5”I-v5=?
Vs 6:=0

Fig. 4.25. Aplicarea MEF: bard static nedeterminatd si discretizarea in EF (b)

Daca se doreste determinarea deplasarilor si in alte sectiuni decat cele
notate in figura 4.25, atunci se poate discretiza bara intr-un numar mai mare
de elemente finite. Pentru prezenta aplicatie acest lucru nu este necesar, dar
la nevoie, deplasarile in orice sectiune pot fi usor determinate analitic dupa
calculul reactiunilor si trasarea diagramei deplasarilor 6, avand in vedere
variatia liniara a deplasarilor in regiunile dintre noduri.

168



Etapele 2 si 3. Conditiile de rezemare sunt 01 = 05 = 0 (deplasari nule in
incastrari). Necunoscutele vor fi marcate cu semnul intrebdrii. S-a admis
pozitiv sensul fortei F. Fortele de sens contrar au fost prezentate in sensul
pozitiv, dar li s-a atribuit semnul (-). Se va scrie direct sistemul (4.132), avand
in vedere expresia matricelor de rigiditate ale elementelor (4.140) si regulile
de formare a matricei de rigiditate a structurii [k]:

V=2 | 4k —4k 0 0 01 (5=0

F, =-3F —4k (4k+4k) —4k 0 0 5, =?

F,=0 ¢=| O —4k  (4k+k/2) —k/2 0 |46,=7

F,=F 0 0 ~k/2 (k/2+k) k| |6s=7

=21 10 0 0 —k k| 165=0
(4.151)

Etapa 4. Se observa ca prima si ultima coloana a matricei patrate de
rigiditate a structurii vor fi anulate prin inmultirea cu 81 = 0 si respectiv 05 =
0. Sistemul (4.151) poate fi descompus in alte doua sisteme

=3F = 8ko, —4kd, —1—1;; = 20, -0,
0 = -4k, +%k53 —%k(x o0 = -85, +95, -5,
2F
1 3 _— = -0, +36,
F = —5k§3 +Ek54 k 3 4
(4.152)
Vi =—4ko, (4.153)
sz_k54

Rezolvand mai intéai sistemul (4.152) rezulta deplasarile absolute 0z, s si ou.
Acestea permit apoi rezolvarea sistemului (4.153). Rezolvand (4.152) cu
determinanti, se obtine:
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2 -1 0
A=-8 9 -1=52-2-24=28
0O -1 3

a=-Elg o —1=E(4—2j=—145
k 4 k

£ 0 =£(36—6—16)=14£
k k k

A S5F A 1 F A
SO Ty ST AT R %t AT

Tnlocuind deplasérile (4.158) in (4.153) rezult3 reactiunile

e (-3E)-3

(4.154)

(4.155)

(4.156)

(4.157)

(4.158)

(4.159)

Se observa ca la ridicarea nedeterminarii nu s-au scris ecuatiile de echilibru,
dar acestea sunt incluse in sistem. Tnlocuind (4.150) in (4.158) se obtin

expresiile deplasarilor. In continuare se vor trasa diagramele N si osi se va
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face dimensionarea. Avand diametrul d, si deci sectiunea A, se pot calcula
deplasarile absolute si se traseaza diagrama o.

La MEF nu existd deosebiri intre modul de rezolvare al problemelor static
determinate si al celor static nedeterminate. Acest lucru constituie un
avantaj al metodei si faciliteaza elaborarea programelor pentru calculator.
Pentru bara din figura 4.9, de exemplu, matricea Tncarcarilor nodale va
contine o singura necunoscuta (V1), iar cea a deplasarilor nodale include o
sigura deplasare cunoscuta (61=0).

Aplicarea MEF la bare cu forte distribuite

Aplicarea MEF la bare cu forte distribuite este mai putin avantajoasa.
Deoarece fortele trebuie sa actioneze numai in noduri, pentru obtinerea prin
MEF a unor rezultate cat mai apropiate de cele determinate analitic, bara
trebuie sa fie discretizata intr-un numar mare de elemente finite. Pentru
fiecare EF se calculeaza fortele concentrate static echivalente. Acestea se
distribuie Tn noduri. Diagramele N, o si o vor fi aproximate prin variatii in
trepte. Cu cdt numdrul EF este mai mare, cu atdt aproximatia este mai bund
dar creste si volumul de lucru. ins3 abordarea acestui tip de probleme prin
MEF cu ajutorul calculatorului este mult facilitata. In literatura de
specialitate se dau exemple privind rezolvarea problemelor de RM cu MEF.

4.5.2. Sisteme SN cu bare in paralel

Atat metoda geometrica cat si cea a eforturilor vor fi aplicate in cele ce
urmeaza, desi problemele de acest tip pot fi rezolvate mai usor prin metode
geometrice (scriind relatii de compatibilitate a deformatiilor).

Exemplul 4.1

O bucsa si o tija de aceeasi lungime, confectionate din materiale diferite,
sunt supuse la compresiune, intre doua discuri rigide (fig. 4.26). Stiind ariile
sectiunilor transversale si modulele de elasticitate ale celor doua
componente, sa se determine eforturile si tensiunile din bare.
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A]: E] A2JE2

1 2
\\\k&m disc
' 1 rigid
F . F
RN R e - PP
1
1

'

Fig. 4.26. Bard (1) si bucsd (2) supuse simultan la compresiune

Metoda geometrica

Necunoscutele sunt cele doua eforturi N1 si N2 (NN = 2) si se poate scrie o
singura ecuatie de echilibru (NE=1), iar problema este simplu static
nedeterminata. Se poate scrie ecuatia de proiectie a fortelor

N +N,=F (4.160)
Presupunand fix discul din stanga, in figura 4.26 s-a prezentat cu linie

intrerupta pozitia de echilibru a corpurilor deformate si se poate scrie
succesiv

5=6=5,
N,L N,L

6 =—1—; §,=-—"2—- (4.161)
AIEI AZEZ

N,L NL

A2E2 AIEI

Eforturile N1 si N2 se obtin Tn urma rezolvarii sistemului format din ecuatiile
(4.160) si (4.161). Utilizand proprietatea rapoartelor egale, rezulta:
N, N N+N, F
AE, AE AE+AFE, AE +AFE,

(4.162)
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Astfel se pot determina usor N; si N, care nu depind de lungimea L. Tinand
cont de ecuatia (4.3), prima egalitate din (4.162) mai poate fi scrisa

o _o_o_E

-2 (4.163)
E2 El 0-2 EZ

Dimensionarea ambelor corpuri din conditiile de rezistenta nu este posibila.
Daca se inlocuiesc tensiunile o1 si o2 cu cele admisibile, cuw: si 02,
satisfacerea relatiei (4.163) nu este in general posibila. Se va dimensiona
numai unul dintre corpuri, urmand ca pentru celalalt sa se faca doar o
verificare. Daca, de exemplu, se dimensioneaza corpul 1, vor fi satisfacute
inegalitatile

0,<0,; 0,<0, (4.164)

Metoda eforturilor

Se va ridica nedeterminarea structurii din figura 4.26 cu metoda eforturilor.
Sistemul de corpuri fiind simplu static nedeterminat (GN=1), se poate scrie
ecuatia

0,X,+0,,=0 (4.165)
unde X1=Ni.
Sistemul de baza ales este prezentat in figura 4.27a.

Avand doi indici diferiti ai coeficientilor din relatia (4.165), sistemul de baza
se studiaza In doua situatii:
e cuincarcarile reale si X1=0 si se traseaza diagramele No (fig. 4.27b,c);
e cu Incarcari reale nule si X1=1 si se traseaza diagramele n; (fig.
4.27d,e).
Eforturile din sistemele fictive prezentate in figurile 4.27b,d sunt incluse in
tabelul 4.3, unde cu indice superior s-a notat bara sectionatd, iar indicele
inferior are semnificatia atribuita in general in metoda eforturilor.
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174

Fig. 4.27. Metoda eforturilor aplicata la ansamblul din figura (4.26): sistemul
de bazd (a) si sistemele fictive du diagramele aferente (b-e)



Tab. 4.3. Eforturile fictive in sistemul din figura 4.27

Bara Eforturi fictive Caracteristici
No (fig. 4.27b) n; (fig. 4.27d)

1 N =0 nD =1 Ay By L

2 NP =—F f)_—q Az By L

Cu datele din tabelul 4.3 se pot calcula coeficientii de influenta §;

11

(4.167)

Din ecuatia (4.165) si (4.167), (4.168) rezulta

X

Sisteme cu ,bare in parale

IH

i i (1)
2 NOp ’L Zz:( )L
i=1 i=1
—F-(—l)L_ FL
10 — -

AZEZ AZEZ
12L+( l)L AE + 4E,
AE  AE, AEAE,
:N :—%: —AIEI

1
511 A1E1+A2E2

pot fi intalnite n practica la cablurile electrice

(4.166)

(4.168)

(4.169)

pentru retele de Tnalta tensiune tip “funie” (cu un cablu central din otel,
inconjurat de cabluri conductoare) precum si la materiale armate cu fire
lungi (beton armat, compozite cu matrice din polimeri etc., vezi fig. 4.28).

||:||0’§e|

Be\ton | ! |
. |
R Al A
@ @ [* i './
900 ]
Otel L
a) b) = o

Fig. 4.28. Structuri tip “bare in paralel”: stélp (a); cablu (b); menghind (c)
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4.5.3 Sisteme SN cu bare in serie si in paralel

O bara 1 cu doua tronsoane de lungime 2L este incastrata la capete, prin
tronsonul din stanga trecdnd o bucsa 2 de lungimea acestuia. Ariile
sectiunilor transversale ale celor doud tronsoane si ale bucsei sunt A7 si A7,
respectiv A,. Bara este incdrcatad la jumatatea tronsonului din dreapta cu
forta F (fig. 4.29). Materialele din care sunt construite cele doua corpuri au
modulele de elasticitate E1 si respectiv E,. Se cere sa se determine rectiunile.

D 1 @

}(3 1 2 Xz }(1
— S ] e
\;ﬁ\\k ‘
¥ : i L
R R —— —-—- ------- o— -

* 2 3

{
e .
I|IJ \‘ n
Al A2 A‘l
) 2L U L - L -
H,-F ﬁ
ey 4 H
Hi &0 ’
SEINEImn
é} M\:H{f}

Fig. 4.29. Sistem SN cu bare in serie siin paralel
Metoda geometricd

Reactiunea H; se distribuie pe cele doua corpuri, notate cu 1 si 2. Cele doua

componente ale reactiunii sunt Hl(l) si Hl(z), unde s-a notat in paranteza
bara. Scriind ecuatiile de echilibru si cele de deformatii se obtine sistemul
(4.170). Rezolvand acest sistem, se obtin reactiunile H; si H, din relatiile
(4.171). Astfel s-a ridicat nedeterminarea pentru ansamblul din figura 4.29.
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H=H"+H?
H-F+H,=0
H"-2L H?-2L  H?2L (4.170)
AE, AE,  AE+AE, '

Hy-L (H,-F)-L (-H")2L _ 0
Alﬂ' El Al”' E1 Al, ) El

_ AE + AE, ’

1 ' "
2[(A + ANE, + AE
(I 1’)1 2 2] (4171)

o _ (A 2ADE + AL,
! 2[("41’ + Al”)El + AZEZ]

4.5.4. Sisteme SN cu bare elastice si rigide

Fie o bard rigidd orizontala, sustinuta de catre trei bare flexibile verticale,
articulate la capete (fig. 4.30). Bara orizontala este incarcata cu forta F. Sa se
determine eforturile din barele verticale.

Y 3 (A3!E3) ¥
o
1(ALEY) gy 2 (ALE)
A | C — L3
L T Ly|—1—
N, F
¥ \A ¥ B N2 l C‘ Na“
FY B Fl_iﬁ
51 A, Bu 52
_“_M}"---— Cn 53
;_______:‘__:‘:/-_;eh _______ C",
A e ¢

Fig. 4.30. Bard rigidd suspendatd cu bare (fire) flexibile
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Deoarece articulatiile nu transmit moment, barele verticale vor fi supuse
numai la solicitari axiale. In locul barelor pot fi folosite fire sau cabluri
flexibile. Se pot scrie numai doua ecuatii de echilibru

Y V,=0=N,+N,-F+N,=0

(4.172)
> M, =0=N,(a+b)-F(a+b—c)+N,a=0

Problema este simplu static nedeterminata. Pentru ridicarea nedeterminarii
vor fi utilizate atat metode geometrice, cat si metode energetice.

Metoda geometricd

Se deseneaza sistemul in stare deformata (fig. 4.30), presupunand ca barele
raman verticale. Pentru triunghiurile asemenea A’B’'B” si A’'C’'C” poate fi
scrisa relatia

0,-0, a
= (4.173)
0,—0, a+b
Explicitand lungirile barelor verticale rezulta
N,L NL _ a (NJL NL (4.174)
AE, AE, a+b\ AE, AE,

Rezolvand sistemul format din ecuatia (4.174) si cele de echilibru (4.172), se
determina eforturile N1, N2 si Ns.

O alta varianta a metodei va fi expusa mai jos.

Considerand sistemul de axe cu originea in A, se pune conditia ca punctele
A’(0,-01), B’(a,-02) si C'(a+b,-83) sa fie coliniare, obtinandu-se relatia intre
deformatii

0 -0 1
a -6, 1|=0 (4.175)
a+b -0, 1



Metoda eforturilor

Se alege sistemul de baza din figura 4.31a. Eforturile din barele sistemului
de baza incarcat numai cu forta F (fig. 4.31b) si respectiv cu X1 = 1 (fig. 4.31c),
determinate din conditiile de echilibru, sunt prezentate in tabelul 4.4, unde
s-au notat cu Néi) Si ngi) eforturile fictive din bara i, din figura 4.31b si
respectiv figura 4.31c.

y 3. kol
o
1 ~ 2
& | c L3
¥ ¥ 1X1 lF Ns\r
_‘r‘\ o Jﬁ_%x_
- a >4 b >
N
y 3. kod
NG
EoAg N |
1 2
N Fl N
O o—>
X
Ll (3)
Y "
1 n{lz}_l
Lo
0 e CH
| X,=1
nqlﬂ 1X,=1 F n{13}
1 O o——
X

Fig. 4.31. Sistemul de bazd (a) incdrcat numai cu F (b) si respectiv cu X; =1 (c)
si diagramele Ny si n;
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Ecuatia scrisda pentru problema simplu static nedeterminatda contine
coeficientii §j;, care se determina cu ajutorul datelor din tabelul 4.4

0,X,+0,,=0 (4.176)
Tab. 4.4. Eforturile fictive din barele sistemelor din figurile 4.31b, ¢
Bara Eforturi fictive Caracteristici
® @®
Ny’ . ny :
1 (1) A E L
N :—F (1)__—_ 1, L1, L
° a+b Ty
Néz) =0 ngz) =1 Ay, Ep Ly
3 (3)_a+b—c (3):_L1 A3FE31L3
No =—sp F " a+b
_ 3 N(gl)nl(l)Ll 5 - i [nl(i)]le-
10 ~ 4E > %1 T g AE

~F~(—LJ~L3 (4.177)
a+b

2 2
511:L' __b .L1+L.12.L2+L. __ 4 L,
AE a+b AE, AE, a+b

Din relatiile (4.176) si (4.177) se determina necunoscuta X1=Na.

4.5.5. Sisteme SN cu bare (fire) concurente

Se vor determina eforturile pentru cazul prezentat in figura 4.32. Se va
neglija fenomenul de flambaj.

Pentru fortele concurente in nodul A pot fi scrise numai doua ecuatii de
echilibru

ZXi =0= N,sina = N,sin

(4.178)
ZYi =0= N,cosa+N,+N,cosf=F
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Sistemul este simplu static nedeterminat (NN = 3, NE = 2). Se prezinta mai
jos cateva metode de ridicare a nedeterminarii. Pentru aceasta categorie de
sisteme complexe sunt recomandate in special metodele energetice.

a) b)

Fig. 4.32. Sistem de bare concurente (a) si izolarea nodului pentru rezolvare
cu metoda geometricd aproximativd (b)

Metoda eforturilor

Pentru sistemul simplu static nedeterminat, se scrie ecuatia suplimentara
(4.176). Se adopta, de exemplu, sistemul de baza din figura 4.33a. Acesta
este static determinat daca Xi este cunoscut. Pentru nedeterminarea simpla,
sistemul de baza este studiat in doua situatii:

-incarcat numai cu F (X1 = 0), vezi figura 4.32b;
-incarcat numai cu X1 = 1 (F = 0), vezi figura 4.32c.
Se observa ca X1 = Na.

Pentru sistemul din figura 4.33b se scriu ecuatiile de echilibru si se
determina eforturile:
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NVsina = N sin B
NYcosa+ NP cos f=F

0 o cosf (4.179)
o Fsing 3 Fsina

=N, = > [
sin(a + f) sin(a + f)

Similar, pentru sistemul din figura 4.33c se poate scrie

M gin o = 1D g
n,’ sina =n,” sin B

n cosa+n cos f+1=0 (4.180)

y  —sinf O —sina
sin(a + )’ : sin(a + )

=n

a) b}
0, Y1g, nfl=1 o
ntY ega L L5 [i3)
1 1
/
/
< |
i
e
>< £
7
Vi
4
U

<)

Fig. 4.33. Sistemul de bazd (a) pentru fig. (4.32), incdrcare cu F (b)
si cu X1=1 (c) si diagramele Ny si n;
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Indicii coeficientilor d; din prima ecuatie ne arata ce eforturi se utilizeaza
pentru calculul acestora (No si ni sau n; si n)):

(k) (k)

n"'n" L

s =S e (4.181)
y Z AkEk

k
La determinarea lui J10 se folosesc eforturile Ng si n;

-1 1
510 = E Nél)Lll’ll(l) + E N(§3)L3n1(3) (4182)

11 373

In expresia de mai sus existd numai doi termeni, deoarece Néz) =0.

Nél)Llngl) reprezinta suprafata dreptunghiului corespunzator barei 1 din
diagrama Ny, de inmultit cu latura mica a dreptunghiului din diagrama n: de
pe bara 1 etc. Inlocuind, se obtine
5:—1. Fsin® L1 Fsin’ o L
Y AE, sin’(a+p) cosa AE, sin*(a+pB) cosp

(4.183)

Pentru determinarea lui 11 se folosesc de doua ori eforturile n; din diagrama
ns, figura 4.33c

2
1 —sin L

B AE \sin(la+f) ) cosa (4.184)

2
1 —si L
PR S ‘ sin
AE, AE, \sin(a+f) ) cosf
Cunoscand coeficientii d1o si d11, din ecuatia (4.176), se calculeaza X;

%

X, =
S

(4.185)

Astfel a fost ridicata nedeterminarea (X1 = N2) Celelalte doua eforturi pot fi
obtinute din ecuatiile de echilibru (4.179) sau cu relatia (4.128):

N, =Ng"+n"X; Ny;=N +n>X, (4.186)
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Metoda geometricG aproximativd

Dupa incarcare, nodul A se deplaseaza in A’. Deformatiile barelor fiind mici
in raport cu lungimea lor, variatiile unghiurilor a si # nu influenteaza
semnificativ valorile functiilor trigonometrice. In aceste conditii, se poate
considera ca pentru sistemul in stare deformatda se padstreaza valorile
unghiurilor asi S (fig. 4.32b). Ducand perpendiculare din A pe directia barei
1 deformate, se considera segmentele urmatoare si relatiile intre ele

[A'C] ®0; [A'D] ~dy;
[A'D]=[A4'|cos B; [A'C]=[A4A4]cosax (4.187)
:N1L1. S _MN,L, S _ N,

% AE> * AE ° AE
11 272 33

Se cauta relatii geometrice intre laturile triunghiurilor A’AC si A’AD. Aceste
ecuatii, Tmpreuna cu cele de echilibru, formeaza un sistem din rezolvarea
caruia rezulta N1, N2, N3, u si v, cum se vede in [Horbaniuc D., 1993]. Metoda
este foarte laborioasa si poate da rezultate eronate daca nu se intuieste
semnul corect al deformatilor barelor (de intindere sau de compresiune).

Metoda geometricG exactd

Deoarece aceasta metoda este laborioasa si conduce la un sistem de ecuatii
a carui rezolvare este dificila, utilizarea ei nu este justificata pentru cazul
deformatilor mici deoarece in asemenea situatii metodele aproximative
(geometrice sau energetice) dau erori neglijabile. Ea poate fi utilizata insa in
cazul deformatiilor mari.

Pentru sistemul elastic din figura 4.32 necunoscutele vor fi: u, v, N1, N2, N3,
01, 02, 03 si unghiurile dintre barele sistemului deformat, o’si f’. Se noteaza
Lo=L. Pentru determinarea necunoscutelor se alege un sistem de coordonate
cu originea in A’ si dispunem de urmatoarele grupe de ecuatii:
1. Trei ecuatii ale dreptelor prin origine, in forma explicita
y=mx (4.188)
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unde m; sunt pantele dreptelor (i=1, 2 sau 3);

2. Punctele 01 0y, si O3 apartin fiecare unei drepte de mai sus si
coordonatele lor trebuie sa verifice ecuatiile dreptelor. Pentru
sistemul de referinta cu originea in A, coordonatele punctelor sunt
A’(-u, -v), O1(-Lsina, L), O2(0, L), Oz(L-sinf, L). In sistemul de referinta
translat cu originea in A’ coordonatele punctelor devin A’(0, 0),
O1(-Lsina+u, L+v), Oz(u, L+v) si O3(LsinB+u, L+v);

3. Se calculeaza unghiurile a’si f’ functie de pantele dreptelor

[ = arctg(ml)—arctg(mz); a' = arctg(m2 ) —arctg (m3) (4.189)

4. Distantele dintre perechile de puncte se calculeaza cu relatii din
Geometria Analitica (de forma de mai jos) si apoi se pot determina
alungirile barelor §;

[4'01 =[x} + ] 2.150)

[40]=L+6; [40,]=L,+6,; [40,]=L,+5,

5. Doua ecuatii de echilibru ale fortelor din nodul A’ vor fi scrise pentru
starea deformatda a sistemului (teoria de ordinul al ll-lea din
Rezistenta Materialelor), intre forta F si eforturile din bare;

6. Se scriu relatiile dintre deformatiile 0; si eforturile N; de forma (4.6).

Caz particular: sistem simetric

Pentru a = B si bare (fire) cu aceeasi sectiune si confectionate din acelasi
material, sistemul este simetric si deplasarea punctului A are loc pe directia
axei de simetrie (fig. 4.34). Datorita simetriei se poate scrie

L
cosa

N,=N,=N; 6=6,=6; L=L,= (4.191)

Prima relatie (4.191) poate fi obtinuta si din ecuatia de proiectie a fortelor
pe orizontalad. De asemenea, se observa ca

[0,0,]=][0,0,]=L t1ga (4.192)
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a) b)

Fig. 4.34. Fortd suspendatd simetric cu trei fire (a), izolarea nodului
si schemd pentru rezolvarea cu metoda geometricd aproximativd (b)

Datorita simetriei, metoda geometricd exacta poate fi mult simplificata.
Astfel, in triunghiul dreptunghic A’010; se scrie cosa’ si teorema Pitagora

L+06, (L+6,)cosa
L L5 L+ocosa
cosa (4.193)

cosa'=

cosa

(L-tana)’ +(L+3,)’ =( L +5j

Ecuatia de proiectie a fortelor pe verticala va fi scrisd pentru sistemul
deformat (teoria de ordinul al ll-lea)

2Ncosa'+N,=F (4.194)
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Se scriu deformatiile

N L 5 _NL

= ; 0, = (4.195)
AE cosa AE

Necunoscutele sunt 61 = 0, N1 = N, N2 si 0. Pentru determinarea lor
dispunem de un sistem de patru ecuatii, cand cosa’ se inlocuieste Tn ecuatia
(4.194). Din a doua ecuatie rezulta relatia intre deformatii

5, =—L+\/L2+ 20L +0° (4.196)
coS o

In fata radicalului s-a retinut numai semnul (+) deoarece 6,>0. Utilizand
metoda geometrica aproximativa (fig. 4.34b) se obtine

5_5

y =
cosa

(4.197)

La metoda aproximativa ecuatiile de echilibru se scriu pentru sistemul
nedeformat (unghiul dintre fire este «). Pentru a compara rezultatele
obtinute cu cele douda metode (exacta si aproximativa) se admite in
continuare L= 1 m, a. = 30°, 6 = 2 mm. Cu aceste valori s-a determinat d2e (cu
metoda exactd) si 022 (cu metoda aproximativa): 82 = 2,3087 mm; 024 =
2,3094 mm. In acest caz, metoda aproximativa introduce eroarea

e= M-m%; e=+0,03% (4.198)

2e

In alte situatii erorile pot fi chiar mai mici, deoarece pentru acest exemplu s-
a admis o solicitare aproape de limita de curgere a otelului (¢ = 8/Lo = 0,2%).

Bare concurente pretensionate (montate fortat)

La sistemul din figura 4.35 se realizeaza deformarea fortata a sistemului,
pana la disparitia distantei A< L (care poate sa apara ca urmare a unei erori
de executie), dupa care se procedeaza la asamblarea nodului A de pe bara 3
cu cel de la intersectia barelor 4 si 5. Dupa refacerea sistemului, in barele
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acestuia exista tensiuni sau, altfel spus, sistemul este pretensionat inainte de
aplicarea incarcarilor. Sa se determine forta P care, aplicata in nodul A, 1l
deplaseaza pe distanta A, permitand astfel montajul fortat. Se cunoaste:
LA a,B, Eop =E =E'"=210GPa, E4 =E"=Ey./3, Ao, =A4A" = A4,
Ay =A" =3A.

Fig. 4.35. Sistem de bare cu montaj fortat (pretensionat)

Metoda eforturilor

Datorita simetriei de forma, rezemare, incarcare si constructive (sectiuni
transversale si materialele barelor simetrice), eforturile din barele simetrice
vor fi egale. Sistemul este simplu static nedeterminat si se poate scrie
ecuatia

é‘llezA:>X1:A (4.199)
é‘11
Se adopta sistemul de baza din figura 4.36a. Pentru barele 4, 1 si 3 (bara 3
este de sectiune compusa) apartinand sistemelor din figurile 4.36b,c,d,
incarcate cu X3 =1 eforturile fictive sunt

1 1
”1(?‘4):m;nl(xl)=m;nl(x3)=l (4.200)
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Fig. 4.36. Sistemul de bazd pentru fig. 4.34 (a) si determinarea
efortului fictiv ns (b, c, d)

(4.201)

0. —i 1 2.L+ 1 2.L +;
" AE| 2cosa 2cos B A'E'+ A"E"

PR R U S 2N PO - )
AE| 2cos"a 2cos” 2| 2A4FE cos"a cos” [

L cos’ a+cos’ f+cos” acos’ fB

S = 4.203
"2U4E cos” acos’ 8 ( )
Din (4.199) si (4.203) rezulta
2 2
X, = 2AAE cos” acos” [ _p (4.204)

2 2 2 2 o
L cos"a+cos” f+cos” acos” fB
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Metoda geometrica

Deformatiile elastice fiind mici, modificarea unghiurilor nu afecteaza
semnificativ functiile trigonometrice. In aceste conditii se presupune ca
unghiurile nu se modifica dupa deformare. Se scriu ecuatiile de echilibru
pentru sistemul aflat in stare nedeformata . Pentru ridicarea nedeterminarii
se studiaza grupele de bare in stare deformata si se scriu relatii intre
deformatii (fig. 4.37). Se va tine cont de simetrie.

a)

Fig. 4.37. Aplicarea metodei geometrice la sistemul din fig. 4.35

Dupa refacerea nodului, pentru sistemul deformat se poate scrie relatia (fig.
4.37)

A+A +A =A (4.205)

Pentru sistemul nedeformat din figura 4.37a se scrie ecuatia de echilibru

ZK:O:P—2N4COS,B:O:>N4= =N, (4.206)
2cos
Intre deformatii exista relatia
0, =A cos f= Z‘é =N, = AEA, cos 3 (4.207)
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Din (4.206) si (4.207) rezulta

P L PL |
—=ACS DA =— ——— (4.208)
2cos B AE AE 2cos”
Similar, pentru sistemul din figura 4.36b se poate scrie
PL 1
= 4.209
> AE 2cos’a ( )

Pentru bara verticala 3 cu sectiune compusa (bare ,in paralel”) se scrie
relatia intre deformatii

Oor =04 =4 (4.210)

Explicitand si aplicand proprietatile rapoartelor egale se determina
eforturile, ca in Exemplul 4.1

_NL N'L _ PL
37T gt gt g 1"
AEA,Ezlél E" AFE+4 EA”E” (4.211)
! — P; NH —
A,E,"I‘A”E” AIEI+AHEH
Tnlocuind A1, A, Az si A, A”, E/, E” in (4.205) rezulta
PL ! 12 + 12 + ! =A
24AE\cosa cos” ) AE'+A"E"
(4.212)
= FL 12 + 12 +1|=A
2AE| cos"a cos” [
de unde se obtine
P 2AAE cos’ acos’ f3 (4.213)

RS 2 2 2
L cos"a+cos” f+cos” acos” B

In continuare pot fi determinate eforturile din bare cu relatiile (4.206),
(4.211).
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4.5.6. Sisteme SN supuse la variatii de temperatura

La o variatie a temperaturii AT, o bara dreapta se alungeste cu cantitatea
S=a-L-AT (4.214)
Alungirea specifica corespunzatoare este

g=%=a-AT (4.215)

Daca dilatarea este impiedicata (prin fixarea barei intre doi pereti rigizi), intr-
un material care asculta de legea lui Hooke apare tensiunea

oc=E-c=a-E-AT (4.216)

Aceste tensiuni se suprapun peste cele introduse de catre fincarcari.
Tensiunile produse in bare Tncarcate si supuse la variatii de temperatura pot
fi determinate prin suprapunerea efectelor. In acest scop se vor determina
separat tensiunile din bara cu incarcari si AT =0 si apoi din bara fara incarcari,
supusa numai la variatii de temperatura.

Tensiunea rezultanta intr-o sectiune se obtine prin suma algebrica a
tensiunilor din cele doua situatii analizate separat. Similar se poate proceda
pentru eforturi si deplasari. Pentru probleme static nedeterminate se pot
aplica ecuatiile canonice ale metodei eforturilor, care tin cont de efectul
termic (3.53). Pentru sisteme static nedeterminate supuse la variatii de
temperaturd se recomandd metoda indepdrtdrii reazemului, care este
simpld si intuitiva.

Sisteme cu bare in serie

Fie sistemul de bare din figura 4.38. La cresterea temperaturii AT, ambele
bare vor fi supuse la compresiune cu efortul N = -H. Problema este simplu
static nedeterminata. indepartand un reazem, lungirea termic3 liber3 va fi

&' =(aL, +a,L,)AT (4.217)
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Comprimand sistemul initial (fiecare efect din metoda suprapunerii se aplica
pe sistemul initial, nedeformat) cu forta H, acesta se va deforma mecanic cu
cantitatea

5" = _[ AL, | HL, J (4.218)

—
H ¢ » H
— | S

=l L1 L2 Lo

-
H 1H
ﬁ_ ........................... ._._i‘_

=
Z ST
H Q N]

Fig. 4.38. Bare in serie, supuse la o variatie de temperaturd

Deoarece reazemul este fix, cele doua deplasari, termica si mecanica, vor fi

egale in modul

AEL+AEL,
AIEIAZEZ

5[

=|6"| < (ayL + e, Ly)- AT = H - (4.219)

Din aceasta ecuatie se determina H, stiind ca A1 = A, = A.

Sisteme cu bare in paralel

Barele din figura 4.39 sunt sudate la capete de doua discuri rigide. Sa se
determine eforturile care apar cand sistemul este supus la variatia de
temperatura AT.
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oq,ALE; G ALE,

1 2 .
Pozitiade
disc -5 ' Jechilibru
rigid s MAN ' !/
\. a )
O USSP ESUIOE: O, [ -1
_ L_i_)
I
_____ I
5; 7|67
-+ L |-‘- -
oL Joo 8

Fig. 4.39. Sistem cu bare in paralel, supus la o variatie de temperaturd

Fiind un sistem inchis, se poate scrie din statica N1 = N2 = N. Problema este
simplu static nedeterminatd. Se presupune o > o2 si AT > 0. Indepartand
discul rigid din dreapta se permite dilatarea libera a barelor cu lungirile
“termice”

O =a,LAT; &, =a,LAT (4.220)

Tnsa prezenta discului rigid din dreapta impune ca cele doud bare s3 aib
aceeasi lungime in final. Pentru a realiza acest lucru, bara 1 va fi comprimata,
iar bara 2 va fi tractionata cu alungirile “mecanice”

n  INL n —NL
== gr=—=2 (4.221)
AIEI A2E2
Din figura 4.39 se observa urmatoarea relatie intre deplasari
51’ = 5; +0, +0" (4.222)
Explicitand rezulta in final ecuatia din care se determina N
AE +AFE
(o, —a,) AT =N Akt AE, (4.223)
A1E1A2E2
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Sisteme cu bare concurente

Sa se determine eforturile din barele sistemului prezentat in figura 4.40,
atunci cand este supus unei variatii de temperatura AT [Curtu I. s.a., 1988].

L

4

b)

S

2) (2 ™M
[0 ; ny* Ny
*"%‘3’ °

Fig.4.40. Sistem de bare concurente supus la variatii de temperaturd AT (a),
sistemul de bazd (b) si incdrcarea acestuia cu X;=1
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In nodul central se intalnesc trei bare cu eforturi necunoscute. Pentru un nod
pot fi scrise doua ecuatii de echilibru (se pierde ecuatia de moment, fortele
fiind concurente). In consecintd, problema este simplu static nedeterminata.

Pentru rezolvarea problemelor de acest tip se poate folosi metoda
eforturilor, in varianta care tine cont si de variatia temperaturii (3.53).
Pentru un sistem simplu static nedeterminat, supus numai la variatii de
temperatura, se poate scrie

0,X,+96,=0 (4.224)
unde 611, 61t se determina cu relatiile

n (l) 2L n ]
o ZZ—[IZ]E L8, =) n " LAT, (4.225)

i=1 i=1

Se adopta sistemul de baza din figura 4.40b. Tnlocuind X1 = 1 (fig. 4.40c) se
determina eforturile fictive din barele sistemului din ecuatiile staticii

n® =1, n®=2; n® = (4.226)

Din (4.225) si (4.226) rezulta

L L L (ﬁ)zL 7L

oy =——+——+ +
"' AE AE 24E 24E 24E (4.227)
8, = @LAT +a2LAT +2aLAT = (3+~2)aLAT

In relatiile (4.227) primul termen se refera la bara 1, ultimul la bara 3, iar
ceilalti la bara 2. Tnlocuind in (4.224) rezult3

X, :_ﬁ=_—2(3+‘/5) aAE-AT = N, (4.228)
o, 7
Celelalte eforturi sunt
N,=n?X,; N,=n’X, (4.229)
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n cazul unor sisteme de bare supuse simultan la actiunea incarcarilor
si a variatiilor de temperatura, problema poate fi rezolvata tot cu
metoda eforturilor sau separat, prin suprapunerea efectelor (studiind
sistemul incarcat, fara variatie de temperatura si apoi neincarcat si cu
variatie de temperatura).

De retinut:
e Regulile de semn pentru eforturi si deformatii;
e Repartitia tensiunii ox pe sectiunea transversala a barei supusa la solicitari
axiale;
e Calculul de rezistenta si al deformatiilor;
e Expresia energiei potentiale de deformare elastica;
e Modul de trasare al diagramelor N, c si 9;
e Calculul barelor de lungime (greutate) mare;
e Calculul barelor in miscare de rotatie;
e Metode pentru rezolvarea sistemelor static nedeterminate;
e Rezolvarea sistemelor de bare cu MEF;
e Rezolvarea sistemelor supuse la variatii de temperatura.
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CAPITOLUL

Forfecare

Sursa: https://www.ebuy7.com/mcdanley-long-arm-cable-scissors-manual-crescent-heavy-duty-industrial-grade-
wire-pliers-large.html
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5. CALCULUL CONVENTIONAL LA FORFECARE

5.1. OBIECTIVE

In acest capitol se prezinta calculul conventional la forfecare, precum si
calculul unor imbinari frecvent utilizate in constructia de masini. Pentru
simplificare, calculul conventional presupune ca tensiunile tangentiale sunt
uniform distribuite in sectiunea periculoasa, supusa forfecarii. Desi nu este
corectd, aceasta ipoteza da totusi rezultate acceptabile in cazul forfecarii
pieselor subtiri. Distributia realistda a tensiunilor tangentiale in sectiunea
supusd forfecirii va fi abordata in capitolul Incovoiere (formula lui Juravschi).

5.2. INTRODUCERE

Atunci cand in sectiunea transversald a unui corp actioneaza numai o forta
tdietoare (T, sau Ty), acesta este solicitat la forfecare (taiere) pura (vezi
tabelul 1.3). In sectiune apar numai tensiuni tangentiale t. Pentru calculul
conventional se presupune ca aceste tensiuni sunt uniform distribuite pe
sectiune. Aceasta ipoteza nu se verifica in practica. Ea poate fi admisa numai
pentru forfecarea pieselor de grosime mica (table, suruburi mici, nituri,
stifturi, pene etc.), cand calculul conventional poate da rezultate
satisfacatoare. Este insa dificil sa se realizeze o solicitare la forfecare pura.
De cele mai multe ori forfecarea este insotita de incovoiere. Chiar realizarea
in laborator a incercarii la forfecare pura (metoda losipescu) utilizeaza
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epruvete crestate supuse la incovoiere (fig. 2.14). Numai in sectiunea slabita
a acestor epruvete se realizeaza, prin modul de incarcare, moment nul si o
forta taietoare (care produce forfecare). In acest capitol sunt prezentate
situati in care tensiunile normale o, provenite din incovoiere, sunt neglijabile
in raport cu cele tangentiale t, produse de forfecare si in care calculul
conventional da rezultate satisfacatoare.

5.3. REALIZAREA SOLICITARII LA FORFECARE

Fie forfecarea unei bare produsa de catre doua forte coliniare, normale pe
axa acesteia, egale si de sens contrar. Cele doua forte pot fi materializate
prin falcile unei foarfeci, de exemplu. Chiar daca fortele ar fi initial coliniare
si bratul cuplului ar fi nul, pe masura ce falcile patrund in material, asupra
lor actioneaza presiuni de contact distribuite, iar pentru rezultantele static
echivalente ale acestora bratul creste progresiv, producandu-se in
consecinta si incovoiere (fig. 5.1). In practica insa falcile nu sunt coliniare ci
usor decalate, trecand una pe langad cealalta. Bratul fiind foarte mic,
tensiunile normale produse de incovoiere vor fi neglijate.

Fig. 5.1. Bard supusd la forfecare: fortele initial coliniare (a) devin decalate (b)

Solicitarea produsa prin forte normale la axa barei, care nu sunt perfect
coliniare, se numeste forfecare tehnicd si este insotita de incovoiere, care
insa produce tensiuni mici, uzual neglijabile. Ea nu trebuie confundata cu
forfecarea purd, |la care apar numai tensiuni tangentiale. Forfecarea pura se
realizeaza, de exemplu, in sectiunea slabitd a epruvetei losipescu (fig. 2.14).
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Pe suprafata unei bare se traseaza o retea de ochiuri patrate. Atunci cand
bara este supusa la forfecare tehnica se observa ca se deformeaza numai
volumul de material cuprins intre forte. Pe aceasta portiune de bara
ochiurile retelei devin romburi, prezentand numai deformatii unghiulare

(fig. 5.2).
F j F j
(7 f]

a) b)

Fig. 5.2. Bard supusa la forfecare: bara nedeformatd (a) si respectiv deformata (b)

Aceste deformatii unghiulare sunt produse de catre tensiuni tangentiale
[Belyaev N.M., 1979]. Deoarece volumul de material deformat este mic, si
energia potentiald Tnmagazinata va fi mica, comparativ cu alte solicitari.

In practica forfecarea tehnica apare in multe situatii, cum ar fi: la stantarea
tolelor, la taiere cu foarfeca sau cu ghilotina, in nituri sau suruburi, in pana
dintre arbore si roata etc. In imbinari apare frecvent solicitarea la forfecare
(fmbinari cu suruburi, cu nituri, cu pene, sudate, lipite). Niturile sau
suruburile pot ceda prin forfecare. Daca pana se foarfecd, atunci roata
dintatd se poate roti liber pe arbore (fig. 5.3c) si nu mai poate transmite
cuplu. Datorita faptului ca volumul de material care participa la solicitarea la
forfecare este mic, energia de deformare inmagazinata si lucrul mecanic
exterior sunt mici. Din acest motiv, solicitarea la forfecare poate fi folosita
pentru debitarea semifabricatelor, avand si avantajul ca nu produce span.

In figura 5.3a se prezinta solicitari la forfecare ce apar la stantarea tablelor
subtiri (1-poanson; 2-tabla; 3-disc decupat), in fig. 5.3b la imbinari nituite (4-
tabl3; 5 nit) si in fig. 5.3c la pene (6-arbore; 7-roata dintatd; 8-pana). La
pozitia 8 (pana) s-a figurat perechea de forte care produce forfecarea.
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Fig. 5.3. Forfecare la stantarea unui disc (a), la imbindrii nituite si la pene (c)

5.4. CALCULUL DE REZISTENTA CONVENTIONAL

in Capitolul 2, s-a prezentat curba caracteristic3 1 - y trasata la solicitarea la
forfecare pura (fig. 2.15). Prima parte a diagramei este o dreaptd prin
origine. Panta acestei drepte este modulul de elasticitate transversala G
(Coulomb), iar ecuatia sa este cunoscuta lege a lui Hooke pentru forfecare,
(2.21). In sectiunea barei forfecate apar forte tdietoare si tensiuni
tangentiale (fig. 5.4).

Y F

Fig. 5.4. Sectiune imaginard prin bara supusd la forfecare
(tensiunile Ty, si eforturile T, sunt negative)
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in aceste conditii, din cele sase ecuatii de echivalentd (1.34) rdmane una
singura

T, =[z,d4 (5.1)
A

Pentru a putea integra trebuie cunoscuta legea de distributie a tensiunii
tangentiale T,y pe suprafata A. Cu alte cuvinte, trebuie sa cunoastem functia
Txy(X,y). Pentru simplificare, se admite Tn prima faza o distributie uniforma a
tensiunii tangentiale (fig. 5.5). Aceasta ipoteza, care nu se verifica riguros in
practica, sta la baza calculului conventional la forfecare. Admitand 1y, =
constant, relatia (5.1) devine succesiv

T,=7,[d4; T =74 (5.2)
A
Din (5.2) rezulta relatia aproximativa

T =

o (5.3)

2
A
Relatia (5.3) prezinta avantajul extremei sale simplitati. Ea poate fi folosita si
pentru forfecarea pe directia axei Oz, daca se inlocuieste indicele y cu z.
Totusi, formula mai este utilizata mai mult datorita traditiei. Valorile corecte
pentru T sunt date de formula lui Juravschi (vezi capitolul 7).

r'l:xy

T

a) b)

Fig. 5.5. Tensiunea 1, este presupusd constantd pe sectiunea barei:
y ¥
prezentare axonometricd (a) si conventionald (b)
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Aplicatia 5.1

Din tabla cu grosimea t =1 mm se stanteaza discuri cu diametrul d = 60 mm.
Tensiunea tangentiald de rupere a materialului este . = 200 MPa. Sa se
determine forta F de apdasare a poansonului. In figura 5.6 s-a notat: 1-
poanson; 2-placa de taiere; 3-tabla.

Aria de forfecare este suprafata laterala a discului 4
T=tA4 (5.4)

A= rdt (5.5)

i

1
; 4
. égd, 3
AN /
t} : N
F| 4 \2

Ty

Fig.5.6. Stantarea: tabla in curs de forfecare (a); evidentierea tensiunilor T,
la discul stantat (b)

In figura 5.6 forta de apasare a poansonului F este echilibrata de catre forta
tdietoare T

F=T=17A4 (5.6)
Atunci cand se produce forfecarea materialului se poate scrie
F=t -ndt (5.7)
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Tnlocuind cu valorile numerice de mai sus se obtine F=37,7kN.

DE fapt forta care actioneaza asupra poansonului trebuie sa fie mai mare
decat aceasta valoare, deoarece s-au neglijat frecarile dintre poanson si
tabla, cele din mecanismele stantei, energia consumata de catre
mecanismele de Tnhaintare si fixare a tablei, de extractie a discului etc.

5.5. DUALITATEA TENSIUNILOR TANGENTIALE

Dintr-o bara solicitata la forfecare se izoleaza un element de volum. Pe fetele
sale opuse apar tensiuni care trebuie sa-si faca echilibru. Acest lucru este
posibil numai daca cele doua cupluri de forte din figura 5.7 sunt egale si de
sensuri contrare

7., (dzdy)-dx =7 (dxdz)-dy (5.8)

In relatia (5.8), suprafata fatetei pe care actioneaza tensiunea tangentiala a
fost marcata intre paranteze. Din (5.8) rezulta

T =T (5.9)

xy ¥x

Se observa ca permutarea indicilor nu afecteaza valoarea lui 1.

g
Y Ty
1 _ —
T > ry
1 yX
4
I dy
Ty I Ty Ty Ty dy
|
v /I Cl A I i 2
P X \4
— (@] — x
Z yX Tyx
/ dz . dx
dx "
Z hl
a) b)

Fig. 5.7. Element de volum izolat dintr-o bard solicitatd la forfecare (a)
si vedere in directia axei Oz (b)
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Relatia (5.9) reprezinta legea dualitatii tensiunilor tangentiale (Cauchy), care
se enunta astfel:

Tensiunile tangentiale care apar intr-un punct al unui corp, actionand in
doua sectiuni normale, sunt egale si dirijate astfel incat converg sau diverg
fata de varful unghiului drept (fig. 5.7b).

Interesanta este si consecinta acestei legi: Dacd intr-un punct al unui corp
existd tensiuni tangentiale, vor apdrea tensiuni tangentiale egale si intr-o
sectiune normald pe cea care contine primele tensiuni si aceste tensiuni
converg sau diverg fatd de intersectia celor doua plane de sectionare.

Tot ca o consecinta a principiului dualitatii, tensiunea tangentiala nu poate
fi constanta pe sectiune, asa cum se admite in calculul conventional. Se
observa ca tensiunile tangentiale sunt nule pe fetele libere (superioara si
inferioard) ale barei. Conform principiului dualitatii, in sectiunea barei, in
imediata vecinatate a muchiilor superioara si inferioara, tensiunile
tangentiale vor fi nule.

5.6. CALCULUL DEPLASARILOR

In prezenta tensiunilor tangentiale, elementul de volum prezinta deformatii
unghiulare (fig. 5.8). Pentru cazul deformatiilor mici se poate scrie

Ax
l‘g}/sz]/Dsz;/-L (5.10)

A

Fig. 5.8. Deformatii unghiulare mici (vedere dinspre axa Oz)
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Tinand cont de legea lui Hooke pentru forfecare

=Gy (5.11)
relatia (5.10) devine
Ax="—.L (5.12)
G
Din (5.12) si (5.3) se obtine:
av=1E (5.13)
A-G

Relatia (5.13) este similara cu (4.6), utilizata pentru solicitari axiale.

5.7. ENERGIA POTENTIALA DE DEFORMARE ELASTICA

Expresia energiei de deformare elastica Tnmagazinata de catre bara supusa
la forfecare poate fi determinata cu relatiile (3.17) si (5.3). Se obtine succesiv

72 1 ¢(TY ¢ T
U= —dV:—j[—J de[dA=U = [ —dx (5.14)
5 2G 2G4\ 4 ’ y 2GA
Pentru o forta taietoare T=constant se obtine
T’L
U=—+ (5.15)
2GA

unde L este lungimea portiunii de bara deformata la forfecare.

Distanta L dintre fortele care produc forfecare fiind mica, volumul
materialului deformat este mic si rezulta ca lucrul mecanic consumat pentru
ruperea la forfecare este sensibil mai mic comparativ cu cel necesar pentru
ruperea aceleiasi suprafete la alte solicitari simple. Acest lucru este utilizat
de operatia tehnologica de debitare prin forfecare a semifabricatelor.

Volumul materialului deformat fiind mic, energia potentiald de deformare la
forfecare va fi mica in comparatie cu cea de la alte solicitdri si uzual se va
neglija.
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5.8. CALCULUL CONVENTIONAL AL TMBINARILOR

5.8.1. imbin&ri cu suruburi sau nituri

Calculul la forfecare

Principalele tipuri de imbinari avute in vedere in acest subcapitol sunt
prezentate in figura 5.9.

NS0 NN
U I t_ | A A
<L NUELE e

\@

ri.

N
@ R
©

.
O

©

O

@
O

a) b)
W7 |
2 L LTk
RS i

T
© ©
© ©

[

© ©

c)

Fig. 5.9. Imbindri cu nituri (sau suruburi): simpld suprapunere si un rénd de nituri
(a); simpld suprapunere si mai multe rénduri de nituri (b); dubld suprapunere (c)
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Calculul conventional al acestor imbinari se bazeaza pe urmatoarele ipoteze
simplificatoare:

e Incadrcarea se Imparte egal pe cele z nituri (suruburi) ale Tmbinarii,
desi niturile de pe randurile exterioare sunt cele mai solicitate. Dar,
dupa depasirea limitei de curgere, repartitia incarcarii tinde sa se
uniformizeze;

e Se neglijeaza frecarea dintre table;

e Tija nitului (surubului) este solicitata numai la forfecare;

e Diametrul tijei nitului este egal cu cel al gaurii;

e fincircarea este staticd si se neglijeazd efectul concentrarii
tensiunilor.

Daca tablele transleaza una fata de alta, niturile (suruburile) vor fi forfecate
in planul de separatie dintre table, ca in figurile 5.9a si 5.9b. La imbinarea
din figura 5.9d, fiecare nit are cate doua sectiuni de forfecare.

Calculul la presiune de contact (strivire)

Surubul (nitul) va fi solicitat la forfecare in planul de separatie dintre table.
Intre tija si table apar tensiuni de contact care nu sunt uniform distribuite
(fig. 5.10). Daca aceste tensiuni depasesc limita de curgere la compresiune,
atunci piesa cu o duritate mai mica ramane cu deformatii permanente dupa
descarcare. Astfel gaura din tabla sau tija se ovalizeaza. Acest lucru trebuie
sa fie evitat, deoarece astfel se introduc jocuri in imbinare, facand posibila
aparitie socurilor la incarcare iar demontarea va fi dificila. Calculul pieselor
la presiune de contact se mai numeste calcul la strivire. Acest calculul se face
intr-o manierd aproximativa, datorita faptului ca legea de distributie a
presiunii este greu de determinat (fig. 5.10c). Se pleaca de la ipoteza ca
valoarea presiunii intr-un punct p, este proportionala cu proiectia ds, a

arcului ds pe diametru (fig. 5.11). In baza acestei ipoteze se poate scrie
pstr _ dS

; ds,=ds-sma=p,=p(a)=p, -sina (5.16)
p, ds, ‘

Rezulta astfel ca presiunea de strivire psr este distribuita sinusoidal
[Pissarenko G. s.a., 1975].
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Fig. 5.10. Imbinare cu suruburi: forfecarea surubului in planul B-B (a); presiunea de
contact si tensiunea tangentiala din surub (b); distributia presiunii de contact (c)

b)

Fig. 5.11. Determinarea legii de distributie a presiunii de strivire ps:: distributia
pstr pe tijd (a); aria conventionald la strivire A pentru un surub (b)
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Forta taietoare va fi (fig. 5.10 si 5.11):

T=jp(a)dA=jp(a)-z~ds=Tz~p(a)-R~da

. (5.17)
T= pm-t-RJ.sina-da =2-p,t-R=p_ -t-d
0
Notand
t-d=A, (5.18)
forta taietoare se poate scrie
I'=p,- A, (5.19)

Tensiunea normald de strivire trebuie sa fie mai mica decat tensiunea
admisibila la strivire o Calculul la strivire este de obicei unul de

a.str*

verificare, pentru care se recomanda [Pissarenko G. s.a., 1975]:

., =02+2,50,, (5.20)
Aplicatia 5.2

Tmbinarea din figura 5.12 este solicitata cu forta F = 12 kN. Tablele si niturile
sunt confectionate din acelasi material. Cunoscandt=8 mm, d =10 mm, ¢,

=150 MPa, o, = 300 MPa, 7,= 80 MPa, sd se dimensioneze imbinarea (sa

se determine numarul de nituri n, si dimensiunile L, p si e).

In Tmbinare apar urmatoarele moduri de cedare principale:
1. Forfecarea niturilor (in sectiunile 1);
2. Tractiunea tablelor (sectiunea periculoasa 2);
3. Forfecarea tablelor (in sectiunile 3);
4. Strivire (intre nituri si table).
1. Calculul niturilor la forfecare

Presupunand ca forta F se distribuie uniform pe niturile Tmbinarii, forta
taietoare care actioneaza pe unul dintre cele n nituri se determina cu relatia

T =" (5.21)



Fig. 5.12. Imbinare cu nituri pe un rénd: forfecare nituri (1);
tractiune table (2); forfecare table (3)

Tensiunea tangentiala nu trebuie sa depaseasca tensiunea admisibila

(5.22)

Din (5.22) rezultda numarul necesar de nituri

n> 4 (5.23)
B 7Z'd22'a '
Introducand valorile numerice in (5.23) rezulta n = 1,9. Se adopta n=2
(nituri).
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Fig. 5.13. Forfecarea nitului (a, b); sectiunea netd la tractionarea tablelor (d);

sectiunea de forfecare a tablelor (e); sectiunea de strivire a nitului (d, c)



2. Calculul tablelor la tractiune

Sectiunea periculoasa pentru tractiunea tablelor este cea care trece prin
centrele gaurilor. Sectiunea neta, hasurata in figura 5.13d, este
A = Lt—ntd (5.24)

Se pune conditia ca tensiunea normald maxima sa nu o depaseasca pe cea
admisibila

N F
=—=———<g, (5.25)
A t-(L-nd)
Din (5.25) se poate determina latimea minima a tablei
3
L2L+n-d; L212 10 +2-10= L >30mm (5.26)
t-o, 0
Tinand cont de faptul ca (fig. 5.12):
L=mnp (5.27)
se determina pasul nituirii
p:£; p=15mm (5.28)
n

Aceasta valoare minima a fost stabilita din conditiile de rezistenta. Ea este
prea mica din punct de vedere tehnologic, deoarece capul niturilor sau
piulitele suruburilor trebuie sa fie suficient de departate pentru a permite
accesul sculelor de montare (capuitor pentru nituri, cheie pentru suruburi).
Se vor adopta empiric valori mai mari pentru p si L, care sa satisfaca conditiile
de montaj.

3. Calculul tablelor la forfecare

Daca nitul este montat prea aproape de marginea tablei, materialul din
spatele sau poate fi dislocat prin forfecare. Fiecarui nit 1i corespund cate
doua sectiuni de forfecare Alf/Z. Aceste sectiuni au fost notate cu (3) in
figura 5.12 si au fost marcate cu gri in figura 5.13e. Suprafata totald de
forfecare este:
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A, =2nte (5.29)

Din calculul de rezistenta la forfecare rezulta succesiv

3
F F o 1240

rT=—=——"-—<7; 62— =
, 2netee 2:2-8-80

e>4,7mm (5.30)

Valoarea minima este nesatisfacatoare din punct de vedere tehnologic
(gaura "cade" partial in afara tablei). Ea trebuie sa fie mult maritd deoarece
capul nitului sau piulita surubului trebuie sa aiba loc in intregime pe tabla. In
cazul tablelor subtiri cota e rezulta suficient de mare si asemenea corectii nu
mai sunt necesare.

4. Calculul la strivire

Aria conventionala de strivire pentru un nit (fig. 5.13c,d) este

A

1str

=t-d (5.31)

Tensiunea de strivire este
r
o, == (5.32)
A n-t-d

1str

Tnlocuind valorile numerice in (5.32), rezultd

12:10°

o,=———=15MPa<o
- 2-8:10

a.str

=300MPa (5.33)

Deoarece 04 < 0,45, imbinarea rezista la strivire.

Observatii:
e Din Aplicatia 5.2 se observa ca, atunci cand forta F este perpendiculara pe
sectiunea de rupere, se produce solicitarea tractiune (sau compresiune).
Cand forta este paralela cu sectiunea, se produce solicitarea la forfecare;
e Partea tesita a tablelor nu se considera la calculul acestora la forfecare;
e Se neglijeaza jocurile dintre tija surubului si gaura din tabla.
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La Tmbinarile cu suruburi sau nituri pe mai multe randuri, incarcarile nu se
distribuie uniform pe fiecare surub sau nit. O asemenea imbinare se
calculeaza ca o problema static nedeterminata. Pentru sistemul de baza din
figura 5.14, fortele tdietoare T;= X;-X, ..., se obtin cu valorile din tabelul
5.1. Se observa ca niturile (suruburile) de pe randurile exterioare sunt mai
solicitate [Stepine P., 1980]. Acest lucru trebuie avut in vedere atat la
solicitarile statice in domeniul elastic, cat, mai ales, la solicitarile dinamice,
alternante si in cazul existentei vibratiilor.

 ANIIRY | ARTNY AN - RN

— i ! !

Fig. 5.14. Sistemul de baza pentru o imbinare cu nituri pe mai multe randuri

Tab. 5.1. Repartitia fortelor tdietoare in niturile unei imbindri pe mai multe rédnduri

NAumar. T: T2 T3 T4 Ts Ts Tmediu
rénduri

3 0,353F | 0,294F | 0,353F - - - 0,(3)F
4 0,29F 0,21F 0,21F 0,29F - - 0,25F
5 0,26F 0,17F 0,14F 0,17F | 0,26F - 0,20F
6 0,24F 0,15F 0,11F 0,11F | O,15F 0,24F 0,167F

5.8.2. Calculul imbinarilor sudate

Tmbinarile sudate sunt extrem de utilizate, datoritd avantajelor pe care le
prezinta: economie de material, pret de cost redus, asigura etansarea,
rezistenta ridicata etc. Totodata, ele prezinta si dezavantaje insemnate:
protejarea sudorului de radiatiile arcului electric si de degajarile de gaze
toxice este numai partiala, nivelul ridicat al tensiunilor remanente (care sunt
prezente Tn material Th absenta incarcarilor), controlul calitatii sudurii este
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dificil (cu raze X sau vy). Prezenta tensiunilor remanente poate sa scada
capacitatea portanta a structurilor sudate si poate produce deformarea
acestora, Tnrautateste sensibil comportarea la solicitari variabile si la
coroziune. Se pot realiza structuri utilizand diverse tipuri de imbinari sudate.
Majoritatea cordoanelor de sudura sunt supuse la solicitarea compusa la
forfecare cu tractiune, dupa cum se observa in figura 5.15. Exceptie face
sudura cap la cap, la care cordonul este solicitat la tractiune (figura 5.15a).
In calculul conventional se admite ca sectiunea transversala a cordonului
este de forma unui triunghi dreptunghic isoscel (sudura platd), ca in figura
5.16.

IIINEIY
\SI33REEBN

c) d)

Fig. 5.15. Tipuri de imbindri sudate: cap la cap (a); prin simpld suprapunere (b);
cu eclise sau sudurd laterald (c); sudurd de colt (d)

Conventional cordonul de sudura se calculeaza numai la forfecare,
considerand insa forta taietoare T egald cu intreaga forta repartizata pe
cordon. Din figura 5.16 se observa ca aria de forfecare a unui cordon de
lungime Ls este

t
A =a-L; a=—=~=0,7t 5.34
/ \/5 (5.34)

217



Conditia de rezistenta pentru sudura cu doua cordoane din figura 5.16 poate
fi scrisa

T F
T=—= <7, (5.35)
Af 2-a-L,
ty /m
1 \| SN '—p
t a)
N
l”, t
F/2‘4—
d
Detaliul A
b)

Fig. 5.16. Schematizarea sectiunii cordonului de sudurd, cu eforturile T si N

Tensiunile admisibile pentru sudura pot fi adoptate functie de 1, pentru
materialul de baza (al tablelor): o, =0,80,; 1,=0,6571,, [Deutsch I., 1976;
Posea N., 1979]. Deoarece calitatea cordonului de sudura scade la capetele
sale (regiuni unde are loc amorsarea si respectiv dezamorsarea arcului
electric), lungimea Ls se considera conventional mai mica decat cea reala

L =L-2a (5.36)

Din relatiile (5.35) si (5.36) se determina lungimea totala a cordonului L

L>

+2a (5.37)
2a-T

as
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Fig. 5.17. Imbinare sudatd (a), vedere de sus (b); fortele tdietoare (c)
si aria de forfecare a cordonului (s.p.= sudurd platd, s.c.=sudurd convexd)

Observatie
Exista putine Tmbinari sudate care nu se calculeaza la forfecare. Un exemplu in
constituie sudura cap la cap (fig. 5.15a), la care cordonul se calculeaza la tractiune.

Aplicatia 5.3

Un profil cornier cu aripi egale tip 40x40x4 [SR EN 10056:2000] este sudat
de un guseu (fig. 5.18). Stiind ca ¢,= 185 MPa, 7,,= 120 MPa, sa se determine
lungimea minima a cordoanelor de sudura, L; si Ly, atunci cand cornierul
suporta incarcarea capabila F. Grosimea cordonului de sudura se alege in
functie de grosimea aripii cornierului, a = 0,7g. Pentru profilul cornier din
aplicatie g=4mm si a=2,8mm. Sistemul de referinta are originea in centrul de
greutate (C.G.) al sectiunii transversale a cornierului.
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Fig. 5.18. Cornier sudat pe un guseu (a), izolarea cornierului cu cordoane (b),
determinarea fortelor din cordoane (c) si izolarea unui cordon (d)

Solicitarea minima a cordoanelor se produce cand forta F actioneaza pe
directia axei cornierului, care trece prin centrul de greutate al sectiunii
transversale. In acest caz nu apare incovoiere in cordoane, insa eforturile din
cordoane nu vor fi egale (T; # T,). De aici apare necesitatea ca lungimile
cordoanelor L; si Lz sa nu fie egale. Profilul cornier poate prelua o forta
capabila la tractiune

F=0,4; F=185-308~57kN (5.38)
Fortele taietoare T; si T» se determina din ecuatiile de echilibru (fig. 5.18c¢):

Y, =0=>F=T+T,
ZM(B) =0=>1T1,-(¢+e,)—F-¢ =0

DM =0=>T (e +e,)—F-e,=0 (5.39)
L=F—2—; T,=F-"
e t+e, e +e,
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Lungimile cordoanelor de sudura se determina din conditiile de rezistenta

1, e, 1
T=——= . S as

A, e+e, (L—2a)-a

T (5.40)
=2 _fp_ 4 | ! <t

A, e+e, (L,—2a)-a

Tnlocuind valorile numerice se obtine L; > 128mm, L, > 50mm.

5.8.3. Calculul imbinarilor cu adezivi

Imbindrile cu adezivi prezintd multe avantaje in comparatie cu cele
sudate: permit realizarea unor structuri mai usoare, avand un nivel redus al
tensiunilor remanente, comportare imbunatatita la solicitari variabile, la
coroziune si deformatii remanente mici, consum redus de energie, nu
modifica structura materialului de baza, asigura etansarea etc. Prin lipire cu
adezivi pot fi imbinate si materiale nesudabile si chiar materiale diferite.

Principalele dezavantaje ale adezivilor sunt: modificarea in timp a
caracteristicilor mecanice (datorita fenomenului de "imbatranire"), prezinta
fluaj la temperatura mediului, imbinarile sunt mai sensibile la socuri. In plus,
adezivii trebuie sa fie manevrati cu mare atentie, multi dintre ei fiind toxici,
iar lipiturile pe suprafete mari sunt de calitate mai slaba. Pretul adezivilor
este ridicat iar imbinarile cu adezivi sunt nedemontabile. Dar aceste imbinari
vor fi tot mai raspandite, in special la materiale compozite. Probabil ca
aceasta raspandire este franata in prezent de lipsa unor date privind
comportarea lor pe termen indelungat. In unele cazuri se folosesc adezivi
inclusiv pentru Tmbinari de mare raspundere. Se construiesc fuzelaje,
caroserii, la care toate Tmbinarile sunt realizate prin lipire cu adezivi.
Tmbinarile cu simpld sau dubla suprapunere, cu eclise, pot fi realizate cu
adezivi in locul sudarii sau nituirii. Tmbinérile cap la cap realizate cu ajutorul
adezivilor au o rezistenta mai redusa. In majoritatea imbinarilor adezivul
este supus in special la forfecare. Doar in cazul imbinarilor cap la cap, care
sunt putin utilizate, adezivul este supus la tractiune. Calculul de rezistenta se
bazeaza pe ipoteza ca tensiunile sunt uniforme in tot volumul adezivului.
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n realitate, tensiunile sunt mai mici in zona centrald si mai mari pe conturul
imbinarii.
In figura 5.19 sunt prezentate trei tipuri de imbinari cu adezivi: prin simpla

suprapunere, cap la cap si iTmbinarea unei bucse cu o tija. Se va prezenta in
continuare calculul conventional al acestor imbinari.

F adeziv
‘_I—ﬁ/_|_F. ] _
>
S
- S
F F ! o
-~ L }— i
L L4 :
< 2 > F‘
a) b)

adeziv

Fig. 5.19. Imbindri cu adezivi: prin simpld suprapunere (a), cap la cap (b)
si imbinarea unei tije cu o bucsd incastratd la un capdt (c)

Pentru imbinarea din figura 5.19a, suprafata de forfecare a adezivului este
A, =L-L (5.41)

Tensiunea tangentiala din stratul de adeziv supus la forfecare nu trebuie sa
depaseasca tensiunea admisibila a adezivului

T=—= <t, (5.42)



Din relatia (5.42) se determina lungimea de suprapunere a tablelor (placilor):

F
L > (5.43)
L ’ TaAad
Tot din (5.42) se poate determina forta maxima (capabila):
F;ap < L : Ls : Ta.ad (544)

Se observa cd, daca aceeasi imbinare ar fi realizata prin nituire, suprafata de
forfecare a niturilor ar fi mult mai mica (fig. 5.12). Din acest motiv, chiar daca
tensiunea tangentialda admisibila ar fi mai mica pentru adeziv fata cea pentru
materialul nitului (74,4 < T4), este posibil ca, pentru aceeasi lungime de
suprapunere Ls, imbinarea cu adeziv sa preia o forta capabila mai mare.

La imbinarea din figura 5.19b, stratul de adeziv este supus la tractiune.
Tensiunea normald care apare in adeziv nu trebuie sa o depaseasca pe cea
admisibila

N 4F

O‘:Z: 7Z_d2 So-a.ad (545)

t

Nu este posibil, in general, ca tensiunea admisibila sa fie atinsa simultan in
adeziv si tija. Suprafata ocupata de adeziv depinde de diametrul tijelor. Acest
tip de imbinare este putin recomandat. Pentru verificare, din relatia de mai
sus poate fi determinata, de exemplu, forta capabila

rd?

cap < 4 ‘Ua.ud (546)

Suprafata de forfecare a adezivului din Tmbinarea prezentata in figura 5.19¢
este suprafata laterala a cilindrului de lungime Ls

A =x-d-L (5.47)

Din conditia de rezistenta rezulta lungimea de suprapunere

T F F F
rT=—=—=—-—<7,,=>L 2>
A, wdL, ' rdt, .,

S
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5.8.4. Calculul consolei

Consola din figura 5.20a este fixata de un stalp cu patru suruburi si incarcata
cu forta F la capatul liber. Se cere sa se determine diametrul minim d al tijei
surubului. Calculul conventional parcurge urmatoarele etape:

1. Determinarea centrului de greutate al imbindrii: Daca gaurile nu sunt
coliniare, centrul de greutate al imbinarii este centrul de greutate al
poligonului care are ca varfuri centrele gaurilor;

2. Reducerea fortei F la centrul de greutate al imbindrii: Se adauga si se
scade F pe verticala care trece prin centrul de greutate (fig. 5.20b),
iar fortele barate formeaza un cuplu (fig. 5.20c)

M, =F-e (5.49)

3. Determinarea eforturilor din tijele suruburilor: Se considera ca forta
F este echilibrata de fortele verticale egale si de sensuri contrare care
apar in fiecare din cele n suruburi (in cazul prezentat n = 4), iar
momentul exterior Mex: este echilibrat de momentul interior M, dat
de fortele suplimentare care apar in tijele suruburilor

F .

o
Pentru a determina aceste forte se uneste centrul de greutate O al
imbinarii cu centrul fiecarei gauri. Segmentele rezultate au lungimile
b1, bz,...bn, unde cu b; s-a notat marimea segmentului [Oi]. Fortele
care apar in tijele suruburilor sunt proportionale cu marimea acestor
segmente (Fi/bi = constant), sunt perpendiculare pe directia acestora
si sunt orientate astfel incat sa dea un moment de sens contrar celui
produs de incarcari (forta F), notat Mex: (fig. 5.20e);

4. Determinarea eforturilor rezultante: Se determina rezultanta fortelor
care actioneaza simultan asupra fiecarui surub (fig. 5.20f). Aceste
rezultante se obtin prin compunere vectoriald (R1, Rz,...Rn);

5. Calculul de rezistentd: Se calculeaza la forfecare surubul cel mai
solicitat din imbinare si dimensiunea se adopta pentru toate celelalte
suruburi, deoarece adoptarea unor suruburi de dimensiuni diferite

F=Eu

ext :|Mint| (550)
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nu este rentabila economic. Forta taietoare cu care se face acest
calcul va fi rezultanta maxima in modul

T= max( |R1

Ry|..

Rﬂ

) (5.51)

5

Fig. 5.20. Consold cu suruburile sectionate (a), reducerea fortei la centrul de
greutate (b) si sistemul static echivalent (c), echilibrarea fortei F si a momentului
M.y de cdtre eforturile din suruburi (d, e) si suprapunerea efectelor (f)
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Pentru cazul prezentat in figura 5.20, se poate scrie, in cadrul etapei a 3-a

b1=b4—%p; b2:b3=%p

e A 3._1:2§:2§:zﬂ (5.52)
b b, b b 3 p p p 3p

= F=F,=3-F; F=F,

Momentul interior este dat de suma celor doua cupluri formate de perechile
de forte Fi si F4, respective Fz si F3

M, =F-3p+FE-p (5.53)

Din conditia de echilibru a momentelor, tinand cont si relatia (5.52) dintre
forte, se determind F; si F,
Fe=F-3p+F-p
3F-e F-e (5.54)

F=F="""; F=F=-—"
1 4 IOp 2 3

Se observa ca, pentru cazul studiat, surubul cel mai solicitat este surubul 4,
in sectiunea caruia actioneaza forta taietoare rezultanta (fig. 5.20f)

T=R, =F+F-F|1+>.% (5.55)
4 10 p

Tensiunea tangentiala din surubul 4 este

T= Z <rt, (5.56)
A
unde
rd’

A=—— (5.57)

4

Din (5.56) si (5.57) se determind d. Daca tija este filetata in planul de
separatie dintre table, se va considera ca d este diametrul interior al filetului.
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Aplicatia 5.4

Sa se dimensioneze suruburile care sustin consola din figura 5.21, dispuse in
varfurile unui triunghi echilateral cu latura a = 200 mm, stiind ca e = 600 mm,
F=4200 N si 1,= 100 MPa.

\ ‘X
|
L
RN N3
h ™ e a »|
T
a)
) Ya)
y .
/G(XG‘)YG)
b b E ;,3(’(3”3)
AT o
Lxeyq) e |t

c)

e)

Fig. 5.21. Consold (a), reducerea fortei (b), determinarea pozitiei centrului
de greutate (c), eforturile din tijele suruburilor (d) si compunerea acestora (e)
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Rezolvare: In triunghiul echilateral indltimea este si mediana si mediatoare
si este egala cu

J3-a/2~0,866a (5.58)

1. Pozitia centrului de greutate al triunghiului se determina cu relatia (fig.
5.21¢):

+x, + +y, +
X, = X T X T X : = NtV T Vs (5.59)
3 3
Particularizand pentru cazul studiat, se obtine

~ 0+100+200

2 OO0 g, 0173240

~ 57,73 mm (5.60)

2. Se reduce forta F la centrul de greutate (fig. 5.21b) si se determind Mex:
M, =F-e; M,, =4200-600=2,52-10° mm (5.61)
3. Forta F este echilibrata de catre cele trei forte verticale F, (fig. 5.21d):

Foop2*29 400n (5.62)

Toate gaurile sunt egal departate de centrul de greutate, care imparte
medianele in raportul 2/3 fata de varf si 1/3 fatd de baza

_a 200
V33

Stiind ca F,/b; = constant, in baza relatiei de mai sus se poate scrie

a ~ 115,47 mm (5.63)

ST

b =b,=b,=b; b:%-

F=F=F (5.64)

Se determina Mex: si apoi forta Fi:
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M, =Fb+Fb +Fb; M, =3Fb

ext

M, |=|M,,|; F-e=3Fb (5.65)
LF - F-e _4200-600 <2727 N
3 3-115,5

4. Fortele rezultante din fiecare tija se pot determina cu teorema lui Pitagora
generalizata (fig. 5.21e)

R = \/Ff +F —2F F, cos30°

R, =\F>+F; (5.66)

R, =\|F?+F -2F,F, cos150°

Tnlocuind valorile numerice rezult3

R ~6113N; R, ~ 7418 N; R, ~ 7418 N;

(5.67)
TI'=max(R,R,, R;) =8526 N

5. Se calculeaza surubul 3, cel mai solicitat la forfecare

T 4R,
T=—-= > =71,
A nd

(5.68)
d> ﬂ; dz,{4 8526; d >10,4 mm
nT, -100

Se adopta un surub M14, cu pasul p=2mm, diametrul exterior D = 14 mm si
diametrul interior d=11,8mm. Surubul M12 are d=10,1mm.

5.8.5. Probleme static nedeterminate

Trei platbande cu aceleasi dimensiuni, una din otel si doua din aluminiu, sunt
suprapuse si nituite la capete, cain figura 5.22. Stiind ca niturile au diametrul
d si sunt confectionate dintr-un material pentru care se cunoaste r,, sa se

determine variatia maxima de temperatura la care poate fi supus ansamblul.
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Al m m
w7
SO H

Al—E2 ?

a) Pozitie

/—:\\ I/de echilibru
Al _

T o
W e
CEN \\\\\\\\\ I_i__,
A ;'“‘I

\_ir/ L =5E}|____ i
6oL | |BA

b d

b) Al

Fig. 5.22. Asamblare nituitd supusd la variatii de temperaturd (a)
siindepdrtarea unui nit pentru a permite dilatarea liberd (b)

Deoarece toate platbandele sunt fortate de catre nituri sa aiba aceeasi
deformatie, diferita de cea de dilatare termica libera, in ele apar eforturi
normale de sensuri contrare, pentru care se poate scrie ecuatia de echilibru

|NOL|:2|NAI| (5.69)

unde N, este efortul din platbanda de otel, iarN, este efortul dintr-o
singura platbanda de aluminiu.

Aceasta fiind singura ecuatie de echilibru care poate fi scrisa, problema este
simplu static nedeterminata (NN=2, NE=1). Pentru ridicarea nedeterminarii
se inlatura unul dintre nituri, permitand astfel dilatarea libera a platbandelor

cu lungirile termice d'. Pentru aducerea lor in pozitia de echilibru, platbanda
de otel este tractionatd (avand efortul N, ) iar cea de aluminiu este
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comprimata (avand efortul N, ), producandu-se astfel alungirile mecanice

o™ . Capatul din stdngd a pachetului de platbande este considerat fix (fig.
5.22). Pentru portiunea platbandelor cuprinsa intre nituri se poate scrie
relatia dintre deformatii

8l =0l + 85, +|5%)
N,-L . N,, -L (5.70)
AE

OL

o, LAt =a, LAt +

Al
unde A este aria sectiunii transversale a unei platbande.

Din ecuatiile (5.69) si (5.70) rezulta

N o= (a,—ay )AE,E,, - At
Al —
E, +2E,

(5.71)

Forfecarea nitului se produce la interfata dintre platbandele de otel si
aluminiu, forta taietoare fiind egalda cu N ,,. Tensiunea tangentiala dintr-un
nit este

Ny _(ay—ag)AE, E, -At <7
Al (EOL +2EAI)A1 ‘

T =

T
Al

(5.72)
zd?

4

Din inegalitatea de mai sus rezulta diferenta maxima de temperatura la care

poate fi supus ansamblul

A =

Ar < (Ep +2E,)Az,
(o —ag )AE, E,

(5.73)

La capitolul Torsiune se va continua calculul imbinarilor.

De retinut:
e |Ipotezele adoptate in calculul conventional la forfecare;
e Efectuarea calculului de rezistenta si de verificare;
e Principiul dualitatii tensiunilor tangentiale;
e Calculul conventional al imbinarilor.
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CAPITOLUL

Torsiune

Sursa: https://www.batonordic.dk/en/b-3/torque-wrenches
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6. TORSIUNEA BARELOR CU SECTIUNE CIRCULARA

6.1. OBIECTIVE

In acest capitol se prezenta calculele de rezistenta si de rigiditate pentru bare
drepte cu sectiune circulara sau inelara, supuse la torsiune (rasucire). Vor fi
rezolvate atat probleme static determinate si nedeterminate, cat si
probleme care implica calculul unor imbinari cu piese supuse la torsiune si
respectiv forfecare. La torsiunea barelor cu alta sectiune decat circulara sau
circulara inelara nu se aplica ipoteza lui Bernoulli, ceea ce complica calculele
de rezistenta. Calculul barelor cu sectiune oarecare supuse la torsiune este
prezentat in volumul al doilea al acestei lucrari.

6.2. INTRODUCERE

O bara dreapta este solicitata la torsiune daca efortul din sectiunea
transversald este un moment My care, in reprezentare vectoriala, este dirijat
dupa axa Ox, aleasa conventional pe directia axei barei. Dupa cum s-a aratat
in Capitolul 1, celelalte componente ale momentului rezultant din sectiunea
transversala (M, si M,) apar in cazul solicitarii barei la incovoiere (fig. 6.1).
Actionarea masinilor si a mecanismelor se face prin intermediul unor
transmisii cu roti dintate, cu roti de curea sau de lant, montate pe arbori de
transmisie care sunt solicitati la torsiune cu incovoiere. La torsiune sunt
solicitate tijele unor chei tubulare pentru suruburi, componente ale
suspensiei cu bare de torsiune (fig. 6.2) etc.

233



Fig. 6.1. Momentele din sectiunea unei bare. Momentul
My apare in cazul solicitdrii la torsiune

Incastrare

/

Fig. 6.2. Cheie dinamometricd (a); suspensie cu bare de torsiune (b)
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6.3. CALCULUL MOMENTULUI FUNCTIE DE PUTERE $SI TURATIE

La motoarele electrice, de exemplu, producatorul indica de obicei puterea si
turatia, dar nu si momentul de torsiune. Calculul acestuia, functie de
marimile cunoscute, este prezentat in cele ce urmeaza. De la fizica se
cunoaste expresia puterii

P=Fv (6.1)

Pentru miscarea circulara uniforma se poate scrie
v=w-r, w=27n (6.2)
unde w este viteza unghiulara si n turatia.

Din (6.1) si (6.2) rezulta

P:(Fr)27m; Fr=M, (6.3)
m-L.r (6.4)
27 n

Relatia (6.4) este valabila pentru cazul in care marimile implicate sunt
exprimate in unitdtile Sistemului International (Sl):

<Mt>31 =N-m; <P>51 =W, <n>S[ T (6.5)
Producatorii de motoare indica de obicei turatia in rot/min. In acest caz,
membrul drept al relatiei (6.4) trebuie sa fie inmultit cu 60. Dupa
simplificare, rezulta

_30.P

M, (6.6)
T n

Relatia (6.6) este valabila cu unitatile de masura:

<n>:r%; (M)=N-m; (P)=W (6.7)
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in diverse lucrdri, relatia (6.4) apare cu membrul din dreapta inmultit cu
diversi coeficienti, care provin din utilizarea altor unitati de masura.

6.4. DEFORMATII SI TENSIUNI

Fie o bara dreapta cu sectiunea circulard, la suprafata careia se traseaza o
retea de directoare si generatoare. Dupa aplicarea momentului de torsiune
M, ochiurile retelei vor suferi doar deformatii unghiulare, la fel ca la
forfecare. Aceasta experienta demonstreaza prezenta tensiunilor
tangentiale 7. Tot experimental se arata ca lungimea barei L nu se modifica.
De asemenea, sectiunile transversale nu se deplanteaza (ceea ce confirma
ipoteza lui Bernoulli) si doar se rotesc una fata de alta (fig. 6.3).

In urma solicitarii epruvetelor din materiale tenace la torsiune, rezulta o
diagrama M- asemanatoare ca aspect cu cea obtinuta la tractiune. Pornind
de la aceasta diagrama se poate trasa curba caracteristica in coordonate 1-
v. Portiunea initiald a diagramei este rectilinie (fig. 6.4). In aceasta regiune
este valabila legea lui Hooke

=Gy (6.8)

6.4.1. Calculul deformatiilor

Fie bara din figura 6.5, supusa la torsiune cu un moment M:. In orice sectiune
efortul My = M. In cele ce urmeaza vor fi admise urmatoarele ipoteze:
e Bara este dreapta, cu sectiunea transversala circulara sau circulara
inelara;
e n urma solicitdrilor sectiunile rdman plane si perpendiculare pe axa
geometrica a barei (ipoteza lui Bernoulli);
e Se admite ipoteza deformatiilor elastice mici;
e Materialul asculta de legea lui Hooke.
In baza ipotezei deformatiilor mici se poate scrie

arc(A'A") R-dg

6.9
dx dx (6.9)

tany =y ~
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Rotirea specifica se masoara in [rad/m] si se noteaza

a9 =0 (6.10)
dx

Din (6.9) si (6.10) rezulta
y =0R (6.11)

b)

Fig. 6.3 Deformarea barelor drepte cu sectiune circulard, supuse la torsiune:
reteaua inainte (a) si dupd deformare (b)
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TI‘T’IEK

Mt max

a B
L v '\i ¥ L4 ‘\1

o [rad] Y
a) b)
Fig. 6.4. Diagramele M- si t-y pentru solicitarea la torsiune

Din figurile 6.5b,c se observa ca lunecarea y este maxima la suprafata si este
proportionala cu raza, deoarece
arc(A'A") arc(D'D")
R r

(6.12)
Aceste observatii Indreptatesc ipoteza cad tensiunea tangentiala 7 este
proportionald cu raza. In consecint3, t atinge valoarea maxima la raza R.

Din (6.8), (6.11) si (6.12) rezulta
t(r)=GOr; 7(R)=GOR (6.13)

Tensiunea tangentiald la raza curentd t(r) se introduce in ecuatia de
echivalenta (1.34) care contine momentul de torsiune si se obtine

— . : = G- 2 = -0
M, =[zrdt; M =G-0-[ rPd1=G-6-1, (6.14)
unde |, este momentul de inertie polar al sectiunii circulare (vezi Anexa 1).

Din (6.14) rezulta
f=—= (6.15)
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Fig. 6.5. Bard supusd la torsiune (a), izolarea unui element de bard (b)
si izolarea unei felii din element (c), desfdsurarea invelisului cilindric (d)

Din (6.10) si (6.15) se poate scrie unghiul de rotire al sectiunii transversale
pentru deformatii mici

M L
=9~L; = X 6.16
@ =" (6.16)

p
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Relatia (6.15) poate fi folosita pentru dimensionare sau verificare, limitand
astfel deformatiile, nu tensiunile. Ea se mai numeste criteriul de rigiditate.
Pentru dimensionare pe baza acestui criteriu se va pune conditia ca rotirea
specifica maxima sa nu o depaseasca pe cea admisibila si se calculeaza apoi
diametrul barei.

<6 (6.17)

a

La calculul de verificare toate marimile sunt cunoscute si se verifica doar
daca este satisfacuta inegalitatea (6.17).

Observatie

Dimensionarea din conditia de rigiditate poate fi utilizata pentru toate solicitarile.
Totusi, in cazul torsiunii, ea capatda o importanta mare in cazul arborilor de
transmisie lungi, utilizati in constructia de masini, care trebuie sa execute miscari
precise (cum ar fi in cazul masinilor unelte, a masinilor textile sau agricole etc.).

6.4.2. Calculul de rezistenta

Relatia (6.15) mai poate fi scrisa

GO =—+ (6.18)

Tnmultind ambii membri cu r si tinand cont de (6.13), rezulta

M -r
1

p

(r)=

(6.19)

La suprafata barei (r = R), 7 este maxim si relatia poate fi scrisa succesiv

Mx.R Mx. 11’
=7 E_ij

?p (6.20)

7(R) =

P

M.X

7(R) =

P

unde W, este modulul de rezistentd polar al sectiunii circulare.
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Ultima dintre relatiile (6.20) poate fi utilizata pentru dimensionare, caz in
care trebuie respectata conditia

<t (6.21)

Tmax a

unde Tmax = |r(R) | in sectiunea (sau regiunea) periculoasa.

Sectiunea periculoasa se stabileste in urma trasarii diagramelor My si 7(R).
Relatiile (6.20) si (6.21) limiteaza tensiunile din bara si se numesc criteriul de
rezistentd. Relatia (6.19) arata ca reste distribuit liniar pe directia razei, fiind
nul in centrul sectiunii barei. In conformitate cu legea dualitatii tensiunilor
tangentiale, trebuie sa apara tensiunile 7« in lungul barei (fig. 6.6).

6.4.3. Sectiunea rationald

In figura 6.6 se observa ca tensiunile T din vecinatatea centrului de greutate
al sectiunii sunt nule sau aproape nule, fapt care implica o utilizare
nerationald a materialuluiin aceasta zona. O utilizare rationala a materialului
se realizeaza la barele de sectiune circulara inelara (fig. 6.6¢). Gaurirea
barelor pe lungimi mari este insa scumpa si, in consecinta, asemenea arbori
sunt rareori utilizati. Daca peretii barei tubulare sunt prea subtiri, atunci
cedarea se produce prin voalarea peretilor barei (flambaj la torsiune, vezi
volumul al doilea al lucrarii) si nu prin depdsirea tensiunii de rupere 7.
Arborii de sectiune circulara plina au insa deformatii mai mici (sunt mai
rigizi). La determinarea caracteristicilor mecanice si elastice ale unui
material, tensiunile trebuie sa fie cat mai uniform distribuite pe sectiune.
Acest lucru este greu de realizat la torsiune, din motivele aratate mai sus.
Pentru determinarea acestor caracteristici este preferata incercarea la
forfecare, unde tensiunile tangentiale sunt mai uniform distribuite in
sectiunea slabit3 a epruvetelor (metoda losipescu). Incercarea la torsiune se
utilizeaza pentru testarea organelor de masini supuse in special la aceasta
solicitare, cum ar fi bare de torsiune, arbori de transmisie etc.
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c) d)

Fig. 6.6. Repartitia tensiunilor tangentiale: pe sectiunea barei (a) si la raza r (b);
repartitia tensiunilor tla sectiunea circulard inelard (c) si pe lungimea barei (d)

6.5. ENERGIA POTENTIALA DE DEFORMARE ELASTICA

Pentru cazul in care apar tensiuni tangentiale, energia de deformare elastica
se calculeaza cu relatia (3.17):

2
T
U=| —dV 6.22
fae (6.22)
Din (6.19) si (6.22) rezulta succesiv
L 2 L 2
U=| M, dx[ rPdA=U=| M. i (6.23)
0 2GL, <A 0 2GI,
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Relatia (6.23) permite calculul energiei potentiale de deformare elastica
fnmagazinata de o bara dreapta cu sectiunea circulara sau circulara inelara.
Daca momentul My este constant pe toata lungimea barei L, sau pe cea a
unei regiuni din bara, (6.23) devine
2
ML

U= (6.24)
2GI,

Daca bara are n regiuni, energia totala se determind prin insumarea
energiilor corespunzatoare

U=3U, (6.25)
i=1

Pentru o sectiune circulara plind I, si W, se calculeaza cu relatiile (Anexa 1):

xd* I zd’
I1,= T ; WP=7P= T (6.26)
2

Aplicatia 6.1

Un arbore transmite o putere de 200 kW, la turatii cuprinse intre 50+-5000
rot/min. S3 se determine diametrul arborelui functie de turatie si sa se
reprezinte grafic aceasta functie, stiind ca ta = 30 MPa. Momentul de
torsiune este constant pe lungimea arborelui si se considera numai
solicitarile statice.

Uzual sectiunea arborilor este circulara plina (fig. 6.6a). Momentul de
torsiune exterior M; se determina cu relatia (6.6) si este egal cu efortul M..
Tensiunea tangentiala maxima nu trebuie sa depdseasca tensiunea
admisibila ta. Din (6.6), (6.20), (6.21) si (6.26), tinand cont ca din (6.6) M; se
calculeaza in [Nm], rezulta

T :(£-£-103)1—63S7a:>d2103M[mm] (6.27)

2
™ 7 on rd nton-t,
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fnlocuind cu valori numerice si retinand numai semnul egalitétii, rezulta
functia d(n), care este prezentata grafic in figura 6.7

200

50 1050 2050 3050 4050 5050
n[rot/min]

Fig. 6.7. Variatia diametrului arborelui functie de turatie (P = 200 kW, 7, = 30 MPa)

Se observa ca diametrul arborelui tinde catre 40mm la turatii de peste
3000rot/min si respectiv catre 180mm pentru 50 rot/min.

Aplicatia 6.2

Arborele unui electromotor poate fi construit in doua variante: cu sectiune
circulara plina si respectiv cu sectiune circulara inelara. (fig.6.8). Stiind ca la
arborele de sectiune circulara inelara raportul diametrelor de/di = 2, se cere
sa se determine raportul greutatilor celor doi arbori Gi/G,, daca
dimensionarea se face pe baza criteriului de rezistenta.

Fiind vorba de arborele aceluiasi electromotor, in ambele variante
constructive puterea si turatia si momentul de torsiune transmis Mt = My vor
fi aceleasi. De asemenea, in ambele variante constructive, lungimea
arborelui este aceeasi si este confectionat din acelasi material
(caracteristicile de material T4, ¥ si G sunt aceleasi). Avand acelasi coeficient
de siguranta in ambele variante, 7, va fi acelasi.
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a) b)

Fig. 6.8. Arbore de electromotor construit in doud variante:
cu sectiune circulard plind (a) si cu sectiune circulard inelard (b)

Se scrie raportul greutatilor celor doi arbori

G _yh_yAL_4

_ - (6.28)
G, vV, r4-L A4
unde
2
Alzird :
4
LY o 629)
T o 2 T T 2 na;
=—\(d —-d’ )=—d’ || = | -1|==d°[(2) -1]=3—
A= (d2=a7) 4[[01} }4,&) 1=3-
Din (6.28) si (6.29) rezulta
G 4 nd* 4 1(d)
S _ A4 _ = = (6.30)
G, 4, 4 3zd’ 3\d
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Pentru sectiunea circulara inelara momentul de inertie polar si modulul de
inertie polar sunt date in Anexa 1

I V4

I, :%(d;‘ ~d); W, :d—’:=@(dj ~d’) (6.31)
2

Diametrele arborilor sunt determinate cu criteriul de rezistenta, folosind
relatiile (6.20) si (6.21), de unde rezulta

M. _M, 163 <7
w, nd
M, 16-d, _l6M,d, 1 __16M, 2 __ (6.32)
W, “rd!-d'y xd’ d, Ld"j—l rd} 2*-1 ¢
di

Din (6.32) rezulta

d2316Mx; dl.232-Mx (6.33)
7T, 15 rz,

Pentru un de fixat, di < de / 2. Micsorarea lui dj, in aceste conditii, conduce la
cresterea rezistentei arborelui. Din (6.30) si (6.33) se obtine

2 2
3 3
G _116M, 15 7z, :l.(ﬁj ~1,28 (6.34)
G, 3\ mr, 32 M, 312

Pentrud,/d; = 2, greutatea arborelui cu sectiune circulara plind depasesti
cu circa 28% pe cea a arborelui cu sectiune circulara inelara.

6.6. TRASAREA DIAGRAMEI DE EFORT My

Momentele de torsiune sunt aplicate de obicei arborilor prin intermediul
rotilor dintate, a rotilor de curea sau de lant, care au latimea foarte mica in
raport cu lungimea arborelui, astfel incat momentele pot fi considerate
concentrate. Conventional, momentele reprezentate cu sageta deasupra
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axei au un sens, iar cele cu sigeata sub axd au sens contrar, In cele ce
urmeaza se va neglija efectul incovoierii, studiindu-se numai torsiunea.

Arborele intermediar din figura 6.9a primeste miscarea prin intermediul rotii
2 si o transmite mai departe prin intermediul rotilor 1, 3 si 4. Momentul My,
actioneaza intr-un sens, iar momentele My, Mz si My In sens contrar.
Deoarece aceste momente trebuie sa fie in echilibru, se poate scrie

M,~M,+M +M, =0 (6.35)

e

M‘t3

r
b

A 4 h J

Fig. 6.9. Arbore cu roti dintate (a), schematizarea incdrcdrii (b)
si diagrama de efort My (c)

Se fac sectiunile x1, x2 si x3. Retindnd tot timpul portiunea de arbore din
stanga sectiunii, se scriu eforturile

Mx(xl)ZO; Mx(xz):Mn; Mx(xs):Mn -M,,;

(6.36)
M, ('x4):Mt1 M, +M;; M, (xs):()

Cu aceste valori se traseaza diagrama My (fig. 6.9c). Se observa ca in dreptul
momentelor concentrate, in diagrama My apar salturi egale Tn modul cu
valoarea acestora, ceea ce ofera un mijloc de verificare a diagramei M.
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6.7. METODA ELEMENTELOR FINITE

Metoda urmeaza etapele prezentate in capitolul 4. La torsiune, la fel ca la
solicitarile axiale, nodurile elementului finit de tip bara au un singur grad de
libertate, cu deosebirea ca deplasarea nodului este unghiulara (rotirea @) si
nu liniard. Matricea de rigiditate a elementului va fi de asemeni patrata, de
ordinul doi.

Din figura 6.4a, pentru M=My, se determina rigiditatea la torsiune ca fiind
panta portiunii liniare initiale a diagramei Mx-@. Tinand cont apoi de relatia
(6.16), rezulta ca rigiditatea la torsiune este

Mx G]P
= o = I

k (6.37)

In tabelul 6.1 se prezinta comparativ incarcarile, deplasarile si rigiditatile
utilizate de MEF pentru solicitarile axiale si respectiv torsiune.

Tab. 6.1. Particularitdti la aplicarea MEF la solicitdri axiale si torsiune

Solicitare incdrcare Deplasari Rigiditate k
EA
Axiala F 6 —
ci
Torsiune Mt [0} Tp

Deplasarile unghiulare ¢ se masoara in radiani. Sistemul de ecuatii poate fi
scris simbolic sub forma matriceala (vezi capitolul 4)

{M,} =[k]-{o} (6.38)

In (6.38) semnificatia notatiilor este:
e {M,} - matricea coloana (vectorul) a momentelor de torsiune nodale;
e [k] - matricea de rigiditate a structurii (patrata);
e {¢} - matricea coloana a rotirilor nodale.
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6.8. PROBLEME

6.8.1. Probleme static determinate

Aplicatia 6.3

Sa se dimensioneze bara din figura 6.10 stiind ca My =2 kNm, L =300 mm, 1,
=100 MPa, Go. = 8-10* MPa. Se vor trasa diagramele M, 7(R) si ¢.

1. Figurarea si determinarea reactiunilor. Deoarece bara este solicitata
numai cu momentele de torsiune, reactiunea care apare in reazemul 1 este
tot un moment de torsiune, care poate fi determinat din ecuatia de echilibru

M, +2M,—4M, + M, =0;= M, =M, (6.39)

S-a admis pozitiv sensul momentului M: figurat cu sageata sub axa. Asa cum
s-a aratat la solicitari axiale, la barele in consola se poate evita insa calculul
reactiunilor daca dupa sectionare se retine mereu portiunea de bara dinspre
capatul liber al barei. Cu alte cuvinte, etapa figurarii si determinarii
reactiunilor este optionala la barele in consola.

2. Impdrtirea barei in regiuni si sectionare prin fiecare regiune. Bara din
figura 6.10 cuprinde trei regiuni (1-2, 2-3 si 3-4), prin care s-au facut
sectiunile xi1, x2, x3. Cercurile mici (balustrarile) indica originea sectiunilor,
unde x;=0. Pentru o regiune este valabild o anumita lege de incarcare. Cand
se doreste trasarea diagramelor rotirilor @, este posibil ca la impartirea in
regiuni sa se tina cont si de diametrul tronsoanelor, nu numai de Tncarcari.
Aceste criterii de impartire in regiuni sunt valabile si pentru alte solicitari.

3. Trasarea diagramei My Se scriu eforturile in cele trei regiuni ale barei

M (x)=M; M (x,)=M+2M,; M (x,)=M,+2M,-4M, 6.40)
x €[0,L]; x,€[0,2L]; x,€[0,L]

Diagrama My este prezentata in figura 6.10e. Figurile 6.10b,c,d au doar scop
didactic. In continuare, figurile de acest tip nu vor mai fi prezentate, nefiind
necesare dupa intelegerea modului de lucru.
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Fig. 6.10. Bard supusd la torsiune (a), sectionarea in vederea determindrii
eforturilor (b, ¢, d) si diagramele My, o(R) si ¢ (e, f, g)
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4. Trasarea diagramei t(R). Tensiunile tangentiale la raza maxima R = d/2 se
determina cu relatia (6.20) si My luat din diagrama trasata mai sus. Pentru
cele trei regiuni se poate scrie

T(xl) — Mx(xl) — %,
Wp Wp

r(xy) = Lal) M, (6.41)
WP WP

T(X3) — Mx(x3) — _%
WP WP

unde W, se determina cu relatia (6.26).
Diagrama 7{R) este prezentata in figura 6.10f.

5. Dimensionare. Din diagrama 7{R) se observa ca tensiunea maxima in
modul este in regiunea 2-3. Pentru dimensionare se pune conditia ca
tensiunea maxima sa nu o depdaseasca pe cea admisibila

T, =3M,- 163 <r,=>d2= 3’48M’ (6.42)
nd T,

Tnlocuind valorile numerice in (6.42) rezult3

6
d> 3,%; d>67,4mm (6.43)
ﬂ'-

Se adopta diametrul d = 68 mm, conform [STAS 75-90].

6. Trasarea diagramei ¢. In incastrare deplasarile sunt nule si deci ¢1 = 0. La
fel ca la solicitari axiale, deplasarile absolute sunt raportate la un sistem de
referinta fix, cu originea Tn Tncastrare. Rotirile sunt calculate cu relatiile
(6.16):

p=—= " (6.44)

unde cu 2s-a notat suprafata din regiunea corespunzatoare a diagramei M.
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Rotirea sectiunii 2 fata de sectiunea 1 este o rotire absoluta, fiind raportata
la sistemul fix cu originea in 1 si din acest motiv se poate nota cu un indice

M (x) L ML
GI GI

p p

P =P, (6.45)

Rotirea sectiunii 3 fatd de 1 va fi suma dintre rotirea absolutd ¢, si cea
relativa ¢s.; (rotirea sectiunii 3 fata de sectiunea 2):

M (x,)-2L
P =P =0, T3, :¢2+T:
? (6.46)
_ ML N 3M,-2L  SM L
GI, GI, GI,
In mod similar se calculeaza rotirea sectiunii 4 fata de incastrare
. -M,-L N
Py =Py Glp
(6.47)

3M2L ML 6M,L
+ + =
GI, GI, GI

P p P

Deoarece rotirea ¢ depinde liniar de lungimea portiunii de bara x, in
diagrama ¢ se vor figura punctele de ordonata ¢, ¢z, @3 si ¢4 care apoi vor
fi unite cu segmente de dreapta (fig. 6.10g). Din diagrama ¢ se observa ca
mai exista o sectiune cu rotire nul, in afara de sectiunea 1.

Tnlocuind valorile numerice se calculeaza valoarea raportului care apare in
toate expresiile rotirilor

ML ML 32 ML _2:10°-300 32
GIl, G =d'’ GI, 810" 7z-68

p

—=0,0036 [rad] (6.48)

Tnlocuind in expresiile rotirilor rezults

¢, —0,0036rad =-0,21°% @, =@, +¢, ,=1,02°% ¢, =¢, , =1,23°(6.49)
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Aplicatia 6.4

Pentru bara de la aplicatia 6.3 se adopta o variatie in trepte (fig. 6.11). Sa se
determine diametrele treptelor di, d», d3, astfel incat volumul barei sa fie
minim.

1 51 4M, 2M, 5 M,
8 ~a
¥ 2 Tk 3 v 4
Mt, B I I N O (._ S I a)
& Sy Iy
=~ X3 ¢ xz‘\" X1 /
- = ——
ot L ] 2L L] L >
3M,
+

5 LM )
-M

R IS

el
: 0,33°

0 .0,9° M 1,23°d}

Fig. 6.11. Bara din figura 6.10 construitd ca solid de egald rezistentd (a)
si diagramele M,, 1(R) si @ (b,c,d)

Reactiunile raman aceleasi ca la Aplicatia 6.3 (etapele 1 si 2). Diagrama My
nu depinde decat de incarcari si in consecinta ramane neschimbata (etapa
3). Diagrama 7{R) este impusa: in orice sectiune tensiunea tangentiala la raza
R este egala in modul cu 7, pentru ca volumul barei sa fie minim (fig. 6.11c).
La aplicatia precedenta, dimensionarea s-a facut in regiunea 2-3. Deoarece
diametrul calculat s-a majorat doar cu 0,6mm, se poate mentine d;=68mm.
Se dimensioneaza in regiunile 1-2 si respectiv 3-4 din conditia (6.21):
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6
.16 A{’ <r,=d, Zﬁ’w; d, >246,7 mm (6.50)
w 7d, 7-100

Pentru solidul de egald rezistentd nu se tine cont de valorile liniare
normalizate [STAS 75-90] si se adopta di = d3 =47 mm. Majorand diametrele
tensiunile 1 scad, iar volumul si rigiditatea cresc.

Raportul intre volumul barei cu sectiune constanta (Aplicatia 6.3) si cel al
barei cu sectiune variabila in trepte (Aplicatia 6.4) este
Vi A -4L 2:d> V, 2-68

—= =———>; —=—>——->=1,353 (6.51)
V, A, -L+A4-2L+A,-L d +d V, 68 +47

Se observa ca volumul barei cu sectiune constanta este cu 35,3% mai mare
fata de volumul barei cu sectiunea variabila in trepte, de egala rezistenta.

Se calculeaza rotirile fata de reperul fix (cu originea Tn incastrare) pentru
bara cu sectiunea variabila in trepte

32-M,L _ 32:2-10°-300

O TG d T 810 AT

32.3M, 2L

@, ~=0,0157 rad ~=0,9% @, =@y =@, + @, , =)+ ————
Grd

¢, =—0,0157+0,0214 % 5,7-107 rad ~ 0,33°

~M,L 3M2L M,L
- +

GI, GI, GI

pl p2 pl

Py =Py =Py, + Q3 , +Q, 3=

_6M,L  6-24-10°
"G, P e
(6.52)

~0,0214rad ~1,23°

Diagrama rotirilor ¢ este prezentata in figura 6.11d. Se observa ca la bara de
egala rezistenta rotirea @, a crescut in modul, datorita micsorarii diametrului
regiunii 1-2 (d;=47mm), dar @3 nu s-a modificat, deoarece s-a pastrat
diametrul d=68mm. Rotirea @4 nu se modifica, deoarece -Q2-1= @4-3.
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6.8.2. Probleme static nedeterminate

Aplicarea MEF

Se prezintd in continuare utilizarea MEF la rezolvarea barei solicitate la
torsiune din Aplicatia 6.3. Pentru aplicarea MEF, se imparte bara din figura
6.10n trei elemente finite, notate (1), (2) si (3), corespunzatoare regiunilor
1-2, 2-3 si respectiv 3-4. Cu relatia (6.37) se determind rigiditatile
elementelor finite la torsiune, corespunzatoare celor trei regiuni
4
Gl, G rnd k& GI, k

k:k = p:— = N = P:_ 6.53
N A V) ) ) (6.53)

In Capitolul 4 s-a aratat forma matricelor de rigiditate ale elementelor finite
(EF), care in acest caz sunt

k k
A
ke = ke = ; ke = 6.54
2 2

Adoptand pozitiv sensul lui My, sistemul de ecuatii (6.38) poate fi explicitat

[k —k 0 0|
M, =? ¢ =0
v || k+§ —% 0 (pl ,
o [ kok S (6.55)
’ 0o - Lik k| |P7°
M, 2 2 0, =?
0 0 —k k|
Relatia matriceala (6.55) mai poate fi scrisa ca sistem
M
8t - 3 -
A ?, s
Ml‘
M, =—keo,; 47 = -, +3p, —2¢, (6.56)
Mt
T = Py T,




Rezolvand sistemul se determind necunoscutele ¢, @3, @4 (rotirile fata de
reperul fix) si apoi M. Se traseaza diagramele My, 7(R) si se dimensioneaza
bara, dupa procedeul prezentat la Aplicatia 6.3. Se traseaza in final diagrama
@, cu valorile calculate prin MEF, cunoscand @1 = 0 (in incastrare deplasarile
sunt nule).

Sisteme cu bare in serie

Aplicatia 6.5

Sa se dimensioneze bara de otel din figura 6.12, stiind ca M¢=3kNm, L =200
mm, Ta = 80 MPa, GoL = 8-10* MPa. Se vor trasa diagramele M, t(R) si ¢. Se
cunoaste raportul D/d = 2.

Pentru ridicarea nedeterminarii se va utiliza metoda geometrica. In acest
scop, sunt parcurse etapele prezentate mai jos.

1. Figurarea reactiunilor, impdrtirea in regiuni, ecuatii de echilibru. Deoarece
asupra barei actioneaza numai momente de torsiune, reactiunile vor fi de
asemenea momente de torsiune Mt si Mis, a caror sens a fost figurat arbitrar
in figura 6.12. Poate fi scrisa o singura ecuatie de echilibru. Adoptand sensul
lui M ca fiind pozitiv, rezulta

M, +M,-3M,+M, =0 (6.57)

Problema este simplu static nedeterminata (NN=2, NE=1).

2. Ridicarea nedetermindrii. Pentru gasirea necunoscutelor M si M5 este
nevoie de o ecuatii suplimentard, care se obtine studiind deformatiile
sistemului. La fel ca la Capitolul 4, in acest scop pot fi aplicate metode de
compatibilitate geometrica a deformatiilor sau metode energetice. Se va
aplica mai jos o metoda geometrica. Aceeasi problema va fi rezolvata
ulterior prin MEF. Pentru a ridica nedeterminarea prin metode geometrice
se observa ca rotirile in sectiunile 1 si 5 sunt nule @1 = ¢@s = 0. Altfel spus,
rotirea sectiunii 5 fata de sectiunea 1 este nula

O =P+ O+ @, s+ 0, =0 (6.58)
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Fig. 6.12. Bard dublu incastratd supusd la torsiune si diagramele My, ©(R) si ¢

Tinand cont de (6.16), relatia (6.58) se scrie

_Mx(xl)L+ M (x,) _3_L+ M (x;) .£+Mx(x4)L
- Gl (x) Gl (x,) 2 GI/(x) 2 Gl,(x)

5-1

=0 (6.59)

Se scriu momentele de torsiune in cele patru regiuni si se traseaza diagrama
M

Mx(xl):Mtl;Mx(XZ):Mtl+Mt;Mx(x3):Mx(x4):Mtl+Mt_3Mt
x €[0,L]; x,€[0,3L/2]; x,€[0,L/2]; x,€[0,L]
(6.60)
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Momentele de inertie polare in cele patru regiuni sunt

wd* 7(2d)"

1,(x)=1,= T s 1, () =1,(x,)= =161 ;
_7 4 4\ _ 15 4 _
Ip(x4)—3—2-(D ~d )—3—27rd =151, (6.61)
Din (6.59), (6.60) si (6.61) rezulta
M, M,+M, 3 M,-2M, 1 M, -2M,
Qs | = + =+ =+ =

I, 161, 2 161, 2 151,

p
480M,, +45(M, +M,)+15(M, —2M,)+32(M,-2M,)=0 (6.62)

=M, = %M, ~0,086M,

Deoarece reactiunile sunt pozitive, inseamna ca sensul lor figurat initial este
corect.

3. Trasarea diagramei My. Functiile My(x) sunt reprezentate grafic in
diagrama My din figura 6.12. Se observa ca in sectiunea in care actioneaza
un moment concentrat (incarcare sau reactiune), in diagrama Mjx apare un
salt, egal in modul cu acel moment. Aceasta observatie permite o verificare
rapida a diagramei.

4. Trasarea diagramei ©(R). Tensiunile tangentiale la suprafata barei se vor
determina cu relatia (6.20). Modulele de rezistenta polare in cele patru
regiuni ale barei sunt

IP

~

zD*  xd’
s W (x)=W,(x;) = TEREE R

x1) _ 7Z'6l’3

Wp(‘xl): 16

(6.63)

~0,47wd’

d

2
I,(x,) 15zd*
Wp(x4): pD4 =

2
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Se scriu tensiunile tangentiale in fiecare regiune

T(xl)= x(xl); Z'(xl)= 16~0,0836Mt ~1,376 Mt3

wW,(x) wd wd

1,086-2-M M

(xz)_ x(xz); T(XZ)Z ,086 - t:2’172 13

W,(x,) wd wd

M 1,914-2-M M (6.64)
rry) = L) -y S TLI M, g g M,

W, (x;) wd wd
o) = M (x). r(x,) = —1,914.1\34 4,083 Mg

W,(x,) 0,477d rd

Diagrama tensiunilor tangentialez(R) este prezentata in figura 6.12. Se
observa ca tensiunea este maxima in modul in regiunea 4-5. Aceasta este
regiunea periculoasa, pentru care se va face dimensionarea.

5. Dimensionare. Stabilirea dimensiunilor sectiunii transversale se face din
conditia ca tensiunea maxima in modul sa nu o depaseasca pe cea admisibila

<r =

a

Toax = ‘—4,083 Mt3
rd

4,083-M / 0 (6:69)
d23’—'t; d23w; d236,53mm
T, 7-80

Tinand cont de dimensiunile liniare normalizate [STAS 75-90], se adopta d =
38 mm. Deoarece D = 2d, rezulta D = 76 mm.

6. Trasarea diagramei @. Cunoscand diametrele D si d se pot calcula
momentele de inertie polare din cele patru regiuni

7-38*

I,(x)=1,= ~2,05-10° mm*;

1,(xy)=1,(x;)=16-1,=32,8-10" mm*; (6.66)
1,(x,)=15-1,=30,75-10° mm"
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Rotirile in incastrari sunt nule ¢; = @5 = 0, iar rotirile celorlalte sectiuni se
pot determina cu relatiile (6.16) si (6.66)
M (x)-L 0,086M L

= ~3,15-107 rad = 0,18°
P =0 Gl Gl ®,
3L
e o MR L0s6em, 3L
O =P =0, TP, =, G-16Ip ®, Z-G'16Ip
L
o 0o _¢+Mx(x3)'2_¢+_1,914.Mt.L
41 4 =P TP 3 =P G-Ip(x3) 3 2-G-161,
-M -L 1,914-M .- L
=0, = L(x) _ 7 ,9 oL 1’914-0,0366
G-151, 15-G-1, 15
o, = 6,876-10" rad ~ 0,394°; @, =4, 67-107 rad = 0,27°
(6.67)

Rotirea @4 poate fi calculata mai simplu fata de incastrarea 5, ca in (6.67).

Diagrama ¢ este prezentata in figura 6.12. Se reaminteste faptul ca ea
trebuie sa fie fara salturi, din motive de continuitate a deformatiilor.

Aplicarea MEF la probleme static nedeterminate

Se va prezenta n continuare rezolvarea Aplicatiei 6.5 utilizand MEF. Aceasta
metoda implica parcurgerea urmatoarelor etape: 1. Figurarea reactiunilor si
impartirea barei in elemente finite; 2. Determinarea rigiditatilor
elementelor; 3. Formarea matricei de rigiditate a intregii structuri si scrierea
sistemului de ecuatii sub forma matriceala; 4. Rezolvarea sistemului; 5.
Trasarea diagramei My; 6. Trasarea diagramei t(R); 7. Dimensionare; 8.
Trasarea diagramei ¢. Aceste etape vor fi parcurse pe scurt in cele ce
urmeaza.

1. Figurarea reactiunilor si impdrtirea in elemente finite. Reactiunile au fost
prezentate in figura 6.13a. Tmpartirea intr-un numar minim de EF este
prezentata in figura 6.13b. Se reaminteste faptul ca la MEF incarcarile
actioneaza doar in noduri (vezi Capitolul 4). Daca se doreste calculul rotirii
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cu MEF in alte sectiuniin afara celor din nodurile din figura 6.13, se vor figura

noi noduri in sectiunile respective si numarul EF va creste.

t

M, -3M
M () 2) 1B

Jk VK, Uk,
12 3

Fig. 6.13. Bard dublu incastratd supusd la torsiune (a)
si impdrtirea in elemente finite (b)

2. Determinarea rigiditatilor elementelor. Momentele de inertie polare au
fost determinate la Aplicatia 6.5. Rigiditatea la torsiune se calculeaza cu

(6.37).
Gl,(x) G rd* GlI, GI,(x,) 32
kl = = —- = = k’ kZ = = — ’
L L 32 L 3L 3
2
Gl Gl
k, = pL(xz) 3ok k=) gy
2
2. Matricele de rigiditate ale elementelor finite (elementare) sunt
] 32, 32,
| K —k} . | 3 3
= 5 2 = 5
__k k —gk Qk
3 3

o[ 32k 32k . [ 15k 15k
ky = ; k, = .
32k 32k ~15k 15k
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3. Formarea matricei de rigiditate si a sistemului matriceal. Matricea de
rigiditate a intregii structuri se formeaza prin asamblarea matricelor de
rigiditate ale elementelor (elementare), similar cu aplicarea MEF la
probleme static determinate la torsiune (vezi paragraful 6.8.2). Se observa
ca matricele elementelor se ordoneaza dupa diagonala principala si se
suprapun (se aduna) la colturi. Sistemul (6.38) devine astfel

ko -k 0 0 0
Moo= | k22 Z32y 0 0o | |a=0
M, 323 32 : 0=
M, b= 0 =Tk Th32% 2%k 0 |p=
0 @, ="
M.=2] |0 0 32k 32k+15k 15k | | -

0 0 0 _15k 15k

(6.70)

4. Rezolvarea sistemului. Sistemul (6.70) se poate descompune in doua
sisteme:

35 32
Mt = ?k(l)z _?kQ)S
M, =—k
1 ?, . {-3M, = _Ek(pz -|-%k(p3 -32kep, (6.71)
M, =-15kg, 3 3
0 - -32kp, +47kg,

262



%M, = 35p, 320
9

_EM’ = -32¢, +128¢p, -96¢, (6.72)
0 = -32¢, +4lg,

Rezolvand sistemul se determina ¢z, @3, @4 si apoi M si Mg din (6.71).
Etapele 5, 6 si 7 sunt aceleasi ca cele prezentate in Aplicatia 6.5.

8. Trasarea diagramei @. Expresiile rotirilor absolute (fata de sistemul fix) au
fost determinate in urma rezolvarii sistemului (6.72) (Etapa 4). Dupa
dimensionare (Etapa 7), s-au calculat diametrele d si D si pot fi calculate
momentele de inertie polare pe regiuni si apoi rigiditatile ki, k2, k3 si ka.
Tnlocuind, se pot determina valorile numerice ale rotirilor ¢, s si @4.

Sisteme cu bare in paralel

Aplicatia 6.6

Sistemul din figura 6.14 este format din bara de otel 1, montata in teava de
aluminiu 2, ambele bare fiind incastrate la un capat si fixate de discul rigid 3
la celdlalt. Sa se dimensioneze barele stiind ca di1~d; =d, d3 =D, D/d =4, Go.
= G1= 8 10*MPa, Gai = G2= 2,5-10* MPa, Ta01= Ta1= 92 MPa, Taa= Ta2= 30 MPa.

w

3

.

ay

SONANRRN PARNIANIANY
1
—

A
h 4

Fig. 6.14. Sistem de bare cuplate in paralel, supus la torsiune
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Momentul M¢se distribuie pe cele doua bare. in consecint3, se poate scrie o
singura ecuatie de echilibru
M, =M, +M, (6.73)

unde M; este momentul din bara de otel 1, iar M3 din cea de aluminiu, 2.

Problema este simplu static nedeterminata (NN =2, NE =1, GN = 1). Se va
ridica nedeterminarea prin geometrica (metoda compatibilitdtii
geometrice). Se observa ca rotirea ¢ este aceeasi in ambele bare, deoarece
nu exista deplasari relative intre ele (nici incastrarea si nici discul rigid nu
permit rotiri). In consecint3, se poate scrie

ML ML
Gl, Gl,
Aplicand proprietatile rapoartelor egale, din (6.73) si (6.74) rezulta
M, M, M +M, M,
4 D' -d* D' D'
N N (6.75)
=M =|=| -M; M=|1-|=]| |M,
D D
Tnlocuind valorile numerice rezult3
M, =0,0039M,; M, ~0,9961M, (6.76)

Tensiunile admisibile nu pot fi atinse simultan in cele doua bare.
Dimensionand cu criteriul de rezistentd rezulta situatiile notate cu | si ll.

) Pentru cazul in care tensiunea admisibila se atinge in piesa 1
M 16 0.0624M
—L=0,0039M, - <7, =>d>;]——F (6.77)
w, nd ‘ T,
Tnlocuind valorile numerice rezultd d = 10,9 mm. Tindnd cont de

dimensiunile liniare normalizate [STAS 75-90] se adoptd, intr-o prima
variantd, d'=12 mmsi D' =4-d' =48 mm.
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1) Cand tensiunea admisibila se atinge in piesa 2 se scrie

M, 16M, 16M,
—=<r7,; <7, >D23 (6.78)
w, > xD ’ 7T,

inlocuind valorile numerice, rezultd D = 100,6 mm. In aceasta variant3,
tinand cont de dimensiunile liniare normalizate [STAS 75-90] s-ar putea
adopta D =105 mm; d = 105/4 = 26,25 mm. Dintre cele doua variante (I si ll)
se adopta in final dimensiunile cele mai mari: D = 105 mm; d = 26 mm.
Diametrul d1 a putut fi aproximat prin lipsa deoarece T, se atinge in bara 2.
Micsorarea lui d1 nu conduce la o crestere periculoasa a tensiunii tangentiale
din bara 1, dar modifica putin raportul D/d.

6.8.3. Probleme care implica mai multe solicitari

In acest paragraf vor fi studiate probleme care implica atat calculul unor
piese supuse la torsiune, cat si calculul altor piese supuse la forfecare sau
tractiune.

Aplicatia 6.7

Doi arbori de transmisie sunt montati prin intermediul unui cuplaj cu bolturi
(fig. 6.15). Rotirea fata de arbore a fiecarui semicuplaj este impiedicata de
cate o pana paraleld. Arborii transmit o putere de 70 kW la 300 rot/min.
Toate piesele sunt confectionate din acelasi marca de otel, avand 1, = 100
MPa. Se considera ca penele sunt prismatice, cu sectiunea patrata (axa) si
lungimea t = 20 mm. Stiind ca diametrul de amplasare a celor patru suruburi
este D=120 mm, sa se determine diametrul minim al arborilor d, al bolturilor
(suruburilor) ds si dimensiunea sectiunii transversale a penei (a).

Componentele ansamblului pot ceda prin (s-a neglijat Tncovoierea si
strivirea):

1. Torsiunea arborilor;

2. Forfecarea bolturilor (suruburilor);

3. Forfecarea penelor.
Se prezinta in continuare calculul acestor componente.
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1. Calculul arborilor la torsiune. Cu relatia (6.6) se determind momentul de
torsiune M

4
MIZQ-E; Mtzﬁj 10
T on T

~2,23-10° Nm=2,23-10° Nmm (6.79)

Se dimensioneaza arborii din criteriul de rezistenta

M. 16M 16 M
Toox = x:63tSTa:>d236 L
w, nd 7T,
(6.80)
6
B L L P e g
7-10
AA «lo el
i .
_________ 3‘8
M, 7
(=P — 3
-~ Mt
c)
Ag T

a2

f)

Fig. 6.15. Cuplaj cu bolturiintre doi arbori 1(a,b,c); aparitia fortelor tdietoare
in bolturile 2 (d) si in penele 3 (e, f)

Se observa ca regiunea periculoasa este cea in care exista canalul de pana.
Datorita prezentei acestuia, sectiunea nu este perfect circulara si starea de
tensiuni din vecindtatea sa este modificata.
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In aceste conditii, relatia (6.20) nu poate da decat rezultate aproximative.
Studiul starii de tensiuni in vecinatatea canalului poate fi facut cu MEF, dar
depdsind cadrul cursului. Tn aceastd fazi problema va fi rezolvats
aproximativ, printr-o majorare suplimentara a diametrului arborilor. Astfel,
diametrul calculat mai sus ar putea fi considerat ca fiind cel tangent la fundul
canalului de pana. Diametrul exterior al arborelui ar putea fi adoptat ca fiind
dgq = d + a. Mai simplu, problema ar putea fi rezolvata, intr-o prima
aproximare, printr-o majorare mai importanta a diametrului. Tinand cont si
de dimensiunile liniare normalizate [STAS 75-90], se adopta d = 56 mm.

2. Calculul bolturilor la forfecare. In fiecare dintre cele patru bolturi apare o
forta taietoare Ts (fig. 6.15d), care se determina din conditia ca momentul
M sa fie echilibrat de cele catre cele doua cupluri de forte

M, ~2,23:10°

M,=2-T.-D=>T =—*; T

T ~9292 N (6.81)
2D 2120

Aria de forfecare a unui surub (bolt) este

d?
A, :T (6.82)

Se dimensioneaza bolturile

T = T = 4]12 <7,=d 2 4T, ; d, > ’4.9292 =10,88 mm (6.83)
A, 7d, 7T, -100

Aceasta este valoarea diametrului interior al filetului. Se adopta suruburi
M14, cu diametrul exterior D=14 mm si diametrul interior d=11,8mm.

3. Calculul penelor la forfecare. In planul median al penei apare forta
tdietoare T, (fig. 6.15 e, f), care se determina din conditia ca momentul de
torsiune M sa fie echilibrat de momentul acestei forte fata de centrul O:

d _2M,

M =T, S=T,==2% T,

~2-2,23-10°

~84151N  (6.84)
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Dimensionarea penei se face din conditia ca tensiunea tangentiala maxima
sa nu o depaseasca pe cea admisibila

T T T
7. =—Ft=-"L<71, >a>—" azﬂz42,07mm (6.85)
A, a-t tr,” 204100

Deoarece aceastd dimensiune este prea mare in comparatie cu diametrul
arborelui d, se pot adopta doua pene pe arbore (diametral opuse). In aceste
conditii, diametrul arborelui va trebui sa fie majorat. Pentru a se poate
admite adoptarea unei dimensiuni rotunjite prin lipsa, a,; = 42mm,
deoarece astfel nu se produce o majorare a tensiunii admisibile 7 cu mai
mult de 3%.

Observatie

Arborii de transmisie sunt solicitati la torsiune cu incovoiere. Predimensionarea lor
se face insa la torsiune. In plus, arborii se vor calcula la solicitari variabile (oboseald)
si vibratii.

Aplicatia 6.8

O bara elastica 1, cu sectiune circulara, este prinsa in consola. La capatul liber
se fixeaza discul rigid 2, de care se prind firele 3, prin articulatii la ambele
capete (fig. 6.16). Componentele flexibile sunt confectionate din otel.
Asupra discului se aplica momentul M. Sa verifice firele 3, stiind ca:
diametrul barei este d = 50 mm, diametrul discului D = 300 mm, diametrul
firelor do=1 mm, Mt =0,3 kN-m, 6.=300MPa si coeficientul Poisson voL = 0,29.
Firele sunt considerate perfect flexibile la incovoiere si ele se infasoara pe
discul D.

Se figureaza reactiunea si eforturile din fire, care sunt solicitate numai la
tractiune. Bara 1 va supusa la torsiune cu momentul M:a. Se scrie ecuatia de
echilibru a momentelor

M, =M, +N-D (6.86)

Problema este simplu static nedeterminata. Se va ridica nedeterminarea
prin metoda compatibilitatii geometrice si cea a eforturilor.
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ry

SN

Fig. 6.16. Sistem format dintr-o bard, un disc rigid si fire flexibile (a);
vedere in lungul axei Ox (b)
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Metoda geometrica

Ca urmare a torsionarii barei 1, discul 2 se roteste cu unghiul @ care, cand
este masurat in radiani, se scrie

_arc(CC")
=7

2

(6.87)

[rad]= arc(CC') = go-g

Deoarece firele flexibile 3 se infasoard perfect pe disc, punctul initial de
prindere al firului de disc C se roteste pana ajunge in C’ si se poate scrie

arc(CC"Y=AL=06 (6.88)
Din (2.20), (4.6) (6.16), (6.87) si (6.88) rezulta

M,2L D _NL_ 16M,(1+v) N

Rl = 6.89
GI, 2 AE d* d; D (689

Rezolvand sistemul format din ecuatiile (6.86) si (6.89) rezulta eforturile N si
Mta

16(1+v)d02D
d*+16(1+v)d;D* '
A (6.90)
M, =— d ——M,; M, =~077IM,
d" +16(1+v)d,D
Tensiunea dintr-un fir 3 este

N 4N

oc=—=—7 (6.91)
A 7d,

Tnlocuind valorile numerice se obtin efortul si tensiunea din fire N = 229N,
o =291,7MPa < o, =300MPa . Deoarece tensiunea din fire este mai mica

decat tensiunea admisibil3, firele rezista la incarcarea propusa.
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Metoda eforturilor

Pentru un sistem simplu static nedeterminat se scrie ecuatia
0,X,+6,,=0 (6.92)

Sistemul de baza este static determinat si poate fi obtinut, de exemplu, prin
indepdrtarea articulatiilor B de la capetele firelor prinse in reazeme. Forta
axiala din fire se noteaza N=X1 (fig. 6.17).

T 2L

y
N=X,

A J

Fig. 6.17. Sistemul de bazd pentru ansamblul din figura 6.16

Metoda eforturilor face parte din categoria metodelor energetice. La
aplicarea ei trebuie sa se tina cont de intreaga energie potentiala de
deformare elastica a sistemului. Discul 2 fiind rigid nu de deformeaza si nu
inmagazineaza energie. Bara 1 este solicitata la torsiune, iar firele 3 la
tractiune.
Se parcurg etapele standard ale metodei, pentru GN=1:
e Se studiaza sistemul de baza cu incarcarile reale (My) si X1=0 si se
traseaza diagrama Mo (fig. 6.19);
e Se studiaza sistemul de baza cu incarcarile reale nule (M=0) si X1=1,
trasandu-se diagramele n1 si m1 (fig. 6.20).
Cu datele din figurile 6.18 si 6.19 se calculeaza coeficientii de influenta o,, si

d,,, tinand cont de expresiile energiei potentiale (6.24) si (4.14).
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Fig. 6.18. Metoda eforturilor: diagrama M,

Fig. 6.19. Metoda eforturilor: diagramele n; si ms
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510:LMO-ml-ZL:—M-Lzé‘-Mt-DQL
Gl E rd
» (6.93)
128(1+v)D-L-M,
510:_ Exd®
EA Glp
dlzg.iz.ﬁ.LJrM. 324-D4-2L (6.94)
E 7d, E  nd
8L d*+16(1+v)d; D’
511:_' 2 74
nE d,d

Primul termen din (6.94) este inmultit cu 2 pentru a tine cont de energia de
deformare elastica a celor doua fire.

Din ecuatia (6.92) se determina

4&=:&:N (6.95)
S

Tnlocuind, se gdseste valoarea efortului N din ecuatia (6.90). Valoarea lui M4
se obtine din ecuatia de echilibru (6.86).

De retinut:

o eforturile care apar la solicitarea la torsiune;

e calculul momentului de torsiune cand se cunoastem puterea si turatia;

e calculul pe baza criteriilor rezistenta si respectiv de rigiditate;

e repartizarea tensiunilor pe sectiunea transversala a barelor solicitate la
torsiune;

e sectiunea rationala a barelor solicitate la torsiune;

e expresia energiei de deformare elastica pentru solicitarea la torsiune;

e modul de trasare a diagramelor de efort My, tensiune tangentiala t(R) si
diagrama rotirilor o;

e metode pentru ridicarea nedeterminarii;

e aplicarea metodei elementelor finite la torsiune.
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CAPITOLUL

Incovoiere

Sursa: https://www.sentrakalibrasiindustri.com/bending-test-uji-tekuk-manfaatnya-dalam-suatu-industri/
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7. INCOVOIERE

7.1. OBIECTIVE

n acest capitol se prezintd calculul tensiunilor normale si al deplasarilor
grinzilor supuse la Tncovoiere statica, atat static determinate, cat si static
nedeterminate. Se prezinta calculul tensiunilor tangentiale care apar in
grinzile solicitate la incovoiere simpla. Tnaintea abordarii acestui capitol se
recomandd sd se revada caracteristicile geometrice ale sectiunilor (Anexa 1).

7.2. INTRODUCERE

Solicitarea la incovoiere purd (produsa de catre momente concentrate) este
o solicitare simpla. Tn practic3 se intalneste frecvent solicitarea la incovoiere
simpld (produsa de forte) care, in multe situatii (cum ar fi cazul barelor lungi
cu sectiune masivd), poate fi asimilata cu o solicitare simpl&. in constructia
de masini arborii de transmisie pot fi asimilati cu bare supuse la incovoiere
si torsiune. Puntile autovehiculelor care nu sunt motoare sunt supuse numai
la Tncovoiere si se numesc osii. In figura 7.1 se prezintd o astfel de punte,
suspendata pe arcuri cu foi si modul in care poate fi schematizata osia cu o
bara dreapta, supusa la incovoiere simpla (fig.7.1b). Grinzile pot fi incarcate
cu forte si momente concentrate sau distribuite. Fortele distribuite pot sa
provina din greutatea proprie a grinzii, actiunea presiunii (aripa de avion,
palete de turbina etc.), sau a fortelor de inertie (cum apar in cazul bielei unui
motor cu ardere internd, a elicelor de avion sau elicopter etc.). in figura 7.2
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se prezinta exemple de incovoiere simpla, produsa de forte concentrate si
respectiv liniar distribuite. Atat dintele rotii dintate cat si biela motorului cu
ardere interna sunt supuse la incovoiere cu solicitari axiale.

Tn acest capitol nu se va discuta cazul grinzilor cu pereti subtiri.

Fig. 7.1. Osia unui autovehicul (a) si schematizarea ei cu o grindd
solicitatd la incovoiere simpld (b)

Fig. 7.2. Fortele care actioneazd asupra unui dinte aflat in angrenare (a);
schematizarea solicitdrii dintelui la incovoiere (b); incovoierea unei biele
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7.3. STUDIUL DEFORMARII GRINZILOR

Se studiaza deformarea elastica a unei grinzi, supusa la ncovoiere purd,
avand trasata la suprafata o retea cu ochiuri patrate (fig. 7.3). Se observa ca
liniile longitudinale (generatoarele) se deformeaza dupa arce de cerc.
Sectiunile transversale raman plane si se rotesc, ramanand normale pe
generatoarele deformate, confirmand astfel ipoteza lui Bernoulli pentru
incovoierea purad. Acest lucru se poate observa in figura 7.4.

y

Al » A’

“’ coners
=R
7 e )

Tractiune

Fig. 7.4. . Grindd solicitatd la incovoiere purd si deformarea sectiunii transversale
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Din figurile 7.3 si 7.4 se observa ca la partea inferioara a grinzii (cea de la
exteriorul curburii) reperele se indeparteaza iar la interiorul curburii se
apropie. Rezulta ca fibrele de la exteriorul curburii sunt tractionate, iar cele
de la interior comprimate. Zona tractionata este separatd de cea
comprimata prin suprafata neutrd. Acesta contine axa neutrd, care uneste
centrele de greutate ale sectiunilor transversale. Fibrele din suprafata
neutra nu-si modificd lungimea dupa deformarea barei (in fig. 7.3a,b se scrie
[BB'] = arcBB’ = a). in fibrele supuse la solicitdri axiale (tractiune sau
compresiune) apar tensiuni normale. In suprafata neutra tensiunile normale
sunt nule, deoarece alungirea fibrelor pe care le contine este nuld. Latimea
grinzii deformate se micsoreaza in partea intinsa si se mareste in cea
comprimata, dar ramane constanta pe suprafata neutra (fig. 7.4).

7.4. EFORTURI

n figura 7.5a,b se prezintd o grinda in consold, solicitata la incovoiere pura
(cu un moment concentrat) si respectiv la Tncovoiere simpla (cu o forta
concentratd). In figura 7.5a se prezinta si eforturile care apar in grinda
solicitata la incovoiere pura. Se observa ca incovoierea pura este o solicitare
simpla, deoarece in sectiune apare o singura componenta a efortului,
M;=F:h. Efortul M, a fost inlocuit cu un cuplu de forte Fi, pentru fibrele
tractionate si respectiv comprimate. incovoierea simpld este de fapt o
solicitare compusa, deoarece in sectiune apar doua componente ale
efortului, M,=Fzh si T,=F. In figura 7.5b efortul M; a fost inlocuit cu un cuplu
de forte F,, pentru fibrele tractionate si respectiv comprimate. In figura
7.5a,b a efortul M, este prezentat este negativ, iar forta tdietoare Ty pozitiva

(fig. 1.34).

n cazul Incovoierii pure, in sectiunea barei apare numai unul din eforturile
M, sau M. Sensul acestor vectori poate fi determinat cu regula burghiului
drept (fig. 7.6). In Rezistenta Materialelor se obisnuieste ca momentele sa
fie prezentate prin sensul lor de rotire. Prezenta simultana a eforturilor M,
si M, se produce in cazul solicitdrii compuse |a incovoiere oblicd (sau dublad),
care este o solicitare compusa. La incovoiere, axa Oy se considera pozitiva in
sus. Deplasarile in sensul axei Oy sunt considerate pozitive in aceasta lucrare.
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a) b)

Fig. 7.5. Incovoiere purd si eforturi (a), respectiv incovoiere simpld si eforturi (b)

Fig. 7.6. Fragment de grindd cu sistemul de referintd (a); momentul M,
deformeazd grinda in planul xOy (b), iar M, in planul xOz (momentele sunt
prezentate ca vectori, cu sensul lor de rotire)

7.5. CALCULUL TENSIUNILOR

7.5.1. Tensiuni normale. Formula lui Navier

Se reaminteste faptul ca in Rezistenta Materialelor, in scopul simplificarii
calculelor, se admite ipoteza lui Bernoulli, desi acest lucru nu este necesar
din punct de vedere matematic. Problema determinarii tensiunilor la
incovoierea barelor este rezolvata corect in Teoria Elasticitatii, fara a face
apel la aceasta ipoteza. Se arata astfel ca ipoteza lui Bernoulli nu se verifica

279



riguros in cazul incovoierii simple, in prezenta fortelor distribuite. Totusi,
aproximatiile introduse de catre aceasta ipoteza sunt pe deplin acceptabile
in cazul grinzilor lungi, cu L = 10h (fig. 7.5).

Se vor determina tensiunile normale din sectiunea unei grinzi drepte
prismatice, supuse la Tncovoiere pura la care momentul incovoietor este
constant pe lungimea grinzii. Conform figurii 7.5a,b si a relatiilor diferentiale
dintre eforturi (1.29), in orice sectiune a grinzii vor exista eforturile

M
M _(x)=M =const.; Ty:d =0, N=T.=M =M_=0 (7.1)
z d z y x

X

a) b)

Fig. 7.7. Izolarea unui element de grindd dreaptd cu fibra A-B (a), studiul
deformdrii elementului, cdnd grinda este supusd al incovoiere purd (b)

in figura 7.7 s-a notat cu praza de curbura a axei neutre. Deocamdat& nu se
tine cont de semnul curburii 1/p. Alungirea specifica a fibrei [A-B] este
. arc(A'B")—[AB] _(p+y)-dp—dx
' [AB] dx

(7.2)

unde do se madsoara in radiani.
Deoarece axa neutra nu isi modifica lungimea dupa deformarea grinzii, la fel
ca toate fibrele cuprinse in suprafata neutra (fig. 7.7a,b), se poate scrie

[4,B,]=arc(4;B)) & dx=p-de (7.3)
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Din (7.2) si (7.3) rezulta

o _(pty)de-pde_y _ do
x - _y
p-de p " odx

(7.4)

Relatia (7.4) arata ca & variaza liniar pe naltimea sectiunii (pe directia axei
Oy). Aceasta este o consecinta a ipotezei lui Bernoulli.

Alungirea specifica poate fi exprimata din legea lui Hooke
g =— (7.5)

Se admite ca materialul grinzii are acelasi modul de elasticitate E la tractiune
si la compresiune. Din (7.4) si (7.5) rezulta

E
O-x :—-y (76)

Yo,
Se observa ca si tensiunea normala ox este functie liniara de y, fiind nula pe
axa neutra (fig. 7.8). Pentru ox >0 fibrele sunt tractionate, iar pentru ox<0
sunt comprimate.

y o(h/2) y a(h/2)
h2 h/2 70/
M(% M( —————————
X X
h/2 N h/2
® @
\ N\
o(-h/2) o(-h/2)
a) b)

Fig. 7.8. Moduri de reprezentare graficd a functiei ox(y)
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Din (7.1), (7.6) si ecuatiile de echivalenta (1.34) rezulta

N:JAadi:%IAy-dAZE-SZ =0

o,
M},:I o -Z-dA=£I y~z~dA:£~I =0 (7.7)
4~ A 2
P P
E E
MZ:I O'X-y-dA:—j yedA=—-1_#0
4 pA P

Celelalte ecuatii de echivalenta nu au fost scrise deoarece ele se refera la
tensiunile tangentiale, care sunt nule. Deoarece E/p # 0 (p = doar
pentru grinda nedeformatd, neincarcata), din primele doua ecuatii (7.7)
rezulta

S =0, I.,=0 (7.8)

Momentul static S; este nul numai daca axa Oz trece prin centrul de greutate
al sectiunii transversale. Rezulta ca sistemul yOz este unul central, iar axa
neutrd Ox trece prin centrele de greutate ale sectiunilor transversale.
Momentul de inertie centrifugal I,y = 0 este nul numai daca sectiunea
transversald are cel putin o axa de simetrie. Se stie ca orice axa de simetrie
este si axa principala de inertie. Rezulta ca sistemul de coordonate yOz este
un sistem principal (axele Oy si Oz sunt axe principale). Axa de simetrie
contine si centrul de greutate al sectiunii. Rezulta ca sistemul de axe al
sectiunii transversale este unul principal central, iar efortul M; este orientat
dupd axa Oz, care este si axd principald de inertie.

Se admite ca Oy este axa de simetrie si Oz trece prin centrul de greutate,
ceea ce conduce la satisfacerea relatiilor (7.8). Egaland expresiile lui E/p
determinate din (7.6) si (7.7), rezulta formula lui Navier

M. - M. - M
(=TT 0y, == 79)

Tensiunea ox este maximd cand y=maxim. Raportul I,/Vy., din (7.9) se
numeste modul de rezistenta fata de axa Oz si se noteaza cu W, (Anexa 1).
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Deoarece in cazul incovoierii pure a grinzilor drepte cu sectiune constanta
pe toata lungimea efortul M, este constant, rezultd ca tensiunea ox este
functie numai de y. Ea este nuld pe suprafata neutra, care contine si axa
neutra (y = 0) si este maxima sau minima pe fata grinzilor de la exteriorul
curburii si respectiv de la interiorul curburii (fig. 7.8). Tn calculele de
rezistenta intereseaza tensiunile normale ox maxime in modul, care apar in
fibrele cele mai indepartate de axa neutra. Daca axa Oz nu este o axa de
simetrie, ca in cazul sectiunilor prezentate in figura 7.9, atunci se poate scrie

Woy=—= Wy=— (7.10)
Pentru materiale avand limita de curgere la tractiune og: diferita de cea la
compresiune o, se determina atat tensiunea maxima (la tractiune) cat si
cea minimad (la compresiune). Pentru dimensionare se vor limita atat

tensiunile de tractiune, cat si cele de compresiune. Valorile rationale pentru
Cmin ‘ =Gac. Cu notatiile (7.10), relatia

y1 Si y2 se obtin din conditiile Gmax =Cat,
lui Navier (7.9) poate fi scrisa

MZ MZ
O = - <o, |amjn =|— <o, (7.11)
z1 z2

Y2
Gi Axa neutrd
. 2R e Rt b A Y

SN

a)

Fig. 7.9. Repartitia tensiunilor pe sectiunea unei grinzi la care Oz nu este
axd de simetrie: prezentare in plan (a) si axonometricd (b)
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Daca Oz este axa de simetrie, atunci y1 = y2 = ymax $i, pentru o grinda
confectionata dintr-un material cu rupere tenace (0at = Oac), S€ poate scrie

W = L (7.12)

.=
ymax

unde ymax este distanta de la axa Oz la fibra cea mai indepartata a sectiunii.
Cu aceasta notatie, relatia (7.9) poate fi rescrisa

M
O max = 1 (7.13)
’ /4

z

Relatia lui Navier se utilizeaza sub aceasta forma la sectiuni cu Oz axa de
simetrie. Tensiunile maxime Tn modul nu trebuie sa depaseasca tensiunea
admisibilad, daca grinda rezista

<o (7.14)

o
|xmax a

Pentru calculul de dimensionare se determind mdrimea caracteristicd a
sectiunii transversale, rezolvdnd inecuatia (7.14). La calculul de verificare,
grinda rezistd dacd sensul inegalitdtii se pdstreazd.

Tn cazul pofilelor laminate, caracteristicile geometrice W, sunt indicate in
tabele [Buzdugan Gh. s.a., 1973]. Tn cazul incovoierii simple, in sectiunea
transversald a grinzii apar in plus forte tdietoare (fig. 7.5b) si tensiuni
tangentiale.

Cu toate cd formula lui Navier (7.9, 7.13) a fost dedusd pentru solicitarea
simpld la incovoiere purd, ea este utilizatd, in anumite conditii, si pentru
calculul tensiunilor normale care apar in grinzile supuse la incovoiere simpld.
in acest caz, este necesar ca, pe Idngd conditiile mentionate mai sus, axa Oy
sd fie axa de simetrie a sectiunii transversale, iar planul xOy sd contind toate
fortele taietoare (incovoiere pland).

Mai mult, formula lui Navier dd rezultate acceptabile chiar in cazul grinzilor
lungi, care prezintd o variatie lentd a sectiunii transversale pe lungimea
grinzii. In cazul unor variatii bruste a sectiunii, apare fenomenul concentrérii
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tensiunilor si tensiunile maxime in modul sunt mai mari decdt cele calculate
cu formula lui Navier (fig. 7.10), [Buzdugan Gh. s.a., 1973].

_ON
]1 SIS
[ x:;\“\\
MC ----------------- R S )IVI
5
.
®
On
cmal

Fig. 7.10. Fenomenul de concentrare a tensiunilor (on calculat cu formula Navier)

La grinzile lungi (L/h > 10) cu sectiune masivd, supuse la incovoiere simpld,
cedarea materialului este provocatd de cdtre tensiunile normale. In
asemenea cazuri, tensiunile tangentiale pot fi neglijate. Din contra, in cazul
grinzilor scurte sau a celor cu sectiune compusd, tensiunile tangentiale pot
avea un rol predominant in cedarea grinzii.

La Tncovoierea simpla, momentul M, variaza de obicei pe lungimea grinzii.
Tensiunea normala va fi o functii de doua variabile si formula lui Navier (7.9)
poate fi rescrisa

M.(x)-y
I

z

o.(x,y)= (7.15)

Conditia (7.14) ramane valabila si in acest caz.

Pentru grinzi de sectiunea constanta pe toata lungimea, tensiunea maxima
se va produce in sectiunea periculoasd, Tn care momentul este maxim
(M_z,max). La grinzi cu sectiune variabila, tensiunea maxima se poate produce
si In alte sectiuni. Valorile momentului incovoietor se determina din
diagrama de efort M,(x). Trasarea diagramelor de eforturi (M., Ty) este
prezentata in paragraful 7.7.
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7.5.2. Tensiuni tangentiale. Formula lui Juravski

La Tncovoierea purd, in sectiunea grinzii apar numai tensiuni normale. in
cazul incovoierii simple, in sectiunea grinzii apar atat tensiuni normale cat si
tensiuni tangentiale. Formula pentru calculul tensiunilor tangentiale va fi
demonstrata in cele ce urmeaza.

Dintr-o grinda solicitata la incovoiere simpla, de sectiune dreptunghiulara,
se izoleaza un element de lungime dx. Axa Oy este axa de simetrie a sectiunii
transversale (fig. 7.11). In figura 7.11e s-au prezentat numai tensiunile care
dau proiectie pe axa Ox si din acest motiv nu s-a prezentat tensiunea Txy.

y A-A
7 —|A B A \/T A y
7 ; L EN A B
2 OX GX o
z K 2 VL0
AV A S | h X | T'\
g th —va—b—b Txy v Y X EN l | / X
1 Zb CH—— ay ; | Tv(>2 Ly(x)
- A B K b A | dx
Lodx X i g
a) b) c)
GX(X,\/) b -
D’ D g b
tyx(xly) - < > @
o,(x,y)+do C;/JZ///C' ) :
X% T,%Y) D, u
F ' Eé‘/ £ D =
B v ~=
/ A Uy dy | o]
/ r 6\.. A E K 6\-
;V o,(y)+do
d) e)

Fig. 7.11. Izolarea unui element de volum dintr-o grindd supusd la incovoiere
simpld (a), sectiunea grinzii (b), eforturile (c) si tensiunile care actioneazd
pe elementele de volum (d, e)
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n cele doud sectiuni care delimiteaza elementul de grind3 apar momentele
incovoietoare M;(x) si respectiv M;(x)+dM.. Tensiunile normale in sectiunile
A-A si B-B sunt repartizate liniar si pot fi calculate cu formula lui Navier (7.9).
Ele au fost notate ox(y) si respectiv ox(y)+do. Forta tdietoare este derivata
momentului incovoietor si (1.29) se poate rescrie

T (x) :M (7.16)

dx

Deoarece functia T,(x) variaza mai lent decat M,(x) nu s-a figurat o crestere
a fortei taietoare dTy, asa cum s-a considerat pentru momentul incovoietor
(fig. 7.11c). De exemplu, la grinda din figura 7.11a cele doua eforturi sunt
M.(x) = - F-x si Ty(x) = F. In sectiunile A-A si B-B apar tensiuni normale o, si
tensiuni tangentiale 7y. Facand o sectiune la distanta y fata de axa neutra,
se izoleaza elementul de volum din figura 7.11d. Conform principiului
dualitatii tensiunilor tangentiale (5.9), in planul CDD’C’ apar de asemenea

tensiuni tangentiale, egale in modul | txy ‘ = ‘ Tyx |, care converg sau diverg
fatd de unghiul drept diedru (fig. 7.11d, fig. 7.12). Pe suprafetele libere
neincdrcate ABA’B’ tyx=0. Conform (5.9), in imediata vecinatate a muchiilor
AA’, 14,=0. In figura 7.12 lungimea sagetilor sugereaza modulul tensiunilor t
si nu s-a figurat tensiunea normala o.

b
B’ B
NS Y A
Vevvv vl h
(A A @
y D,“ k. FD z B
Al
P TERR2 L &
St b vy .
Tyx c* 274 4 c A
D’ /I__/I/'__
LN | )y
Avv vy
A A

Fig. 7.12. Dualitatea tensiunilor tangentiale la detasarea elementului de volum
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D.l. Juravski a fdcut ipotezele cd, in orice punct al sectiunii, tensiunile
tangentiale ©, sunt paralele cu fortd tdietoare Ty iar tensiunile z,x sunt
constante pe fateta CDD’C’. In consecintd, si tensiunea 1y este constantd in
vecindtatea muchiei [C’-C] (fig. 7.11d si 7.12), adicd pe fatetele de laturi b si
dy, ale elementului de volum din figura 7.11e. Altfel spus, tensiunea 7y, este
functie numai de variabila y.

Pe fata inferioara ABB’A’ a elementului din figurile 7.11d si 7.12 nu exista
tensiuni tangentiale, deoarece este o fata libera (exterioard) si neincarcata a
grinzii. Conform relatiei (5.9), tensiunile 7, vor fi de asemenea nule in
vecindtatea muchiilor superioare si inferioare AA’ ale sectiunii grinzii. Pe
fetele AA’C’'C si BDB’D’ din figura 7.11d (notate Ay) nu s-au prezentat
tensiunile tangentiale, deoarece ele dau componenta nula atunci cand se
scrie proiectia fortelor pe directia Ox. Tensiunile normale sunt considerate
constante pe suprafetele dA = b - dy (fig. 7.11e), deoarece variatia lor pe
distanta infinitezimala dy poate fi neglijata

L,, o dA+t, b-dx— jA (o, +do)dA=0 (7.17)
Din (7.17) rezulta
T _Lpdo (7.18)
b4 dx

Derivand formula lui Navier (7.15), se obtine

d_o-:—sz(x) l (7.19)
dx de 1,
Din (7.16) si (7.19) rezulta
do y
—=T - = 7.20
dc 7 L 7:20)
Din (7.20) si (7.18) se obtine
-7
T, = s ydA (7.21)
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Notand cu

S = Ly ydA (7.22)

momentul static al suprafetei AA’C’'C (marcata cu griin fig. 7.11b) fata de axa
Oz si tinand cont de ecuatia (5.9), (7.21) devine
T,(x)-S.(»)

7, (x,y)= Y (7.23)

unde /; este momentul de inertie al intregii sectiuni a grinzii fata de axa Oz.

Relatia (7.23) se numeste formula lui Juravski. Ea a fost dedusa utilizand
relatia lui Navier (7.15) si admitdnd deci toate ipotezele utilizate la
deducerea acesteia si in plus ipotezele facute de Juravski.

Se poate arata ca momentul static S; al suprafetei de deasupra sectiunii y
(hasurata in fig. 7.11b) este egal cu momentul static al suprafetei de sub
sectiune (nehasuratd), originea sistemului fiind in centrul de greutate al
sectiunii.

Utilizarea formulei Juravski pentru diferite sectiuni

Ipotezele facute de Juravski au fost adoptate pentru cazul sectiunilor
dreptunghiulare sau patrate. Cu toate acestea, utilizarea formulei este
uneori extinsa si la alte sectiuni, care nu satisfac toate ipotezele initiale. in
asemenea cazuri, rezultatele furnizate prin utilizarea formulei sunt
aproximative. In cazul unei sectiuni circulare, de exemplu, tensiunile
tangentiale nu mai sunt paralele cu forta taietoare (fig. 7.13). Pentru un
element de suprafatad situat in vecinatatea frontierei sectiunii, tensiunea
tangentiala totala 7, presupusa de directie oarecare, are componentele 7
(pe directia tangentei la contur) si 7 (pe directia normalei, adica radial3). Tn
baza dualitatii tensiunilor tangentiale (5.9), pe fata laterald a grinzii apare
tensiunea 7, astfel Tncat ‘Trl = |r| \ Tn absenta incarcarii pe suprafata
laterald, vom avea 1 = 0. in consecinta si T, = 0. Acest lucru este posibil numai
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daca rare directia tangentei la contur. Sectiunea avand axa de simetrie Oy
(ipoteza utilizata la deducerea formulei lui Navier), rezulta ca si tensiunile
tangentiale vor fi simetrice fata de Oy. Tensiunea globald 7 va fi acum
descompusa dupa directia axelor Oz si Oy (fig. 7.13b).

Se admite, intr-o prima ipoteza, ca suportul tensiunilor tangentiale globale
7, din orice punct situat pe coarda [MN], situata la distanta y fata de Oz, trece
prin punctul de intersectie al tangentelor in M si N, notat cu P. Analiza
solutiilor exacte, deduse in Teoria Elasticitatii, arata ca, in multe cazuri,
componentele orizontale 7, au valori absolute mici in comparatie cu Ty,
ceea ce ar justifica utilizarea formulei Juravski in asemenea situati
[Pissarenko G. s.a., 1975].

vyl
T‘f’
T Z T, T
“H _______ ' ‘Féi«...]}...fﬁ i
' \| O i Lyl oz
X Tyrie80\ :u‘-" = A ,LI
M TG N
a) aa b)
) bly)

Fig. 7.13. Tensiuni tangentiale pe sectiunea circulard a unei grinzi:
elemente de suprafatd alese in vecindtatea conturului (a) si la y = constant (b)

Din figura 7.13b se observa ca
T =T

Xz Xy

tga (7.24)

Din (7.24) rezultd c3 1., = 0 pe axa de simetrie Oy. In aceste conditii, se poate
admite, cu un anumit grad de aproximare, a doua ipoteza a lui Juravski:

tensiunile tangentiale 7y (paralele cu forta taietoare T,) sunt aproximativ
290



constante pentru y = constant, adica 7y nu depinde de z (sau de ). Aceasta
ipoteza aproximeaza cu atat mai bine distributia realad a tensiunii 7., cu cat
l[atimea sectiunii este mai redusa. Cu un anumit grad de aproximare, formula
lui Juravski poate fi utilizata la alte sectiuni decat cea dreptunghiulara astfel

7, (V)= L-5) (7.25)
b(y)-1,
unde:
e Ty = forta taietoare din sectiune;
e S,(y) = momentul static al suprafetei aflatda deasupra sau sub

sectiunea y fata de axa Oz, care trece prin centrul de greutate al
sectiunii transversale;
e b(y) =Ilatimea fibreiin sectiunea y (fig. 7.13b);
o | = momentul de inertie al intregii figuri, fata de axa Oz.
In continuare se vor da cateva exemple de utilizare a formulei lui Juravski
pentru diferite sectiuni ale grinzii.

Sectiune dreptunghiulara

Se determinad legea de variatie a tensiunilor tangentiale la o sectiune
dreptunghiulara (fig. 7.14) cu laturile b si h

bh’
b(y)=b;, I.=—— 7.26
) T (7.26)

Se calculeaza S,(y), pentru suprafata marcata cu gri din figura 7.14a

S.(»)=4,-, =b-(§—yj-{y+%(g—yﬂzg{(@ —yz} (7.27)

Tnlocuind (7.26) si (7.27) in (7.25), se obtine

T, 12 b|(hY T, |(hY
m(y)=;’-w-5{(§j —yz}:rxy(y)%ﬁ{(aj —yz} (7.28)

Functia zy(y) reprezinta o parabola (fig. 7.14b).
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Fig. 7.14. In sectiunea dreptunghiulard a unei grinzi (a), solicitatd la incovoiere
simpld, apar tensiuni tangentiale (b, d) si tensiuni normale (c, e)

Din (7.28) se observa ca tx, = 0 pentru y = +h/2 si are un maximumlay =0

37, 3T
T ==2: bh=A=7 === 7.29
Xy.max 2bh Xy.max 2 A ( )
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in figura 7.14 s-au prezentat suprafetele Txy (X,y) si Ox(xy). Tensiunile
tangentiale actioneaza in sectiunea grinzii BCED dar, daca ele sunt rabatute
cu 90°, varfurile lor vor determina suprafata marcata cu gri in figura 7.14d.
n figura 7.14e tensiunea normal3 minim3 este de compresiune (omin<0), iar
cea maxima de tractiune (omax>0), iar suprafata ox(x,y) este griin fig. 7.14e.

Tn calculul conventional la forfecare s-au considerat tensiunile Ty, constante
pe sectiunea barei. Astfel s-a determinat tensiunea tangentiala cu (5.3),
Txy = T /A, subevaluand substantial valoarea maxima a tensiunii T,y mqx =
3T /2A, conform (7.29). Valoarea corecta a tensiunii tangentiale maxime,
data de (7.29), poate fi considerata si pentru calculul la forfecare.

in figura 7.14c s-a reprezentat variatia tensiunilor normale oy, date de
formula lui Navier (7.15). Din figurile 7.14b,c se observa ca tensiunile 7y
prezinta un punct de maxim in planul neutru (y = £h/2), acolo unde o = 0.
De asemenea, tensiunile normale ox sunt maxime Th modul in fibrele cele
mai indepartate de planul neutru (y = £h/2), acolo unde tx, = 0. Rezulta cd in
planul neutru (y=0) exista o solicitare la forfecare pura, iar pentruy = +h/2 o
solicitare la tractiune si respectiv compresiune pura. Pentru alte valori ale
variabilei y se va produce o solicitare compusa (forfecare cu solicitari axiale).

Sectiune circulara

Se va determina legea de variatie a tensiunilor tangentiale 7, la o sectiune
circulara, cunoscand forta T, din diagrama de forte taietoare.

Pentru sectiunea circulara se cunoaste

zd* 7zR?
2 = H = T (730)

Tn cazul sectiunii circulare este mai convenabil s se lucreze in coordonate
polare (fig. 7.15). Se observa ca

b(y)=2Rsina; y=Rcosa; dy=-Rsinada; dA=>b(y)dy (7.31)

293



y T
T : 0.I‘l‘lln
T -
R Yl iIv
0 — 3 A
______________ e
S by yl &)
i 'ETKZ Y I +
i dy* . =
b{V) z PN tf:Ty/A Omax
= A=nR2

Fig. 7.15. Tensiuni tangentiale si normale care apar in sectiunea circulard
a unei grinzi supusd la incovoiere simpld

Se determinda momentul static al suprafetei marcate cu gri (fig. 7.15) fata de

axa Oz

R 0

S = LydA; S = J.y-b(y)-dy; S. = —J.ZR3 sin’ @ -cos o da
¥ a

(7.32)

S, :2R3Isin2a-cosa-da :§R3 sin’ &
0

Tnlocuind (7.30), (7.31) si (7.32) in (7.25) se obtine

~

sina (7.33)

y
A

WA

2 )
7, (@)= 2R-syina e §R3 sin o =7, (@) =

unde A este aria sectiunii circulare.

Se trece din nou in coordonate carteziene
(7.34)

2
cosa=2; sinzazl—coszazl—KEJ

Din (7.33) si (7.34) rezulta
(7.35)

4T (Y
T"y(y)_?, A{l (Rj ]



Aceasta este ecuatia unei parabole. Tensiunile 7y, sunt nule in fibrele
extreme (y = £R) si maxime in planul neutru (y=0):

_4L

T =—- 7.36
Xy,max 3 A ( )

Calculul conventional la forfecare (Capitolul 5) considera tensiunile 7z
constante pe sectiunea barei 7, = T/A, conform (5.3) Se face astfel o
subestimare importanta a tensiunii maxime Txy,max, data de (7.36). Valoarea
tensiunii tangentiale maxime (7.36) poate fi folosita in calculul la forfecare a
barelor de sectiune circulara, cu anumite aproximatii.

Profil I nestandardizat

Se determina mai jos variatia tensiunilor tangentiale zy(y) la profilul I din
figura 7.16, valoarea fortei T, fiind cunoscutda din diagrama de forte
taietoare. Se neglijeaza fenomenul de concentrare a tensiunilor.

Y VT Omin
2t] I tT‘, 0,018T,/¢2
t, Sl
; - |0,205T/t2
12t —iefidie—s — ] i N
y'I Iy‘l z z
V1 1_>;< va| Yo |
e — [t Hoparye >
5t 5t Cmax
a) b) c) d)

Fig. 7.16. Determinarea tensiunilor T si o din sectiunea unei grinzi profil [
solicitatd la incovoiere simpld: impdrtirea sectiunii in doud domenii (a, b);
diagrama 7t (c); diagrama o (d)

Se calculeaza momentul de inertie I, descompunand sectiunea in
dreptunghiuri

3 3
Izzsz 51220 2 1(;%t) L 1 =549,(3)-¢" (7.37)
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Se determina b(y;) care, dupa cum se observa din figura 7.16, este constant
pe domenii. Deoarece Oz este axa de simetrie si diagrama t(y) va fi simetrica
si poate fi trasatd pe jumatate, iar apoi prin simetrie fata de Oz. Domeniile
pentru trasarea unei jumatati de diagrama sunt aratate in tabelul 7.1.

Tab. 7.1. Domeniile pentru jumdtate din profilul din fig. 7.16

Domeniul (y; €) b(y)
y1 € [0,4¢] b(y;) =t
v € [4t, 6t] b(y;) =5t

Se calculeaza momentul static al suprafetei gri din figura 7.16a ca suma a
momentelor statice ale celor doua suprafete dreptunghiulare

S (n)=t-(4—y)-y+5t-2t-y" y, €[0,4¢]

41—y, 4 2_ .2 , (738)
S.(y)=tdt-y)| y + 5 +5¢-2¢t-5t = E[(4t) —y; 1+ 50¢
Se calculeaza momentul static pentru suprafata gri din figura 7.16b
’ 6t_y2
S.(y,)=5t(6t = y,)- y; =5t(6t = y,)| y, + >
(7.39)

= S.(3,) = %[(&)2 V2L, e[41,61]

Tnlocuind (7.37), (7.38) si (7.39) in formula lui Juravski (7.25), se determin
legea de variatie a tensiunilor tangentiale pe cele doua domenii

T, s.p)_ T, )
Tl 1)_1 b(y) 549,33t { [0 = J 50 } y‘e[o’4t](74o)
T, S.b)_ T ~ ol '
w(yz)_ I b(yz) 549 33t { I:( ) yz :'}a yl E[4t,6t]

Functiile 7y (y1) si 7y(y2) reprezinta parabole (fig. 7.16c).
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Observatii:

n diagrama 1,(y) din figura 7.16¢ se remarc saltul produs la trecerea intre
domenii (intre inima profilului si tdlpi). Tensiunea maxima Ty.max €ste
localizata pe suprafata neutra. Inima profilului preia aproape toata forta
tdietoare T, (circa 95-98%), contributia talpilor fiind minima. Dacd trecerea
intre inimd si tdlpi se face prin racorddri (cazul pofilelor laminate), diagrama
Ty(y) prezintd o variatie continud, fdrd salturi. Tensiunea normald este
preluata preponderent de catre talpile profilului.

Ipoteza tensiunilor 14, constante pentru un y dat poate fi acceptata numai
pentru inima profilului. Astfel, Tn conformitate cu principiul dualitatii
tensiunilor, in vecinatatea muchiilor talpilor profilului (fig. 7.17), trebuie sa
fie indeplinitd conditia Txy = Tyx. INsa Tyx = O (se afld pe o suprafatd libers,
nefncarcata) iar tx, # 0 (conform diagramei din figura 7.16c).

Prezenta fortelor taietoare determina o anumita deplanare a sectiunii, fapt
care nu este in concordanta cu ipoteza lui Bernoulli. In cazul profilelor
subtiri deschise, supuse la incovoiere, admitand ca sectiunile barei nu se
deplanteaza, tensiunile tangentiale calculate cu formula lui Juravscki se
reduc la o forta tdietoare T perpendiculara pe axa neutra Oz, care trece la
distanta c, fata de centrul de greutate al sectiunii. Similar, cand Oy este axa
neutra forta T trece prin punctul situat la distanta c, fata de centrul de
greutate. Punctul C, aflat la intersectia dreptelor suport ale celor doua forte
tdietoare este numit centru de lunecare si reprezinta o caracteristica
geometrica a sectiunii [Bia C. s.a., 1983].

Fig. 7.17. Ipoteza tensiunilor constante pe Idtimea profilului, T.,(z)=constant
nu satisface principiul dualitdtii in cazul trecerii de la inima la tdlpile profilului ,,1”
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7.6. ENERGIA POTENTIALA DE DEFORMARE ELASTICA

Pentru energia potentialda de deformare, la incovoierea purda se vor
considera numai tensiunile normale (3.17):

2
UX
U=|[du =] eV (7.41)
Din (7.41) si (7.15), tinand cont ca dV = dA-dx, rezulta

_ L MZ-y? 1 M) 2
—EJ.V]—szV—EJ.TdXIAy dA (742)

0

Integrala pe suprafata reprezinta momentul de inertie axial /I, si (7.42) se
poate scrie succesiv

_LjMf(xwz
" 2E 2

0 z 0

L 2
dx= U =J'A;IZT§)C)dx (7.43)

Tn (7.43), M,(x) este expresia momentului incovoietor iar L lungimea regiunii
grinzii. Energia potentiala de deformare elastica a intregii grinzi se obtine
prin insumarea algebrica a energiilor calculate pentru cele n regiuni:

U= Zn:U,. (7.44)
i=l

Tn cazul ncovoierii simple, la energia potentiald de deformare a grinzii fsi
aduc contributia atat tensiunile normale cat si cele tangentiale. Tn cazul
grinzilor lungi (L = 10h) insa, contributia tensiunilor tangentiale la energia
potentiald de deformare elasticd este mic3 si de obicei poate fi neglijata. Tn
cazul grinzilor scurte, aceasta contributie devine insa semnificativa.

Energia potentiald de deformare elastica datorata tensiunilor tangentiale

poate fi calculata cu (3.17):
2

T
U =I du, = =Xaqv (7.45)
Vv vV 2G
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Tnlocuind formula lui Juravski (7.25) in (7.45) rezult3

2 L
- L A5 7 a (7.46)
264 1 p () 0

Se noteaza cu k coeficientul care depinde de forma sectiunii

S: (y) A
1b*(y)

Cu aceasta notatie, expresia energiei de deformare elastica (7.46) devine

(YIEY
U:k'l 2GA

(7.47)

dx (7.48)

Pentru sectiunea dreptunghiulara din figura 7.14a, expresia momentului
static S; este data de relatia (7.27). inlocuind (7.26) si (7.27) In (7.47) si tinand
cont de faptul ca dA = b - dy si Oz este axa de simetrie, rezulta

h
2 2 2 2
k=12 bhzjl b (ﬁ] —y* | -bdy (7.49)
Gr’yY T 9 4|2

Integrand, pentru sectiunea dreptunghiulara se obtine

k=— (7.50)

Coeficientul k poate fi calculat in mod similar pentru alte tipuri de sectiuni.

Energia potentiala de deformare elastica a unei grinzi supuse la incovoiere
simpla va fi egald cu suma algebrica a energiilor de mai sus [Buzdugan Gh.
s.a., 1973]

)

M’ (x)
v= '[ 2EI

0 z

(7.51)

Tn cazul grinzilor lungi cu sectiuni masive, al doilea termen are in general o
influenta mica si de obicei se neglijeaza.
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7.7. TRASAREA DIAGRAMELOR DE EFORTURI

7.7.1. Etape

Pentru calculul tensiunilor normale si tangentiale trebuie sa cunoastem
momentul Tncovoietor M,(x) si respectiv forta tdietoare Ty(x). Acestea se
obtin din diagramele de eforturi. Trasarea acestor diagrame implica
parcurgerea urmatoarelor etape:

1. Figurarea si calculul reactiunilor. Tipurile de reazeme si reactiunile care
apar in acestea au fost prezentate in tabelul 1.1. In cazul grinzilor static
determinate, reactiunile se calculeaza din ecuatiile de echilibru. La grinzile
static nedeterminate sunt necesare ecuatii suplimentare, care provin din
studierea deformaérii grinzii. Tn cazul grinzilor in consold (incastrate la un
capat si libere la celdlalt), aceasta etapa poate fi evitata daca se izoleaza
numai portiuni de grinda dinspre capatul liber.

2. Impdrtirea in regiuni si figurarea sectiunilor. Pe o regiune este valabild o
anumita lege de incércare. Prin fiecare regiune se face o sectiune. In general,
se prefera ca portiunea de grinda izolata sa contina cat mai putine regiuni
Altfel spus, este preferabil ca sectiunea sa fie cat mai aproape de unul dintre
capetele grinzii. Astfel expresia eforturilor va fi mai simpla.

3. Determinarea eforturilor si trasarea diagramelor. Regulile de semn pentru
eforturi sunt prezentate in figurile 1.21c si 1.21f-i. Aplicarea metodei
sectiunilor la grinzi este aratata in figura 7.18. Grinda satisface ipotezele
formulate la determinarea formulelor lui Navier si Juravski. in sectiune apar
urmatoarele eforturi:

e Forta tdietoare Ty(x), egald cu suma algebrica a proiectiilor pe
normala la axa barei a tuturor fortelor de la stanga sau de la dreapta
sectiunii;

e Momentul incovoietor M,(x), egal cu suma algebrica a proiectiei pe
directia Oz sau Oy a tuturor vectorilor moment de la stdnga sau de la
dreapta sectiunii.
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Considerand incastrari in sectiuni, indepartand reazemele de pe portiunea
de bara selectata, dar pastrand reactiunile, determinarea eforturilor (trecute
acum in categoria reactiunilor), poate fi facuta scriind ecuatiile de echilibru
pentru oricare portiune de grinda (de lungime x si respectiv L-x), prezentata
in figura 7.18. Spre deosebire de calculul reactiunilor, la determinarea
eforturilor sensurile pozitive pentru forte si momente nu sunt arbitrare, ci
trebuie sa fie respectate anumite conventii de semn, care sunt fin
concordanta cu regulile de semn pentru tensiuni si cu ecuatiile de
echivalenta (1.34).

4.‘ X L-x
PF ©
|F I [F s
Y T ) — T,(x) T+ v+
I; ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, — [ 1 IJ[MZ_(X) —
i X M, (x) i X
Z/,' B, :z/ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, I {i{ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, I
e T,(x)
@ @ A v,
vV, Vs
a) b)

F q F M,(x)  M,(x) q
s VNS A,y R s

[VZ vi[" T T L-x Va

c) d)

Fig. 7.18. Sectionarea unei grinzi (a); separarea portiunilor de grindd si evidentierea
eforturilor (b), reprezentarea schematizatd a grinzii (c) si a celor doud portiuni
de grindd (d); Legenda: PF= planul fortelor, PS= planul sectiunii

Momentele exterioare sunt considerate pozitive daca bara este curbata
astfel incat fibra inferioara se afla la exteriorul curburii, adica este solicitata
la tractiune (fig. 1.21f,i). Unii autori reprezinta functia moment incovoietor
M,(x) pozitiv deasupra axei absciselor [Beer F.P. s.a., 2012; Hibbeler R.C,,
2018; Pissarenko G. s.a., 1975 etc.], iar altii o reprezinta sub axa Ox [Bia C.
s.a., 1983; Buzdugan Gh., 1986; Goia ., 2000 etc.]. In a doua reprezentare
forma diagramei M;(x) sugereaza modul in care se deformeaza grinda, dar
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fac exceptie grinzile in consola. Tn prezenta lucrare s-a adoptat cea de-a doua
varianta, desi prezinta si unele dezavantaje.

La trasarea diagramei fortelor taietoare, fortele exterioare care dau un cuplu
in sens trigonometric fata de sectiune (fig. 1.21c,h) vor fi considerate
pozitive, desi multi autori considera acest sens negativ, in mod traditional.
Tn lucrare nu se utilizeazd regula de semn traditionald, deoarece ea nu
asigura concordanta intre sensul fortelor taietoare si cel al tensiunilor
tangentiale, sens implicat si in ecuatiile de echivalentd. Tns3, pentru a nu
schimba aspectul traditional al diagramei fortelor taietoare, valorile pozitive
ale fortei taietoare vor fi considerate sub axa absciselor, la fel ca in cazul
momentului Tncovoietor M;(x).

Datorita adoptarii sensului axei ordonatelor in jos, trebuie sa se tina cont de
urmatoarea regula privind orientarea concavitatii curbei (fig. 7.19):
e Daca f" > 0, atunci concavitatea curbei f(x) este orientata in sensul
pozitiv al axei ordonatelor;
e Daca f" < 0, atunci concavitatea curbei f(x) este orientata in sensul
negativ al axei ordonatelor.

Y Y

”(x)>0
__/ TN

" )

y y

Fig. 7.19. Orientarea concavitdtii curbei y=f(x) functie de semnul derivatei
de ordinul al doilea, pentru diferite sisteme de referintd (a) si (b)
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n cele ce urmeaz3, se vor trasa diagramele de eforturi M, si Ty la diferite
grinzi static determinate si nedeterminate.

4. Verificarea diagramelor. La verificarea diagramelor se tine cont de faptul
ca forta tdietoare este derivata momentului (7.16). Rezulta ca intre My(x) si
Ty(x) trebuie sa existe relatiile dintre functie si derivata sa. Criteriile de
verificare ale diagramelor sunt urmatoarele:

Daca nu exista momente concentrate la capetele grinzii, atunci
M.(x)= 0 Tn aceste sectiuni; daca la un capat al grinzii exista un
moment concentrat exterior, Tn acea sectiune diagrama M;(x)
marcheaza un salt egal in modul cu momentul exterior;

Daca grinda nu este incarcatda cu momente concentrate, atunci
diagrama M;(x) nu prezinta salturi; in sectiunea in care actioneaza un
moment concentrat exterior asupra grinzii, diagrama M(x) prezinta
un salt, egal in modul cu momentul exterior;

Tn sectiunea in care diagrama M,(x) prezintd un punct de extrem
(maxim sau minim), diagrama Ty(x) trece prin zero (derivata de
ordinul intdi se anuleaza);

Daca Mq(x) este o functie polinomiala, Ty(x) este o functie cu un grad
mai mic;

Daca se parcurge grinda de la stanga la dreapta, atunci cand M;(x)
creste, avem Ty(x)<O0, iar cand M,(x) scade, avem Ty(x)>0;

n sectiunea in care existd o forta exterioard normald pe axa barei, in
diagrama fortelor tdietoare (Ty(x), de exemplu) apare un salt egal in
modul cu forta exterioara;

Datorita regulilor de semn adoptate, curba M,(x) are concavitatea
indreptata Tn sens contrar fortei distribuite g(x) (forta distribuita
“intrd” In concavitate);

La grinzi cu incdrcare si rezemare simetrica, diagrama M;(x) este
simetrica fatd de axa, iar Ty(x) simetricd fata de un punct
(antisimetrica);

La grinzi cu incarcare si rezemare antisimetrice (simetrice fata de un
punct), diagrama M;(x) este antisimetrica iar Ty(x) simetrica.
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7.7.2. Exemple

in continuare se vor trasa cateva diagrame de eforturi M, si T,, pentru
exemplele prezentate in figuri. Exemplele sunt ordonate de la simplu la
complex si sunt insotite de explicatii mai detaliate in prima parte.

Exemplul 7.1

La grinda din figura 7.20 se face sectiunea x; prin regiunea 2-3. Se izoleaza

portiunile de grinda de lungime x; si x2 si se scriu momentele incovoietoare

M, (x,)=M; x,€[0,L,] (7.52)

M, (x,)=M-2M =—M; x,€[0,L] (7.53)

Forta tdietoare este nuld pe toata lungimea grinzii (incovoiere purd). Se

observa ca in diagrama M;(x), in sectiunile in care asupra grinzii actioneaza

momente concentrate, apar salturi egale in modul cu aceste momente.

Portiunile de grinda rezultate in urma sectionarii sunt prezentate la primele
exemple in scop didactic, dar ulterior nu vor mai fi prezentate.

1) 2M

M1< 2
Xy

L/
R
w
o
<

r'y
¥
4

Mz(x2)
=
x

Gilllige

_Mé 2M

Fig. 7.20. Grindd in consold, incdrcatd cu momente si diagrama M,
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Exemplul 7.2

Pentru grinda din figura 7.21 se figureaza reactiunile V; si V3. Se calculeaza
aceste reactiuni din ecuatiile de echilibru

Y X, =0=>H,=0; Y Y =0=V+V,=0

ZM(D:O:I@L+M:O:>V3:—% (7.54)

ZM(3)=O:>V1L—M=0:>VI:M
L

Se observa ca reactiunile nu depind de pozitia momentului M pe grinda.
Grinda este 1n echilibru sub actiunea incarcarilor si reactiunilor. Se face
sectiunea xz in regiunea 1-2, se izoleaza portiunea de grinda de lungime x; si
se scriu eforturile din incastrarea fictiva

M_(x)=Vx; Ty(xl):—Vl; X, e[O,a] (7.55)
@ /M I @' Hs
'y 7T &
Uj_ X1 }(2 V3
- a . b -
a4 L »
T,(x) :( Risly
: t) 2 Vs
Vv 11 Xy M, (x,) T, (x;) |4i2-

-Mb/L{ N

W}Maﬂ
THHHIEnaE

Fig. 7.21. Grindd rezemata la capete, incdrcatd cu moment M si diagramele M, T,
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n regiunea 2-3 se face sectiunea x; si se scriu eforturile
M_(x,)=Vyx,; T,(x,)=V;; x,€[0,b] (7.56)

Functiile M. si T, se reprezintd grafic, obtinand diagramele de eforturi. in
sectiunea 2 a diagramei M, apare un salt egal in modul cu momentul
concentrat M, care actioneaza in aceasta sectiune. In diagrama Ty apar
salturi Tn reazeme, care sunt egale cu modulul reactiunilor. Grinda este
solicitata la incovoiere simplad.

Observatii:

Saltul produs in diagrama M; este determinat de prezenta momentului M, presupus
perfect concentrat. In realitate nu existd momente perfect concentrate si M este
de fapt distribuit pe o micd portiune de grinda. In consecint3, saltul este mai putin
brusc decat apare in diagrama M,. Din acest motiv, pentru dimensionare se va
considera momentul maxim in modul de la stanga sau de la dreapta sectiunii, nu
intreg saltul. O observatie similara este valabild si pentru fortele tdietoare (fig.
7.22).

M F
3 |
M 1‘1 M 5 F Iy -I-V2
M.
Ml A 2 TYl A 2
a) a)
m q
Wy Wy
7y N
| | T
M, : M, | ¥2
M, Ty
b) b)

Fig. 7.22. Incércdrile considerate concentrate (M sau F) actioneazd de fapt
pe o micd portiune de grindd si saltul din diagramele de efort este atenuat
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Exemplul 7.3

Se traseaza diagramele de eforturi la grinda din figura 7.23.

] W
e
T P<rabL

H -Fa/L
Fb/L é’#

Fig. 7.23. Grindd rezematd la capete, incdrcatd cu o fortd F

Se figureaza reactiunile Vs si V3, care se calculeaza din ecuatiile de echilibru
DX, =0=>H,=0; > Y =0=V-F+V,;=0
ZM(D=0:V3L—Fa:O:V3:F% (7.57)

dMy=0=>VL-Fb=0=V, _r2
L

Reactiunile satisfac relatia de proiectie a fortelor pe Oy, deoarece a + b =
L. Prin cele doua regiuni ale grinzii se fac sectiunile x; si x2 si se scriu
eforturile (tab. 7.2).

Tab. 7.2. Eforturi in grinda din figura 7.23

Regiunea Intervalul M;(x;) T,(x)
1-2 x; € [0,a] M, (xq1) = Vixy T,(x) = -V,
2-3 x; € [0, b] M, (x;) = V3x, T, (x;) = V3
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Daca, de exemplu, in locul sectiunii x s-ar fi preferat sectiunea x (cu originea
in 1), atunci eforturile sunt ceva mai complicate, insa se obtin aceleasi
diagrame M; si Ty ca in figura 7.23

M_(x)=Vix—F(x—a)

T (x):—Vl +F; x e[a,L]

y

(7.58)

n special in cazul grinzilor cu mai multe regiuni, se va prefera s3 se izoleze
portiunea cea mai mica din grinda sectionatd, astfel incat expresiile
eforturilor sa contina mai putini termeni.

Observatii:

e Pentru a = b = L/2 grinda este simetricd (ca rezemare si incircare). In
consecinta, reactiunile vor fi simetrice si egale cu jumatate din incarcarea
pe verticala Vi1 = V3 = F/2. Se poate folosi de aceasta proprietate in locul
ecuatiilor de echilibru, cand este cazul;

e Cao consecintd a simetriei si a regulilor de semn adoptate, diagrama M,(x)
va fi simetrica iar T,(x) va fi simetrica fatd de un punct (antisimetrica).

Exemplul 7.4. Utilizarea simetriei

Se vor trasa diagramele de eforturi pentru osia de vagon (fig. 7.24).

Osia de vagon poate fi asimilata cu o grinda simplu rezemata, cu doua
console, incarcata cu doua forte concentrate egale la capete. Grinda este
simetricd din punct de vedere al rezemarii si Incarcarii. Datorita simetriei,
reactiunile sunt egale cu jumatate din incarcarea pe verticala

V2=V3=27F=F (7.59)

Calculul reactiunilor poate fi facut de asemenea cu ecuatiile de echilibru.
Datoritd simetriei si a regulilor de semn adoptate, diagrama de momente
M,(x) va fi simetricd, iar diagrama T,(x) antisimetricd. Rezultd cd aceste
diagrame pot fi trasate numai pe jumdtate din lungimea grinzii, iar pe
cealaltd jumdtate vor fi construite prin simetrie (M;) sau antisimetrie (T,),
conform tabelului 7.3.

308



=
e 1,
TTEL
T &
s

Fig. 7.24. Incdrcare si rezemare simetricd (osia de vagon)

Tab. 7.3. Eforturile din osia de vagon (fig. 7.24)
Reg. Interval M,(x;) Ty(x)
1-2 x1 €10, L] M,(x,) = —Fx, Ty(x;) =F
2-5 | x, €[0,L/2] | M,(xy) = —=F(Ly + x3) + Vyx, T,(x;) =F =V,

Se reprezinta grafic functiile din tabelul 7.3 (figura 7.24). Portiunea de grinda
dintre reazeme este solicitata la incovoiere pura (M, = constant, T, = 0).

Exemplul 7.5. Utilizarea antisimetriei

Se traseaza diagramele de eforturi pentru epruveta losipescu, din figura
8.29. Dupa cum s-a aratat in Capitolul 5, forfecarea este nsotita de
incovoiere si este dificil sa se realizeze o solicitare la forfecare pura. Cu
ajutorul epruvetei losipescu se poate produce forfecarea pura in sectiunea
slabita a epruvetei A-A. Aceasta metoda este standardizata in mai multe tari.
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Fig. 7.25. Incdrcare si rezemare antisimetricd (epruveta losipescu)

Epruveta este montata intr-un dispozitiv si solicitata pe masina universala de
incercat la tractiune, cuincarcarea prezentata in figura 7.25. Epruveta se afla
in echilibru sub actiunea incarcarilor antisimetrice.

In cazul simetriei fatd de un punct (antisimetriei), diagrama M,(x) va fi
antisimetricd iar diagrama T,(x) simetricd. Rezultd ca diagramele de eforturi
pot fi trasate pe jumdtate din lungimea grinzii si apoi completate prin
antisimetrie (M), respectiv prin simetrie (T,).

Avand in vedere aceste proprietati ale diagramelor, se vor face numai doua
sectiuni, Xz si x2, iar apoi se vor scrie eforturile, ca in tabelul 7.4.

Tab. 7.4. Eforturile din epruveta losipescu (fig. 7.25)
Reg. Interval M,(x;) Ty(x)
1-2 x; €[0,L] M,(x,) = —Fx, Ty,(x;) =F
2-3 X, € [0,L] M,(x,) = —F(L + x,) + 2Fx, T,(x;) =F = 2F
310




Se reprezinta grafic eforturile, tindnd cont de simetrie/antisimetrie. Se
observa ca, desi epruveta este supusa la Tncovoiere simpla, in sectiunea
predeterminata de rupere A-A, aflata pe axa de simetrie a epruvetei,
eforturile sunt M,(x) = 0 si T,,(x) = F. S-a realizat astfel o solicitare Ia
forfecare purda in aceasta sectiune. Utilizand o epruveta crestata se
garanteaza ruperea in sectiunea A - A.

Exemplul 7.6

Se traseaza diagramele de eforturi la grinda rezemata la capete, incarcata cu
forta uniform distribuita (fig. 7.26).

Greutatea unei grinzi de sectiune constanta, confectionata dintr-un material
omogen, poate fi considerata o forta uniform distribuitd. Grinda este
incdrcata si rezemata simetric. Datoritd simetriei, reactiunile sunt egale cu
jumatate din Incarcarea pe verticala

V=V, ="+ (7.60)

Se scriu eforturile in sectiunea x (tab. 7.5).

Tab. 7.5. Eforturiin grinda din figura 7.26
Reg. Interval M.(xi) Ty(xi)
1-3 x €[0,L/2] M,(x) = Vix — qx?/2 T,(x) = -V, + qx

Tnlocuind reactiunile, eforturile devin

2
MZ(X)=q§x—q%; Ty(X)=%—qx (7.61)
Se observa ca momentul dat de fortele distribuite este numeric egal cu
momentul static al dreptunghiului de laturi g si x1 (reprezentand forta
distribuita de pe portiunea de grinda izolata) fata de sectiune. Acest moment
incovoietor mai poate fi scris ca momentul dat de catre forta concentrata
static echivalenta Q(x) = gx fata de sectiune, egala in modul cu suprafata
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dreptunghiului cu laturile g si x1. Forta Q(x) trece prin centrul de greutate al
dreptunghiului. Ambele reprezentari se vad in figura 7.26.

. SN

q
Hl @," Y Y ¥ Y V¥ VY i" ¥Y¥Y¥Y¥ v ¥YYV¥ "®
3 Fin
S e
e 3
V, V

2

ql?/8

-

v,=0/2

V,=-qL/2

Fig. 7.26. Grindd Incdrcatd cu fortd uniform distribuitd

Functia M,(x) este o parabola, iar T,(x) o dreapta. Valorile functiei M,(x) la
capetele intervalului sunt M,(x) = 0 si M,(L) = 0. Se studiaza punctul de
extrem al functiei M,(x) anuland prima derivata, Ty(x). Forta tdietoare T, se
anuleaza la mijlocul grinzii, acolo unde momentul M,(x) are un punct de
maxim. Se calculeaza valoarea momentului incovoietor maxim:
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L r
M| —|=M, .=9— (7.62)

2 ' 8
Concavitatea parabolei va fi indreptata in sus (sdgetile fortei distribuite q
“intrd” in concavitate). Acelasi lucru poate fi stabilit cu ajutorul derivatei de

ordinul al doilea.
Exemplul 7.7

Se traseaza diagramele de eforturi la grinda simplu rezemata, incarcata cu o
forta liniar distribuita, ca in figura 7.27.

Se calculeaza reactiunile din ecuatiile de echilibru (fig. 7.27b)

> X, =0=H =0; Zz:o:nmn-%:o

ZM(I):0:>V2L—%-2?L:O:>V2:? (7.63)

L L L
R N A e N
2 3 6

Valorile reactiunilor Vi si V2 verifica ecuatia de proiectie a fortelor pe axa Oy.

Din asemanarea triunghiurilor rezulta intensitatea incarcarii q(x)

q_49x)
X

. =q(x)= %x (7.64)

Se izoleaza portiunea de grinda de lungime x. Se recomanda sa se izoleze
portiunea de grinda pe care forta distribuita este reprezentata sub forma
unui triunghi, nu a unui trapez, deoarece in acest caz expresia eforturilor
este mai simpla.

Tab. 7.6. Eforturiin grinda din figura 7.27
Reg. Interval M,(x) Ty(x)

1-2 € [0,L] q(x)x x x)
x 3 Ty(x)=—V1+q;x

Mz(x) = le -
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Tnlocuind V1 si q(x) in functiile eforturilor din tabelul 7.6 rezulta

L L
M _(x) =q—x—ix3; Ty(x)=q—+ix2

6 6L =L
= oaanlll
/ZM /gr
" L V,
Q=qL/2| .-
H=0 [ "_'.f_’_.__./... .
| /7£F
' Vv
' as | s |V
x Ll
.J-/-’// 0
Vv, 7
S
o | LBl
3 T
° \l)M(x)
V, N
‘TV(X)
(M,] qlz/ov3
o
i 2
W AL :
> *\?

Fig. 7.27. Grindd incdrcatd cu fortd liniar distribuitd

314

(7.65)



Momentul incovoietor M;(x) este o functie polinomiala de gradul al treilea.
Se calculeaza valorile functiei la capetele intervalului: M,(x) = 0si M, (L) =
0. Functia M;(x) are un punct de extrem in sectiunea in care se anuleaza Ty(x)

M!(x) :Ty(x)z—%-i-%xz —0=x=220577L  (7.66)

NG

Se calculeaza momentul maxim introducand valoarea lui x Tn (7.65):

3
L gL L q (L ql’
M| —=|=M == —_ 1. | = | =" 7.67
Z(\/g] (\5} 93 7:67)

Concavitatea parabolei este indreptata in sens contrar sarcinii g, adica in sus.
Forta tdietoare T,(x) este o parabola de gradul al doilea. Valorile functiei la
capetele intervalului vor fi T,,(0) = —qL/6 = =V, si T,,(L) = qL/3 = V5.
Se anuleaza derivata intai pentru determinarea punctului de extrem

r_9x _ _
7}—7—03)6—0 (7.68)

Valoarea functiei Ty(x) pentru x=0 a fost calculata mai sus.
Exemplul 7.8
Se vor trasa diagramele de eforturi la grinda in consola din figura 7.28.

Pentru calculul reactiunilor forta distribuita poate fi inlocuita cu una
concentrata static echivalenta, egala in modul cu suprafata trapezului si
traversand centrul sau de greutate. Sau forta distribuitd poate fi
descompusa intr-una uniform distribuitd, cu intensitatea g1 si una liniar
distribuita, cu intensitatea maxima gz-qi. Tinand cont de (7.58), se scrie
intensitatea fortei liniar distribuite Tn sectiunea x

q(x)= —ng% X (7.69)

Astfel este convenabil sa se utilizeze eforturile calculate la exemplele 7.6 si
7.7, adaptate pentru cazul de fata, ca in tabelul 7.7.
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Q,(x)=q(x)x/2

)
@MVZ

Fig. 7.28. Grindd in consold incdrcatd cu fortd liniar (trapezoidal) distribuitd

Tab. 7.7. Eforturi in grinda din figura 7.28

Interval M,(x) Ty(x)
x €[0,L] g1x? q(x)x x q(0)x
M =T—-T—3 | B =-qx-—
Tnlocuind (7.69) in expresiile eforturilor din tabelul 7.7 se obtine
9 2, 99 3 949 2
Mx)=—x"+——x; T (x)=—gqx——Xx 7.70

Cu ajutorul derivatelor de ordinul intai si al doilea se arata ca ambele functii
(7.70) nu au un punct de extrem pe intervalul studiat si concavitatile lor sunt

orientate cain figura 7.28, in care
2

L +
M, =(24,+4,)" V2=_%_2%.L (7.71)
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Exemplul 7.9

Se traseaza diagramele de eforturi pentru grinda incarcata cu o forta
distribuita parabolic, ca in figura 7.29.

Se determina ecuatia parabolei care trece prin punctele 1 si 2 si are un punct
de extrem de intensitate g la x = L/2. Cu notatiile din figura 7.29, ecuatia
generald a parabolei este

q(x):ax2 +bx+c (7.72)

Se pun conditiile ca parabola sa treaca prin punctele 1 si 2, iar forta
distribuita sa aiba intensitatea g la x=L/2

2
q(0)=c=0; q(L)zaL2+bL=O; q(éjza[éJ +b(£j=q
2 2 2 (7.73)

4 4
=a= ——g; p="4
L L
In sectiunea curenta x intensitatea fortei distribuite este
4q » 44 gx
X)=——x +—x=4"—"(L—x 7.74
q(x) FE 7 2 (L—-x) (7.74)

Datorita simetriei, reactiunile vor fi egale cu jumatate din Tncarcarea pe
verticala. Sarcina concentrata static echivalenta Q este numeric egala cu
suprafata segmentului de parabola cuprins intre curba q(x) si axa grinzii

L L X 2
Q:'([q(x)dx :-(|).4i—2(L—x)dx:>Q:§qL (7.75)

Se observa ca suprafata segmentului de parabola este egald cu 2/3 din
suprafata dreptunghiului circumscris. Reactiunile sunt calculate din simetrie

Eforturile sunt prezentate in tabelul 7.8. Pentru forta distribuita se folosesc
relatiile (1.25) si (1.27).
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H,=0 JQ
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+ X >
a(x)
M, (x)
¥ 1§
"
1
T.(x
y( ) z5(:"2/41-8
SR i
o ™
I, %‘;

Fig. 7.29. Grindd incdrcatd cu o fortd distribuitd parabolic si diagramele de eforturi

Tab. 7.8. Eforturi in grinda din figura 7.29

Interval M,(x) Ty(x)
L X X
x €0,L] M,(x) =Vx —f q(®)(x — t)dt T,(x) ==V, +f q(t)dt
0 0
Tnlocuind (7.74) si (7.76) in expresiile eforturilor, rezult3
gL  4q | gL  4gx° X
M x)=—x——|t(L-)(x—-0)dt ="—x— L——
(W)= j (L=0)(x=t)dt === | L=
(7.77)
gL 4q ¢ gL 49 (L «x
T(x)=—"+— (t(L-t)ydt =—"Z+ L x| =-Z
/() 3 I -([ ( ) 3 : 2 3

Functiile M,(x) si Ty(x) sunt reprezentate grafic in figura 7.29.
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Exemplul 7.10

Sa se traseze diagramele de efort la grinda din figura 7.30, stiind ca
L=400mm, F =4 kN, g1=20 N/mm, g2=95 N/mm.

Se figureaza reactiunile Vi, H; si V,, care se calculeaza din ecuatiile de
echilibru

ZXi:Ojle(); ZK203K+I/2_‘]1’2L_‘]2'3L_F=0

ZM(I)=0:>q1.2L.4L+F~4L—V23L+q2.3L.%=0 (7.78)
3L
ZM@) =0=V3L~-q, '3L'7+q1 2L-L+FL=0

Din (7.78) rezulta reactiunile

3 2 1 8 3 4
Vl :(qu—gquL—gF.} sz(gqlﬁ'ngjL'FgF (7.79)
X X, Xy

q . F

Hl Ny, .4 Y Y ¥ YYYYYY VYWY """lll"lll 4 ql
®/2“/ ®£§ 3 4
Vv, v,

3L L L

1060mm

[kNm] ; M
230mm I 13,3

-50,33
L 11 5
[lN] & 63,67 8 |V2

Fig. 7.30. Trasarea diagramelor de eforturi la o grindd rezematd, avdnd o consold
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Aceste reactiuni verifica ecuatia ), Y; = 0 din (7.78), deci sunt corecte.
Tnlocuind valorile numerice se obtine

V, = 55,33kN; V,=83,6TkN (7.80)
Se fac sectiuni prin cele trei regiuni si se scriu eforturile in tabelul 7.9.

Tab. 7.9. Eforturiin grinda din figura 7.30

Reg. | Interval M,(x;) ' Ty(xi)

3-4 [32)1 Le] Mo(xy) = qlle Ty(x1) = —q1%1

2-3 [962 LE] M (k) = — . (L -2|' %) Fx, Ty(x2) = —qu(L +x3) = F
1-2 [)(;'33%] M, (xa) = Vyxq — q22x32 T, (x3) = Vi + qx3

Diagramele M,(x) si T,(x) sunt prezentate in figura 7.30. Grinzile lungi cu
sectiune masiva se dimensioneaza cu formula lui Navier, neglijand influenta
fortelor taietoare. La grinzile cu sectiune constantda pe toata lungimea,
sectiunea periculoasa este cea in care momentul M; are valoarea maxima in
modul.

7.8. CALCULUL DEPLASARILOR LA INCOVOIERE

7.8.1. Definirea deplasarilor

Daca se raporteaza axa neutra a grinzii la sistemul de referinta ortogonal xyz,
cu axa Ox in lungul barei, starea deformata dintr-o sectiune oarecare este
caracterizata de urmatoarele marimi geometrice (fig. 7.31):

e Sdgeata v reprezinta deplasarea centrului de greutate al sectiunii

transversale pe directia axei Oy;

e Rotirea ¢ a sectiunii transversale;

e Deplasarea u pe directia axei Ox;

e Raza de curburd p a fibrei medii deformate, sau curbura 1/p.
Deoarece intre deplasari exista relatia u < v, de obicei u se neglijeaza.
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Fig. 7.31. Deplasdari la o grindd in consold (a) si la una rezematad (b)

7.8.2. Ecuatia axei neutre deformate (Euler)

Pentru incovoiere Tn domeniul elastic influenta deplasarilor asupra pozitiei
incarcarilor si deplasarea u pot fi neglijate. Din (7.6) si (7.9) rezulta curbura

— = (7.81)

Semnul (-) se introduce daca momentul incovoietor si curbura au semne
diferite in sistemul de referinta adoptat (fig. 7.32): curbura este pozitiva daca
concavitatea este indreptata spre valorile pozitive ale axei ordonatelor.

Sdgeata maximd se noteazd vmax = f. Pentru grinzi din materiale metalice
deformatiile elastice sunt mici: v ~1/1000+1/250 din deschiderea grinzii, iar
@ <1°. Tn aceste conditii se poate scrie

dv
gp=—=¢@ (7.82)
dx
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1/p<0
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M<0 M<0
1/p<0 1/p>0
X
a) b)

Fig. 7.32. Regula de semn pentru momentul incovoietor si curburd
in diverse sisteme de referintd

Din geometria diferentiala se cunoaste expresia curburii [Bia C. s.a., 1983]:
d’v
_ dx’

" ]

unde y s-a notat cu v (deplasarea pe directia axei Qy).

(7.83)

N | W

Tn cazul deformatiilor elastice mici, este indeplinitd conditia

2
(?} <<1 (7.84)
X

Neglijand membrul stang al inegalitatii (7.84) in raport cu 1, (7.83) devine
1 2
L.dv (7.85)
p dx

Din (7.81) si (7.84) rezulta ecuatia diferentiald a axei neutre deformate, care
a fost dedusa de catre Euler

d*v M, (x)
dx’ EI.

Integrand aceasta ecuatie se obtin sagetile si rotirile, tinand cont de (7.82).

(7.86)
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Metoda integrdrii analitice (Euler)

Relatia (7.86) poate fi scrisa sub forma

d*v
E[Z y = —MZ (.X') (787)

Integrand de doua ori (7.87) si tinand cont de (7.82) se obtine

EL v ELp(x) =~ M_(x)dx+C,
dx (7.88)

ELv(x) =—[ dx[ M_(x)dx+Cx+C,

Prima ecuatie (7.88) da rotirea in sectiunea x si este numita ecuatia rotirilor.
A doua ecuatie (7.88), da sageata in sectiunea x si este numitd ecuatia
sdgetilor. Constantele de integrare se determina din conditii de rezemare si
de continuitate. Reazemele fiind considerate perfect rigide, conditiile de
rezemare sunt urmatoarele:

e Intr-o incastrare sagetile si rotirile sunt nule;

e Intr-un reazem simplu sau intr-o articulatie sigeata este nuld (v=0).
Conditiile de continuitate a deplasarilor se pun in sectiunile de la granita
dintre doua regiuni ale grinzii. Astfel, in sectiunea i se poate scrie, pentru
deplasarile din imediata vecinatate stanga si dreapta

@ = (pl,dr; v = v (7.89)

1

Pentru fiecare sectiune dintre doua regiuni pot fi puse doua conditii de
continuitate.

Din a doua ecuatie (7.88) se observa ca, in urma integrarii ecuatiei
diferentiale (7.87), se obtin cate doua constante de integrare pentru fiecare
regiune a grinzii, deoarece functia M,(x) este valabila pentru o regiune.
Astfel, pentru o grinda cu n regiuni se vor obtine 2n constante de integrare.
Pentru aflarea acestora se pot pune, de exemplu, doua conditii de rezemare
si 2(n-1) conditii de continuitate in cele n-1 sectiuni dintre regiuni. Rezulta
un sistem compatibil, cu 2n ecuatii si 2n necunoscute. Formarea si rezolvarea
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acestui sistem sunt extrem de laborioase. Deoarece exista si metode mai
rapide pentru integrarea ecuatiei (7.87), precum si alte metode de
determinare a deformatiilor la incovoiere, metoda integrarii analitice (Euler)
este de obicei aplicata doar in cazul grinzilor cu o singura regiune.

Aplicatia 7.1

Sa se dimensioneze grinda in consola din figura 7.33, stiind ca L = 600 mm,
F=30kN, o2 = 190 MPa. Sa se determine apoi ecuatie axei neutre deformate
si cea a rotirilor, precum si sageata si rotirea maxima. Grinda este
confectionata din otel (E=210-GPa).

Pentru rezolvare se parcurg etapele de mai jos:

1. Calculul reactiunilor. in cazul grinzilor in consold, ficand sectiuni numai
dinspre capatul liber, poate fi evitata aceasta etapa. La diagramele de
eforturi, in incastrare se regdsesc valorile reactiunilor.

2. Trasarea diagramelor de eforturi. Pentru grinda studiata eforturile sunt
M, (x)==Fx; T,(x)=—F; xe[0,L] (7.90)

y

3. Dimensionare. Se face dimensionarea in sectiunea periculoasa, cea in care
tensiunile normale sunt maxime in modul. Dimensionarea se face cu formula
lui Navier, punand conditia ca tensiunile normale maxime in modul sa nu
depaseasca tensiunea admisibila (7.14). Formula lui Navier (7.15) poate fi
particularizata

IM_(x)-y |-Fx|-y
O-x(xay) = =

1 1

z z

(7.91)

Tntr-o sectiune x, tensiunea maxima in modul se obtine in incastrare, pentru
X:L $| ymax:d/z

d
|-FL|-~
O max =7 2 =%£Ga (7.92)
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Fig. 7.33. Trasarea diagramelor de eforturi, tensiuni si deplasdri,
la o grindd in consold

Pentru o sectiune circulard modulul de rezistenta este (Anexa 1):
B rd’
©32
Din (7.92) si (7.93) rezulta

2-FL 2-FL
O'xmax=3 3 Saa:>d233
wd \/ 7o,

(7.93)

(7.94)

Tnlocuind valorile numerice si tinand cont de [STAS 75-90] pentru adoptarea

diametrului, se obtine

4
d23/w:>d298,8mm:>dad =100 mm
7190
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Particularizand relatia (7.36) se determina tensiunea tangentialda maxima

_aln| 16 F

z-xy.max - 3 A 3 7Z'd2 (796)

Cu (7.94) si (7.96) se determina raportul tensiunilor normale si tangentiale
maxime

o... 32-FL 3zd> o, . L
A% — T = S —6— (7.97)
Xy.max ﬂd 16F z-)cy.max d

in cazul grinzilor lungi L/d > 1 si deci 0y max > Txymax- Pentru cazul
studiat, Oymax/Txymax = 36. Aceste rezultate justificd dimensionarea
grinzilor lungi si masive numai pe baza tensiunii normale maxime. Din (7.91)
rezulta ca tensiunea normala ox(x) are o variatie liniara, la fel ca M;(x). In
sectiunea curenta x, tensiunea normala atinge valoarea maxima/minima in
modul in fibrele cele maiindepartate de axa neutra Oz, respectiv pentruy =
+d /2, vezi diagramele ox(x) si ox(y) din figura 7.33.

4. Calculul deplasdrilor. Pentru calculul deplasarilor se va folosi metoda lui
Euler. Tinand cont de faptul cda momentul si curbura au acelasi semn (fig.
7.32), ecuatia diferentiala a axei neutre deformate (7.86) poate fi scrisa

2
EI % ——F-x (7.98)
X

Integrand (7.89) se obtine ecuatia rotirilor

2

EI @=j(—F~x)-dx+Cl -
dx 2 (7.99)

2
W o= ELp)~- T 4
dx 2

Integrand a doua oara, rezulta ecuatia sdgetilor, sau ecuatia axei neutre

deformate
3

2
ELv(x)=-| %dx+C]x+C2 = ELv(x) =—F?x+q)c+c2 (7.100)
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Constantele de integrare pot fi determinate din conditiile de rezemare.
Deoarece in incastrare (x=L) deplasarile sunt nule, se poate scrie

1 FI? FI?
Ly=—|—-—+C, |=0=>C, =—
o(L) EIZ( 2 1] )

1 ( FI' FI FL (7100
v(L)= - + L+C, |=0=C,=—
EI 6 2
Tnlocuind valorile constantelor Cy si C2 in (7.99) si (7.100), rezultd
(x)——i(xz—Lz)' v(x)——i lx3—L—2x+£ (7.102)
v 2FI ’ EI.{6 2 3 '

Functiile ¢(x) si v(x) sunt prezentate grafic in figura 7.33. Deplasarile la
capatul liber al grinzii 2 au valorile

FI? FI’
», =9(0) 2EI v,=w(0)=f 3EL ( )
Din (7.99) si (7.100), pentru x = 0 se obtine
C C
0)=—1; w0)=—% 7.104
PO)= i V0= (7.104)

Se observa ca C1 /El, reprezintd rotirea, iar C; /El, sdgeata, ambele calculate
in originea sectiunii. Sagetile negative sunt indreptate in sens contrar axei
Oy, adica in jos. Diagrama v(x) ilustreaza axa geometrica deformata.

Metoda de integrare Clebsch

Metoda integrarii analitice (Euler) a ecuatiei diferentiale a axei neutre
deformate prezinta dificultati considerabile in cazul grinzilor cu multe
regiuni, care constau in determinarea constantelor de integrare (cate doua
pentru fiecare regiune). Prin aplicarea metodei de integrare Clebsch se obtin
cel mult doua constante de integrare, indiferent de numarul regiunilor
grinzii. Este Insa necesar sa se respecte cu rigurozitate anumite conditii, care
vor fi enuntate in cele ce urmeaza.
327



Fie o grindd cu n regiuni, notate [0,1], [1,2],...[n-1,n]. Se alege un sistem de
axe cu originea intr-un capdt al grinzii. Toate cotele se dau in functie de
origine (fig. 7.34) si El, = constant pe toatd lungimea grinzii. Toate sectiunile
au originea in O. Aplicdnd metoda de integrare Euler a axei neutre
deformate, se obtin 2n constante de integrare (cdte doud pentru fiecare
regiune a grinzii, Co,1 si Dg,1 pentru regiunea 0-1 etc.).

C

019"

C

n—l,n°

D, D (7.105)

0,12~ n-l,n

1 2 i-1 ii+l n-1, |n X

¥
-
M

A A4 A A
L
I
N

Y

I'i +1

'

Ln—l

P
>

'

LI'I

“ >

Fig. 7.34. Alegerea sistemului de referintd si modul de cotare pentru aplicarea
metodej de integrare Clebsch (nu sunt figurate reazemele si incdrcdrile)

Se admite ipoteza ca in orice regiune se poate scrie

M, =M, +k(x—L)" (7.106)

i,i+1
unde Mii.1),i si M i+1) sunt momentele incovoietoare in regiunile consecutive
[(i-1),] si respectiv [i,(i+1)], iar ki si n; sunt constante.

Integrarea se face folosind urmatoarea conventie

(x_Li)n,-H

+C (7.107)
n +1

j(x—L,.)"f dx =

Pentru regiunile consecutive [(i-1),i] si [i,(i+1)] se scriu ecuatiile rotirilor si
sagetilor ca in tabelul 7.10.
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Pentru determinarea celor 2n constante de integrare se pun conditiile de
continuitate (7.89). Tn sectiunea i se poate scrie pentru x=L;

X = Li; (B} (Li) =@ (Li); Vi (Li) =Viis (Li)

Tnlocuind expresiile din tabelul 7.10 in relatiile (7.108), se obtine

de [M,,dx+C L +D,,,
0

]:M”’idx +C ;= TMil,idx +C.
° 0

-1,

Din (7.109) si (7.110) rezulta

CH,; =C,.,=C

i,i+1

(7.108)
. (7.109)
L;
= [dx[M,, dx+C, L, +D,,, (7.110)
0
D_,=D,, =D (7.111)

i+l T

Se obtin astfel numai doud constante de integrare, C si D, indiferent de
numdrul regiunilor grinzii. Acesta este un mare avantaj al metodei.

Tab. 7.10. Ecuatiile rotirilor si sdgetilor pentru doud regiuni consecutive (fig. 7.34)

Ecuatia Regiunea [i-1,i] Regiunea [i,i+1]
2
g o d Vil
S (O] 2 EI —M 1 =
O o + d v z d 2 1+
= 3 0 i1 X
e i =M, ..
= 8 C C z d 2 i—1,i dzv
Soge X it ",
Ot x o E[Z > —Mi_”+kl.(x—Ll.)
w T @© T dx ’
El .. =
o = Elzwi—li — z¢z,z+1
.(%. % (x_L»)n’+1
© 5 :JM.fl.dx+C.71. :J‘M;ldx+k—’ +C,.,,
O @) 1 N3 1 N 1 S 1 1,1+
w < I’Zi-i-l
ELv,., = [dx[M,, dx+
5 O Elv, . = jdiji_l dx + : ’
=t i ’ n+2
© o (X—L)
3. +Ciy X+ D,y i l X+ D
o R (n, +1)(n, +2)
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Rezulta ca toate constantele C si respectiv D sunt egale intre ele si astfel
numarul de constante se reduce la doua. La fel ca la metoda de integrare
Euler, cele doua constante impartite la El, reprezinta rotirea si respectiv
sageata in origine

C D
O=p,=—; v,,(0)=v, =— 7.112
©,,(0) =0, I 01(0)=v, il ( )

z

Pentru determinarea celor doua constante C si D se pun conditiile de
rezemare: in incastrare ¢ = v = 0, in rezemare sau articulatie v=0.

Observatii:

e Respectarea conditiilor din relatiile (7.106) si (7.107) este esentiald pentru
reusita aplicdrii metodei. In mod special conditia (7.106) este uneori dificil
de indeplinit si se fac artificii pentru formarea binoamelor (x-Li);

e Datoritd relatiei (7.106), din expresia momentului Mn.1 Scris pentru ultima
regiune [n-1,n], se pot obtine expresiile momentelor incovoietoare din toate
celelalte regiuni, dacd se retine numdrul corespunzdtor de termeni. In
aceste conditii se poate scrie momentul incovoietor numai in sectiunea x,
fdcuta prin ultima regiune a grinzii (fig. 7.34).

Exemplul 7.11

Se calculeaza deplasarile grinzii din figura 7.35a cu metoda de integrare
Clebsch.

Se alege originea sistemului in capatul din stanga a grinzii si se face sectiunea
x prin ultima regiune a grinzii. Se scrie momentul incovoietor in sectiunea x,
respectand conditia data de (7.106).

Pentru a putea forma binoame de forma (x-L;), momentele concentrate vor
fi iTnmultite cu binomul la puterea zero. Incdrcdrile distribuite trebuie sa
actioneze pana in sectiune, pentru a putea forma binoamele. In caz contrar,
ele pot fi prelungite pana in sectiune, adaugandu-le si scazandu-le pe aceeasi
portiune de grinda (fig. 7.35b).
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Fig. 7.35. Aplicarea metodei Clebsch: grindd de sectiune constantd (a)
si prelungirea incdrcdrii pdnd in sectiune (b)

Pentru rezolvare se parcurg etapele de mai jos:

1. Momentul incovoietor. Se scrie momentul in ultima regiune (fig. 7.35b):

2

2
M.(x)=Vx-F(x-L)+M(x-L) - q(x;L3) + q(x;L“) (7.113)

Se observa ca toti termenii din expresia momentului (7.133) contin binomul
x-L;, unde L; este lungimea regiunilor anterioare. Primul termen, caracteristic
primei regiuni (0-1), contine de fapt binomul x-0, deoarece Li = 0 este
lungimea regiunilor anterioare. Momentul incovoietor astfel scris (7.113)
contine momentele din toate regiunile anterioare (tab. 7.11).
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Tab. 7.11. Metoda Clebsch: momentul din ultima regiune
contine momentele din regiunile anterioare

Reg. Interval M,(x)
0-1 x € [0,L] Vix
1'2 X € [L].’ Lz] le - F(x - Ll)
2-3 X €[ Ly, Ls] Vix — F(x— L)+ M(x — L,)°
q(x — L3)?
3-4 x € [Ls, Ly] Vix = F(x = Ly) + M(x = L5)° = ————
4-5 X €[ Ly, L] Vezi (7.113)
2. Ecuatia diferentiald a axei deformate
d’v o qx—L)" q(x-L,)
Elzﬁlex—F(x—Ll)+M(x—L2) - 5 + 5 (7.114)
x

3. Integrarea ecuatiei diferentiale. Integrand si respectand conditia (7.107),
se obtine ecuatia rotirilor

’ (x_L1)2

ELY S~ ELp() =V —F +M(x—L,)-
dx 2

. . (7.115)
q(x—Ly) +Q(X_L4) L C
6 6
Integrand a doua oara, se obtine ecuatia sdgetilor
3 T\ Y
Elvie) =y, o p G 2 h)
6 6 2 (7.116)

qr=L)' g(x-L)'
24 24

+Cx+D

4. Determinarea constantelor de integrare. Constantele de integrare se
determina din conditiile de rezemare: sagetele sunt nule in reazemele 0 si 5,
presupuse perfect rigide. Pentru a determina sageata in reazemul 0, din
ecuatia sagetilor (7.116) se extrage expresia sagetii in regiunea 0-1 si apoi se
pune conditia x = 0:
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1 x’
v(x)=—| V. —++Cx+D |; xel[0,L
(x) Zl { g j [0,Z;]

z

(7.117)
x=0,v(0)=0=D=0

Pentru a scrie expresia sagetii pentru o regiune se retin numai termenii
caracteristici acelei regiuni, precum si termenii care contin cele doua
constante de integrare. Pentru a recunoaste mai usor termenii caracteristici
unei regiuni, se poate tine cont de observatia ca termenii care contin
binoamele x-Li < 0 nu sunt caracteristici regiunii respective si in consecintd
vor fiindepdrtati din ecuatia sdgetilor.

Constanta D putea fi determinata si direct, tindnd cont de (7.112). Sageata
in reazemul 5 este nula si se obtine din ecuatia (7.116) completa, in care se
inlocuieste x=LsiD=0

3 T3 Y
Erwny=v 2 pETh) g Emh)
6 6 2 (7.118)

4 4
24 24

Din ecuatia (7.118) se determina C.

5. Determinarea deplasdrilor. Constantele C si D astfel determinate sunt
introduse 1n (7.115) si (7.116). Din aceste ecuatii se poate determina acum
rotirea si respectiv sageata in orice sectiune a grinzii, daca se da valori
corespunzatoare lui x si se retin termenii caracteristici regiunii respective,
adica numai acei termeni care contin binoamele x-L; > 0.

Observatii:

e Aplicarea metodei de integrare Clebsch este avantajoasa atunci cand grinda
are un numar mare de regiuni;

e Metoda nu poate fi aplicata decat la incarcari distribuite care dau momente
incovoietoare exprimate prin functie polinomiale (uniform sau liniar
distribuite etc.). Odata cu cresterea gradului functiei creste si dificultatea
formarii binoamelor x-L;.
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7.8.3. Calculul deplasarilor prin metode energetice

Calculul deplasdrilor intr-o sectiune

Teoremele lui Castigliano si metoda Maxwell-Mohr pot fi utilizate pentru
calculul deplasarilor intr-o sectiune, asa cum s-a aratat in Capitolul 3. La
incovoierea grinzilor lungi si masive se neglijeaza de obicei aportul fortelor
taietoare la energia potentiala de deformare. Se va admite expresia (7.43)
pentru energia potentiala de deformare elastica.

Aplicatia 7.2

Se cere sa se determine sageata si rotirea in sectiunea 2 a grinzii in consola
din figura 7.36. Se cunoaste: L = 600mm, F = 30kN, E = 210GPa, d = 100mm.

Problema de la Aplicatia 7.1 va fi reluata de la etapa a 4-a, calculul
deplasarilor. Etapele anterioare trebuie sa fie parcurse indiferent de metoda
de calcul a deplasarilor. Grinda se incarca succesiv, in sectiunea n care dorim
sa calculam sageata si rotirea, numai cu o fortd unitard si apoi numai cu un
moment unitar (fig. 7.36) si se scriu momentele fictive care vor fi utilizate la
calculul sagetii si rotirii (tab. 7.12).

Tab. 7.12. Momente incovoietoare, reale si fictive, in grinda din fig. 7.36

Incércdri Momentul incovoietor
Reale F M,(x) = —Fx
Fictive 1N my(x)=—-1-x=—x
(aplicate in 2) 1INmm My (x) = —1

Indicii momentelor fictive, notate cu m in tabelul 7.12, au urmatoarea
semnificatie:

e m,, - moment utilizat pentru determinarea sagetii in sectiunea 2;

® m,, - moment utilizat pentru determinarea rotirii in sectiunea 2.

Se determina sageata si rotirea in sectiunea 2
_ L LTM (x)-m ,(x)-dx (7.119)
EI EI.3 ° o2 '

z 0

L
v, IMZ (x)-m,(x)-dx; ¢,=
0
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Tnlocuind in (7.119) momentele din tabelul 7.12, rezult3

1 ¢ FI
n=f =g j (1) () =
L e (7.120)
=— [ (=Fx)-(=Ddx =
o, EL!( - (Ddvr=r
2o
y P L 6]
D) 3 Q)df@e \é
L , Oin
-FLWWWWFM
AN
—=
[
-L -
va
—"
y /)1
4 [Nmm]
e = nmmnm

Fig. 7.36. Determinarea deplasdrilor in sectiunea 2, prin metode energetice

Observatii:

e Daca sageata calculata este pozitiva, deplasarea se face in sensul fortei
fictive (1N), iar daca rotirea calculata este pozitiva, ea se face in sensul
momentului fictiv (LINmm). Sensurile incarcarilor fictive pot fi alese aleator;

e Au rezultat aceleasi deplasari ca cele obtinute prin integrare analitica a
ecuatiei diferentiale a axei neutre deformate (7.103), dar semnele au
semnificatii diferite la cele doua metode. Tnlocuind valorile numerice, se
obtin deplasarile v, = 2,1 mm si @2 = 0,3°.
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Extinderea aplicdrii metodelor energetice

Determinarea deplasarilor intr-o regiune

Aplicand o singura data teoremele lui Castigliano se calculeaza deplasarile
intr-o singura sectiune a grinzii. Acest lucru reprezinta un dezavantaj
comparativ cu integrarea ecuatiei diferentiale a axei neutre deformate (prin
metoda Euler sau Clebsch), care da deplasarile intr-o regiune sau chiar in
toate regiunile grinzii. In cele ce urmeazs, se vor aplica teoremele lui
Castigliano pentru determinarea deplasarilor intr-o regiune a grinzii. Desi
demonstratia de mai jos va fi facuta doar pentru bare drepte, metoda poate
fi aplicata si la bare cotite (cadre) sau bare curbe [Barsanescu P.D., 1985],
ceea ce reprezintd un avantaj comparativ cu alte metode.

Fie grinda din figura 7.33, ale carei deplasari au fost studiate la Aplicatia 7.1,
prin metoda integrarii analitice a ecuatiei diferentiale a axei neutre
deformate (Euler), iar deplasarile din sectiunea 2 au fost calculate si prin
metode energetice, la Aplicatia 7.2.

Studiul deplasarilor intr-o regiune va fi abordat acum prin metode
energetice, aplicAnd incircarile unitare in sectiunea curentd x. incarcarile
unitare impart grinda in doua regiuni. Se fac sectiunile x1 si x2 prin cele doua
regiuni (fig. 7.37) si se scriu momentele incovoietoare (tab. 7.13). Indicii
momentelor fictive (notate cu m) semnifica utilizarea lor: pentru calculul
sagetii (v), respectiv pentru calculul rotirii ().

Tab. 7.13. Momente incovoietoare reale si fictive, pentru grinda din fig. 7.37

Incdrcdri Momentul incovoietor
M,(x;) = —Fxy; x4, €[0,x]
Reale F M,(x;) = —Fxy; %, € [x, L]
1N mv(xl) = 0
Fictive my(x;) = —1(x; — %)
. . . =0
(aplicate in sectiunea x) INmm mey (%)
mq)(xz) =-1
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Fig. 7.37. Determinarea prin metode energetice a deplasdrilor unei grinzi
cu o regiune

Sagetile si rotirile in sectiunea x sunt

1 X L
v(x)= E {JMZ (xl )mv (xl )dxl + J.Mz (xz )mv (xz )dxz }
PLo *’L (7.121)
1 X
o(x) = E{ ! M _(x)m,,(x,)dx, + {M i (xz)mq,(xz)dxz}
Tnlocuind momentele cu cele din tabelul 7.13 rezult:
1 L F L
V)= g j (Pl —0ky = - I (x; —xx,)dx,
(7.122)
1 L F L
P =5 J (), = I x,dx,
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Integrand se obtine

(7.123)

F oo
§0(x)—ﬁ(L x7)

S-au obtinut aceleasi expresii ale sagetii si rotirii ca cele determinate prin
metoda integrarii analitice (Euler) a ecuatiei diferentiale a axei neutre
deformate date de (7.102). Ca urmare a regulii de semn adoptate pentru
cele doua metode, semnul expresiilor poate sa difere, insa important este sa
se retina semnificatia semnelor pentru fiecare metoda.

Determinarea deplasarilor la grinzi cu mai multe regiuni

Metoda prezentata mai sus va fi adaptata la grinda cu n regiuni din figura
7.38, cu incarcari oarecare [Barsanescu P.D., 1985]. La fel ca la metoda
Clebsch, toate cotele si toate sectiunile au fost date fatd de origine.
Tncarcrile unitare impart grinda Tn doud regiuni: cea din stanga si cea din
dreapta. Aceste regiuni au fost notate cu S, respectiv D. Pentru simplificare,
momentul incovoietor din regiunea [i-1,i] va fi notat Mi.1,; = M(;). Reactiunile
grinzii cu Tncarcari fictive (fig. 7.38b,c) pot fi calculate din ecuatiile de
echilibru. Se noteaza cu A(t) deplasarea generalizatd in sectiunea t, prin
aceasta intelegand fie sdgeata v(t), fie rotirea ¢(t). Se va determina sageata
si rotirea in regiunea [j-1,j]. Se scriu momentele in regiunea din stdnga si
respectiv din dreapta: fortei unitare (fig. 7.38b) si a momentului unitar (fig.
7.38c), cain tabelul 7.14. Deplasarea generalizata in sectiunea t este

1 LI LZ
At) = A jM(l)msdx+ IM(Z)dex +...
0

z L

(7.124)
t L L,
ot J. M, mgdx + IM(j)dex+...+ I M, m,dx
!

Ly n-1

unde cu My, s-a notat momentul incovoietor din regiunea j, pentru grinda
cu incarcarile reale.
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Fig. 7.38. Calculul deplasdrilor intr-o regiune a grinzii, prin metode energetice:
grinda cu incdrcdrile reale (a), cu forta unitard (b) si cu moment unitar (c)

Tab. 7.14. Momentele fictive pentru grinda din fig. 7.38b,c

Figura | Reg. Interval m ms-mp
7.38b | S x €[0,1] L—t¢ mg —mp =
mg=——Xx
L x—t
D xelt,L L—t X
1. L] m,=——x—1-(x—t)= t
7.38c |S x €[0,1] X mg —mp, =
mg =——
L -1
D xelt,L L-
[t.L] mD:—£+1= al
L L
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Momentele fictive pot fi cele din figura 7.38b pentru calculul sagetilor,
respectiv cele din figura 7.38c, pentru calculul rotirilor (tab. 7.14).

Se descompun integralele, astfel incat toate sa aiba limita inferioara zero si
apoi se grupeaza cele cu aceleasi limite de integrare

V4

B L L
A7) = —[_[M(l)msdx + JM(Z)dex— _[M(z)mxdx +...
EI 0 0 0
t Ljq L, t
...+J.Mmmsdx— I M mdx + IM(.j)dex—jM(j)dex#.. (7.125)
0 0 0 0

Lﬂ Lnfl
ot IM(n)dex— I M, mpdx
0 0

1 L
A(t)_E_l:’([ M -M,, msdx+'[ M M(S))msdx+...
. L
.+ I (Mj n= (j))msdx+I(M(j)—M(j+1))dex+
0 . 0 (7.126)
+ I (M(M) —M(j+2))dex+...
0
L, t
+_[ (nt) — M, )dex+IM(j)(mS —mD)dx}
0 0
Relatia (7.126) poate fi scrisa restrans
j-1 L
A(r) = {Z [[Me-M., msdx+z j [ M, — M, |mpdx+
i=l ¢ i=j 0
(7.127)

+J.M(j)(ms —mD)dx}
0

unde:
A(t) = deplasarea generalizata in sectiunea t, respectiv v(t) sau ¢(t);
L, = L, deschiderea grinzii;
Mn+1) = O (conventional).
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Observatii:

e 1n(7.127), daca se considera A(t) = v(t), ms si mp vor fi cele pentru figura
7.36b, iar daca A(t) = ¢(t), ms si mp vor fi cele pentru figura 7.36¢ (tab. 7.14).

e Metoda prezentata permite determinarea sagetii si rotirii Tn sectiunea
curenta a unei regiuni oarecare a grinzii, cuprinsa intre sectiunile j-1 sij. Ea
poate fi utilizata chiar si atunci cand metoda Clebsch este dificil de aplicat
sau chiar nu poate fi aplicata: grinzi drepte cu incarcari distribuite dupa alte
legi decat polinomiale, cadre, bare curbe [Barsanescu P.D., 1985].

e 1nvederea integrarii pot fi scrise direct diferentele M )-Mj1).

7.8.4. Influenta fortelor tdietoare

La Aplicatia 7.2 s-a neglijat energia de deformare datorata fortei taietoare.
n cele ce urmeazi se va calcula, utilizdnd prima teorem3 a lui Castigliano,
sageata Tn sectiunea 2 a grinzii din figura 7.36, cu sectiunea transversala
dreptunghiulara, cu laturile b si h. Se va considera energia totala de
deformare (7.51). Se poate scrie succesiv expresia sagetii in sectiunea 2

g [T L)
!GA OF

L 3
j—— (- x)-dx+k-_[i-(—1)dx FL
) GA 3EI,  GA

J-M () aM (x)

(7.128)

unde coeficientul k se determina cu (7.50).

n (7.128), primul termen reprezintd contributia momentului incovoietor la
sageata capatului liber al grinzii 2 si este identic cu sageata data de (7.120).
Al doilea termen reprezinta contributia fortei taietoare. Expresia sagetii
(7.128) poate fi rescrisa

} I
v, :f:;;?LI (1+k£-—z-ij (7.129)

Pentru sectiunea dreptunghiulara, 1,/A = h?/12 si k = 6/5. La materiale
metalice E/G =~ 5/2, iar la lemn E/G = 20 [Anghel A., 2001]. inlocuind aceste
valori in (7.129), se obtin datele din tabelul 7.15.
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Tab. 7.15. Sdgetile in sectiunea 2 a grinzii din figura 7.36

Material Sdgeata v; Sdgeata v, pentru h/L=1/10
FP [ 3(nY FI?
Metalic v, =f~= I+=| — v, =1,0075
3EI 4\ L 3EI.
FO [ (nY FI
Lemn v, =f~= 1+6| — v, =1,06
3EI. L 3EI

Rezulta ca neglijarea influentei fortei tdietoare la o grinda in consol3,
conduce la o subestimare a sagetii maxime cu 0,75% la materiale metalice si
cu 6% la lemn. La grinzi lungi h/L < 0,1. In asemenea conditii, influenta
fortei taietoare asupra deplasarilor elastice poate fi de obicei neglijata.

7.8.5. Calculul deplasarilor la grinzi cu tronsoane
Calculul deplasdrilor intr-o sectiune

Pentru calculul deplasarilor grinzilor cu sectiune variabild in trepte (cu
tronsoane), metodele energetice sunt usor de aplicat, ca in Aplicatia 7.3.

Aplicatia 7.3

Sa se dimensioneze grinda din figura 7.39 si sa se determine sageata si
rotirea in sectiunea 3, stiind ca L=210mm, F=12kN, ©.=160MPa si
E=2,1-10°MPa.

Functiile eforturilor sunt aceleasi pentru toata grinda. Din punct de vedere
al sectiunilor transversale, pe grinda exista doua regiuni: [1,2] si [2,3]. Pentru
fiecare regiune, momentul incovoietor maxim se obtine pentru valoarea
maxima a lui x (tab. 7.16).

Tab. 7.16. Eforturi si tensiuni in grinda din figura 7.39

Reg. Limite M;,(x) I, W, Omax
2-3 x € [0, L] ; :n_df W =n_df |—FL|
M,(x) = —Fx G 232 W

1-2 | x €[L,2L] z nd} nd3 | |=F - 2L
I = 6_4- Wy, = 3_2 W,,
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Fig. 7.39. Grindd cu tronsoane, prezentare schematicd
si diagramele M,(x) si ox(x, d/2)

Diagramele momentului incovoietor si a tensiunilor normale o, (x,d/2)
sunt trasate in figura 7.39. Pentru tronsonul 2-3 sectiunea periculoasa este
in 2, iar pentru tronsonul 1-2 in 1. Se face dimensionarea tronsoanelor
pentru aceste sectiuni, punand conditia ca tensiunile maxime pe cele doua
tronsoane sa nu depdseasca tensiunea admisibila:

o= M) B o P2
i /4 ad? ~ T A 7o,

z1

3
d, 2i/32 12-10° 210 =d, 254,34 mm=d, , =55mm

7-160 (7.130)
M_(2L) 32|-2FL
o.(2L) = ( )= | 3 |£aa:>d22364FL;
W, d, 7o,

d,>68,46 mm=d,, , =70 mm
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Se determina deplasarile din sectiunea 3 cu teoremele lui Castigliano. Pentru
calculul derivatelor partiale cu metoda Maxwell-Mohr se aplica in sectiunea
3 a grinzii neincarcate forta fictiva -1N si se scrie m,3(x) = —1-x = —x.

Pentru calculul rotirilor se considera F = 0 si se adauga un moment unitar
(INmm) in sectiunea 3, actionand, de exemplu, in sens invers trigonometric.
Pentru aceasta incarcare fictiva, care nu a fost prezentata in figura 7.39, se

scrie m(p3(x) = —1. Sagetile si rotirile se calculeaza mai jos

= ﬁ [ M. (x)ym, (x)dx + ﬁ [ M. (eym,q ()

z1 0 z2 L

_ ﬁ [M.om,, (x)dx+ﬁ [ M (oym ()

z1 0 z2 L

Vs
@,

v, = i '([ (—Fx)(—x)dx + i .! (—=Fx)(—=x)dx
ﬁ j (—Fx)(—l)dx-i-ﬁ j (—Fx)(~1)dx

z1 0 z2 L

F(1 7 FI*(1 3
=V, = —+— | o= —+—
3\ 1, I, 2E\L, I

z2

@, =

Tnlocuind momentele de inertie rezult3

L GAFD( 1 7 64 FL(1 3
T El\d 4 ) DT El\dt &

Tnlocuind valorile numerice se obtine
4 12-10°-210°( 1
v3=6—- 0 50 yias 74 =1,44 mm
kY4 2,1-10 557 70

64 12-10°-210°
(03:_' 5
27 2,1-10

14+ 34 ~6-107 rad ~0,34°
55 70
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Calculul deplasdrilor pe regiuni

Se determina deformatiile in cele doua regiuni ale grinzii din figura 7.39,
utilizand metode energetice. Grinda este prezentata schematic in figura
7.40. Momentul incovoietor pentru incarcarile reale (fig. 7.40a) este

M, (x) =—Fx; xe [O, 2L]

7.136
xel0,L], I,; xe[L2L], I, ( )

Cand se calculeaza deplasarile, in (7.135) x poate fi inlocuit cu x; sau cu x;,
dupa necesitati. Oricare ar fi notatia, este important sa se tina cont de
valoarea momentului de inertie din sectiunea respectiva. Momentele
incovoietoare fictive sunt date in tabelul 7.17.

A

1[N]
A

b)

<)

A

d)

1 [Nmm]

|
X2
ol x
<
| X1
X2
X
Xy
/1

1 [Nmm]

Fig. 7.40. Calculul deplasdrilor in regiunile unei grinzi in consold
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Tab. 7.17. Momente incovoietoare fictive la grinda din figura 7.40

Fig. Reg. Limite I, My me

7.38b 1-2 D x; € [L,x] I, 0 -
S X, € [x,2L] —1(x, — x) -

7.31c 2-3 D x; € [0, x] I, 0 -
S X, € [x,L] —1(x, — x) -

7.31d 1-2 D x; € [L,x] I, - 0
S X, € [x,2L] - -1

7.31e 2-3 D x, € [0,x] I, - 0
S X, € [x,L] - -1

Legenda: D si S =regiuni aflate la dreapta si respectiv la stanga sectiunii x

Deplasarile in sectiunea curenta x din regiunea 1-2 se scriu succesiv

V) = | MG, (3,

z2 x

o) = ﬁszz(xz)mq,(xz)dxz

z2 x

1 2L
v(x) = TR I Fx, (x, —x)dx,;

z2 x

p(x) =—— [ (=)~

z2 x

F 3 2 3
= —-12L°x+16L );
v(x) oEl (x X )

z2

P(x) = (4L2 —x? )

2EI,

(7.137)

Pentru x = 2L se obtin deplasarile in incastrare v(2L) = ¢@(2L) = 0, ceea

ce reprezinta o verificare.

Pentru x = L, se obtin deplasarile in sectiunea 2

5 FC

v(il)=v,=———; o(l)=¢,=

6 EI

z2
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Deplasarile in sectiunea curenta x din regiunea 2-3 sunt

v(x,) = ﬁ{jM (x,)m, (x, )dx, + j M _(x,)m, (x,)dx, } +

z1

ijmmwz

i,
2L (7.139)
wu»—ET{IM<aw1umm+IM(%mluaw4+
1
+E;pum%mwz
L 2L
v(x )=LJ-Fx (x, —x)dx +L'|.Fx (x, —x)dx
2 E[zl ) 2 2 2 Elzz ) 2 2 2
(7.140)
(o(xz)—E—Zl;[( Fx,)(— 1)dx2+E—22 ! (—Fx,)(~1)dx,
v(xz):i i(x3—3L2x+2L3)+l(14L3 ~9Lx)
6E Izl z2
(7.141)
(r) = F =X . 3
Y I, I,
Valorile deplasarilor la capetele intervalului [0,L] sunt
FO(1 7 FI’(1 3
v(0)=v —+—; —+—
0= = 3E[1 IZJ P0)=0,= 2E[l IZJ
(7.142)

5FL 3 FI*
w(L)=v, = 6E ; o(L)=9,= ZEI

Se observa ca in sectiunea 2 deplasarile calculate in imediata vecinatate din
stdnga (7.138) sunt egale cu cele calculate in imediata vecinatate din dreapta
(7.142), ceea ce reprezinta o alta verificare. De asemenea, deplasarile din

sectiunea 3, calculate cu (7.133) si (7.142) sunt identice.
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Metoda grinzii echivalente

Pentru determinarea deplasarilor grinzilor cu tronsoane, se poate porni si de
la ecuatia axei neutre deformate, scrisa pentru fiecare tronson in parte

dzv_MZ(x). dzv_MZ(x)_ dzv_MZ(x). dzv_MZ(x)

dx* EI, ~ dx* EI dx*  EI, ~dx’

z2 zi zn

(7.143)

> 2

unde /;; este momentul de inertie al sectiunii tronsonului i fata de axa Oz.

Grinda cu tronsoane poate fi inlocuita cu o grinda echivalentd, de sectiune
constantd pe toata lungimea, avand momentul de inertie axial /,0. Inmultind
si impartind membrul drept al penultimei egalitati (7.143) cu I, se obtine

d_Z\;ZMZ(X)'Izo; ILo:ﬁ[:_z
o’ El, 1, I, d’  EI

zi zi z0

2
dv _M.() 5 (7.144)

1

unde Bi este un coeficient de reductie (fig. 7.41).

Pentru grinda din figura 7.41, de exemplu, alegand I = |,0, coeficientii de
reductie pot fi scrisi

(O8]

I
b= 122

z1

]z 2

I
=1, f=-=22== (7.145)

’ 2 z3 2

N

Momentul incovoietor este proportional cu incarcarile. Din acest motiv, in
loc sa inmultim M;(x) cu coeficientul £ in relatia (7.144), putem inmulti toate
incarcarile si reactiunile. Daca ne imaginam ca grinda este sectionata in cele
n tronsoane, atat incarcarile, reactiunile cat si eforturile din sectiunile care
fac jonctiunea intre tronsoanele grinzii vor fi multiplicate cu £.

Asambland apoi tronsoanele grinzii si adunand eforturile existente in
jonctiuni, se obtine o grinda de sectiune constanta, cu momentul de inertie
l,0, solicitata cu fncdrcdri reduse (inmultite cu ).
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La jonctiuni apar salturi ale eforturilor. Astfel, in sectiunea i dintre doua
tronsoane, apar salturile

AT, = [T, (B, —B));

AM =M (B, )| (7.146)

unde T,; si M, sunt eforturile in sectiunea i a grinzii initiale.

n sectiunile de jonctiune ale grinzii fictive de sectiune constant3 se vor aplica
incdrcari concentrate, numeric egale cu variatia eforturilor data de (8.248).
Ecuatia axei neutre deformate a grinzii fictive echivalente astfel obtinute
coincide cu cea a grinzii cu tronsoane [Pissarenko G. s.a., 1975].

Ecuatia diferentiala a axei neutre deformate a grinzii fictive este

2
av v M) () (7.147)
dx EI

z0

unde Myred(x) este momentul incovoietor redus, scris pentru grinda
echivalenta.

In vederea determinarii deplasarilor se poate utiliza, de exemplu, metoda de
integrare Clebsch, scrisa pentru ecuatia (7.147).

Se prezinta mai jos etapele determinarii grinzii fictive echivalenta grinzii cu
tronsoane din figura 7.41.

1. Determinarea reactiunilor si trasarea diagramelor de eforturi. Reactiunile

se calculeaza din ecuatiile de echilibru

v=>F v,-LF (7.148)
3 3

si apoi se traseaza diagramele de eforturi (fig. 7.41c,d).

2. Se desparte grinda in tronsoane, figurand eforturile (luate din diagramele
M, si Ty), cain figura 7.41e.
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3. Se calculeazd coeficientii de reductie. Coeficientii de reductie se determina
cu (7.144). Admitand pentru grinda echivalenta l,0 = |2, coeficientii de
reductie sunt dati de (7.145).

4. Se calculeazd salturile eforturilor in sectiunile de jonctiune dintre
tronsoane. in sectiunile 3 si 5 salturile sunt

2 4 7 14
AT, =‘§F(ﬂ2 —B)| =5 F AM, =‘§FL(,82 - B)|=7 FL
(7.149)
1 1 8 4
AT =‘§F(ﬁ3 “h)| = F AN =‘§FL(ﬂ3 B =3 FL

5. Se construieste grinda echivalentd. Grinda echivalenta are diametrul
constant pe toata lungimea. Ea se obtine multiplicand incarcarile si
reactiunile de pe tronsonul i cu £ si addugand incdarcdrile concentrate ATy; si
AM;; in sectiunile de jonctiune dintre tronsoane, ca in figurile 7.41f,g,h.

6. Se determind deplasdrile grinzii echivalente. Deplasarile grinzii echivalente
din figura 7.41h pot fi determinate printr-o metoda cunoscuta (Clebsch sau
metode energetice). Grinda reala cu tronsoane si cea echivalenta au aceeasi
ecuatie a axei neutre deformate. Rezulta ca deplasarile intr-o sectiune sunt
aceleasi la ambele grinzi.

7.9. GRINZI STATIC NEDETERMINATE

La aceasta categorie de grinzi, numarul necunoscutelor (reactiuni) este mai
mare decat numarul ecuatiilor de echilibru independente NN > NE. La fel
cum s-a procedat la probleme static nedeterminate cu bare supuse la alte
solicitari, ecuatiile de echilibru vor fi completate cu ecuatii de deplasari,
formandu-se un sistem compatibil. Numarul ecuatiilor rezultate din studiul
deplasérilor trebuie sa fie egal cu gradul de nedeterminare GN. in principiu,
orice metoda care permite calculul deplasarilor poate fi utilizata la ridicarea
nedeterminarii.

Dupa ridicarea nedeterminarii (aflarea reactiunilor) grinzile se rezolva la fel
ca cele static determinate. Din acest motiv, in cele ce urmeaza se vor
prezenta numai exemple de ridicare a nedeterminarii.
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7.9.1. Ridicarea nedeterminarii prin metoda Clebsch

Utilizand metoda Clebsch de integrare a ecuatiei diferentiale a axei neutre
deformate, se vor calcula reactiunile la grinda din figura 7.42. Aplicarea
metodei este mai laborioasad, dar poate fi totusi avantajoasa atunci cand se
cer si deplasarile in mai multe sectiuni sau ecuatiile axei neutre deformate

pe regiuni.

BN
—
—
N
Yy Y
<
w
—
~
— |
<
~

™ Iy
@/ﬁlllllﬁflzllllél&“‘Tq 10,
Vl( L ” Vs /W Vy
: o 3L !
-qL%/2
-3gL?/a

c)

Fig. 7.42. Ridicarea nedetermindrii prin metoda Clebsch

1. Se scriu ecuatiile staticii si se afld gradul de nedeterminare. Se figureaza
reactiunile si se scriu ecuatiile de echilibru

Y X,=0=>H =0
DY, =0=>V,-2qL+V,+V, =0 (7.150)
> My, =0=>V,-3L+V,-2L—q-2L-L—M =0

Se observa ca, desi este o problema static nedeterminata, reactiunea Hi a

putut fi calculata din ecuatiile de echilibru. Se spune ca Hj este o reactiune
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static determinatd. Raman trei reactiuni necunoscute (static
nedeterminate): V1, Vs si Va si rezulta NN = 3. Cum ecuatia de proiectie a
fortelor pe directia Ox a fost consumata pentru determinarea lui H1, mai
raman doua ecuatii in (7.150) si NE = 2, iar gradul de nedeterminare este

GN =NN-NE; GN=3-2=1 (7.151)

Mai este nevoie de o singura ecuatie de deformatii care, impreuna cu
ecuatiile de echilibru (7.150) ramase vor forma un sistem, ale carui solutii
permit ridicarea nedeterminarii. Se spune ca aceasta problemad este simplu
static nedeterminatad.

2. Ridicarea nedetermindrii. Se aplica metoda Clebsch, considerand, in
aceasta faza, reactiunile cunoscute. Se scrie momentul M,(x) in ultima
regiune (fig. 7.42b), respectand conditia (7.106), conform figurii 7.42b

2 A7y2
Mz(x)=V1x—q%+M(x—L)°+V3(x—2L)+q@ (7.152)

Se scrie ecuatia diferentialda a axei neutre deformate si se integreaza
respectand conditia (7.107):

d2 2 _2L 2
B =Vix-g o+ 200 - 1 + 1 =20+ TE2E 4
2 3
LY~ ELor) =V 5 — g™ v 2ql(x—1) +
i 2 26 . (7.154)
7, (x—=2L) +q(x—2L) LC
2 6
3 4 _ 2
Elzv(x)zr/lx__q%Jrquz%Jr
26 s " (7.155)
+V, (=2L)  aG=2L) i p
6 24

Constantele de integrare Csi D se determina din conditiile de rezemare.
Tn reazemele considerate rigide sigeata va fi nula

V(O) =V = 0; V(2L) =V; = 0; V(3L) =V, = 0 (7.156)
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Pentru fiecare sageta se retine din (7.155) numai termenii corespunzatori
regiunii. Exista trei conditii de rezemare (7.156) si numai doua constante de
integrare necunoscute. Doua conditii vor fi utilizate pentru calculul
constantelor C si D iar a treia, dupa inlocuirea constantelor, va forma un
sistem compatibil impreuna cu ecuatiile de echilibru (7.150):

w0 =——( Y 0-g.0+C.04D|=0=D=0
EIL\6

2L’ @'
6 1 24

v(zL):EII {Vl +qL2(2L—L)2+C-2L}=O

2

=C= —%(41/1 +qgl) (7.157)

1| W q V,
3)=—| L QBLY -L@BL) +g*GL-L)* +=23L-2L)
v(3L) EI[6( ) 24( ) +qL ( ) 6( )

z

(3L-2L)" I’
+g————— = (4V, +qL)-3L |=0
17, 6( 1 +4qL)

Din (7.150), la care se adauga ultima ecuatie (7.157), se obtine un sistem
compatibil ale carui solutii sunt reactiunile

Vi+V,+V,—=2gL =0 : » |
2V, 43V, —4qL =0=V, :_ZqL; v, :ZqL; v, :_EqL (7.158)
15V, +V,+qL =0

Reactiunile negative au sens contrar celui din figura 7.42, care a fost aleator.
Tnlocuind valorile lui V; si V3 in expresia momentului incovoietor (7.152) si
pastrand numarul corespunzator de termeni pentru fiecare regiune, se
poate trasa diagrama M;(x), ca in figura 7.42c.

Dimensionarea se va face cu momentul Mz max = 5qL2/4. nlocuind V1, V3, Csi
D in ecuatia rotirilor (7.154) si cea a sagetilor (7.155), dand valori lui x si
pastrand numarul de termeni corespunzator regiunii, se pot determina
deplasdrile grinzii Tn orice sectiune.
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7.9.2. Metoda eforturilor

Se va aplica metoda eforturilor pentru ridicarea nedeterminarii la grinda din
figura 7.42a, parcurgand etapele de mai jos.

1. Se scriu ecuatiile de echilibru si se afld gradul de nedeterminare. Aceasta
etapa a fost parcursa la ridicarea nedeterminarii cu metoda Clebsch.

2. Stabilirea sistemului de baza. Pentru GN = 1, se va stabili o singura
necunoscuta static nedeterminata X: si se scrie o singurd ecuatie
suplimentara (canonica)

0, X, +0,=0 (7.159)

Sistemul de baza este static determinat. Pentru cazul GN = 1, acesta se
obtine prin Tndepartarea unei singure legaturi corespunzatoare unei
reactiuni static nedeterminate. Reactiunea Hi a fost determinata din
ecuatiile staticii si este necunoscuta static determinata. Se poate indeparta,
de exemplu, reazemul simplu 3 si reactiunea din acest reazem se alege ca
necunoscuta static nedeterminata X1 = V3, ca in figura 7.43b. Sistemul de
baza nu este unic. Ca necunoscuta static nedeterminata ar putea fi aleasa V1
sau Va.

3. Studiul sistemului de bazd. Sistemul de baza se studiaza in atatea situatii
distincte de incarcare cati indici independenti au coeficientii de influenta 6;
din ecuatiile canonice. In ecuatia (7.159) exista doi indici independenti (0 si
1) si sistemul de baza se va studia Tn doua situatii cu incarcari prestabilite:

e Cu incarcarile reale si X1 = 0 se traseaza diagrama My, ca in figura

7.43¢,d;

e Tncdrcat numaicu X1 = 1 se traseaza diagrama mjy ca in figura 7.43e,f.
Sectiunile stabilite pentru trasarea diagramei Mo sunt obligatoriu mentinute
si la trasarea tuturor celorlalte diagrame, chiar daca numarul regiunilor
scade. Momentele Mo(x) si mi(x) sunt prezentate in tabelul 7.18.

Coeficientii 6ij vor fi calculati prin integrare analitica. Metoda de integrare
grafo-analitica Mohr-Veresceaghin este de obicei mai simpla, dar prezinta si
unele dezavantaje: volumul de calcul creste in cazul incarcarilor complexe,
nu poate fi aplicata la bare curbe etc.
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Fig. 7.43. Metoda eforturilor: grinda reald (a), sistemul de bazd (b),
trasarea diagramelor My (c,d) si respectiv m; (e,f)

Tab. 7.18. Momente incovoietoare utilizate la metoda eforturilor (fig. 7.43)

Reg. Limite (fi glv;uig.) ¢.d) (fig.m71.(1)l(;’)e, f)

12 | x €[0,] M, (x,) = %qul _qzilz m; (xy) = —%n
R L e o R R R
3-4 | x, €[0,L] M,(x,) = quxz my(x,) = —gxz
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4. Calculul coeficientilor de influentd si a necunoscutelor. Indicii coeficientilor
dOjj arata ce functii de folosesc pentru calculul acestora. Astfel, pentru calculul
lui d10 se utilizeaza produsul M, - m4, iar pentru d11 produsul m; - m;. Pentru
incovoiere, suma tuturor integralelor se inmulteste cu 1/El,

1 (% t
O, = E(J-Mo(xl)”ﬁ (x,)dx, +J.M0(x2)m1(x2)dx2 +
z \ 0 0

+[ M (eym, (x3)dx3] (7.160)
0

1
511 =
EI

z

[j‘ m12 (xl )dxl T _Irmlz (xz)dxz + j.mf (X3 )dx3 J

Tnlocuind in (7.160) functiile din tabelul 7.18 si integrand, se obtine

11 ¢ 4 gl
10:__'q 5 11:_'q (7161)
9 EI 9 EI
Din (7.159) si (7.161) rezulta
11
X, :ZqL:V3 (7.162)

Reactiunile V1 si V4 se obtin din (7.150) si (7.162).

5. Trasarea diagramei M,(x). Trasarea diagramei M;(x) poate fi facuta clasic
sau, mai usor, prin suprapunerea efectelor. Aceasta ultima metoda consta in
adunarea punct cu punct a diagramei Mo(x) cu diagrama mji(x), inmultita cu
constanta X;

M_(x,) = M,(x;) + X, -my(x,) (7.163)

De exemplu, in sectiunea 3 avem xz = L si rezulta (fig. 7.43d, f si tab. 7.18):

M

4 11 2 1
(3)=Mz(x2=L)=§qL2+ZqL-(—§Lj=—E I (7.164)
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In sectiunea 2 infinit vecina dreapta x3 — L si rezulta

M

(2.D)

13 11 L) 15
:Mz (_X'2 :L):Z I’ +ZqL[—§j:E I (7.165)

Prin metoda a suprapunerii efectelor prezentata mai sus se calculeaza
momentele n sectiunile de interes. La adunarea unor functii de moment
polinomiale se tine cont de faptul cd momentul rezultant va fi o functie
polinomiala care are gradul cel mai mare dintre cele doua polinoame.

6. Dimensionare. Stiind forma sectiunii transversale, se dimensioneaza
grinda cu formula lui Navier (7.13) si Mzmax = 15q12/12, luat din diagrama M..

7. Calculul deplasdrilor. Avand functia M;(x), deplasarile pot fi calculate prin
metodele prezentate mai sus, sau tot prin suprapunerea efectelor. Se scrie,
de exemplu, sdageata in sectiunea 3, unde s-a aplicat forta unitara X;=1. Se
determinatd sageata vz prin metoda Castigliano, cu calculul derivatelor
partiale prin metoda Maxwell-Mohr
1 3
El ‘5

z i

v, = IMZ (x,)-m, (x,)dx, (7.166)
0

Exemplul 7.12
Se va ridica nedeterminarea grinzii din figura 7.44 prin metoda eforturilor.

1. Ecuatiile de echilibru si stabilirea GN. Se figureaza reactiunile si se scriu
ecuatiile staticii, din care poate fi determinat reactiunea Hj, care este astfel
static determinata. Celelalte reactiuni sunt static nedeterminate:
DX, =0=>H, =0
DY, =0V, +V,+V,+V,-F=0 (7.167)
7L
ZM(I) =0=>M +V,L+V,-2L+V,-3L-F—=0
2

Dupa aflarea lui H1 au ramas 5 reactiuni static nedeterminate (NN=5) si doua
ecuatii de echilibru (NVE=2). Gradul de nedeterminare este GN =5 — 2 = 3.
Problema este triplu static nedeterminata.
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2. Ecuatiile canonice si stabilirea sistemului de bazd. Indiferent de sistemul
de baza adoptat, se scrie un sistem de GN ecuatii canonice

511X1 +512X2 +513X3 +510 =0
0y X| +0,X, +0,,X;+0,,=0 (7.168)
03X, +05, X, +0, X, +0,,=0

unde 611 = 611

Pentru construirea sistemului de baza (static determinat) se vor inlatura un
numar de legaturi egal cu gradul de nedeterminare GN. Se pot indeparta, de
exemplu, cele trei reazeme simple, care vor fi inlocuite cu fortele
necunoscute, egale cu reactiunile (fig. 7.51b):

X, =V,: X,=V,; X,=V, (7.169)

3. Studiul sistemului de bazd. Coeficientii de influenta d; din sistemul (7.168)
au patru indici distincti (0, 1, 2 si 3) si sistemul de baza se studiaza in patru
situatii prestabilite:
e solicitat numai cu incarcarile reale, respectiv F, in cazul de fata
(fig.7.44c,e);
e solicitat pe rand numai cu X1=1 (fig. 7.44e,f), X»=1 (fig. 7.44g,h) si
respectiv X3=1 (fig. 7.44i,j).
Pentru aceste cazuri fictive de incarcare se traseaza diagramele de momente
incovoietoare Mo (fig. 7.44d), m1 (fig. 7.44f), ma (fig. 7.44h) si ms (fig. 7.44j).
Fiind incarcari simple, cu forte concentrate, diagramele au o variatie liniara
si pot fi trasate direct, fara a mai scrie ecuatiile momentelor incovoietoare.

4. Calculul coeficientilor de influentd oj. Aplicarea metodei Maxwell-Mohr
pentru calculul coeficientilor de influenta conduce la calculul unor sume de
integrale de forma

(7.170)
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Fig. 7.44. Grindd triplu static nedeterminata: ridicarea
nedetermindrii prin metoda eforturilor
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n cazul unui grad de nedeterminare mai mare, integrarea este laborioasa.
Din acest motiv, coeficientii de influenta 6; vor fi calculati mai jos prin
metoda de integrare grafo-analitica Mohr-Veresceaghin. Conform acestei
metode, prezentata in Capitolul 3, integralele (7.170) sunt numeric egale cu
produsul dintre suprafata uneia dintre diagrame cu abscisa din cealalta
diagrama, masurata in dreptul centrului de greutate al primei diagrame. In
cazul coeficientilor d;, care au indici identici, se face produsul dintre
suprafata diagramei m; si abscisa Tn dreptul propriului centru de greutate.
Indicii coeficientilor §; indica diagramele folosite pentru calculul acestora.

In figura 7.45 se prezintd diagramele de moment izolate din figura 7.44,
utilizate pentru calculul grafo-analitic al coeficientilor de influenta. Se
remarca faptul ca toate triunghiurile sunt dreptunghice isoscele. Acest fapt
simplifica calculul unor catete din triunghiurile asemenea. In cele ce
urmeaza, triunghiurile vor fi desemnate prin numele diagramei. Se
exemplifica prin calculul catorva coeficienti de influenta, restul fiind
determinati in mod similar

1 2 1 ' ( 19FL
b L[ p(SpL2 )| L L)
EI. 2 2 3 EI. 2 6
In (7.171) L?/2 reprezintd suprafata triunghiului mj, iar factorul din
parantezd ordonata in diagrama Mo, masurata in dreptul centrului de
greutate G; al diagramei m; (fig. 3.12).
1 I’ 2L
Oy =—— —— (7.172)
EI. 2 3
fn (7.171) L?/2 este suprafata triunghiului mj, iar 2L/3 ordonata in
diagrama mj, masurata in dreptul centrului sau de greutate G;.

2
Z?LJ:LL_EL (7.173)

O, =0y, :_'_(ZA'

in (7.173) L?/2 este suprafata triunghiului ms, iar 5L/3 ordonata in
diagrama mz, masurata in dreptul centrului de greutate G; al diagramei m;.
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Fig. 7.45. Diagramele de moment extrase din fig. 7.44
pentru aplicarea metodei Mohr-Veresceaghin

Astfel, coeficientii de influenta sunt

_ W Fr o 17T FC o 45 FL
Y12 EL” * 3 ELC Y 4 EL’
1 T g8 I 14
=—t— Op=—r1——; = 7.174
"3 ErC 7?3 ELT Y 3 EL -174)
5 ¢ } 14 T
0, =06, :g'E—IZa 013 = 05 25 E_IZ; 523=§32=? E
Din (7.168) si (7.174) rezulta necunoscutele
3 21 85
X1=V2=EF; X2=V3=—£F; X3=V4:§F (7.175)

Din (7.167) si (7.175) se afl3 V, = —:—ZF siM, = —SizFL.
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5. Trasarea diagramei M(x). Diagrama de moment incovoietor M;(x) pentru
grinda reala poate fi trasata prin suprapunere de efecte, adunand in orice
sectiune abscisa din diagrama Mo cu abscisa din diagrama m; inmultita cu X3,
cu abscisa din mz inmultita cu Xz si cu cea din ms, inmultita cu X3

M _(x)=M,(x;)+m(x)X, +m,(x,)X, +my(x,)X, (7.176)

Diagrama M;(x) este prezentata in figura 7.44k.

6. Calculul de rezistentd si al deplasdrilor. Dimensionarea grinzii si calculul
deplasarilor pot fi facute cu metode care au fost prezentate mai sus.

7.9.3. Metoda elementelor finite

Grinda va fi descompusa in elemente finite (tip bara), iar incarcarile si
reactiunile actioneaza numai in noduri. Spre deosebire de solicitarile axiale
si torsiune, unde nodurile aveau un singur grad de libertate (translatie sau
rotire), in cazul incovoierii nodurile au doua grade de libertate (sageata si
rotirea). Rezulta cd numarul gradelor de libertate pentru un element este
patru si, in consecintd, matricea de rigiditate a elementului va fi patrata de
ordinul patru. Pentru un element finit (fig. 7.46) se poate scrie sistemul

{F@} - [K]{A} (7.177)
unde matricele coloana ale fortelor si deplasarilor generalizate sunt
K Vi
M
{Fel=4" "1 {a%)= 4 (7.178)
F, V2
M, ?,

In (7.178) indicele 1 se refera la nodul 1, iar indicele 2 la nodul 2.
Pentru fortele si momentele din noduri se adopta sensuri pozitive arbitrare.
Matricea de rigiditate a elementului este simetrica fata de diagonala

principala si poate fi scrisa [Rockey L. s.a., 1979]:

363



12 6L -12 6L

EI 417 —-6L 2I’
[k ]==% (7.179)
L 12 -6L
sim. 41*
y - L =
e ’>2 X

"F\2</:p2

Fig. 7.46. Deformarea unui element finit de grindd

Matricea de rigiditate a intregii grinzi se obtine prin asamblarea matricelor
elementelor finite. Aceasta operatie se realizeaza dupa acelasi procedeu ca
la solicitari axiale: la matricele elementare se adauga, in pozitie
corespunzatoare, linii si coloane nule pana ajung la gradul 2n (numarul de
noduri inmultit cu numarul de grade de libertate al unui nod), dupa care se
adauga toate matricele elementare orientate dupa diagonala principala si
suprapuse la colturi prin adunare.

Dupa cum s-a aratat la aplicarea MEF la bare supuse la solicitari axiale sau la
torsiune, nu se face deosebire intre probleme static determinate Acesta
constituie un avantaj al metodei. Se da in continuare cdte un exemplu de
aplicare a MEF la o problema static nedeterminata.

Exemplul 7.13

Cu MEF se va rezolva grinda simplu static nedeterminarea din figura 7.47.
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)/ F
Ml
o ta® | ®
B | 2 D x
v, A, 2
< a > b '~V3
-+ L L
M (2 2 2 b)
(1) (2)
V, F Vs

Fig. 7.47. Grindd static nedeterminatd (a) descompusd in elemente finite (b)

Se considera pozitive: sensul fortelor in directia axei Oy; sensul momentelor
- direct trigonometric. Se descompune grinda in doua elemente finite.
Pentru fiecare element finit se scrie matricea de rigiditate, cu (7.179). Se
scrie apoi matricea de rigiditate a grinzii si sistemul (7.177):

12 6a -12 6a
[K“)]:E 6a 4a* —6a 2d*
a |-12 —6a 12 —6a

6a 2a° —6a 4a°

12 66 -12 6b

2 2

[K@)}:ﬂ 6b 4b~ —-6b 2b
b*|-12 —-6b 12 —6b

6b 2b* —6b 4b*

Z (7.180)

Matricea de rigiditate a grinzii este patrata, avand gradul este egal cu
produsul dintre numarul gradelor de libertate ale unui nod (doud, la
incovoiere) si numarul de noduri (2:3 = 6). La matricea [KV] se adauga
ultimele doua linii si coloane nule. La matricea [K'?)] se adauga primele dou3
linii si coloane nule. Prin adunarea matricelor elementelor se obtine astfel
matricea de rigiditate a grinzii, care este patrata, de ordinul sase. Se scrie
(7.177), pentru intreaga grinda:
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= EI

6 2

7 P R
12 12 6 6 12 6 ¢ =0
(? z?j (_? b_ZJ B b ||y, =2
6 6 4 4 6 2 @, ="?
@ sz (2 Zj B b ||y =

12 6 12 6 ||lp,=2
B e » b

6 2 6 4

b’ b » b |
(7.181)

in (7.181) s-au considerat nule deplasarile din incastrare (vi = @1 = 0) si
sageata din reazemul simplu (vs = 0). Sistemul de sase ecuatii poate fi
descompus in doua sisteme de ecuatii, care vor fi rezolvate succesiv. Primul
sistem este format din ecuatiile 3, 4 si 6 si nu contine reactiuni. Rezolvand
sistemul se obtin deplasarile necunoscute vz, @, @3

F 12 12

—_ | — 4 —

EIl. \a P

-6 6

O=| —+—
¢
0=—

b* b

4 4 2
b2 Yyt Z+E '¢2+Z'¢’3

4
V9 +g'(/’3

-6 6 6
Yyt a_2+b_2 '¢z+b—2'¢’3

=V, 0,0, (7.182)

Al doilea sistem contine reactiunile si este format din ecuatiile 1, 2 si 5.
Sistemul poate fi rezolvat dupa inlocuirea deplasarilor vz, @2 si @3 si se obtin

astfel reactiunile Vi, Mz si Vs:
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—12 6
Vi =El, Wt 2%)
a a
-6 2
M, =El|—v,+—0, =>V,M,V, (7.183)
a a

-12 6 6
B ?Vz —b—z(ﬂz —b—z(ﬂs

Cand exista incarcari distribuite, grinda se descompune intr-un numar mare
de elemente finite, incarcate cu forte concentrate static echivalente, care
actioneazd numai in noduri. Tn cazul grinzilor cu multe regiuni, sau incircate
cu forte distribuite, numarul elementelor finite poate fi foarte mare. in
consecinta, matricea de rigiditate a grinzii este foarte mare si nu poate fi
rezolvata decat cu ajutorul calculatorului. MEF se preteaza bine Ia
programare si In prezent exista soft-uri specializate bazate pe aceasta
metoda (ANSYS, ABAQUS etc.).

7.10. RATIONALIZARE SI OPTIMIZARE

7.10.1. Sectiuni rationale pentru incovoiere

La Tncovoiere repartitia tensiunilor normale pe sectiunea transversala a
grinzii este liniara, conform formulei lui Navier, asa cum este prezentata in
figura 7.48. Axa neutrd trece prin centrul de greutate al sectiunilor
transversale si este continuta in suprafata neutra. Este evident faptul c3, in
cazul in care tensiunile admisibile la tractiune si respectiv compresiune sunt
egale Tn modul (comportament ductil), pozitia rationala a axei Oz este la
distanta egala de fetele superioara si inferioara a grinzii, adica ea trebuie sa
fie axa de simetrie a sectiunii. Daca aceasta conditie este indeplinita,
tensiunile extreme vor fi egale in modul (fig. 7.48a). Pentru materiale cu
comportament ductil se adopta pentru incovoiere sectiuni cu doua axe de
simetrie.

La sectiunea trapezoidala din figura 7.48b, axa Oz, care trece prin centrul de
greutate, este mai apropiata de baza mare. In consecintd, pentru M,>0, scad
tensiunile normale pozitive (de tractiune) si cresc in modul cele negative (de
compresiune). Solutia este avantajoasa pentru materiale cu comportament
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fragil, care au tensiunea de rupere la tractiune mai mica decat modulul
tensiunii de rupere la compresiune. O sectiune rationald pentru o grinda
confectionata din aceste materiale trebuie sa aiba centrul de greutate astfel
amplasat incat sa se atinga simultan tensiunile admisibile la tractiune si
compresiune og: Si ggc in sectiunea periculoasa a grinzii. Pentru materiale cu
comportament fragil se vor adopta sectiuni cu o singura axa de simetrie.

Sectiunile rationale ale grinzilor au putin material in vecinatatea suprafetei
neutre si mai mult la distanta de acesta, acolo unde tensiunile normale au
valori mari Tn modul. Sectiunile tip | (fig. 7.48c) si tip cheson (fig. 7.48d) sunt
frecvent utilizate. Tnsd pofilele inchise se comportd mai bine la torsiune
decat cele deschise (v. volumul 2). Solutia din fig. 7.48e face apel la materiale
diferite: cel cu rezistenta ridicata (1) este amplasat la extremitati si cel cu
rezistenta mai scazuta (2), in centrul sectiunii, fiind solidarizate intre ele.

Y y1

=

L

S5

Fig. 7.48. Repartitia tensiunilor normale in sectiunea unei grinzi (a);
sectiuni rationale pentru incovoiere (b,c,d)

Grinzile cu sectiuni rationale au greutati mai mici, dar si rigiditate mai mica.
Sectiunea unei grinzi este cu atat mai economica, cu cat coeficientul de
forma a sectiunii

_16xW;

) e

(7.184)

368



are valori mai mari (tab. 7.19). Coeficientul a fost astfel ales incat sa fie 1
pentru sectiunea circulara [Pissarenko G. s.a., 1975].

Tab. 7.19. Coeficientul de formd @ pentru diferite sectiuni

Sectiune
7-10
4.4
o 1 1,4 d Pofile
(d/D=0,7) standardizate

7.10.2. Grinzi de egala rezistenta

La o grinda cu sectiune constanta pe lungime, supusa la incovoiere simpl3,
momentul nu este constant. in consecint3, nici tensiunile normale din fibrele
cele mai departate de planul neutru nu sunt constante (fig. 7.49a,b,c).
Tensiunea admisibila se va atinge numai in sectiunea periculoasa, iar in
celelalte sectiuni tensiunile sunt mult mai mici (fig. 7.49c). Volumul grinzii va
fi minim daca in orice sectiune tensiunile din fibrele cele mai indepartate de
axa neutra vor fi egale in modul cu o.. Se obtine astfel o grindd de egald
rezistentd, care poate fi construitd in diferite variante (fig. 7.49d si fig.

7.49f,g).

Grinzi cu sectiune dreptunghiulard, de IGtime constantéd

Pentru grinda din figura 7.49d se admite o sectiune dreptunghiulara cu b =
constant si h variabil. Tn ipoteza c& formula lui Navier mai poate fi aplicata cu
o precizie satisfacatoare si in asemenea situatii, se va determina functia h =
f(x). Diagrama ox(x) este impusa (fig. 7.49e). Pentru y — h/2 se impune
o,(x) = 0,. Diagrama M;(x) din figura 7.49b este valabila atat pentru grinda
din figura 7.49a cat si cele din figura 7.49 d si f. inlocuind in formula lui

Navier se obtine
o, = M) OFx _ - [OF (7.185)
W.(x) bh™(x) bo,
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La stabilirea acestei legi de variatie (fig. 7.49d) nu s-a tinut cont de influenta
fortei tdietoare. Se observa ca la capatul liber al grinzii sectiunea in care se
aplica forta F este nul3, tensiunile tind la infinit si grinda se va distruge prin
forfecare. Pentru a evita acest lucru, in regiunea in care se aplica forta F
sectiunile se majoreaza arbitrar, dupa linia intrerupta din fig. 7.49d.

- L N
7\/_ 30 2c c ‘LF
\Q— ™~ &
z _§ _____ \K_ .......... ‘ ._._:l;:t.‘:._i a}
2 >oB hg
-36 -262x G x
. 3x ‘|—‘—{
Tl 3Rk
-2Fx
e
I 2
(R 26
ci‘(x) T AAl o
"z Ao
77 Y
XL d
/ -C“% }
A
Ga
Gx(x) } e}
V:h/z - LF
!: A f}
7\_\‘_ b
\‘-\\_—E’ > —
— E— ;________'__'_'_'1; 2 e

Fig. 7.49. Grindd de sectiune constantd (a), diagramele M, si ox (b,c),
grinzi de egald rezistentd (d, f) si diagrama lor ox (e)
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Observatie:

Formula lui Navier da rezultate satisfacatoare si pentru grinzi la care sectiunea
variaza lent (unghiul de inclinare a fetelor superioara si inferioara nu depaseste 15°-
20°). In consecintd, relatia (7.185) este aproximativa, erorile mai mari obtindndu-se
in vecinatatea capatului liber al grinzii. Oricum, in aceasta regiune sectiunile se
majoreaza din cauza prezentei fortelor taietoare si astfel erorile vor fi mai mici.

Grinzi cu sectiune dreptunghiulard, de indltime constantd

O asemenea grinda este prezentata in figurile 7.49f,g. Diagramele din figura
7.49b si e sunt valabile si pentru aceasta grinda. Se aplica formula lui Navier
pentru sectiunea x

o, =M __OFx = b(x) = 6F2 X (7.186)
W.(x) b(x)-h oh

Variatia [atimii sectiunii este liniara. Pentru a nu introduce torsiune, grinda
trebuie sa fie simetrica fata de axa x (fig. 7.49g). La fel ca in cazul anterior,
sectiunea grinzii se majoreaza in vecinatatea capatului liber, pentru limitarea
tensiunilor tangentiale (modificarea prezentata cu linie intrerupta fin
vederea de sus din figura 7.49g).

Realizarea grinzilor de egald rezistentd

Grinzile de egala rezistenta au greutatea si rigiditatea minime. Sunt utilizate
pentru a realiza economii de material, cand cresterea flexibilitatii este
acceptabild. In cazul unor legi complexe de variatie a sectiunii, realizarea
unei grinzi de egala rezistenta este dificila din punct de vedere tehnologic.
Grinda poate fi aproximata printr-o variatie in trepte, cum ar fi in cazul
arcurilor cu foi, utilizate la suspensia vehiculelor (fig. 7.50a). Un caz similar
se poate intalni la arborii (sectiune circulara) variabili in trepte (fig. 7.50b).
Uneori aceste grinzi sunt utilizate pentru obtinerea unor deformatii mari.
Astfel, lamela bimetalicd a unui termostat are forma prezentata in figura
7.49g. Sageata maxim la aceasta grinda este f' = FL3/2EI, fatd de f =
FL3/3EI, la grinda de sectiune constant3 [Buzdugan Gh. s.a., 1973].

In figura 7.50 se prezinta aproximarile grinzilor de egala rezistenta, care au
fost trasate cu linie intrerupta.
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a)

9 23 r/2]

Fig. 7.50. Aproximdri ale grinzilor de egald rezistentd: arc cu foi (a);
arbore de transmisie (b), structurd cu zdbrele tip Parker (c) si sasiu de vagon (d)

7.10.3. Optimizarea amplasarii reazemelor

Prin amplasarea optima a unor reazeme poate fi micsorat momentul
incovoietor maxim. In consecintd, tensiunile maxime scad si sectiunea
transversala poate fi micsorata.

Se studiaza, de exemplu, cazul unei bare de greutate mare, rezemata la
capete (fig. 7.51a). Daca reazemele sunt asezate la capetele grinzii,
momentul incovoietor maxim are valoarea M, ., = qL?/8 si este localizat
la mijlocul grinzii, dupa cum se vede in figura 7.26. Se deplaseaza apoi
reazemele cu distanta x, pentru a se obtine o micsorare a momentului. Se va
determina x astfel incat tensiunea din grinda sa fie minima.

Pentru grinda din figura 7.51c, tindnd cont de simetrie, se poate scrie

L 2
V,=V, =q7; Mz(x1)=—qx71; x, €[0,x]
(7.187)

L X L
Mz(x2)=q7(x2 —X)—qu; X, E[x,g]
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Valorile functiilor la capetele intervalelor sunt
gx”
x=0=>M(0)=0, x,=x,=x=>M (x)=—"—

, (7.188)

L L L
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Fig. 7.51. Optimizarea amplasdrii reazemelor (M;.o=M..optim)
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Functiile M;(x1) si M(xz) au puncte de maxim la x1 = O si respectiv x2 = L/2.
Diagrama M; este simetrica (fig. 7.51d). La fel ca la aproximarea solidului de
egala rezistenta la bare cu tronsoane, volumul corpului va fi cu atat mai mic
cu cat numarul sectiunilor in care se atinge oy este mai mare. Acest deziderat
poate fi indeplinit numai daca momentele incovoietoare din sectiunile 2,3 si
4 sunt egale in modul

_a
2

=%(%—xj:4x2+4Lx—L2 =0 (7.189)

Rezolvand ecuatia, se obtine valoarea optima de amplasare a reazemelor

J2-1
X, =TL ~0,207L (7.190)
Diagrama de moment optimizata este prezentata in figura 7.51e, unde
momentul maxim M, 4,0 = 0,02145qL?, fatd de M, 0 = 0,125¢gL? la
varianta initiala, rezemata la capete (fig. 7.51.b). Raportul momentelor

incovoietoare maxime n variantele constructive de mai sus este

M _0,125¢L

zmax ~~5,82 (7.191)
M 0,02145¢L

z.optim.max

Prin optimizarea amplasarii reazemelor s-a realizat deci un moment maxim
de circa 5,82 ori mai mic. Aceasta solutie este valabila si pentru ridicarea in
macara a grinzilor aflate in pozitie orizontala. Este recomandabil ca acestea
sa nu fie prinse cu cabluri de la capete ci la o distanta de circa 0,207L de
acestea. In cele prezentate mai sus s-a considerat amplasarea optima a
reazemelor din punct de vedere al conditiilor de rezistenta. Se poate face un
calcul similar privind conditiile de rigiditate (deformatiile grinzii sa fie
minime). Astfel, pentru grinda rezemata la capete din figura 7.51a, sageata
maxima se produce in sectiunea de la mijlocul grinzii si are valoarea

4 4
f:iﬂ z())()13%
384 EI, EI

z

(7.192)
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Deplasand reazemele cu distanta x, sageata la mijlocul grinzii scade.
Valoarea optima a lungimii consolei x se obtine egaldnd modulele sagetilor
din sectiunile 1,3 si 5 (fig. 7.58c). Se obtine astfel lungimea optima a consolei,
calculata din conditii de rigiditate, X,p¢im = 0,233L.

Studiul amplasarii optime a reazemelor este mai dificil in cazul grinzilor static
nedeterminate. in figura 7.52 sunt prezentate solutii optime pentru dou3
asemenea situatii [Stepine P., 1986].

q
Yy ¥ ¥ YYYYIYVIYY v Y Y Y TYYIPYPYYY YY a
A A ’
0,145, 0,355L .7 0,355L ~7[70,145L
- L >
q
Y ¥ Y Y YYYYYYY ¥y Y Y YYYYYYYY YN b
A A 2"
/770,308L-7F  0,384L 77 0,308L-7
* >+ | >

Fig. 7.52. Amplasarea optimd a reazemelor la doud grinzi static nedeminate,
tindnd cont de conditiile de rezistentad (a) si de rigiditate (b)

7.11. GRINZI CU SECTIUNE COMPUSA

n barele solicitate la incovoiere simpl3 apar atat tensiuni normale o, cat si
tensiuni tangentiale 7. Calculul acestor grinzi a fost prezentat mai sus.
Experimental s-a aratat cd, la grinzile metalice lungi, cu sectiune masiva,
cedarea (initierea curgerii sau a ruperii) este produsa de tensiunile normale
si influenta tensiunilor tangentiale poate fi neglijata. ins3 in cazul grinzilor
realizate prin imbinarea unor elemente (platbande, compozite stratificate
etc.) cedarea grinzii poate sa fie produsa prin forfecarea solidarizarilor
(suruburi, cordoane de sudura, strat de adeziv etc.). Astfel, in cazul grinzilor
cu sectiune compusa, calculul de rezistenta care tine cont numai de
tensiunile normale trebuie sa fie completat cu unul care tine cont de
tensiunile tangentiale. Acest mod de calcul va fi prezentat in cele ce
urmeaza.
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7.11.1 Lunecare longitudinala

Se asaza una peste alta platbande identice, nesolidarizate intre ele, avand
capetele cuprinse in acelasi plan. Se traseaza o linie verticald pe suprafata
laterala a grinzii. Solicitand grinda la incovoiere se observa ca lamele luneca
una fata de cealalta: linia marcata initial variaza in trepte, iar lamelele
deformate sunt decalate la capete (fig. 7.53). Acest fenomen se numeste
lunecare longitudinald. El este rezultatul faptului ca, pentru fiecare lamela,
fibrele de la exteriorul curburii sunt tractionati (isi maresc lungimea) iar cele
de la interior sunt comprimate (isi micsoreaza lungimea) si sectiunile se
rotesc.

A-A
(3:1)
A .
l —] a)
A A ©
yYeys Vo a
A-A
(3:1) Y4 Sy
F =
A—»
l I z B b)
A : @
—»
o o z 3
A-A
(3:1) V¢ Ty
lF As =
£=— — g
. z
= A = G
S 7
lF
w d)
% — ?T
S Yo

Fig. 7.53. Grindd cu sectiune compusd: nedeformatd (a); deformatad
si nesolidarizatd (b); deformatd si solidarizatd (c); evidentierea
tensiunilor tangentiale care apar intre grinzile solidarizate (d)
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Pentru simplificare se considera numai doua grinzi suprapuse, avand
sectiunea patrata. Grinzile sunt rezemate la capete si incarcate cu o forta
concentrata la mijloc.

Se vor studia doua cazuri:

1. Grinzile nu sunt solidarizate si se neglijeaza frecarea;

2. Cele doua grinzi sunt solidarizate si nu exista deplasari relative intre

ele.

1. Grinzi nesolidarizate. Cele doua grinzi lucreaza independent, lunecand una
fata de alta fara frecare. Repartitia tensiunilor ox (calculate cu formula
Navier) si 1y (calculate cu formula Juravski) este prezentata in figura 7.53b.
Momentul maxim (capabil) care poate fi preluat de grinda compusa se
determina prin sumarea momentelor capabile ale grinzilor componente

M., =20 W, (7.193)

unde W, este modulul de rezistentd axial pentru o singurd grind3 (din cele
doud suprapuse). inlocuind W,” pentru sectiunea patrata in (7.193) rezult3

M, = %a @ (7.194)

a
2. Grinzi solidarizate. Cand grinzile sunt solidarizate, lunecarea longitudinala
este impiedicata de catre elementele de solidarizare si toata grinda lucreaza
ca una monobloc. Repartitia tensiunilor ox si 7y este prezentata in figura
7.53c. Momentul capabil pentru aceasta grinda este

M=o W' (7.195)

z.cap

unde W, este modulul de rezistenta al intregii sectiuni compuse, de laturi a
si respectiv 2a. Tnlocuind W, in (7.195) rezult3

2
M' =Zo¢.-d° (7.196)

z.cap 3 a

Se observa ca grinda solidarizata, formata din doua grinzi suprapuse (fig.
7.53c), poate prelua un moment incovoietor dublu fata de cea nesolidarizata
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(fig. 7.53b). Altfel spus, prin solidarizare, adica prin Tmpiedicarea lunecarii
longitudinale, se obtin grinzi cu capacitate portanta mai mare, iar grinzile
nesolidarizate se utilizeaza pentru a obtine deformatii mari (arcuri cu foi).

intre elementele solidarizate apar tensiuni tangentiale (fig. 7.53d) si
elementele de solidarizare sunt supuse la forfecare. Tn domeniul
constructiilor metalice, de exemplu, se utilizeaza urmatoarele tipuri de
grinzi:
e Profile laminate, pentru momente incovoietoare relativ mici;
e Grinzi compuse din platbande si profile (imbinate prin sudura sau cu
suruburi) pentru momente medii;
e Grinzi cu zabrele (fig. 7.50c) pentru momente incovoietoare mari.
Calculul grinzilor compuse cuprinde doua etape:
a) Dimensionarea grinzii (cu formula lui Navier), astfel incat sa reziste la
momentul Tncovoietor maxim;
b) Determinarea variatiei tensiunilor tangentiale pe Tnaltimea sectiunii
(cu formula lui Juravski), urmata de calculul fortei de lunecare
longitudinala si dimensionarea elementelor de solidarizare, care sunt
solicitate la forfecare.
Tensiunilor tangentiale 7y, din planul sectiunii le corespund, conform
principiului dualitatii, tensiunile 7y, situate intr-un plan paralel cu axa Oz (fig.
7.54). Tensiunile 7y produc forta de lunecare longitudinald pe unitate de
lungime a grinzii, notata N+. Daca 7y este uniform distribuit pe latimea
sectiunii, forta de lunecare pe unitatea de lungime de bar3, la distanta y fata
de axa neutra, este

—Lt=7_-b (7.197)

Tnlocuind 7y din formula lui Juravski (7.25) se obtine

ax, T,
dx 1

z

(7.198)
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Integrand pe o portiune de grinda de lungime e, intre x si x+e, rezulta forta
de lunecare longitudinala Ne, pe lungimea e, cand S; si |, sunt constante

x+e

SZ
N =5 [ T,(x)x (7.199)

z X

Tinand cont de relatiile diferentiale intre eforturi (1.29), se obtine

N 2%[Mz(x+e)—MZ(x)] (7.200)

e

z

VT Ty

o] /] Ty ——
| z
-
b)

Fig. 7.54. Tensiuni tangentiale in inima unui profil | (a) si variatia lor pe sectiune (b)

Astfel, la o grindd incarcata cu forte concentrate (fig. 7.55a) forta de
lunecare longitudinala pe lungimea e se calculeaza cu

N = b5
<

z

e (7.201)

iar la o grinda Tncarcata cu forte uniform distribuite (fig. 7.55b) cu relatia
(7.200).
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n (7.200) s-au notat cu: I, momentul de inertie axial al intregii sectiuni; S,
momentul static al portiunii de arie aflata deasupra sau dedesubtul sectiunii
y, adica a portiunii care tinde sa lunece (S; al suprafetei gri in figura 7.54, de
exemplu). Forta de lunecare longitudinala este maxima pe suprafata neutra,
unde 7,y este maxim [Buzdugan Gh. s.a., 1973].

y L
) ] yl\ X , € [« ! q
X 1€ F, F, i
......... D i S P X P - _._._._.i_._._._._._._._._._._. x
®§§ 4@ ®E§ 3 [
/1/W = ‘g //WVZ \{1/“{ = L = //:VVz
EN ; « L >
\% - X > € < C|L2/8
I
. F 3 +
N RN :

_V,=qL/2
M

F; @ Vs,

a) b)

Fig. 7.55. Determinarea fortei de lunecare longitudinald pe lungimea e:
grindd incdrcatd cu forte concentrate (a) si cu forte distribuite (b)

La grinzi confectionate prin sudura continud, forta de lunecare longitudinala
N1 pe unitatea de lungime se determina cu relatia

TS,
T

z

N, (7.202)

Pentru grinzi confectionate prin sudurd discontinud, forta de lunecare
longitudinald pe lungimea e, egalda cu distanta dintre centrele a doua
cordoane succesive, este data de (7.201).
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Aplicatia 7.4

Din trei platbande se construieste, prin sudura discontinuad, o grinda cu profil
I, avand dimensiunile din figura 7.56. Stiind cd L=2 m, F = 100 kN, 2 =120
MPa, tas = 78 MPa; s-a adoptat grosimea cordonului de sudurd a =5 mm si
lungimea unui cordon L. = 70 mm. Sa se determine pasul sudurii p.

y F 2F ]
@ZS 2 3 | P EBEES |
Pz 2 N N - . S B D I | I S S i
' - L > L > L > ‘_L.L'H'H'H "
2FL 3FL {

-2F -F
HQH |I||||:| RN

a)

Fig. 7.56. Grindd cu sectiunea compusd, solicitatd la incovoiere simpld

Se calculeaza reactiunile si se traseaza diagramele M; si T, (fig. 7.56a). Se
calculeaza caracteristicile geometrice ale sectiunii

~200-840° 3 90-800°

I 2 =2198,4-10° mm*;
12 12 7.203)
. :
W = 1, _2198,4-10 ©5.2.10°
Vi 420

Se verifica daca grinda rezista la momentul incovoietor maxim M, ;,.,=3FL
(vezi diagrama M, din fig. 7.56q):

M 10°.2.103
O = M 30 20 s 4mpa<o,  (7.20)
~ wo w0 5,210
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Talpa profilului tinde sa lunece fata de inima, solicitand cordoanele de
sudura la forfecare. Se calculeaza momentul static al unei talpi fata de axa
Oz, marcata prin trasarea diagonalelor diagonale in figura 7.56b

S.=A4-y,=200-20-410=1,64-10° mm’ (7.205)

Forta taietoare maxima este Ty.max = 2F (vezi diagrama Ty din fig. 7.56a). Forta
de lunecare longitudinalda pe unitatea de lungime, Ni, se calculeaza cu
(7.202), deoarece cordonul de sudura este presupus in aceasta faza ca fiind
uniform pe lungimea grinzii si N1 va fi calculata acoperitor cu Ty.max

TS, 2F-S, . 2:10°-1,64-10°

N, = . N, .
I I 2198,4-10

V4 z

=149,2 N (7.206)

Forta totala de lunecare pentru o talpa N. este preluatd de catre doua
cordoane de sudura (care solidarizeaza talpa de inima). Daca lungimea unui
singur cordon este L, aria de forfecare a celor doua cordoane va fi As = 2a-Ls
(fig. 7.56b,d). Forta totala de lunecare este egala cu N; inmultit cu lungimea
totala a grinzii. Ea solicita cele doua cordoane la forfecare cu tensiunea

I N, N,-4L

r=—=""t=1 <7 (7.207)
A, A4, 2al ‘

Din (7.207) rezulta lungimea unui cordon continuu

3
2N1L; L> 2-149,2-2-10

L > >
CoaT, 5-78

= L >1530 mm (7.208)

Stiind ca sudura este discontinua si lungimea unei portiuni este L., se
calculeaza numarul n de portiuni care formeaza un cordon
L 1530

n>—; n2——=n2x>21,86 (7.209)
L 70

c

Se adopta nag = 22 portiuni de cordon discontinuu si se calculeaza lungimea
totald a unui cordon de sudura presupus continuu

L =n,-L =22-70=1540 mm (7.210)
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Deoarece cordoanele incep si se termina la capatul grinzii din figura 8.62,
pasul sudurii va fi egal cu lungimea totala a grinzii impartita la numarul de
intervale dintre cele n portiuni in care este impartit cordonul

_AL-L  4-2:10°-70
Con-1 21

p=e =377,6 mm (7.211)
Deoarece o precizie prea mare nu este justificata in cazul sudarii, se adopta pad
= 380 mm, valoare care conduce la cresterea lungimii totale a cordonului de
sudura, care se recalculeaza cu relatia (7.211)

L ,=4L—p.  (n—1)=4-2-10°-337-21=83mm (7.212)
Lungimea totala a unui cordon continuu va fi recalculata cu (7.210)

L .ad :nad L

s C.a

. =22-83=1860mm (7.213)

Grinzi din profile supraindltate

La Tncovoiere, tensiunile normale, date de formula lui Navier (7.13) sunt
invers proportionale cu modulul de rezistenta W, si respectiv cu momentul
de inertie I, (7.12). Sectiunile cu suprafete mai indepartate de axa Oz au
momente de inertie I; mai mari.

Pentru constructii metalice se utilizeaza profile laminate de diverse forme: |
[SR EN 10024:1988], T [SR EN 10055:2000], cornier [SR EN 10056:2000] etc.

Profilele laminate standardizate se produc intr-un numar limitat de
tipodimensiuni. Un profil |, de exemplu, poate prelua momente
fncovoietoare mai mari daca i se mareste momentul de inertie I,. Acest lucru
poate fi realizat prin suprainaltare cu sudarea unor platbande pe lungimea
talpilor(fig. 7.57) sau prin metoda expandarii (fig. 7.58), cu conditia ca
tensiunile normale maxime sa nu le depaseasca pe cele admisibile.
Expandarea profilului cuprinde urmatoarele faze [Bia C. s.a., 1983]:

e Taierea inimii profilului dupa traseul din figura 7.58a,;

e Decalarea celor doua jumatati cu un pas;

e Sudarea jumatatilor (fig. 7.58b).
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Rezulta astfel un profil cu Tnaltime mai mare si moment de inertie I, majorat,
care are un sir de gauri hexagonale. Cordoanele de sudura se calculeaza la
forfecare, similar cu modul de lucru de la Aplicatia 7.4. Prin expandarea
profilelor se realizeaza economii de material. Totusi, suprainaltarea
profilelor este limitata de aparitia fenomenului de flambaj al inimii (vezi
volumul al doilea al lucrarii).

Platbanda

Sudura sudurs

Platbanda

Fig. 7.57. Supraindltarea unui profil I prin sudarea a doua platbande

. B sudura
taiere A, A-A BB l—

Fig. 7.58. Realizarea unui profil I expandat: tdierea profilului (a);
sudare, dupd decalarea cu un pas (b)
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Observatii

n cazul grinzilor cu pereti subtiri, care nu prezinta simetrie fatd de planul principal
central, ipoteza sectiunilor plane (Bernoulli) ramane valabila, impreunda cu
formulele Navier si Juravski, doar in anumite conditii de incarcare: fortele taietoare
trebuie sa fie cuprinse intr-un plan care contine centrele de lunecare. La trasarea
diagramelor de eforturi pentru asemenea grinzi, reducerea sistemelor de forte
trebuie facuta in raport cu centrul de lunecare, nu cu centrul de greutate. Daca, in
raport cu acesta, apar momente incovoietoare, forte tdietoare si momente de
torsiune, solicitarea este la Tncovoiere simpla cu torsiune. Pentru un moment de
torsiune nul, solicitarea este la incovoiere simpla [Bia C. s.a., 1983].

De retinut:

Calculul reactiunilor si trasarea diagramelor de eforturi;

Distributia tensiunilor normale si respectiv tangentiale n sectiunea grinzii;
Calculul tensiunilor normale o (formula lui Navier) si respectiv tangentiale
(formula lui Juravski);

Calculul deplasarilor (sageata si rotire);

Rezolvarea problemelor static nedeterminate;

Sectiuni rationale la incovoiere;

Grinzi de egala rezistenta;

Optimizarea amplasarii reazemelor;

Fenomenul de lunecare longitudinal3;

Calculul grinzilor cu sectiune compusa;

Realizarea pofilelor suprainaltate sau expandate.
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CAPITOLUL

Probleme recapitulative

Sursa: https://www.freepik.com/vectors/helical-spring-toy/12
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8. PROBLEME RECAPITULATIVE

1. in interiorul unei tevi se monteazé concentric, fira frecare, o bara de sectiune
circulara. Ambele corpuri au aceeasi lungime si sunt fixate la capete de doua discuri
rigide. Ansamblul astfel format este supus la tractiune, in domeniul elastic. Stiind
ca cele douad corpuri sunt din materiale diferite, sa se determine raportul
diametrelor astfel incat volumul fiecarui corp sa fie minim.

2. Pentru ansamblul din problema 1, supus numai la torsiune Tn domeniul elastic,
sa se determine raportul diametrelor astfel incat volumul fiecarui corp sa fie minim,
stiind caracteristicile elastice si mecanice ale celor doua materiale.

3. Pentru ansamblul din problema 1, stiind tensiunile de curgere .1, 62 si modulele
de elasticitate E; si E; pentru materialele celor doua corpuri, sa se determine in care
corp se atinge prima data tensiunea de curgere. Stiind diametrul barei d;, (care este
aproximativ egal cu cel interior al tevii) si diametrul exterior al tevii d,, sa se
determine forta maxima (capabila) pe care o suporta ansamblul. Pentru cele doua
materiale se considera diagrama caracteristica liniara, pana la aparitia curgerii.

4. O foarfeca este formata din doua falci suprapuse, unite la mijloc cu un surub.
Cand surubul este strans prea putin foarfeca nu taie, iar cand este strans prea mult
taie, dar se inchide si se deschide greu. Intre cele doua pozitii extreme se afla un
domeniu redus de strangere a surubului, pentru care foarfecile functioneaza corect
(taie bine, fara efort mare). Explicati acest comportament.

5. Arborele unui electromotor se construieste Tn doua variante: cu sectiune
circulara plina si respectiv inelara. Sa se determine economia de material
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(procentual, ca greutate) realizata la a doua varianta constructiva, comparativ cu
prima, luand Tn considerare numai calculul de predimensionare (solicitarea statica
la torsiune).

6. Osia unei remorci poate fi construita in doua variante: cu sectiune circulara si
respectiv patrata. Sa se arate care varianta dintre cele doua trebuie sa fie preferata
din punct de vedere al calculului de rezistenta. Sa se explice rezultatul obtinut. Care
sectiuni sunt mai indicate pentru construirea osiilor decat cele enumerate mai sus?

7. Arcurile cu foi ale vehiculelor pot fi construite in doua variante:

- multilamelare, din foi de otel de lungime inegala, suprapuse in forma de piramida
in trepte;

- unilamelare, din materiale compozite (polimeri armati cu fibre de finalta
rezistenta), lamela fiind de grosime maxima n partea centrald si minima la
extremitati.

Explicati de ce s-au ales aceste variante constructive.

8. Aparatul de gimnastica numit barna este format dintr-o grinda de lemn cu
sectiunea dreptunghiulara, rezematd pe doua picioare metalice, avand doua
console egale. Sa se determine lungimea x a consolelor astfel incat sectiunea grinzii
sa fie minima. Stiind ca barna se prelucreaza dintr-un bustean cilindric, sa se
dimensioneze grinda astfel incat sa se elimine cat mai putin material la prelucrare.
Care fibre ar ceda primele in sectiunile periculoase?

9. Explicati forma turnului Eiffel.

10. O sina de cale feratd, cu lungimea L=10m, este ridicata cu macaraua, fiind tot
timpul in pozitie orizontala. Fie Oy orientata dupa axa de simetrie a sectiunii
transversale a sinei. Pentru ridicare pot fi utilizate urmatoarele variante:

- cablul de ridicare este fixat de capetele sinei, ridicarea realizandu-se cu
sina avand axa Oy paralela cu solul;

- la capetele sinei se ataseaza cate un cablu, cele douad cabluri sunt prinse
in carligul macaralei intr-un punct comun si fac unghiul a cu sinele, axa Oz a
sectiunii sinei fiind paralela cu solul;

- In carligul macaralei se prinde o grinda masiva, in pozitie orizontal3, de
capetele careia sunt fixate doua cabluri. Cablurile se fixeaza de capetele sinei si
raman in pozitie verticald, iar sina pozitie orizontald, pe durata ridicarii;
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- la solutia de mai sus cablurile verticale se prind la o distanta x fata de
capetele sinelor.
Sa se arate care varianta de ridicare a sinei este preferabila si care este valoarea
optima a distantei x.

11. Filamentul unui bec cu incandescenta este asezat intre doi suporti din sarma.
Dupa un mare numar de ore de functionare, se observa ca filamentul este mai lung
decat era initial, intre suporti el prezentand sageti mari. Din ce cauza se va rupe
filamentul? Prezentati o solutie mecanica pentru marirea duratei de functionare a
becului.

12. Un pachet cu n coli de furnir suprapuse poate fi indoit cu usurinta. Daca toate
colile sunt lipite intre ele, aceasta operatie devine cu mult mai dificila. Explicati
acest fenomen.

13. Barele sau pofilele laminate pot fi tdiate (debitate) la lungimea necesara prin
aschiere sau prin forfecare pe masini speciale. Aceasta ultima metoda este mai
rapida si nu consuma material prin aschiere. Explicati de ce s-a adoptat pentru
aceasta operatie solicitarea la forfecare in loc de alte solicitari simple.

14. Pentru a traversa un sant lat, un om doreste sa-si construiascd o punte
improvizata din scanduri. El nu dispune decat de o scandura cu sectiunea
dreptunghiulara, cu laturile h >> b. Din calcul reiese ca scandura asezata pe sol cu
b pe verticald nu 1i poate sustine greutatea. Ce solutie ar putea adopta pentru
construirea puntii care sa permita traversarea?

15. Cand un om care traverseaza un rau inghetat aude zgomotul ghetii care incepe
sa cedeze, se recomanda sa se intinda pe burta si sa se indrepte tarandu-se catre
mal. Explicati acest lucru.

16. Explicati de ce se incalzeste otelul sub liniile de transformare metalografica, in
vederea unor prelucrari cu deformari plastice mari (forjare, laminare etc.).

17. Acoperirea unor incinte poate fi realizata cu placi ondulate din materiale
compozite sau polimeri. De asemenea, unele parapete de pe sosele sunt
confectionate din tabld ondulata. Explicati de ce se confectioneaza aceste repere
sub forma ondulata si nu plana.

18. Un cablu electric poate fi confectionat in doua variante: cu un conductor masiv
din cupru si respectiv cu multe conductoare subtiri (lite). In ambele variante
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sectiunea neta a conductorului din cupru este aceeasi. Explicati de ce este preferata
a doua varianta, desi este mai scumpa.

19. O bara dreapta este incastrata la capete. Dupa montare temperatura variaza cu
At grade. Tensiunea din bara depinde de lungimea barei? Pentru doua bare de
aceeasi lungime, una confectionata din otel si cealalta din aluminiu, sa se arate in
care dintre ele apare tensiunea normala mai mare si in care se atinge pentru prima
dat3 limita de proportionalitate. Se cunoaste oL = 1,2:10° °C?, o = 2,4 -10° °C?,
EoL = 2,1-10° MPa, Ea = 0,7-10° MPa, GyoL = 2100 MPa, cpa = 1200 MPa.

20. O grinda de beton este armata cu bare de otel. De ce se armeaza betonul? Cum
trebuie sa fie amplasate barele Tn sectiunea grinzii pentru ca eficienta armarii sa fie
maxima in cazul solicitarilor statice? Dar in cazul unui stalp? Cum influenteaza
solicitarile dinamice modul de armare?

21. O grinda cu sectiunea constanta este asezata pe doua reazeme simple la capete
si este incarcata simetric. Daca reazemele se apropie de mijlocul grinzii, pastrand
tot timpul simetria rezemarii, sa se arate cum variaza reactiunile.

22. Explicati forma sectiunii unui barajului de la lacul de acumulare a unei
hidrocentrale.

23. De ce aripile avioanelor de mici dimensiuni au sectiune constanta pe lungime,
iar cele ale avioanelor mari au sectiune variabila pe lungime (mai mica la varful aripii
si mai mare langa fuzelaj)?

24. Doua table relativ groase sunt gaurite si imbinate cu ajutorul unui surub cu
piulitd. Tmbinarea este solicitatd cu doud forte F de sensuri contrare, care
actioneaza in planul median al tablelor. Cu un surub similar este Tmbinat apoi un
pachet de trei table. Aceasta Tmbinare este solicitata cu trei forte aplicate asupra
tablelor, astfel: asupra tablei de la mijlocul pachetului actioneaza forta F, iar asupra
fiecarei table de la exteriorul pachetului cite o forta de sens contrar F/2. La care
dintre imbinari surubul se foarfeca la o forta F mai mare?

25. O bara dreaptad, cu sectiune constantd, este incastrata la capete (reazeme
perfect rigide), incalzitd si mentinuta la o temperaturd uniforma, aceeasi in tot
volumul sau. Ce deplasari axiale se produc in bara? Se neglijeaza flambajul.
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8.1. RASPUNSURI

1. Se noteaza cu 1 bara si cu 2 teava. Se poate scrie o singura ecuatie de echilibru
N, +N,=F (8.1)
Se ridica nedeterminarea scriind egalitatea deformatiilor celor doua corpuri
0,=0, (8.2)

Explicitand, se obtine succesiv

NL_NL _ N _ N, _ N+N, _ F
AE, AE,  AE AE, AE +AFE, AE +AFE,
0_% 0 _E

E_Ez o, E,

(8.3)

Rezultd ca forta F se repartizeaza pe cele doud corpuri astfel incat raportul
tensiunilor este egal cu raportul modulelor de elasticitate longitudinala si nu
depinde de marimea sectiunilor transversale. Pentru ca fiecare din cele doua
corpuri sa aiba dimensiunile sectiunii transversale minime (astfel volumul va fi
minim, deoarece lungimile sunt aceleasi) trebuie ca in acestea sa se atinga simultan
tensiunile admisibile. Se admite ca limita periculoasa tensiunea de curgere si se
considera acelasi coeficient de siguranta pentru ambele corpuri. Astfel relatia
devine

O-cl
o _E _c :ﬂc;)&:ﬂ (8.4)
cn E %2 E, o, E

C

Aceasta relatie nu poate fi satisfacuta deoarece toate marimile pe care le contine
sunt caracteristici de material. In consecinta, optimizarea ceruta nu este posibila,
decat numai intamplator, pentru o eventuala imperechere favorabila de materiale.

2. Diametrul barei di se considera aproximativ egal cu diametrul interior al tevii
(jocul este foarte mic in comparatie d;). Se noteaza cu d, diametrul exterior al tevii.

Se scrie ecuatia de echilibru
M. +M_,=M, (8.5)
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Se ridica nedeterminarea scriind egalitatea rotirilor pentru ambele corpuri

D=, (8.6)
sau, explicitand

M — Mx2 — Mx1+Mx2 — Mt (87)
Gl, Gl, Gl,+Gl, GI, +G)l,

x1

Tnmultind (8.7) cu did»/2, tinand cont de expresia modulului de rezistenta polar, in
baza criteriului de rezistenta rezulta

Mxle _ Mx2dl _ Mt d1d2

= = : (8.8)
GW, GW, Gl +Gl, 2

ady _nd 4y 06 (8.9)
G, G, d 1G,

In cele doua corpuri trebuie sa se atinga simultan tensiunile admisibile. Se admite
ca limita periculoasa tensiunea de curgere si se considerd acelasi coeficient de
sigurantd pentru ambele corpuri. Astfel, relatia (8.7) devine

TCZ

G
b _ WG b ' dh _Te G (8.10)
d 1,6, d Tag d 1, G
o 2

Se observa ca numai membrul drept al relatiei (8.10) contine caracteristici de
material si solutia problemei este cea data de aceasta relatie.

3. Relatiile (8.3) si (8.4) dau raportul tensiunilor din cele doua corpuri, care poate fi
comparat cu cel al tensiunilor de curgere. Deoarece nu se cunoaste in care corp se
va atinge prima data tensiunea admisibila, se face un studiu pentru a evalua
posibilitatile existente.

L=l Zd (8.11)



Daca g1 = 0,1 = 0y < 0y;

Dacd 0, = 0., = 01 > 0¢q;
L=l 2 (8.12)

Daca g1 = 0,1 = 03 > 0.y;
Dacd 0, = 0.y = 04 < O¢q-

Dintre situatiile prezentate mai sus, nu pot fi acceptate cele in care se depaseste o
tensiune de curgere. Raman numai doua posibilitati pentru care, tindnd cont de
relatiile (8.3), se obtin urmatoarele forte capabile

E
Fa <=, 0,=0,= E:apl =(4E + 4,E,) T ;
o, £E E,
. (8.13)
O-cl 1 0_62
—“>— o,=0,=>F =(4FE +AEFE
002 E2 2 c2 cap?2 ( 11 2 2) E2

Se observa ca, daca raportul tensiunilor de curgere este mai mic decat cel al
modulelor de elasticitate, tensiunea de curgere se atinge pentru prima data in bara
(corpul 1). Daca insa daca raportul tensiunilor de curgere este mai mare decat cel
al modulelor de elasticitate, tensiunea de curgere se atinge pentru prima data n
teava (corpul 2).

4. Obiectul de taiat este supus la forfecare cu Tncovoiere, deoarece falcile foarfecii
nu sunt coplanare, ci usor decalate. Pentru o buna functionare a foarfecii, efectul
incovoierii trebuie sa fie neglijabil. Cand surubul este strans prea putin, falcile
foarfecii sunt prea distantate, momentul incovoietor (egal cu modulul fortei dintr-
o falca inmultit cu distanta dintre falci) creste semnificativ si foarfeca nu taie bine.
Cand surubul este prea strans, momentul este mic, foarfeca taie, insa fortele de
frecare dintre falci (egale cu produsul dintre coeficientul de frecare si forta normala
de apasare) sunt prea mari. Cand surubul este corect strans, fortele de frecare si
momentul sunt suficient de mici, predominanta este solicitarea de forfecare
(tdiere) si foarfeca taie corect.

5. Arborii sunt piese supuse la solicitarea compusa de torsiune cu ncovoiere. La
stabilirea diametrului minim final se face un calcul care tine cont de solicitarea
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compusa, de prezenta sectiunilor slabite (cele in care exista canale de pana etc.), a
solicitarilor variabile, a socurilor si vibratiilor. Predimensionarea arborelui se face
numai pentru solicitarea statica la torsiune.

Se noteaza cu D; diametrul arborelui de sectiune plina si cu D si d diametrul exterior
si respectiv interior al sectiunii inelare.

intre cele doud variante constructive ale arborelui diferd numai forma si
dimensiunile sectiunii transversale. Modul de incdrcare si rezemare, precum si
materialul din care este confectionat, se presupune ca raman aceleasi. Rezulta ca
momentul de torsiune My este acelasi pentru ambele variante, pentru care se face
predimensionarea din inecuatiile

MX MX
Tl = W — Ya’ 2 = W S a’
Pl 3 p23 (8.14)
7D 7D
Wp1 6 2 = -(1- k' )
unde s-a notat
k= i (8.15)
D
Din (8.14) si (8.15) rezulta
16 M 16M
X < . X (8.16)

<r; ——*—<r,
D] Y xD’(1-k%)

Rezolvand inecuatiile (8.16) se obtine

i, s 160, 17
wr,(1-k")

Diametrele arborilor nu pot fi stabilite, deoarece depind de marimi care nu au fost
indicate. insd economia procentual3, ca greutate, se poate calcula cu relatia

[ﬁ—lj-IOO% (8.18)

2
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Se calculeaza raportul greutatilor arborelui realizat in cele doua variante
constructive

2
G _rAL _4 (D 12 (8.19)
G, yAL A4 \D) 1-k

25\2
% =3 _(11+ ];C 2) (8.20)
3 \/ _

Economia de material se determina functie de raportul diametrelor k, inlocuind

(8.20) in (8.18):
25\2
Gy ]100% =| S | 100% (8.21)
G, -k

Raportul k nu poate lua valori prea apropiate de 1, datorita pericolului aparitiei
flambajului la torsiune, manifestat prin voalarea peretilor subtiri. Se recomanda

Din (8.17) si (8.18) se obtine

reprezentarea graficd a acestei functii, de exemplu pentru k €[0,0,5]. In cazul

arborelui de sectiune inelara, pentru k = 0,5, se obtine o economie de material de
27,72%.

6. Fie d diametrul cercului si a latura patratului. Osia este solicitatda cu momentul
incovoietor M. Dimensionand in cele douad variante se obtine

M M
VZW—S%SWZIZWZZ
zl z2 (822)

rd®> a’
zl 32 > z2 6

Notand
i =k (8.23)
a
Din (8.22) si (8.23) rezulta
k=3 E (8.24)
RY/4



Raportul greutatilor osiilor realizate in cele doua variante este

2
G __=d L 21 e (8.25)
G, 7V, 4 a-l 4
Din (8.24) si (8.25) rezulta
2/3
G _z(16 ~1,1177 (8.26)
G, 4\3r

Rezultd ca osia cu sectiunea circulara este cu circa 11,77% mai grea fata de cea cu
sectiune patrata. In consecintd, sectiunea patrata va fi preferata in acest caz celei
circulare. Rezultatul poate fi explicat prin faptul ca in cazul sectiunii circulare numai
in fibra superioara si cea inferioara se atinge tensiunea admisibila, pe cand in cazul
sectiunii patrate aceasta tensiune exista in toate fibrele de pe latura superioara sau
inferioara. In consecinta, in cazul sectiunii patrate un volum mai mare de material
este solicitat la tensiuni apropiate de cea admisibila. Prin adoptarea unor sectiuni
cu mase mai indepartate de axa neutrd (profil /, cheson etc.), se pot obtine
economii suplimentare de material. Aceste sectiuni sunt preferate la construirea
osiilor.

7. Arcurile pentru vehicule trebuie sa aiba deformatii mari (pentru a prelua socuri)
si sa fie usoare. Forma arcurilor lamelare din otel aproximeaza in trepte grinda de
egala rezistenta, care are volum minim si deformatii maxime. Otelul are modulul de
elasticitate mai mare decat polimerii armati (in general, cu circa un ordin de
marime). Din acest motiv, deformatiile pieselor din otel vor fi cu acelasi ordin de
marime mai mici decat cele ale pieselor similare construite din materiale
compozite. Energia potentiald de deformare elastica inmagazinata de un corp sau
sistem elastic este invers proportionala cu modulul de elasticitate al materialului
din care acesta este confectionat. Pentru marirea deformatiilor unei grinzi se poate
utiliza fenomenul de lunecare longitudinala, adoptand varianta constructiei multi-
lamelare in locul celei masive. Tensiunile din lamele sunt mai mici decat tensiunile
din grinda masiva. Din cauza modulului de elasticitate relativ scazut, la polimerii
armati se poate adopta sectiunea masiva. Pentru aceasta varianta constructiva
pretul manoperei este mai mic.
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8. Grinda de lungimea L este consideratd simplu rezematd, cu doua console de
lungime x, Tncarcata cu o forta uniform distribuita (provenita din greutatea proprie
a grinzii) de intensitate g si o forta concentratd F provenita din actiunea sportivei
asupra grinzii. Situatiile cele mai nefavorabile pentru grinda sunt cele in care forta
F actioneaza la capatul consolei sau la mijlocul distantei dintre reazeme. Aceste
doua cazuri vor fi studiate in cele ce urmeaza.

Cazul 1. Forta F actioneazd la capdtul consolei
Momentul incovoietor maxim este 1n sectiunea in care se afla reazemul din
vecinatatea fortei si are valoarea

M' :—%—Fx (8.27)

Tensiunea maxima Tn aceasta sectiune este

M 2
o, =—| = W, _ o (8.28)
W 6

z

Cazul 2. Forta F actioneazd la mijlocul deschiderii
Momentul Tncovoietor maxim este in sectiunea de la mijlocul deschiderii (a
distantei dintre reazeme) si are valoarea

2
wr= (L) o (L) 829
2\2 8 212
Tensiunea maxima Tn aceasta sectiune este
. M
o, =—- (8.30)
/4

z

Determinarea lungimii consolei

Este rational ca tensiunile maxime din cele doua sectiuni periculoase sa fie egale in
modul. Deoarece grinda are sectiune constanta pe toata lungimea, aceasta conditie
echivaleaza cu egalarea momentelor incovoietoare in cele doua sectiuni si astfel se
asigura un volum minim al grinzii

2 2
ﬂ+Fx:% £—x —£+E £—x (8.31)
2 22



Ecuatia (8.31) mai poate fi scrisa

4gx® +4(3F+qL)x—(qL2 +2FL) =0=>

r= zi(—sF gL+ J9F +8FqL+ 24" )
q

(8.32)

Trebuie sa fie indeplinita conditia x = 0.

In (8.32) gL = G este greutatea grinzii, iar F forta maxima cu care actioneazd
sportiva, adica forta dinamica, care este mai mare decat greutatea sportivei. Daca,
de exemplu, se presupune F = @G, se obtine x = 0,1795L. Pentru lungimea grinzii
de 5m, rezulta x = 0,9m.

Sectiunile periculoase sunt cele in care momentele incovoietoare sunt maxime.
Cand forta F actioneaza la capatul consolei, sectiunea periculoasa este in dreptul
celui mai apropiat reazem. Cand forta F actioneaza la mijlocul deschiderii, sectiunea
periculoasa este in dreptul fortei. Lemnul uscat are o rupere fragila si din acest
motiv, fibrele de la exteriorul curburii, care sunt supuse la tractiune si sunt cele mai
indepartate de axa neutra, vor ceda primele: fibrele de |la partea superioara a grinzii
in primul caz de incdrcare si respectiv cele de la partea inferioara a grinzii in al doilea
caz de incarcare.

Stabilirea diametrului minim d al busteanului

Din (8.28) si (8.30) se observa ca, pentru un moment incovoietor maxim fixat,
tensiunile normale sunt minime atunci cand modulul de rezistenta W, este maxim.
Considerand sectiunea grinzii un dreptunghi de laturi b si h, Tnscris Tn cercul de
diametru d, aplicand teorema lui Pitagora, se obtine

d* =b*+h? (8.33)

Din formula lui W, (8.28) si (8.33) rezulta
_ 1 2 2
W_(b) = gb(d -b7) (8.34)
Pentru a determina maximul functiei W,(b) se anuleaza prima derivata

W;=é(a’2 -3b*)=0 (8.35)
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Din (8.35) si (8.36) rezulta succesiv

1
b=—=d~0,577d (8.36)
V3
2
h= \/;d ~0,816d (8.37)

Din relatiile de mai sus se pot determina b, h si d.
9. Turnul Eiffel are forma unui solid de egala rezistenta, cu sectiunea patrata.

10. Cand ridicarea are loc astfel incat sina este paraleld cu solul, aceasta este
solicitata la Tncovoiere. Ea ar putea fi aproximata cu o grinda incarcata cu o forta
uniform distribuita de intensitate g, egala cu greutatea sinei impartita la lungimea
ei.

In prima variantd de ridicare sina este asezatd in pozitia de rezistentd minima
pentru aceasta solicitare (axa Oy este paraleld cu solul, W, este modulul de
rezistentd axial minim). Tn consecintd, aceastd metodd de ridicare este
dezavantajoasa.

n a doua variantd de ridicare grinda este suspendatd la capete cu cabluri care fac
unghiul o cu directia sinelor. Sinele sunt solicitate la Tncovoiere cu compresiune.
Componentele fortei din cablu pe directie orizontala si verticala sunt

F.=Fcosa; F, = Fsina (8.38)
Scriind echilibrul fortelor pe verticala se obtine

2F, =G (8.39)

unde G este greutatea intregului tronson.

Egaland forta F, calculata cu (8.38) si (8.39) se obtine forta din cablu

F=_Y
2sina

(8.40)

Aceasta forta este mai mare decat cea care solicita cablul in cazul in care acesta ar
fi vertical. Forta de compresiune F, poate produce flambajul sinei, care este un
fenomen nedorit.
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n a treia variantd de ridicare cablurile sunt verticale, dar sunt prinse la distantele
x fata de capetele sinei. Problema este cea din figura 7.58c, dar grinda fiind
sustinuta de cabluri in locul reazemelor simple. In consecintd, ramane valabila
solutia de la aceastd problema de optimizare, x = 0,207L. In aceasta varianta,
tensiunile din grinda ridicata sunt minime.

11. Presupunem ca in bulbul de sticla al becului nu exista oxigen. Filamentul este
supus la Tncovoiere sub efectul greutatii proprii. Datorita temperaturii ridicate, in
material apare fenomenul de fluaj. in consecintd, acumularea deformatiilor plastice
conduce la cresterea lungimii si la scaderea sectiunii filamentului in timp. Cand
sectiunea devine prea mica, filamentul se va rupe prin fluaj la incovoiere. Pentru a
prelungi durata de functionare nu se poate recurge la marirea sectiunii filamentului,
deoarece aceasta are efect asupra puterii becului. O solutie ar fi micsorarea
tensiunilor din filament Acest lucru se poate realiza prin marirea numarului de
suporti de sarma, adica a micsorarii distantei dintre doua reazeme consecutive.

12. Tn primul caz colile nu sunt solidarizate si se produce fenomenul de lunecare
longitudinald la Tncovoierea pachetului. Ansamblul lucreaza ca n grinzi (coli)
suprapuse. Cand colile sunt solidarizate, se impiedica deplasarea lor pe directie
longitudinala si ansamblul lucreaza ca o singura grinda. Daca se neglijeaza frecarea,
raportul momentelor care produc incovoierea in cele doua cazuri este acelasi cu cel
al modulelor de inertie

M, oV, bk} 6
M, oW, 6 n(bh)

=n (8.41)

unde: b = latimea filei; h = grosimea unei file.

Rezultd ca in cazul solidarizarii (lipirii) colilor pachetul poate suporta un moment
egal cel necesar incovoierii pachetului normal de Tnmultit cu numarul de file.
Raportul sagetilor va fi insa invers proportional cu cel al momentelor de inertie din
cele doua cazuri

3
S _ Ly _ b 12 1 (8.42)
fi L, 12 bnhy A’

S-a presupus ca are loc cedarea colilor Tnaintea cedarii adezivului prin forfecare.
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13. In cazul solicitarii la forfecare volumul de material deformat este minim,
comparativ cu celelalte solicitdri simple. Tn consecintd, energia inmagazinatd in
volumul de material deformat va fi minima. Pe langa consumul redus de energie
solicitarea la forfecare mai prezinta avantajul unei prinderi mai simple si al unor
deformatii plastice minime. Pentru ruperea la tractiune, de exemplu, se consuma
multa energie, prinderea este dificila iar deformatiile plastice din zona de rupere
sunt mari. Ruperea prin compresiune sau incovoiere nici nu poate fi obtinuta la
materiale tenace care se deformeaza mult, fara sa se rupa la aceste solicitari.

14. Puntea poate fi considerata ca o grinda rezemata la capete, incarcata cu o forta
concentratd. Situatia periculoasa este cea Tn care forta (greutatea omului)
actioneaza la mijlocul grinzii (deschiderii). In acest caz momentul maxim este

M —=— (8.43)
Scandura ar putea fi asezata cu latura mare pe verticald, caz in care ar trebui sa fie

sustinuta cu doi tarusi, de o parte si de alta, pentru a nu se rasturna. Asezata in cele
doua pozitii, scandura poate prelua momentul maxim

hb’ bh?
Mcapl =W.,0,= Ga;McapZ =W, ,0,=—0, (844)
6 6
De unde rezulta
h>»b=>M,,>»M,, (8.45)

Daca scandura astfel asezata poate suporta greutatea omului, ramane problema
mentinerii echilibrului la traversare. Ridicarea mainilor in pozitie orizontala, de o
parte si de alta a corpului, ajuta la mentinerea echilibrului.

15. Fortele distribuite produc tensiuni si deformatii mai mici in comparatie cu
fortele concentrate static echivalente. Marind suprafata de distribuite a fortei, se
vor micsora tensiunile din gheata. De exemplu, pentru o grinda simplu rezemata la
capete si incdrcata cu o forta uniform distribuitd de intensitate g, momentul
fncovoietor maxim este localizat la jumatatea deschiderii si are valoarea

_dL

M,
8

(8.46)
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Pentru aceeasi grinda, incarcata la jumatatea deschiderii cu forta concentrata static
echivalenta Q = gL, momentul incovoietor maxim este localizat tot la jumatatea
deschiderii si are valoarea

_OL_gL°

8.47
2T T, (8.47)

Se observa ca grinda incarcata cu forta uniform distribuita poate prelua un moment
maxim (capabil) de doua ori mai mare.

16. Prin incalzire scad mult modulul de elasticitate si tensiunea de curgere (fig.
2.20). Astfel, deformarile plastice mari pot fi produse cu forte mult mai mici.

17. Placile ondulate au o rigiditate mult mai mare la incovoiere, in comparatie cu
cele plane de aceeasi grosime, deoarece prin ondulare creste momentul de inertie
al sectiunii transversale a placii. Astfel se realizeaza economii de material, deoarece
o placa plana care sa aiba aceeasi rigiditate ar fi mult mai groasa.

18. Cablul construit Tn a doua varianta este mai flexibil, datorita fenomenului de
lunecare longitudinala. Tensiunile normale produse in filamente la indoirea cablului
sunt mai mici, Tn comparatie cu cablul masiv. Deoarece si tensiunile dintr-un
filament al cablului litat sunt cu mult mai mici (fig. 7.60b), el va rezista la un numar
mai mare de indoiri si dezdoiri repetate, pana la rupere (fenomenul de oboseala a
materialelor).

19. Tnl&turand un reazem, lungimea barei variazi cu cantitatea

0 =alAt (8.48)
Alungirea specifica este
gzé =a At (8.49)
L
iar tensiunea
o=Fe=aEAt (8.50)

Se observa ca alungirea specifica si tensiunea nu depind de lungimea barei.
Raportul alungirilor specifice este

S _ O _ 1,2-107

£, a, 24107

=0,5 (8.51)
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Din (8.51) si legea lui Hooke rezulta raportul tensiunilor
Oo Ao By ,2:107°-2,1-10°

= - s=L5 (8.52)
o, ayE, 2,4-10°.0,7-10

Desi alungirea specifica este mai mare in bara de aluminiu, tensiunea mai mare se
atinge in bara de otel. Deoarece

(o2
por _ 2100 1,75 (8.53)
o, . 1200

rezulta ca limita de proportionalitate se atinge prima data Tn bara de aluminiu.

20. Barele de armare trebuie sa fie amplasate cat mai departe de axa neutra a
grinzii, In zona tensiunilor normale maxime. in cazul solicitdrilor statice fortele
actioneaza numai pe verticala si barele de armare trebuie sa fie amplasate cat mai
aproape de fata superioara si inferioara a grinzii. Ele ar trebui sa fie mai numeroase
pe partea grinzii cu tensiuni pozitive (la exteriorul curburii), deoarece betonul este
un material cu rupere fragila, care rezista mult mai bine la compresiune decat la
tractiune. Tn timpul cutremurelor, grinzile pot fi solicitate la incovoiere si in plan
orizontal, iar distributia barelor de armare rationala este la periferia sectiunii, pe
intreg perimetrul. Aceeasi armare este utilizata la stalpi.

21. Reactiunile nu se modifica la deplasarea reazemelor, daca se pastreaza simetria.

22. Barajul unui lac de acumulare este supus la compresiune datorita greutatii
proprii si la Tncovoiere cu o forta liniar distribuita, datorita presiunii apei din lac.
Barajul sa fie un solid de egala rezistenta, supus simultan la aceste doua solicitari.

23. Aripile avioanelor sunt grinzi in consola. Pentru avioanele mari, ele sunt
realizate ca solid de egald rezistenta. La avioanele mici, aceasta forma nu este
rentabild economic.

24. La imbinarea cu doua table surubul are o sectiune de forfecare, iar la cea cu trei
table are doua sectiuni de forfecare. In consecinta, acest surub este forfecat la o
forta 2F.

25. in bard nu se produc deplasdri axiale, dar apar tensiuni normale de
compresiune. Capetele barei nu se deplaseaza (sunt incastrate), la fel si sectiunea
din mijloc (datorita simetriei). Se aplica apoi acelasi rationament pentru fiecare
jumatate si asa mai departe.
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ANEXE

Sursa: https://www.freepik.com/free-photos-vectors/paperclip
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9. ANEXE

ANEXA 1. CARACTERISTICI GEOMETRICE ALE SECTIUNILOR PLANE

In aceasta categorie generica sunt incadrate aria, momentele statice, momentele
de inertie, razele de inertie, module de inertie etc. Suprafata plana poate fi cea a
sectiunii transversale a unei bare. Deoarece axa Ox se alege pe directia axei barei,
se va lucra in sistemul de referinta zOy.

A.1. ARIE, MOMENT STATIC

Aria cuprinsa intre o curba y = f(z) si axa absciselor, luata intre z; si z; se calculeaza
cu integrala definita

Az]zf(z)-dz (A.1)

Momentul static al unei suprafete fatd de o axd (fig. A.1) se calculeaza cu relatiile
S.=| ydt; S,=| z-da (A2)

Momentul static se masoard in [mm3]. In figura A.1 s-a notat cu G centrul de
greutate al suprafetei A. Daca z si ys sunt coordonatele centrului de greutate G al
unei figuri de arie A, se pot scrie relatiile (fig. A1):

S.=A4-ys; S,=4-z; (A.3)
\
v/ dA
r 3
G
A / o
A
G
r
Yy VY }
< %6 > A
4 Z -

Fig. A.1. Schema pentru stabilirea momentelor statice si a celor de inertie

405



In vederea determindrii momentului static figurile complexe se divid in figuri mai
simple (daca este posibil), la care se cunosc aria si pozitia centrului de greutate.
Momentul static al intregii figuri se poate determina prin sumarea algebrica a
momentelor statice ale figurilor componente

SZ=Zn:A,.~yGi; Sy=zn:Ai-zGi (A.4)
i=1 i=1

unde A; este suprafata figurii i iar zgi si ysi sunt coordonatele centrului de greutate
al figurii i. Ariile, momentele statice si momentele de inertie ale unor cavitdti sunt
considerate negative.

A.2. POZITIA CENTRULUI DE GREUTATE

Din relatia (A.3) rezulta coordonatele centrului de greutate

Sy . Sz
ZG:ja szq (AS)

S; si Sy pot fi determinate cu relatia (A.2). Pentru cazul unei figuri complexe, care
pate fi descompusa in figuri simple, S, si S, se pot determina cu (A.4) iar relatiile
(A.5) devin

n
ZAiZGi
=

ZAini
Zg = y ==

s Vg =- y (A.6)

unde aria intregii figuri este

A=) 4 (A.7)
i=1

Orice axd de simetrie contine centrul de greutate al figurii. Rezultd cd la intersectia
a doud axe de simetrie se gdseste centrul de greutate al figurii.

A.3. MOMENTE DE INERTIE
A.3.1. Momente de inertie axiale

Momentele de inertie ale unei figuri, stabilite fata de axele Oz si respectiv Oy (fig.
A.1) sunt

I = j yidd; I, = j 2dA (A.8)
A

A
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A.3.2. Moment de inertie centrifugal

Momentul de inertie centrifugal se determina cu relatia
I, = jzy-dA (A.9)
A

I,y poate fi pozitiv, nul sau negativ. Axele in raport cu care |, = 0 se numesc axe
principale de inertie. Fata de aceste axe, momentele de inertie axiale I, si I, au valori
maxime, respectiv minime. Axele de simetrie sunt si axe principale de inertie.

A.3.3. Moment de inertie polar

Momentul de inertie polar se defineste ca (fig. A.1):

I, = j r’dA (A.10)
A
Se scrie teorema lui Pitagora pentru unul dintre triunghiurile formate n figura A.1
(r’=z2+y?), se inlocuieste in (A.9) si tindnd cont de (A.7) se obtine

1,=[rda=[Zda+]y'da=
A A4 A

1,=1+I,

(A.11)

Unitatea de masurd pentru toate momentele de inertie este [mm?].
A.3.4. Variatia momentelor de inertie
Variatio momentelor de inertie la translatia axelor

Fie o suprafata plana si un sistem de referintd central zOy (cu originea in centrul de
greutate G al suprafetei), fatd de care momentele de inertie ale suprafetei sunt /,,
ly si Iy, Momentele de inertie ale suprafetei fata de un alt sistem de referinta, z:0y1,
avand axele paralele cu primul (fig. A.2) sunt date de relatiile lui Steiner

Izl = Iz +yéA
I,=1,+z4 (A.12)
Izlyl = [zy +ZGyGA

In relatia (A.12) coordonatele z; si ys sunt luate cu semnul lor.
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Fig. A.2. Raportarea momentelor de inertie la un sistem de axe paralele

Variatio momentelor de inertie la rotirea axelor

Fie o suprafata plana raportata la un sistem de referinta cu originea in centrul ei de
greutate (fig. A.3). Cunoscand momentele de inertie fatd de aceste axe, I, I, si I,
momentele de inertie fata de un sistem de referinta rotit cu unghiul o se determina

cu ajutorul relatiilor

Adunand primele doua relatii (A.13) rezultad

I,+1,=1+1 =1, =const.

IL+1, I.-1, .
A= + 5 cos2a —1,,sin2a
I.+1, I.-1, _

I, = 7 5 cos2a+1,, sin2a

I -1
I, = 3 =sin2a + 1, cos 2

(A.13)

(A.14)

La rotirea sistemului de axe de coordonate suma momentelor de inertie axiale
ramane constantd si egala cu momentul de inertie polar in raport cu originea

sistemului.
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Fig. A.3. Raportarea momentelor de inertie la un sistem de axe rotit

Momente de inertie principale, axe de inertie principale

Din relatiile (A.13) se observa ca momentele de inertie /, si I, variaza cu unghiul a.
Ele prezinta valori extreme (maxime si minime), numite momente de inertie
principale, care sunt notate cu /; si /> (I1 > I,). Momentele de inertie principale se
determind cu

2
I_+1 I -1
T 2T e A.15
1,2 2 [ 2 j zy ( )

unde |1 = Imax; I2 = Imin. Semnul (+) se considera pentru /4, (-) pentru /..

Axele de referinta in raport cu care momentele de inertie au valori extreme se
numesc axe principale de inertie si se noteaza cu 1 si 2. Axele de simetrie ale unei
figuri sunt axe principale de inertie. Momentul de inertie centrifugal I,, este nul in
raport cu axele principale de inertie. Directiile axelor principale, (directiile
principale) sunt date de ecuatia

tg2 2L, (A.16)
o= .
& I -1

z

Directia axei principale 1, (fatd de care momentul de inertie este maxim) poate fi
stabilita studiind semnul modulului de inertie centrifugal. Pentru I, < 0 axa
principald 1 trece prin primul cadran, iar pentru I, > 0 prin cadranul al doilea. Fata
de axa 1 exista puncte ale suprafetei mai indepartate, comparativ cu axa 2.
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Directiile principale sunt ortogonale. Valorile extreme ale momentului de inertie
centrifugal I,, corespund unui sistem de axe care fac un unghi de 45° fata de axele
principale.

A.3.5. Module de inertie

Modulele de rezistenta fata de axe sunt definite cu relatiile

1
W, = : ; W= (A.17)
ymax ’ Zmax

unde:

®  Vmax = distanta de la axa Oz la punctul cel mai indepartat al sectiunii;

® zmax = distanta de la axa Oy la punctul cel mai indepartat al sectiunii.
Se defineste modul de rezistenta polar raportul dintre momentul de inertie polar si
distanta de la pol pana la punctul cel mai indepartat al sectiunii

W= (A.18)

Modulele de rezistentd se masoara in [mm?3].
A.3.6. Elipsa de inertie si raze de inertie

Razele de inertie (de giratie) fata de axele de referinta sunt

/ /1
i = I—Z; I, =, (A.19)
A - A

Unitatea de mdsurd pentru razele de inertie este cea de lungime [mm]. Axelor de
inertie principale centrale le corespund razele de inertie principale

=2 =2 (A.20)

Acestea sunt chiar semiaxele elipsei centrale de inertie, (fig.A.4), avand ecuatia

Z2 y2
Lh
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Pentru i>=i; exista simetrie cilindrica si elipsa se reduce la un cerc.

In calculul caracteristicilor geometrice ale sectiunilor plane pot fi utilizate si
reprezentari matriceale [Goia |., 2000]. In tabelul A.1 sunt date caracteristicile
geometrice pentru cateva figuri simple.

1\"

b

/gs) z

Fig. A.4. Elipsa centrald de inertie

A.4. ETAPELE CALCULULUI CARACTERISTICILOR GEOMETRICE

Pentru determinarea pozitiei axelor centrale principale si a momentelor de inertie
principale centrale ale unei sectiuni care poate fi descompusa in figuri simple se vor
parcurge urmatoarele etape:

1. Alegerea unuisistem de referinta arbitrar. Se descompune sectiunea
in figuri simple si se determind pozitia centrului de greutate al
sectiunii cu relatia (A.6);

2. Cu relatiile (A.12) se determind momentele de inertie axiale I, |, si I,y fata
de un sistem de axe central (cu originea in centrul de greutate), axele sale
fiind paralele cu cele ale sistemului initial;

3. Curelatia (A.16) se determina unghiul de rotire al axelor principale;

4. Cu (A.15) se calculeaza momentele de inertie principale;

5. Cu (A.17), (A.18) si (A.21) se determina modulele de rezistentd axiale si
respectiv razele de inertie principale.

Aceste etape au fost prezentate pentru cazul general. Existenta axelor de simetrie
simplifica acest calcul, dupa cum se va ardta in exemplele care urmeaza.
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Exemplul A.1

Sa se determine caracteristicile geometrice ale sectiunii din figura A.5.

y y|

2 I =

10t

6t

S5t

a) b) c) d)

Fig. A.5. Profil | nestandardizat (a): descompunere in dreptunghiuri pentru determinare Iy
(b) si I; (c); elipsa de inertie (d)

La intersectia axelor de simetrie se afla centrul de greutate al sectiunii. In vederea
determinadrii I, se alege sistemul principal central zOy si se descompune profilul in
dreptunghiul central (inima profilului) si doua dreptunghiuri periferice (talpi), ca in
figura ASb. Aria profilului este egala cu suma ariilor dreptunghiurilor componente.

A=1t-10t+2-5¢-2¢ =304 (A.22)

Daca toate dreptunghiurile au centrul de greutate pe axa fata de care se calculeaza

momentul de inertie, nu se mai utilizeaza relatiile (A.12) si calculul se simplifica. Din

acest motiv s-au ales descompuneri diferite pentru calculul celor douda momente de

inertie axiale (fig. A.5). Utilizand descompunerea din figura A5b si datele din tabelul
A.1 pentru sectiune dreptunghiulara se obtine

3 3

=1 - 1000 2t-(5¢)

2.
Y 12

=42,5¢* (A.23)

Cu descompunerea din figura A.5c se calculeaza |, si se determind modulele de
rezistenta axiale

3 3
1 =5t(14t) —2.2t(11§t) =810¢* (A.24)

: 12

=177  (A.25)

4 ] 4

_ 1. _8lor 11576 W= _ 42,5t

ymax 7t g Zmax Z’St
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Razele de inertie sunt

1 810¢* 1 42, 5¢*
=i =,-%= ~52t; i =i, =, = *— ~1,2t (A.26
TN 4\ 302 v\ 4 \] 307 (A.26)

Elipsa de inertie este prezentata in figura A.5d.

Exemplul A.2

Sa se determine caracteristicile geometrice pentru profilul T nestandardizat,
prezentat in figura A.6.

a4 6t =
y/ y/ y o Zmax,
2t r - -: : Y - i :
¥ - - - -
f . G 2t of
N « lIII I|| s Y s z
ot 3t y
St - / yG ¥ / rrl;
I I g
4t >
Y A4 Y I I A4 > I I Y
O’ Z, O’ Z’
a) b) <)

Fig. A.6. Profil T nestandardizat (a), descompunerea in figuri simple
si alegerea sistemelor de referintd (b, c); in fig. (c) s-a notat G cu O

In continuare vor fi parcurse etapele prezentate la paragraful A.4.

1.Axa de simetrie verticala trece prin centrul de greutate al sectiunii si se va calcula
numai yg, fatd de axa O’Z’, aleasa arbitrar. In sistemul de axe prezentat in figura
A.6b, centrul de greutate al sectiunii are abscisa zg = 0 si ordonata

2
Ay,

; Yo .8t drr60-20-90
A t-8t+6¢-2t

Yo = Tt (A.27)
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2.Axa Oy coincide cu axa de simetrie si, Tn consecinta, este axa de inertie principala.
Sistemul de referinta zOy este sistem principal central. Avand o axa de simetrie,
I,=0. Momentele de inertie axiale se determina din tabelul A.1 si cu relatiile (A.12):

3 3
=1 =M+(3¢)2 -z-8r+@+(2r)2 -61-2t =166,(6)1*

12 ( )3 (A.28)
8t-1 2t-(6t
=l == t—0 =36,(6)*

Nu mai trebuie sa fie parcurse etapele 3 si 4, sistemul de referinta fiind principal.
Se trece la ultima etapa si se calculeaza modulele de rezistenta axiale si razele
principale de inertie

166,(6)¢* I 4
A LU C) LY VI M S G MNP Y
ymax 7t g Zmax 3t
166,(6 tt I 36,(6 t
i;i,:ﬁaf#zz,s%; i =i2=4/—y=4/(—2)z1,35t
A 20¢ ” A 20¢
(A.30)

Exemplul A.3

Sa se determine caracteristicile geometrice ale profilului din figura A.7.

t Yl 0,5t YY1 0,3t Y1y
'y - - ] .' ." 2
|I I| {‘:\ II'-II | ! 1
\ - ¥ | ‘#; W 7
7t F\ e iz >{ J
| \| & eflfozt] " \g :
¥ ::t v :t" ':,.: T . ¥ :t - ':,:: ’ . “2 -
< 3t » }’SE ¥4 > Zc * Zj) Zd)
a) b) c) d)

Fig. A.7. Profil cornier (a), descompunere in dreptunghiuri (b), determinarea
centrului de greutate G (c) si trasarea elipsei de inertie (d)
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Tn continuare vor fi parcurse etapele prezentate la paragraful A.4.

Etapa 1. Se descompune figura in dreptunghiuri si se determind coordonatele
centrului de greutate fata de sistemul de coordonate z’O’y’, arbitrar ales.

2
ZAini
z:12

2

30-1-0,50+1-6-41

2,8t;
3t-t+t-6¢

Yo =

4,
i=1

2

ZAiZGi
a 3tet1,5t+161-0,5¢
3t-t+1-6t

(A.31)

0, 8¢

ZG: >

i=1

Etapa 2. Determinarea momentelor de inertie

3 3
I :—3t1(£) +3t.t-(2.3t)2+—t(16;) +1-60-(1,20) ~ 42,81

z

3 3
I, = %wm-(om)z +6;—'2t+t-6t-(0,3z)2 =4,8¢* (A.32)

I, =t-3t-0,7t-(<2,3t)+1-6t-(=0,3t)-1,2t ~ 71"

Etapa 3. Determinarea directiilor principale
21, 2.7t
Y= 2 ;7 ~0,368
Iy -1 4,8t —42,8¢ (A.33)

=a,~10%a, =10"+90" =100’

tg2al,2 =

Etapa 4. Determinarea momentelor de inertie principale

2
I+1 -1
L,=——"4 | =—>| +1;
> 2 2 24

4 4 4 42
=42,8t +4,8¢ + 42 8¢t —4,8t¢t +(—7t4)2
2 2

(A.34)

Rezultd I; = 43,75t*; I, = 3,15t*.
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Etapa 5. Determinarea razelor de inertie principale

I /44 4 /1 / 4
i = \/: = th =2,2t; i, = 22 3’5521 ~ 0, 6¢ (A.35)
A 9t A 9t

Tab. A.1. Caracteristici geometrice ale unor sectiuni plane

Nr. | Figura Aria Momente de inertie Module de inertie
1 y
h ATUR L e w | b k2
z Dreptunghi fo1’ Y 12 ‘ 6" 6
b
2 y _ 2
2 e ==L W=, =L
7z = = — = = —
Patrat Y12 ‘ Y6
3 2
A=a 4 3
Patrat Ip=1,= a W, =w, = V2a
rotit 12 12
4 A_ndz L= _ md* W_W_nd3
T4 2TV 64 20y 32
; Cerc L rd* W= nd?
P32 P 16
5 W = bh? W - bh?
. bh T2 BT 4
¥ L Y A=—
h[WC 2 by | o0 _h w2
DN G(g,g) 7736777 4 ¥ 12
b Triunghi dr. b2h
Wyar = 22
6 y L A
d“ = 2,59812 5v3 . W, = 0,12d3;
v z Hexagon I;=1,= 16 L W, = 0,064
regulat

Legenda: a, b, h, L =lungimile unor laturi;

W, Wzs=modulele de inertie pentru triunghi dreptunghic, raportate la fibrele extreme

superioare/inferioare

Wyst, Wydr= modulele de inertie pentru triunghi dreptunghic, raportate la fibrele extreme

din stanga/dreapta
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ANEXA 2. STAS 75-90 Dimensiuni liniare normale (extras)

La alegerea dimensiunilor, sirurile se prefera in ordinea: Ra 5, Ra 10, Ra 20, Ra 40 si
suplimentare.

Ra 5 Ra 10 Ra 20 Ra 40 Suplimentar Ra 5 Ra 10 Ra 20 Ra 40 Suplimentar
10 10 10 10,0 10,2 63 63 63 63,0 65,0
10,5 108 67,0 70,0
11 11,0 112 71 71,0 73,0
11,5 118 75,0 78,0
12 12 12,0 125 80 80 80,0 82,0
13,0 13,5 85,0 88,0
14 14,0 145 90 90,0 92,0
15,0 155 95,0 98,0
16 16 16 16,0 16,5 100 100 100 100 102
17,0 175 105 108
18 18,0 185 110 110 112
19,0 19,5 115
20 20 20,0 20,5 118
21,0 215 120
22 22,0 230 125 125 125
24,0 130 .
25 25 25 25,0 140 140 145
26,0 27.0 150 155
28 28,0 29,0 160 160 160 160 165
30,0 310 170 175
32 32 32,0 330 180 180 185
34,0 350 190 195
36 36,0 370 200 200 200 .
38,0 39,0 210 215
40 40 40 40,0 410 250 220 220 230
42,0 44,0 240
45 45,0 46,0 250 250 250 250
48,0 49,0 260 270
50 50 50,0 52,0 280 280 290
53,0 55,0 300 310
56 56,0 58,0 315
60,0 62,0
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  y = ±   d 2


      𝜎  x . m a x    𝜏  x y . m a x = 36


    𝜎  x . m a x ≫   𝜏  x y . m a x


    L  d ≫ 1


  u ≪ v


   [ 0 , L ]


   [ 0 , L ]


   [ 0 , 3 L ]


    T  y  (   x 3 ) = −   V 1 +   q 2   x 3


    M  z  (   x 3 ) =   V 1   x 3 −     q 2   x 3 2 2


   [ 0 , 3 L ]


    x 3 ∈


    T  y  (   x 2 ) = −   q 1  ( L +   x 2 ) − F


    M  z  (   x 2 ) = −     q 1    ( L +   x 2 ) 2 2 − F   x 2


   [ 0 , L ]


    x 2 ∈


    T  y  (   x 1 ) = −   q 1   x 1


    M  z  (   x 1 ) = −     q 1   x 1 2 2


   [ 0 , L ]


    x 1 ∈


   ∑    Y  i = 0


    T  y  ( x ) = −   V 1 +   ∫ 0  x  q  ( t ) d t


    M  z  ( x ) =   V 1 x −   ∫ 0  x  q  ( t )  ( x − t ) d t


  x ∈  [ 0 , L ]


    T  y  ( x ) = −   q 1 x −   q  ( x ) x 2


    M  z  ( x ) =     q 1   x 2 2 −   q  ( x ) x 2 ∙   x 3


  x ∈  [ 0 , L ]


    T  y  ( L ) =   q L  3 =   V 2


    T  y  ( 0 ) = −   q L  6 = −   V 1


    M  z  ( L ) = 0


    M  z  ( x ) = 0


    T  y  ( x ) = −   V 1 +   q  ( x ) x 2


    M  z  ( x ) =   V 1 x −   q  ( x ) x 2 ∙   x 3


  x ∈  [ 0 , L ]


    M  z  ( L ) = 0


    M  z  ( x ) = 0


  Q  ( x ) = q x


    T  y  ( x ) = −   V 1 + q x


    M  z  ( x ) =   V 1 x −   q   x 2 2


  x ∈  [ 0 ,   L 2 ]


    T  y  ( x ) = F


    M  z  ( x ) = 0


    T  y  (   x 2 ) = F − 2 F


    M  z  (   x 2 ) = − F  ( L +   x 2 ) + 2 F   x 2


    x 2 ∈  [ 0 , L ]


    T  y  (   x 1 ) = F


    M  z  (   x 1 ) = − F   x 1


    x 1 ∈  [ 0 , L ]


    T  y  (   x 2 ) =   F − V 2


    M  z  (   x 2 ) = − F  (   L 1 +   x 2 ) +   V 2   x 2


    x 2 ∈  [ 0 ,   L 2 ]


    T  y  (   x 1 ) = F


    M  z  (   x 1 ) = − F   x 1


    x 1 ∈  [ 0 ,   L 1 ]


    T  y  (   x 2 ) =   V 3


    M  z  (   x 2 ) =   V 3   x 2


    x 2 ∈  [ 0 , b ]


    T  y  (   x 1 ) = −   V 1


    M  z  (   x 1 ) =   V 1   x 1


    x 1 ∈  [ 0 , a ]


  a + b = L


  f " < 0


 


  d A = b ∙ d y


  L ≥ 10 h


  b  (   y 2 ) = 5 t


    y 2 ∈  [ 4 t , 6 t ]


  b  (   y 1 ) = t


    y 1 ∈  [ 0 ,   4 t ]


    y  i ∈


    𝜏  x y =   T  A


    𝜏  x y . m a x =   3 T  2 A


    𝜏  x y =   T  A


  d A = b ∙ d y


    L  h > 10


    W  z


      I  z    y  m a x


  𝜌 →


    E  𝜌 ≠ 0


  L ≥ 10 h


   [ B   B ′ ] = a r c B   B ′ =   a 0


    a  a d = 42 m m


    d  a d = d + a


    𝜑 1 =   𝜑 5 = 0


   { 𝜑 }


   [ k ]


   {   M  t }


    G   I  p  L


    E A  L


      d  e    d  i = 2  


    𝜏  a ,   𝛾


    𝜏  a . a d <   𝜏  a


    L 2 ≥ 50 m m


    L 1 ≥ 128 m m


    T 1   ≠ T 2


    𝜎  s t r <   𝜎  a . s t r


      A  1 f 2


  n ≥ 1 , 9


  d s


    p  𝛼


    T  y


    𝜏  x y


  ∆ ≪ L  


    A  A l =   A  ′ ′ = 3 A


    A  O L =   A ′ = A


    E  A l = E " =     E  O L 3


    E  O L = E =   E ′ = 210 G P a


  L ,   ∆ ,   𝛼 , 𝛽


  c o s   𝛼 ′


    N 0   ( 1 )   L 1   n 1   ( 1 )


    A 3 ,   E 3 ,   L 3


    n 1  ( 3 ) = −   a  a + b ∙ 1


    N 0  ( 3 ) =   a + b − c  a + b F


    A 2 ,   E 2 ,   L 2


    n 1  ( 2 ) = 1


    N 0  ( 2 ) = 0


    A 1 ,   E 1 ,   L 1


    n 1  ( 1 ) = −   b  a + b ∙ 1


    N 0  ( 1 ) =   c  a + b F


    n 1  ( i )


    N 0  ( i )


    n 1  ( i )


    N 0  ( i )


    H 4


    H 1


    H 1  ( 2 )


    H 1  ( 1 )


    H 1


    A 2


    A 1  ′ ′


    A 1 ′


    A 2 ,     E 2 ,   L


    n 1  ( 2 ) = − 1


    N 0  ( 2 ) = − F


    A 1 ,     E 1 ,   L


    n 1  ( 1 ) = 1


    N 0  ( 1 ) = 0


    𝛿 2


    𝛿 1 ′ = 0


    𝛿 1


     


    𝛿 2   = − 0 , 174 m m ;   𝛿 3 = − 0 , 139 m m ;     𝛿 4 = 0 , 139 m m


  d = 28 m m


      𝜎  a  𝛾


    𝜎  x  ( x )


  E ≈ 69 − 70 G P a


  E ≈ 400 − 410 G P a


  E ≈ 180 − 210 G P a


  E ≈ 200 − 210 G P a


  𝛿  ( x )


  L − x


    𝜎  x  ( x )


  d V = A  ( x ) d x ,  


  2 𝛼 ≤ 10 °


  k =   F  𝛿


  P ( S >   S  m i n )


  S


    A  t . 10


    A  t . 5


    𝜎  r . 10


    𝜎  r . d =


    


  w × t


    𝜎  r t ≈   0 , 1 𝜎  r c


  𝜀 < 0  


  𝜎 < 0


  ν < 0


  ν > 0 , 5


    V 0 = 1


    n -


    n -


    Q -


    F -


  F


    V 2  ( L − u )


    V 2 L


    V 2 L


    V 2  ( L − u )


  F


    F -


    Q -



